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Andlisis numérico de caos espacio-temporal en sistemas extendidos espacialmente
¢ investigacion de electrodisolucion caética de metales
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Presentamos resultados (numéricos y experimentales) indicando el control de la dindmica oscilatoria en un sistema electroquimico bajo la
presencia de forzamiento externo y por retroalimentacién del sistema. Como primer caso se considera la influencia de una sefial sobrepuesta
a uno de los pardmetros de control, obteniendo que no inicamente la dindmica cadtica puede ser convertida a estados periédicos, sino que los
estados periédicos pueden ser convertidos incluso a una dindmica oscilatoria de mayor periodicidad. A continuacién, aplicando una técnica
continua de retroalimentacién retardada, las oscilaciones cadticas son suprimidas por medio de la estabilizacién de soluciones de punto fijo
ylo convertidas a comportamiento periédico. Para terminar, se reporta la supresién numérica de caos espacio temporal observado en un
sistema quimico espacialmente extendido. Este sistema en una dimensién espacial exhibe turbulencia bajo condiciones apropiadas en los
pardmetros y la consccuente supresion es llevada a cabo usando técnicas de retroalimentacién y forzamiento.

Descriptores: Sistemas dindmicos; corrosién electroquimica; control de caos

We report results (numerical and experimental) indicating control of the observed oscillatory dynamics in an electrochemical system using
cxternal forcing and variable feedback. Under the influence of external forcing it was observed that the chaotic dynamics could be converted to
periodic states. Moreover, regular states with different periodicities could be stabilized. Using a continuous delayed feedback control strategy
chaotic oscillations are suppressed via stabilization of fixed point steady states and/ or periodic dynamics. Finally we report numerical results
indicating control of spatiotemporal chaos observed in a spatially extended chemical system. In one spatial dimension the model dynamics
under appropiate parameter conditions exhibit chemical turbulence which is suppressed using feedback and forcing techniques.
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1. Introduccion En el caso de sistemas no lineales espacialmente extendi-
dos, ¢l control de la dindmica turbulenta es de mucho interés
practico. Los esfuerzos por controlar caos con diferentes es-

trategias de control {1—4} han sido naturalmente extendidos a

El interés en la investigacién de oscilaciones electroquimicas
se ha incrementado debido a los avances hechos en el campo

de la dindmica no lineal. Las oscilaciones han sido observa-
das, caracterizadas y aun controladas en distintos procesos
electroquimicos incluyendo reacciones anédicas y catddicas
bajo condiciones potenciostdticas y galvanostaticas. Estd do-
cumentado [1, 2] que el control dindmico del comportamien-
to caético puede llevarse a cabo utilizando pequefias pertur-
baciones a un pardmetro accesible de control. Estos even-
tos utilizan estrategias de control flexibles (3, 4} para con-
vertir el comportamiento a respuestas periédicas. También
hay reportes [5-7] sobre cémo dirigir 1a dindmica del siste-
ma a soluciones no oscilatorias (por ejemplo estados estacio-
narios inestables) usando técnicas de retroalimentacién [8].

tratar de controlar el comportamiento dindmico complejo ob-
servado en sistemas dindmicamente distribuidos [9-13]. El
control de caos en estos casos es muy complicado debido a
la existencia de numerosos modos espaciales inestables, pero
resulta inmensamente importante también por su posible apli-
cacién en plasmas, dispositivos laser y en sistemas biol6gicos
y quimicos, donde las dependencias espaciales y temporales
deben ser consideradas.

I.os resultados de este articulo se muestran en las siguien-
tes secciones. En la Sec. 2 se propone el uso de una modula-
ci6n sinusoidal sobre uno de los pardmetros de control para
suprimir (experimentalmente) caos via conversién a estados
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periddicos. En la Sec. 3 se reporta la estabilizaci6n de estados
estacionarios inestables y respuestas periédicas en una celda
electroquimica, usando una estrategia de control por retroa-
limentacién retardada. Finalmente en la Sec. 4 se propone la
supresion (numérica) de comportamiento turbulento observa-
do en un modelo (una dimensién espacial) usado para la oxi-
dacién de CO en una superficic de cristal simple de Pt(110)
bajo condiciones UHV [14, 15].

2. Modulacion sinusoidal externa

Consideremos un sistema dindmico auténomo que es descrito
por el siguiente conjunto de ecuaciones diferencialcs:

X = f(X(t),p), )

donde x = (x,79, X3, ..., Tn) Y P = (P1,P2,P3, ..., Pm) SON
las variables del sistema y los pardmetros de control, respec-
tivamente. Dependiendo de los pardmetros, el sistema puede
exhibir una gran variedad de respuestas talcs como puntos
fijos, oscilaciones peri6dicas, caéticas, etc. Una transicion
discontinua entre estos estados es conocida como bifurca-
cién y la gréfica que muestra la localizacién de los diferentes
estados dindmicos en el espacio de pardmetros es conocida
como diagrama de bifurcacién. Considerando que en nues-
tro sistema clectroquimico experimental existe una variable
de sistema fdcilmente accesible z; (por ejemplo, la corriente
anédica), y un pardmetro de control accesible p; (por ejem-
plo, el potencial anddico) que pueda ser continuamente per-
turbado de tal forma que

pi(t) = p1(0) + vsen(wt), )

donde p, (0) es el valor inicial del parametro y cl término
sen (wt) es la sefial moduladora sobrepucsta a la dindmica
no perturbada [16,17]. Como lo indican los resultados que
se muestran a continuacion, la transformacién de la dindmica
del sistema se lleva a cabo micntras el control se mantenga
aplicado y, una vez concluido, el sistema regresa a su com-
portamiento inicial no perturbado.

2.1. Resultados experimentales

El sistema experimental consiste de una celda clectroqufmica
de tres clectrodos (EG&G Princeton Applied Research Mo-
del K60066) dispucsta para el estudio de la electrodisolucion
potenciostdtica de cobre en un buffer de acetato [12] bajo con-
diciones de temperatura ambiente (295-300 K) sin compen-
sacion iR externa [13). El dnodo es un disco rotante de cobre
(5 mm de didmetro) rodeado por tefién. El clectrolito es un
buffer de acetato, mezcla de 70 cm?® de 4cido acético gla-
cial y 30 cm? de acetato de sodio 2 M. El potencial an6dico
es medido respecto a un electrodo de referencia saturado de
calomel (SCE), mientras que el cdtodo es un disco de plati-
no (2.5 cm? de drea). Bajo condiciones potenciostdticas, el
potencial del circuito es continuamente ajustado por un po-
tenciostato (EG&G Princeton Applied Research Model 362)
para mantener el valor deseado del potenciai V', y la corriente
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FIGURA 1. Estahilizacién a un estado de periodo 1 (P1) en el
sistema electroquimico cuando éste exhibe oscilaciones cadticas.
La razén de rotacién es de 2500 rpm, mientras que el potencial
anddico V(0) es 0.770 V. Los parametros de control usados son
4y=391mVyr =07Hz

anédica I es medida entre ¢l 4nodo y el cdlodo. Las series
de datos para la corriente son capturados y almacenados por
computadora usando una tarjeta de adquisicion con frecuen-
cia de muestreo de 25 Hz. Con el potencial anddico y la razon
de rotacién dados en la Fig. 1, el sistema clectroquimico ¢x-
hibe oscilaciones cadticas en la corriente. El control sinusoi-
dal es aplicado en ¢t = 50 s por la perturbacién continua del
potencial de acuerdo con la siguiente f6rmula:

V(t) = V(0) + ysen (2mut). (3)

Los valores de v y y se indican al pie de ia figura. Como resul-
tado del forzamiento las oscilaciones cadticas fueron trans-
formadas a oscilaciones de periodo 1 (P1). Cuando el control
es apagadoen t = 70s, ¢l sistema se aparta de la dindmica de
P1 y después de un transitorio de 25 s (donde el sistema s¢
recupera de los efectos del control) las oscilaciones cadticas
aparecen nuevamente. Este transitorio (recuperacion) es si-
milar al observado en simulaciones numéricas {20]. La Fig. 2
confirma predicciones numéricas referentes a que el forza-
miento externo pucde incrementar fa complejidad del sistema
dindmico. La corriente anddica es mostrada sobre un periodo
durante el cual el forzamiento es aplicado (ent = 20 s) y apa-
gado nuevamente. Durante la sesién de control, Ia corriente
oscilatoria periédica (P1) es convertida a una respuesta de pe-
riodo 2 (P2). Cuando el control es apagado (en ¢ = 30 s) el
sistema se recupera y regresa a las oscilaciones de P1 nueva-
mente. Los pardmetros de control y del sistema son presenta-
dos al pie de la figura.

3. Control por retroalimentacion retardada

La estabilizacion de la dindmica de un sistema que se encuen-
tra previamente en un estado inestable requiere de un procedi-
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FIGURA 2. Estabilizacién a un estado de periodo 2 (P2) en el sis-
tema electroguimico cuando éste exhibe oscilaciones de periodo 1.
La razén de rotacién es de 1700 rpm, mientras que el potencial
anédico ¥ (0) es 0.680 V. Los pardmetros de control usados son
y=751mVyvr =20Hz

miento especial para lo cual el control por retroalimentacién
retardada aparece como un procedimiento viable. Conside-
rando nuevamente que en nuestro sistema electroquimico ex-
perimental existe una variable de sistema facilmente accesi-
ble z, (i.e., la corriente anédica), y un pardmetro de control
accesible p; (i.e., el potencial anddico) que pueda ser conti-
nuamente perturbado de tal forma que

p1(t) = p1(0) + v [x1(t) = 21 (t — 7)), “)

donde p; (0) es el valor inicial del pardmetro y el término
v [€1 (t) = 21 (t — 7)] correspondiente a la retroalimentacién.
Es importante mencionar que esta perturbacién cambia la es-
tabilidad de la dindmica blanco sin alterar la localizacién de
los puntos fijos y/o creando nuevas 6rbitas periddicas en el
espacio fase [8].

Las primeras implementaciones de la estrategia de retro-
alimentacién retardada pueden ser clasificadas en dos casos
limite:

I. Encl limite en que 7 — 0 la técnica de control por re-
troalimentacion ctectivamente se reduce a control de-
rivativo |6], la cual es capaz de estabilizar soluciones
(puntos fijos) de estado estacionario {7].

2. Encllimite enque 7 = Typg. donde 7;pg cs el perio-
do de una 6rbita periddica inestable (UPQ) contenida
en el atractor cadtico, la estrategia es la conocida como
método de Pyragas para controlar caos [21].

En un intento por estabilizar tanto los estados estaciona-
rios inestables como las soluciones periddicas, nuestra inves-
ligacién numérica y experimental involucra la eleccién de =
dentro del intervalo 0 < 7 < Type-
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FIGURA 3. Estabilizacién de un estado inestable en el sistema
electroquimico exhibiendo oscilaciones caéticas. La razén de ro-
tacién es de 2700 rpm y el potencial anddico V'(0) es 0.720 V. Los
pardmetros de control usados son v = —0.15mV/mAy r = 15 pa-
sos de la muestra.

3.1. Resultados experimentales

El sistema experimental es el mismo que se presentd en la
seccion anterior. Con cl potencial anédico y la razén de rota-
cién indicados en la Fig. 3, ¢l sistema electroquimico exhibe
oscilaciones caéticas en la corriente. Las oscilaciones son es-
tabilizadas perturbando de manera continua el potencial 1 (0)
de acuerdo a la siguiente formula:

V(t) =V(0) +~[I(t) - I(t - 7)], 5)

donde los pardmetros v y 7 son dados al pie de la figura. Du-
rante el control (entre los segundos 40 y 140) las oscilaciones
caen a una respuesta de corriente directa con ruido.

Cuando el control es apagado el sistema se aleja del pun-
to fijo y ejecuta oscilaciones cadticas nuevamente. La imple-
mentacion del método de Pyragas para estabilizar una 6rbita
periddica imestable (UPO) contenida dentro de un atractor
caédtico involucra un procedimiento para determinar 7,p,.
El valor de 7 = 7;p en la férmula de control [Ec. (5)] fue
calculado utilizando un mapa de retorno de la siguiente ma-
nera. En vez de graficar valores extremos consecutivos de la
corriente, se elabora una gréfica con el tiempo encontrado
entre minimos sucesivos de la corriente. Con lo anterior se
construye ¢l mapa que es de hecho un mapa de retorno tem-
poral ¢4 vs. t,. Usando la interseccién de este mapa con la
linea de identidad nos permite identificar el valor njpo para
la 6rbita de periodo 1. La Fig. 4 muestra la serie de tiempo
para la corriente, mientras el control estd apagado, prendido
(ent = 70 seg.) y apagado nuevamente. Durante la sesién
de control, las oscilaciones caéticas son convertidas (dentro
del error experimental) a una respuesta periédica. Cuando el
control es apagado (en t = 135 seg.) el sistema sc aleja de la
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FIGURA 4. Controlando el caos en el sistema electroguimico usan-
do ¢l método de Pyragas. La razén de rotacién es 2900 rpm, mien-
tras que el potencial anddico es 0.715 V. Los pardmetros de control
usados son v — —0.19 mV/mA y 7 = 65 pasos de la muestra.
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orbita periédica y regresa a las oscilaciones cadticas nueva-
mente. La clara ventaja de aplicar control por retroalimenta-
¢ién consiste en la unificacién de dos distintas estrategias de
control, llamémoslas control derivativo y el método de Pyra-
gas. Con la variacion selectiva de los pardmetros de control
disponibles v y w, la estabilizacién de estados estacionarios
inestables y Grbitas periédicas pueden ser obtenidas. Resul-
ta importante mencionar que una vez que la sefial de retroa-
limentacién desaparece durante el control, se asegura que el
sistema no ha sido arrastrado a un régimen donde la dindmica
blanco sea naturalmente estable.

4. Supresion de turbulencia quimica en el
sistema extendido

4.1. Modelo numérico para la oxidaciéon de CO

En esta seccion consideramos el sistema extendido con con-
diciones a la frontera periédicas estudiadas extensivamente
por Biir et al. [14,15] y brevemente discutidas a continua-
cion. Para mostrar la supresién de caos espacio temporal sc
considera el siguiente modelo, usado para la descripciénde la
oxidacién de CO en una superficie de cristal simple Pt(110)
bajo condiciones UHV (20, 21]:

du = — u(n—1) (u -

€

v+ b

(

) + DV3u, (6)
dv = f(u) - v, M
donde la variable activadora u corresponde a fa cobertura de

CO adsorbido, mientras que la variable inhibidora v describe
un cambio estructural. La funcién f(u) es de la forma

FIGURA 5. Gréfica espacio-tiempo para el sistema de osciladores
acoplados con la implementacién de! control por retroalimentacion
global. El control produce la estabilizacién del estado homogéneo
sin la desaparicioén de la sefial de control. Los pardmetros del sis-
temasona = 0.84, ¢ = 0.12,b = —0.045y D = 1/52 y los
pardmetros de control son y = 0.005 y 7 = 8.

w<1/3 = f(u) =0;
1/3<u <1 flu)=1-6.75u(u—1)%
uw>1— flu)y=1

Considerando los valores apropiados para los pardmctros en
una dimensién espacial, el modelo del sistema pucde exhibir
el comportamiento de un pulso viajero, turbulencia de ampli-
tud y turbulencia de fase. El tamaiio del sistema se escogié
que fuera de 100 (unidades adimensionales) y fue dividido
en una malla de 200 elementos para fa simulacién del mode-
lo, usando un algoritmo de integracién cxplicita con tiempo
constante y pasos cspaciales (100/200) sujetos a condiciones
a la frontera periédicas.

El sistema difusivo acoplado exhibe dindmica turbulen-
ta para los siguientes valores de los pardmetros: a = (.84,
e = 012, b = —0.045y D = 1/5.2. Las estratcgias de
contro! implementadas son presentadas en dos secciones co-
rrespondientes a retroalimentacién y forzamiento externo, es-
tas estrategias son capaces de suprimir la dindmica turbulenta
por medio de la estabilizacion de un punto fijo y/o la cstabi-
lizacion de soluciones periddicas. La robustez de todos los
resultados presentados en esta seccién se verificéd mediantce la
adicién de una cantidad pequeiia de fluctuaciones aleatorias.

4.2, Té(:nicz}V de retroalimentacion global retardada:
YN Lizg Wit —7)

A continuacién implementamos una retroalimentacién glo-
bal con retraso al modelo que exhibe turbulencia quimica. La
dindmica bajo la influencia del control es representada por

(- 1 [,
Oy = _u(u )(u— v+ ))

€ a

N

e Bl A e
+ DV%u — _.-NL-rf_fg_r. — 7). (®)

i=1

Giv = flu) —v. )]

La Fig. 5 muestra la implementacién del control por re-
troalimentacién global. El control lleva al sistema hacia un
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cstado homogéneo; no obstante, la sefial de control permane-
ce como una entidad que no se desvanece. Variando el valor
de v podemos ser capaces dc estabilizar una gran cantidad de
estados oscilatorios no turbulentos.

4.3. Forzamiento: « sen (wt)

En este caso uno de los sitios (#1) de la scric de oscilado-
res difusamente acoplados es perturbado con un forzamiento
periddico de la forma indicada a continuacién. Bajo la in-
fluencia de forzamiento, la dindmica modificada dc uno dec
los osciladores (i = 1) (las ecuaciones de evolucién para el
resto de los osciladores se mantienen intactas) es represcnta-

da por
, u(u ~ 1) ( v+ b)
du = — U —
€ a
+ DV?*u — g sen (wt), (10)
Qv = f(u) —v. (rn

La Fig. 6 muestra la grifica de espacio-tiempo para el sis-
tema extendido bajo el efecto del forzamiento local. Para la
eleccién apropiada de w y v esta figura muestra claramente
la induccion de orden y su consecuente propagacion mientras
que la supresion de la dindmica turbulenta es llevada a cabo.
El estado estabilizado es un tren de pulsos viajeros estables
que se propagan en una dimensién espacial. Este control via
perturbaciones periédicas locales es aplicable en situaciones
experimentales y se mantiene tanto tiempo como el forza-
micnto sea aplicado. Las perturbaciones periddicas locales se
propagan a los sitios vecinos, produciendo la aparicidn de un
orden giobal.

FIGURA 6. Gréfica espacio-tiempo para el sistema de osciladores
acoplados con la implementacion de forzamiento en un solo sitio.
Estas perturbaciones periédicas locales se propagan a los sitios ve-
cinos, produciendo la aparicion de un orden global. Los pardmetros
del sistemasona =084, ¢ = 0.12.b = -0045y D =1/52y
los pardmctros de control son v = —0.5 y w = 0.05.

5. Discusion

Los resultados que se presentaron exhiben la aparicion de
dindmica compleja en sistemas quimicos con dependencia
temporal y espacio temporal, y de hecho tanto las simulacio-
nes como los experimentos revelan que bajo las condiciones
apropiadas en los pardmetros, se puede observar dindmica
cadtica en el sistema. La complejidad observada es enton-
ces analizada y subsccuentemente controlada usando cl for-
zamiento apropiado y/o técnica de retroalimentacién. La su-
presion de caos por medio de su conversién a una dindmica
periddica o a la formacidn de patrones estables, puede ser de
gran importancia en aquellos sistemas donde la presencia de
caos pueda provocar deficiencias en su desempefio.
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