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BEVEZETES

Az anyag mikroszkopikus leirdasa a kvantumelmélet segitségével lehetséges. Ha az
anyagot alkoté részecskék kozotti kolesonhatast fundamentalis szinten kivanjuk kezelni,
akkor az anyag leirdsara a kvantumtérelméletet kell hasznalnunk.

Mindaddig, amig olyan rendszereket vizsgalunk, amelyekben a részecskék szama
allando, nem sziikséges a kvantumtérelmélet médszereihez folyamodnunk. Ha azon-
ban a vizsgalt rendszerben a részecskék szdma nem allandé, akkor csak ez az tut
jarhato. A részecskék szama viszont egy kozegben akkor szokott altalaban valtozni,
ha a magas hémérséklet miatt részecske-antirészecske parok keletkezhetnek a vakuumbol,
vagy ha a nagy nyomas miatt a részecskék titkozéseik soran nagy energiaju fékezési
sugarzast tudnak kibocsatani, amely aztan részecske-antirészecske parokat tud kel-
teni. Ezért a folditdl altalaban erdsen eltéré magas hémérsékleten és nyoméson az
anyagot a kvantumtérelmélet modszereivel kell leirni.

A vilag fermionokbdl épiil fel, amelyek kozt mértékterek kozvetitik a kolecsonhatast.

Nem zérus nyugalmi tomegii részecskéket csak olyan homérsékleten lehet termikus
gerjesztéssel kelteni, amely nagyobb egyenl6, mint a nyugalmi tomeg kétszerese,
ami egy parkeltéshez sziikséges minimalis energia, kgT > 2mc?. Példdul elektron-
pozitron parkeltés esetén ez kT ~ 1 MeV, ami az elektron-pozitron plazma esetében
érdekes; hadronkeltés esetén ez a hatarhémérséklet a pion-tomeg nagysagrendjébe
esik, kgT ~ 130 MeV, de természetesen nagyobb hémérsékleteken beindulhat a
nehezebb hadronok keltése is termikus gerjesztés révén.

A vége hémérsékleti kvantumtérelmélet a kozmoldgia szamara is rendkiviil
fontos. Az anyag a homérsékletnek a Vilagegyetem taguldsaval bekovetkezo valtozasa
soran fazisatalakulast szenvedhet, s ez er0sen befolyasolhatja a Vilagegyetem fejlodését.

Barmely koézeg makroszkopikus viselkedésének mikroszkopikus modell alapjan
torténo megértésére a statisztikus fizika szolgdltat mddszert. A jelen jegyzetben
azt vazoljuk fel, hogyan haszndlhaté a statisztikus fizika, ha a rendszert kvan-
tumtérelméleti mikroszkopikus modellel irjuk le. Eppen ezért a jegyzetet csak annak
ajanljuk olvasasra, aki a statisztikus fizika és a kvantumtérelmélet alapjait mar meg-
tanulta.

A vizsgélt kozegek, amelyekrol szo lesz, az elektron-pozitron plazma és a
kvarkgluon-plazma. Normal foldi koriilmények kozott egyik sem létezik. A kvarkgluon-
plazma az anyagnak olyan fazisa, amelynek létezését a kvantumszindinamika jésolja.
Uj abban sikeriilt a kvarkgluon-plazma létezésének foldi kortilmények kozott is kisérleti
bizonyitékat talalni nagy-energias nehézion-titkozésekben. A jegyzetben altalanos
elvi keretet kivanunk adni arra, hogyan lehet a kvantumtérelmélet és a statisztikus
fizika segitségével kozegek extrém magas homérsékleten és nyoméason valé viselkedését
vizsgalni.



Egy kozeg makroszkopikus viselkedésének megértése azzal kezdodik, hogy jelle-
mezni tudjuk termodinamikai egyensulyi allapotait. Hotartalyban és részecsketar-
talyban elhelyezett rendszer statisztikus fizikai jellemzésére a Z makrokanonikus
allapotosszeg alkalmas. A rendszer termodinamikai egyensilyi dllapotaira vonatkozd
valamennyi informéacié kiolvashaté az 2 = —T'InZ termodinamikai potencidlbdl
a termodinamika ismert Osszefiiggései szerint. fgy pl. a P nyomés is, mint a
T homérséklet és a V' térfogat fiiggvénye, vis. az &allapotegyenlet. FElsddleges
célunk ezért az lesz, hogy meghatarozzuk a kvantumelektrodinamikai és a kvan-
tumszindinamikai modellel leirt makroszkopikus rendszerek makrokanonikus &lla-
potosszegét.

A statisztikus fizika arra is lehetoséget nyujt, hogy vizsgaljuk a fenti rend-
szereket gyenge kiils6 perturbacié hatasa alatt. A rendszerben ilyen hatésra beko-
vetkezO valtozasokrdl az egyensilyi rendszer korrelacids fiiggvényei adnak szamot,
mint az a statisztikus fizika elemeib6l ismeretes. A korrelacidékat a térelméletben a
valés idejli Green-fliggvények irjak le. Ezek pélusai mondjak meg, hogy gyenge kiilsé
zavarra a rendszer hogyan vélaszol. A Green-fiiggvények pélusainak helyét viszont
az hatarozza meg, hogy milyen a kozeg polarizacidja. A jegyzet utolsé részében
ezért a kozegek polarizacidjaval foglalkozunk.

A jegyzetben nem torekedtiink teljességre. Lényegében végig a képzetes idével
dolgoz6 Matsubara-féle targyaldsméodot és a perturbativ leirdsi médot hasznaljuk.



I. KOLCSONHATASMENTES RENDSZEREK



1 Az dtintegral és az allapotosszeg

El6szor atismételjiik a térelmélet utintegralok segitségével torténo kvantaldsanak
fontosabb 1épéseit. FEzt kdvetéen definidljuk a (makro)kanonikus allapotdsszeget az
utintegral felhasznalasaval.

Tegyiik fel, hogy a teret Schrodinger-képben a (f(f, 0) téroperatorok és a
hozzajuk kanonikusan konjugalt 7(#,0) impulzusok irjdk le a t = 0 pillanatban.
Vezessiik be a téroperatorok sajatallapotait:

O(Z,0)0 > = O(T)|P > . (1.1)
A sajatvektorok az alabbi ortonormaltsagi és teljességi relaciét elégitik ki;
< DDy > = 0[P, (T) — Pyp(D)], (1.2)
[ae@|e ><a] = 1. (1.3)
Az integralds kiterjed az Osszes lehetséges @ () térkonfiguraciéra, ®,(Z) és Py (7)

ezek kozil jelol két tetszolegeset. Hasonloképpen bevezetjiik a kanonikus impulzus
sajatvektorait:

7(Z,0)|mr > = 7(&)|r >, (1.4)
amelyekre az ortonormaltsagi és a teljességi relacié az alabbi alaku:

< T|my > = [ma(X) — m(T)], (1.5)

d —>'
(@), el = 1. (1.6)
2

A kvantummechanikai < x|p >= exp(ipx) Osszefliggéssel analég médon a koordindta-
és az impulzusreprezentacio kozotti attérést a

< Plr> = exp {i/d?’x ﬂ(f)q)(f)} (1.7)
"matrix” biztositja.
A rendszer dinamikajat a
H = /d% H(#, &) (1.8)

Hamilton-operator szabja meg. A t = 0 pillanatban megvaldsulé [®* > éllapotbdl az
exp(—iHty) id6fejlesztd operdtor a t = t; pillanatra az exp(—iHts)|®* > allapotot
fejleszti ki. A fizikus ezt az allapotot ugy vizsgalja, hogy megkérdi, milyen valdszi-
nfiséggel vannak benne jelen az egyes |®° > bézisallapotok. A vélaszt az dtmeneti
amplitudé adja meg:

Apa(ty) = < | exp(—iHts)|®" > . (1.9)
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Az atmeneti amplitidé a Feynman-féle utintegral segitségével is felirhato.
Jarjunk el a kovetkezéképpen. Osszuk fel a [0, ¢¢] intervallumot At = t¢/N, hosszusagu
N; darab intervallumra, t; = (j—1)At, a V térfogatot pedig N*? darab a? térfogatcelldra.
Bontsuk fel az idofejleszt6 operatort az egyes At intervallumokhoz tartozé idéfejleszto
operatorok szorzatara. Az egyes tényezdk kozé irjunk be egy koordindta- és egy
impulzus-reprezentaciohoz tartozd egységfelbontast. Ekkor az atmeneti amplitidé
az alabbi alakot olti:

3
d xd‘b 7 )
Apa(ty) = limy,, N—)oo/ (H HC ik ) < Oy >< my| exp(—iHAL) | Dy > -

< (I)N|7TN_1 >< 7TN_1| 6Xp(—1HAt)|(I)N_1 > -
< (I)2|7T1 >< 7T1| eXp(—lHAt)\CI)l >< (I)l‘q)a > . (110)

Itt a C egyelore meghatarozatlan alland6 dimenzidtlanitsa az integrélasi mértéket,

C% az 1 szabadsdgi fokhoz tartozé fazistérfogatelem osztva a (277)% elemi

fazistérfogattal (ahol i = 1). Alakitsuk most 4t az infinitezimalis dtmeneti am-
plitudot, felhasznalva, hogy
At — 0:

< mjlexp(—1HA?)|®; > ~ < 7|1 —iHAtD®; >
= <7TJ‘(I)J><1—1H]At)

= (1—iH;At)exp {—iz a’ 7z q)j,f}

Q

exp(—iH;At) exp {—iz a’ )@ CDJ@} ,
' (1.11)
ahol V = Na? és
H; = Y a*H(mjz ®;z). (1.12)

A rendszer allapotosszegének definiciéjahoz annak az amplitudéjara lesz sziikségiink,
hogy a rendszer marad eredeti ®* >= |®¢ > 4llapotdban:

Au(ty) = < @ exp(—iHAL)|P* >

Ny N3
= llmNtN—)OO/ (H HCdﬂ'jxd(I)]a:) 5[(1)175 exp{ Zza i j+1x}‘
N; N3
exp{—zZZa e jx}exp{—lAt ZH}
=1 z

P
= limy, N_m/ (H HCM) 5[®y 5 — B -
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Ny
exp {—iAt Z S a7z Pjz) — ma(Piirz — (pj,f)/At]} ;
(1.13)

ahol @17 = P%. A fenti kifejezést formalisan a kovetkezéképpen fogjuk jelolni:

Aulty) = [fn] /é(f’t”wf)[d@].

B(7,0)=P4(7)
exp{/ dt [ dx (x(7,0)0,9(F, )—H(ﬂ(f,t)@(:?,t)))}.(1.14)

Ne felejtsiik azonban el, hogy ez csak az egyszeriibb frasméd kedvéért bevezetett
jelolés. Igazi jelentését a végtelen sok integral szorzatdnak hatarértéke adja. Vegyiik
észre, hogy az utintegrél egyaltalan nem tartalmaz operatorokat. Benne integralas
torténik az 6sszes lehetséges (P(Z, t), m(Z, t)) térkonfiguraciora, azzal a megszoritassal,
hogy a ®(Z,t) térmennyiség a t = 0 és a t = ¢t pillanatban ugyanazt a ®*(Z) kon-
figurdciét jelenti. Mivel az integralds fels6 hatara egy véges tf, ezért a Lorentz-
invariancia megsériil. Ez azonban természetes, mert a statisztikus fizikai leiras,
amelyre toreksziink, abban a vonatkoztatasi rendszerben lesz érvényes, amelyben a
vizsgalt fizikai rendszer nyugalomban van.

Keressiink most kapcsolatot a (makro)kanonikus allapotdsszeg és az A,, dtmeneti
amplitudé kozott. Egyelére a bozonterekkel foglalkozunk, a fermionterek esetét
késébbre halasztjuk. Tegyiik fel, hogy

/ BN (7, D) (1.15)

megmarado toltés operatora. Az egyszerliség kedvéért csak olyan esettel foglalkozunk,
amikor egyetlen megmaradd toltés van. Az &ltalanositas tobb megmarado toltés

esetére trivialis. Legyen p az N toltéshez tartozo kémiai potencial. Véges szabadsagi

fokt rendszerekre vonatkozo kvantummechanikai ismereteink extrapoldcidja alapjan

a végtelen szabadsagi foku terek makrokanonikus allapotosszege:

Z =Trexp {—B(H — uN)} = /Z 40 < | exp{—B(H — uN)}|®* > . (1.16)

Most szeretnénk ezt a kifejezést az A,, dtmeneti amplitidéval kapcsolatba hozni.
Folytassuk ezért az A,, amplitidot analitikusan a komplex idosikon a képzetes
tengelyre, t — 7 = it. Az integralds hatdraiban végezziik a (0,t;) — (0,05)
helyettesitést. Itt § = 1/T az inverz homérséklet. (A jegyzetben a h =1, c =1 és
kg = 1 egységrendszert hasznaljuk.) Helyettesitsiik tovabba a Hamilton-stir{iséget
H — H — pN médon. Az eredeti (7, t5) = ©(Z,0) = ©*(¥) megszoritassal analdg
modon tovabbra is csak olyan térkonfiguraciokra integraljunk, amelyek periodikusak,
azaz amelyekre

(B)  ®(Z,B) = B(Z,0) = Dy (). (1.17)



( A (B) jel arra utal, hogy ez a megszoritas fermionterek esetén mddosulni fog.) A
fentiek eredményeképpen

N. N3
Aaa — Aaa = thT—ﬂ)o,N—)oo/ (H HC—Wjéﬂ_ = ) 5[@)175 - (b%] )
j=17

T

N;—1 N3
exp {AT > D& [Hjz+ iNjz +ima(Pj1z — )/ AT] }(1-18)
=0 7

T

adédik (AT = B/N,, a® = V/N3). A makrokanonikus allapotosszeget ezek utdn az
osszes periodikus @, (7) térkonfigurdciora torténd integralds révén kapjuk:

7 = [Sde, A
= /[dw] /per.[dq)] exp {/OB dT/dgfL‘ (im0, @ —’H+u/\/)}. (1.19)

Ezzel megmutattuk, hogy a kvantummechanikai atmeneti amplitido analitikus foly-
tatasa és az allapotosszeg kozott szoros kapcsolat van. A fenti Osszefiiggések véges
szabadsagi foku kvantummechanikai rendszerek esetén egzaktul igazak. Az altaldno-
sitasuk végtelen szabadsagi foku terekre, ahogy ezt fentebb megtettiik, nem egzakt
bizonyitas, hanem csak a megfelel6 dsszefiiggések kézenfekvivé tétele volt. A (1.19)
kifejezést a tovabbiakban a makrokanonikus allapotosszeg definicidjaként fogadjuk
el.

Miel6tt nekilatnank azon technikai 1épések megtargyalasanak, amelyek segitségével
ki tudjuk szamolni az allapotosszeget, meg kell beszéljiik, hogy mit is jelent a kvan-
tumtérelméletként modellezett fizikai rendszer esetében a hémérséklet és a kémiai
potencidl. Eloszor is hangsulyozzuk djra, hogy termodinamikai egyensilyban taldlhaté
fizikai rendszer leirasara alkalmas modellel foglalkozunk. Az altalanos statisztikus
fizikai szemlélet szerint gondolhatjuk azt, hogy a térelméleti modellel leirt fizikai
rendszer adott homérsékleti hotartallyal és adott kémiai potencidlu részecsketartdllyal
(ill. toltéstartdllyal) érintkezik és azokkal egyensilyban van. Lehetséges azonban
az a szemlélet is, hogy a térelméleti modell altal leirt végtelen szabadsagi foku
rendszer kiilonbozo részrendszerei vannak egymassal termodinamikai egyensilyban.
Ezeket a részrendszereket képzelhetjiik a vizsgalt fizikai rendszer makroszkopikus
térfogati,érintkez6 diszjunkt tartomanyainak, de képzelhetjiik pl. a nagy és az
alacsony frekvencidas modusok egymassal egyensilyban levo részrendszerének is. A
célunk az lesz, hogy a particids fiiggvénybdl hatarozzuk meg a termodinamikai po-
tencidlokat, a vizsgalt rendszer fazisait és ezen fazisok termodinamikai allapotegyenleteit.



2 A semleges skalartér

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a semleges skalartér kanonikus allapotosszegét.
Mivel nincsen megmaradd toltés, nem sziikséges kémiai potencidlt bevezetniink. A
palyaintegralban szerepl6 normalasi tényezo egyértelmiisitésében az vezet célra, hogy
az allapotosszeg legyen dimenziotlan és létezzen a véges hatarértéke a kontinuum
hatéresetben. A kontinuum limesz azt jelenti, hogy a palyaintegrél értelmezéséhez
sziikséges térbeli racs a racsallanddjaval és a képzetes idétengelyen felvett | racs”
At dllanddjaval zérushoz tartunk. A kontinuum limeszt végez térfogat és 5 = 1/T
inverz homérséklet mellett képezziik, s a pélyaintegral normalasat, azaz benne az
integralasi mérték rogzitéset a kolcsonhatds mentes terek esetében végezzik el.
Ezutan tehetjiik meg a termodinamikai limesz képzését, ami azt jelenti, hogy a
rendszer V' térfogatdaval tartunk végtelenhez. Ez abban jut végiil kifejezésre, hogy
a véges térfogat esetén periodikus térbeli hatarfeltételek altal rogzitett diszkrét im-
pulzus folytonossa valik, és a diszkrét impulzusokra torténo osszegzést integralla kell
alakitani:

d3p

1
Vzp: . /7(2%)3, (2.1)

ahol i = 1l-et fogunk a tovdbbiakban irni (A = kg = ¢ = 1 egységrendszerben
dolgozunk).

A semleges ®(x) skalartér Lagrange-siirtisége
1 1 5.,
L = 58,@8“@ —5m O — U(D), (2.2)

ahol U(P) az 6nkolecsonhatds. A ®(x) térmennyiséghez kanonikusan konjugalt im-
pulzus

A Hamilton-strtiség:

H = W@tfb - L
_ %7# + %(%)2 + %m2®2 L U(®). (2.4)

A (1.19) definiciét alkalmazva, a kanonikus allapotosszeg:

N, N S dﬂ'j =
7 — lim c/ —/ ad, 5| -
}311;[ per. >

—00 27‘(’
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N; N3
eXp{ZZag{mN(@ij D z)
=1 z
1, 1S, 2, 1 9.9
—AT §7Tj,£+§zla (Pjz+an, — Pyz)” + 5m iz + U(D;) ]}-(2-5)
ILL:

Itt a j index mindeniitt ugyanarra a 7; = ijA7 = ij5/N, képzetes idére vonatkozik.

A tényleges szamolasokhoz az allapotosszegben szereplé integralt még pon-
tositjuk. Ahhoz, hogy Z dimenziétlan legyen, mint azt a statisztikus fizikdban
megszoktuk, dimenziotlan integrélasi mértéket kell haszndlni. A kanonikus im-
pulzus és a térmennyiség dimenzidjat azonosnak tekinthetjik [ és V' megfelel6
hatvanyainak dimenzidjaval annak alapjan, hogy az integrandusban az exponencialis
fliggvény kitevoje dimenzidtlan:

[*Arn®] = [VBr?], = [ =[VB)",
m*a® A% = B2V DY, = [@] = [(B/V)"?]. (2.6)

1/2
Ennek alapjan dimenziétlan integralasi mértéket akkor kapunk, ha C' = C’ (% 1%

C'V alaki, ahol €' dimenzidtlan (S-t6l, V-t6l figgetlen szdm). Ezt hasznilva a
formalis pélyaintegral jelentése:

[1dn] [1a®] = (g:)NN (JNHlﬁ [dmiz | dcpjvf) (2.7)

Végezziik el ezutén a [ d[r] integrélt, ami Gauss-tipusu integralok (analitikus foly-
tatdsainak) szorzata:

CIV\ NN e N NN 1,
( 2 > (HH/dﬁﬂ> eXp{;Za [17Tj,f(‘1>j+1,f —®z) — ATTTM”
C'VN\NN- s o \NPN7/2 N y o (D1 — B, 5)?
= _ A ]Jrl,ll? 7,Z } 2
( 2 > <Q3AT> eXp{ ;;a T 2(A7)2 ( 8)

Az allapotosszeg igy a térmennyiség szerinti palyaintegral alakjat olti:

Z = / [dd]eSe, (2.9)

ahol az integrandusban az exponencidlis fliggvény kitevéjében az euklideszi hatéas
negativja all:

N 2 3 2

- L( @17 — Pjz) (D 24am, — Pjz)
_ — _ 3A |:_( J+1,@ 1T VB H VB 2@2 ﬁ‘)
o nz::lzz:a 12 (ArE & i

p=1 a?
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+U(‘1>j,f)}
B P
- /06 dT/d?’xE@(—@f — V2 4+ m?)d + U(<I>)}

- - C i [ty (2.10)

ahol Lg az euklideszi Lagrange-siirtiség. A parcidlis integrélas soran felhasznaltuk,
hogy a ® tér a 7 valtozdéban periddikus hatarfeltételt elégit ki.

Ebben a fejezetben a tovabbiakban csak a szabad (nem énkolesonhatd) skaldrtér
esetével foglalkozunk. Irjuk ekkor az euklideszi hatdast matrixalakba:

. 1 B}
S, = —/ dT/d3x§q>(—af—v2+m2)q>
0
1
= -3 X %06 e
j7£7j/7f/
1
= 50 @ (2.11)

ahol minden szorzotényezot beolvasztottunk a o métrix elemeibe, tugyhogy o =
alAt o'. A Gauss-integral elvégezhetd:

Zy = / [dD]e5
per

C'V\N*N- ; op \N®N./2 ,N: N° ]
= ( o ) (agAT) (H H/dfijf) exp{—atb-a.q)}

=1z
C'V\N’N- s 9p \N°N-/2 N3N
_ /2 ~1/2
( — ) (a3 AT) (27)N N2 (Deto)
(C/>2v2 N3N;/2 e (C«/>2V2 N3N /2 5 _NPNJ2 No1/2
< = > (Deto) _< L ) (a* A7) (Deto)
/ N3N,
_ <af AVT ) (Deto’) /2. (2.12)
Kontinuum limeszben a ¢’ méatrix:
o = (== +mAo(r— 7)) (T - T). (2.13)

A ¢/ métrix determindnsat tigy szamolhatjuk ki, hogy megkeressiik a (—d? —§2+m2)
operatornak a [0, 3] intervallumon 7-ban periodikus, a térbeli irdanyokban periédikus
hatarfeltételt kielégito, ortonormaélt sajatfiiggvényei teljes rendszerét. Ebben a bazisban
o diagonalis és a determindnsa a sajatértékek szorzata. A

P, @) = (BV) 12l (2.14)
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sajatfuggvények, ahol w, = 2737 1n periodikusak a [0, 5] intervallumon, kielégitik
alkalmas diszkrét p valasztassal a periddikus hatarfeltételeket a térbeli iranyokban,
kielégitik a

B
3 — s
/0 dr / d x(‘of*l,ﬁ@-v x>90n,ﬁ(7—7 LL’) = 5n,n/5ﬁ,ﬁ’ (2'15)
normalasi feltételt,
Itt

B N~ L N~
/ dre™nT =lim AT Z e2mnBTIAT — Jim AT Z(eﬂ’m)jﬂv* = B0 (2.16)

0 j=1 j=1

hiszen n # 0 esetén a j-re torténd Osszegzés az N, -adik egységgyOokok Osszegét jelenti, ami zérus,
és hasonléan lathatjuk be a paronként merdleges térbeli irdnyokat kiilon-kiilon vizsgédlva, hogy

/dg’acei]qu =Vizo. (2.17)
és teljes rendszert alkotnak, mert
Z elnT — po(r), Z P — V5(3)(:E). (2.18)
n P
A {¢, 7} bazisban a ¢’ matrix diagondlis a nem degeneralt
ohy = wi+p+m’ (2.19)

sajatértékekkel, igyhogy a determinansa:

1 1/2
Deto’)"1/? = P2 = <—> . 2.20
(Deto) M) = o (2:20)

2
n?ﬁ n?p p

Azt kaptuk tehat, hogy a makrokanonikus allapotosszeg:

C'V \ N*N- 1 1/2
Zy = li —_ . 2.21
0 lm<a3A7') H<w%+ﬁ2+m2> (2.21)

n?ﬁ

A késobbiek szempontjabdl érdemes az allapotosszeget, mint a skalartér Fourier-
moédusainak amplituddi szerinti integralt is felirni. Ehhez fejtsiik ki a skalarteret a
{¢n 5} bézis szerint, ekkor az aldbbi Fourier-kifejtéseket kapjuk:

NT - . e
D = O Y D elnidTriig, o (2.22)
n=—Nr p
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ahol a diszkrét impulzusokra torténo osszegzés minden térbeli iranyban — N-t6l N-ig
terjed az impulzuskomponensek kvantumszamaiban, ill. kontinuum limeszben,

O(r, @) = Cp > D et o (2.23)

—

n=—oo p

Itt a C; = (B8/V)'/? valasztassal tudjuk biztositani, hogy a ®,, ; Fourier-amplitudék
dimenzidtlanok legyenek. Megjegyezziik, hogy valds skalartér esetén valds idoben
fennallnak a ®_,, 5 = ®;, ;reldciok. Helyettesitsiik be a Fourier-sorfejtést a palyaintegral
integrandusaban allé exponencialis fiiggvény argumentumaban szereplé kvadratikus
alakba:

oo = Lo (ﬁ>1/2(m/)zz 1D, 2 (2.24)
520 = —50AT| 2 ﬁcrw; ngl .

Hatarozzuk meg most a dimenziétlan ®,, ; Fourier-amplituddkra torténd integralasban
az integralasi mérték C” egylitthatdjat ugy, hogy

Zy = [ laele = [ daleive
per per
e 2 1
L (IIIC" [ g [ dang)e i
o 0 0
- ([ [ o)
n g —o0

(2.25)

legyen. Itt felhasznéltuk, hogy az Sy hatés csak a Fourier-amplitudék abszolutértékétol
fiigg. A C” egyiitthatét rogzitd feltételiink tehat az alabbi alakot 6lti,

'/ \N?N- 1 1/2
li _
lm<a3AT> H<w%+ﬁ2+m2)

n7ﬁ

= tm([IILC") [ dif)e it
n g o

= lim(C"x)N N (1;[ H d|<I>n,ﬁ|) exp{—%agAT(é) 1/2(6‘/) ; Z U;,ﬁ|q)n7ﬁ|2}

. " 3 2 NSNT/Q / —
= lim(C"7)N NT(a3AT(ﬁ/;)1/2(5V)) E[H(Un,ﬁ) 2
. ) - o N3N, /2 1 1/2
= lim(C ﬂ-)N N. <a3AT(ﬁ/V)1/2(6V)> n,ﬁ<m) (2.26)

Felhasznaltuk, hogy a Fourier-térben pontosan ugyanannyi N3N, szabadsagi fok
van, mint az euklideszi térben. Erdemes a késobbiek céljara bevezetni a

(00)ng = B0 ;=0 (w) +w?), W =p"+m’ (2.27)
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dimenzidtlan matrixelemeket. Ekkor a végtelen szorzatok dimenziétlanok lesznek:
c'v N3N, 1 1/2
Zy = lim(—ﬁ) i )
adAT np PP (wh + 7+ m?

o NS, 2 32 NEN-/2 1 i
= lim(C"m) <a3Ar(ﬁ/V)1/2(BV)) n,ﬁ<52<w2+ﬁz+m2)>

C/Vﬁ N3N, 1 1/2
Zo = i _—
° lm(cﬁm) g(W(wg TR+ m2))

S e B (e

adAT np PP (wn + %+ m?
(2.28)
Ezekszerint a C” és C” egyiitthatok kozt fenn kell alljon a
c'vV (2m)'2(B/ V)M
= " 2.29
alAT i (a3AT)1/2 (2.29)

oOsszefliggés.

Nézziik, hogy hogyan vélaszthatjuk meg C’-t. Az egyik kritérium, hogy Z
dimenziétlan legyen, amib6l kovetkezik, hogy C’-nek is dimenziétlannak kell lennie.
A maésik kritérium, hogy rogzitett 8 és V esetén létezzen az a — 0, A7 — 0
kontinuum limesz (mikézben értelemszertien N, N, — 00), de

C,VB NNy 3
e = (C'N°N,)N " 2.30
(Gar) (C'N°N,) (2:30)
akkor és csak akkor marad ebben a hatérértékben véges (és nem zérus), ha C' N3N, =
WBAT 3AT)1/2 .
1, azaz C" = ;Aﬁ Jll ¢ = W Ekkor azt kapjuk, hogy

e L
= wn(grs) (1) dee)e
- lim<<2w<)1j2A<;>/1§)l/4)N3NT <an/oo d"p"’ﬁ')e_so
- g<ﬂ2<wz+1ﬁz+m2>)l/2' 231

Az allapotosszeget atirhatjuk formélisan még egy masik alakba is. Vezessiik
be a

Dyt = (-02-V2+m?) (2.32)
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operatort, s ekkor

Dy E, 1,2, 7) = Dyté(r —1)6O(F - &) =o' (z — 2), (2.33)
ill.
Dy (wn,P) = wi+p+m’=w+w’ =0, (2.34)

Ug}jeljiink ré, hogy Dy (Z, 7, @, 7') Fourier-transzforméltja nem Dy ! (w,, 7), hanem
32Dy Hwn, P), és az utébbi matrix determinansanak (—1/2)—edik hatvanya jelenik
meg a Fourier-mdédusok amplituddi szerinti palyaintegralds soran.

Ennek segitségével irhatjuk, hogy a semleges részecskékbdl allo idedlis bo-
zongaz particios fiiggvénye:

Z = [ e [ ) exp{~557(®, D; ')}

—-1/2

_ (det (5290—1)) . (2.35)

Latjuk, hogy az euklideszi hatas formalisan egy d 4+ 1 dimenzids elmélet energia-
kifejezése, ha d az eredeti probléma térbeli dimenzidinak a széma. Ezért a d(tér-
)+1(id6-)dimenzids kvantumtérelmélet esetén a termodinamikai egyensilyanak vizsgalata
egy d + 1 tér-dimenzios euklideszi térben ,,é16” rendszer egyensulyi statisztikus
fizikajanak tanulmanyozéasaval ekvivalens. A termodinamikai potencidlok leszarmaztatdasahoz
a tovabbiakban sziikségiink lesz a particiés fliggvény logaritmusara:

Inz, = ——Zl( wn,ﬁ)) Zln< B72Dy( wn,ﬁ)) (2.36)

Létni fogjuk kés6bb, hogy Dy a szabad (nem énkolesonhato) skalar tér propagatoranak
szerepét jatssza:
1 1

Miutan rendelkezésiinkre all a semleges skalartér particiés fliggvénye, megha-
tarozhatjuk a tér energidjat és nyomasat a homérséklet fiiggvényében. A vakuum
Ey, energidjahoz és Py, nyomasahoz képesti kiillonbség adja meg a véges homérséklet
hatasara a vakuumbdl kigerjeszt6do semleges részecskék idedlis gazanak az Fj ener-
gidjat és Py nyomasat:

8ln ZO
Ey = — — F 2.
0 o8 v (2.38)
8111 ZO
P =T — Fo,. 2.
0 o v (2.39)



Itt a vakuum energidja és nyomasa melletti 0 index arra utal, hogy az cénmagaval
koleson nem hatd semleges skalartér vakuuméanak energiajarél és nyomadasardl van
sz60. Ha ,.bekapcsoljuk” az onkolcsonhatast, akkor a vakuum energidja és nyomasa
is megvaltozik.

Osszegezziink el6szor a frekvencidkra In Zg-ban. Felhasznaljuk az aldbbi azonos-
sagot:

In ((2mn)* + f2?) = /16 i ﬁim)z +In 1+ (2mn)?]. (2.40)

Ennek segitségével:

1 [320.}2
InZ, — —= /
Heo 2%:1 (

do* & 1

>

7 ()

ahol a homérséklettol fliggetlen tagot elhagytuk, mivel az dgyis csak a vakuum
energidgjahoz és nyomasahoz ad jarulékot. Az n szerinti sor Osszege:

> 1 272 2
2 0 _7<1+69—1>. (2:42)

nShon? 4 (£)

(2.41)

Ezt behelyettesitjilk In Zy-ba:

1 o 92 9
mz, = ——— / 20d0—<1 )
e 2(27T2Z ! o\ T

d3p® 1 e ?
N _V/ / <§+1—69>

d°p
V/ {—— w—In(1—e? } + const. 2.43
Itt attértink az impulzusok szerinti Osszegzésrdl integralasra és a homérséklettol
fiiggetlen tagot megint elhagytuk. Felhasznalva, hogy a kolcsonhatas mentes vakuum
energidja és nyoméasa rendre

8an0 d*p 1
By = =V / S, 2.44
0 o5 =0 (2r)32” (244)
8anO d®p 1
Py, — = / S, 2.45
’ v =0 (2m)32” (2.45)
az idealis Bose-gaz rendszer energiajara és nyomasara
d3
By = V / (253%(@), (2.46)
d3p
P, = T / G (L () (2.47)
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adddik, ahol bevezettik az
n(w) = [exp(fw) — 1] (2.48)
Bose-Einstein-féle betoltési szamot.

A késobbiek szempontjabol érdemes megjegyezni, hogy m = 0 esetén az im-
pulzus szerinti integral is elvégezheto In Zy-ban. Itt és a késobbiekben hasznosak az
aldbbi nevezetes hatarozott integralok:

< pdp  wT?

/0 P (2.49)
o) 2d

/0 e/];—p1 — 20(3)T% ~ 2 - 1,202057T°, (2.50)
*pdp T 2.51
/oeﬁp—1_ 15 (2:51)

Az utébbi integrélt felhasznélva kapjuk az alabbi eredményt:

In Zy — (ln Zo)U = 4 /OO dp p2 In (]_ — e_ﬁp)
0

o2
VB e dpp’
672 Jo efr—1

2 2
T 4 T 3
— — gt =v—p2 2.52
VB 55 B = VP (2.52)

Innen az idedlis bozongaz energidja és nyomasa, rendre

olnZz  x?

Ey, = — 5 :%VT‘l, (2.53)
OlnZz 7?2

Py = 5 :%TA‘. (2.54)

3 A toltott skalartér.
Bose-Einstein-kondenzacio

Toltott skalartér Lagrange-stirtisége:
L = 9,9°0"® — m*P*d — \(P* D)2 (3.1)

Ez a Lagrange-siriiség globalis U(1) szimmetridval rendelkezik, vis. invaridns a
® — & = e 1%® transzformdciéval szemben, ahol a tetszbleges valés allands. A
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globalis U(1) szimmetridhoz tartozé megmaradé dramot gy hatarozzuk meg, hogy
a-t z-fliggdvé, azaz a transzformdciét lokalissa tessziik. Lokalis U(1) transzformacié
soran a Lagrange-stirliség megvaltozasa:
L = L=0,(0%@) g (@elow)
—m*P*® — \(d*P)?
= L+ P"P0,00'a+10,a(P* 0" P — PO D). (3.2)
Ezt felhaszndlva a(r) mozgéasegyenlete

oc oL
o(ora)  Oa

L

0 (3.3)

alakot 6lt. A globalis U(1) szimmetria kovetkeztében 6L = %—55(1 = 0 tetszOleges
o =4ll. esetén, vagyis ekkor %—g = 0. Ezért

oL’
o =0 3.4
d(ora) (34)
alapjan a globalis szimmetridhoz tartozé j, megmaradd dram a
oL 5 dd,a +i(@°9,D — 0,0 (3.5)
aora) . a a '

kifejezéshdl kaphato meg o =4ll. helyettesitéssel:
Ju = i(®70,P — ©9,P"). (3.6)

Erre 0"j,, = 0 teljesiil, és a megmaradé toltés

0 — /d?’a;jo(x). (3.7)

Kényelmi okok miatt célszerti attérni valés térmennyiségekre a & = 271/2(®, +
i®y) Osszefiiggéssel. Elemi atalakitds utan a Lagrange-siiriiség

1 1 1 A

alakot Olt. A valés @, (a = 1,2) terekhez kanonikusan konjugalt impulzusok: m, =

8£/8<ba = 0;$,. A Hamilton-stiriség:

1 1 1 > 1 =
H - éﬂ'% + 57’(’; + §(V<I>1)2 + §(V(I)2)2
A

1
+§m2(<1>% + ®2) + Z(<1>§ + ®2)% (3.9)
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Latjuk, hogy amennyiben nincsen kdlesonhatéas (A = 0), akkor a @, (a = 1, 2) terek
egymastdl fiiggetlenek. A megmaradé aram az 1j térvaltozékban

Jp = 920,91 — 10,9, (3.10)
alakra hozhaté, ugyhogy
o= Pom — Prmy b Q= /d3:c(<I>27r1 —Bim). (3.11)
Az 1. fejezetben kapott eredmény alapjan a toltott skalartér particios fiiggvényére
az alabbi kifejezés adodik:
7 = / [dm][ds] /p . 0[] exp { /0 " / & [im10,®, + im20, B
—H + p(Pomy — m2Py)]} . (3.12)

Mivel a skalartér toltott és a toltésre a globalis U(1), ill. O(2) szimmetria miatt
megmaraddsi torvény érvényes a klasszikus elméletben, ezért be kell vezessik a
toltéshez tartozo kémiai potencialt.

A particiés fiiggvényben a kanonikus impulzusok szerinti integralok Gauss-
tipusiak és elvégezhetdk (a # a'):

A 3 1 2 :
/[dﬂ'a] exp / dT/d x [_§7r“ + 7, (10, P, + u(I)a/)]
0
— Nexp —/BdT/del(ﬁ B, + iy’ (3.13)
0 g \UT a a . .

Ezt felhaszndlva a particids fiiggvény

1
_ 3 - s 2
7z - /per_[dcb][d% exp{/ ar [ & [ (001 — ipy)
L (0,8, + iuD)? — S(VDy)? — =
g \O7 2 T 1Py 5 1 9

b ]| o1

(VD,)?
Looim2 o a2

—gm (07 + @3) —

A kitevd itt —Lg(p = 0) +ipujo + p*(®? + ®2) /2 alaki, ami a p-ben linedris képzetes

tagtol eltekintve annak felel meg, mintha a Lg(u = 0) Lagrange-stirfiségben m?
helyére m? — p%-et irtunk volna.

A valés és T-ban periddikus @, tereket most is Fourier-sorba fejtjiik:

n

1/2
D, = V20, + (é) ZZeXp{i(ﬁf+ W) 1P (7). (3.15)
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ahol ®,p = 0, vis. a zérus impulzusi komponenst teljes egészében az els6 tag-
gal vessziik figyelembe, (; = (cos® és (o = (sin®, ( és O valésak. Amenny-
iben ( # 0 addédik majd, akkor ez azt jelenti, hogy makroszkopikus mennyiségii
részecske kondenzalodott a p = 0 impulzust egy-részecskés alapallapotba. Ez akkor
egy klasszikus kondenzatumot jelent, nem pedig kvantumfluktuaciét. Ezért a kon-
denztum amplitudéjat makroszkopikus mérheté mennyiségnek tekintjitk, amelyre
nem kell integralni a palyaintegralban. A palyaintegralban tehat csak az n # 0
médusokra fogunk integralni.

Ebben a fejezetben a tovabbiakban a kolcsonhatas nélkiili esetet targyaljuk,
azaz A = 0 feltevéssel éliink. Helyettesitsiik be a fenti Fourier-sort a hatas kife-
jezésébe. Kicsit hosszadalmas, de elemi szamolas utéan a kovetkezo kifejezést kapjuk:

_SE — BV<,U2_m2)C2
2—1 (I)ln(_)
_;§(¢1,—n(_ﬁ)a¢27—N(_ﬁ)) 3D, < ®2n(§) ) (3.16)

ahol bevezettiik a

2 2 2
1 [ wp Wt —21wn,

matrixot és most is w = y/m? + p?, ahol m a Lagrange-stirtiségben szerepld tomegparaméter.
Az allapotosszeg - normalési tényezotdl eltekintve, - ezek utan:

Zz - (];[H / d(bln(ﬁ)d%n(ﬁ)) =55 (3.18)

Ratériink az utintegralok kiszamolasara. Mivel ®, valés, most is igaz, hogy
o, n(—p) = @, (p). Ezért a Fourier-amplitidok szerinti integralok, - a semleges
skalartér esetéhez hasonléan, - most is a Fourier-amplitidok abszolut értékei szerinti
integralokra vezethetok vissza. Az eredmény:

nZ = BV(p*—m?)¢?+In(det®Dy ")~/
= BV(u* —m*)¢* — %m det(8°Dy ). (3.19)

A bozon-determindns negativ logaritmusat pedig az aldbbi kifejezés hatarozza meg:
1 1
-3 In(detB*Dyt) = —5n {H 115 [(wg +w? — p?)? + 4,ﬁw3] } : (3.20)
nop
A szogletes zardjelben 1évé kifejezést szorzatalakra hozzuk:
[wfb + (w — u)z} {wi + (w+ M)Q] (3.21)
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Ezt felhasznalva a particios fliggvény:
1
mZ = BV —m*)¢ =533 {6 [ + (w — )]}
nop
1 2[, 2 2
_ézn:zﬁ:ln{ﬁ w? + (w+p)?]}. (3.22)

A két utolsé tag ugyanolyan alaku 6sszeg, mint amilyennel semleges skalartér esetén
volt dolgunk, azzal a kiilonbséggel, hogy az w — w £ u helyettesitést kell elvégezni
a semleges skalartér esetében kapott eredményben. Igy

3
mZ = GV - m) -V (‘;f;g B

+In{l —exp (=f(w —p)} + In{l —exp (=fw+ )} (3.23)

a végképletiink a toltott skalartér particiés fliggvényére. Az elsé tag az alapéallapotba
kondenzalt részecskék jaruléka, a masodik tag a vakuum jaruléka, a harmadik és ne-
gyedik tag pedig a termikus gerjesztés révén keletkezett részecskék és antirészecskék
jarulékai. A harmadik és negyedik tagban szerepld integral csak |u| < m(< w) esetén
konvergens, ezért a kémiai potencidl csak a [—m, m| intervallumban véltozhat.

A toltott idealis Bose-gaz toltésstirlisége,

Z@an
V. ou

p = = 2u¢* + p*(B, 1), (3.24)

a kondenzatum p;, = 2u¢? toltéssiirtiségének és a T # 0 hdmérséklet miatt gerjesztett

allapotban talalhaté bozonok

. B d3p 1 B 1
o) = [ G <exp{ﬁ(w—ﬂ)}—1 exp{ﬁ(W+u)}—1> (3:25)

toltésstlirtiségenek az Osszege. Ha p pozitiv (negativ), akkor az integrandus el6jele mi-
att a nem kondenzalt részecskék p* toltéssiirtisége pozitiv (negativ), azaz a részecske-
gerjesztések (az antirészecske-gerjesztések) vannak a gazban tulsilyban.

Az allapotosszeg fliggetlen a kondenzatum © fazisatol, ugyanakkor fiigg a kon-
denzatum ( amplitudéjatél, ami megfigyelheté fizikai mennyiség. Ennek értékét
termodinamikai egyenstulyban a

olnZz
¢

=28V (> —m* (=0 (3.26)
egyenlet hatdrozza meg. Innen ¢ = 0 adddik, ha |u| # m. Ekkor p = p*(8, p),
ami egy implicit egyenlet a kémiai potencidlnak, mint a 7" homérséklet és a p

toltésstrtség fiiggvényének a meghatarozasara.
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Kondenzatum a fentiek szerint csak akkor keletkezik, ha yu = £m. Utébbi
esetben a kondenziatum amplitiddjanak értékét az hatarozza meg, hogy mennyi a
rendszer @) toltése, ill. p = Q/V toltéssiirlisége:

p = £2m¢*+p*(8,£m), (3.27)

ahonnan p, = +2m(? = p — p*(B8,4+m), ahol a u = +m feltétel miatt a nem
kondenzalt részecskék dltal hordozott toltésstirtiség p* (5, +m) > 0, ill. p*(8,+m) <
0, és ¢ = \/|p — p*(B,£m)|/2m addédik a kondenzatum amplitudéjara. Ha p =
m, akkor a gerjesztett részecskék p*([5,m) toltéssiirlisége pozitiv, mutatva hogy
a részecske-gerjesztések vannak tulsulyban. A kondenzatum toltésstriisége pp =
2m(? > 0 szintén pozitiv, azaz részecske-kondenzatumroél beszélhetiink. Ha p =
—m, akkor p*(8,—m) = —p*(8,m) < 0, ekkor az antirészecske-gerjesztések vannak
ttlstlyban és p, = —2m(? < 0, azaz antirészecske-kondenzatum van jelen.

A kondenzatum a kovetkezoképpen alakul ki. Ha a p toltéssiirtiség pozitiv és
allandé, tovabba a homérséklet csokken, akkor a kémiai potencidl a yu = m értékig
no, amelyet a T = T, kritikus hémérsékleten ér el. Az adott p toltéssirliséghez
tartozo kritikus homérsékletet a

p = p(Be;p=m) (3.28)

egyenletbol hatédrozhatjuk meg. Ha a homérséklet a kritikus 7. érték ald csokken,
akkor p = m allandé marad, hiszen nem ndhet tovabb. Kozben azonban megindul

a kondenzacid, amelyet a kondenzatum amplitiddjanak fokozatos novekedése jelez:
1
2 *
=—(p— = : 3.29
¢ =g (p=p (B p=m)) (3.29)

A fazisatalakuldas méasodrendi és rendparamétere (. Ennek T-fliggését az 1. abra
szemlélteti.

4 Fermiontér particios fuggvénye

Az eléz6ekben a bozonok statisztikus fizikai leirasaval foglalkoztunk. Most kiter-
jesztjilk tanulmanyainkat a fermionokra is. Az 1/2 spinii fermionok (leptonok és
kvarkok) Lagrange-siirtisége:

L = P@ig—mpy
= (170, + TV — m)y (4.1)

ahol ¢ = 0,7* és a Dirac-matrixok algebraja {y*,~"} = 2¢"”. Utébbiakra a

70:(3 —01>’ ’7:<—Oc? g) (4.2)
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p = all.

T

C

T

Figure 1: Toltott skalartér Bose-kondenzatumanak toltésstirtisége pg, pontosabban
(% = pr/(2m) a T hémérséklet fiiggvényében rogzitett p teljes toltéssiirliség esetén;
T. a kritikus hémérséklet.

abrazolast hasznaljuk.

A Dirac-tér Lagrange-siiriisége invarians a globalis U(1) mértéktranszformaci-
okkal szemben:

W el gt s gtele, (4.3)

A megmarad6 aramot most is megtalalhatjuk azzal a mddszerrel, hogy a transz-
forméciot lokdlissa tessziik, és a(x) mozgdsegyenletébol olvassuk ki az aramot, majd
a(z) helyére tjra allandét frunk. Lokalis U(1) transzformécié soran a Lagrange-
stirtiség megvaltozasa:

L — L+ P(Ja)p. (4.4)
Az o(x)-re vonatkozé Euler-Lagrange-egyenlet:
gy = OnE74) =0, (4.5)
mivel 0L/0a = 0. Innen a megmaradé dramra
' =y (4.6)
adodik, ami o =all. helyettesités utan sem valtozik. A megmaradé t6ltés innen:
Q= [ daf = [ daypto. (4.7)

A 1) és T komplex térmennyiségek fliggetlen dinamikai valtozokként keze-
lendok a Hamilton-formalizmusban, hiszen a -hez kanonikusan konjugalt impulzus

oL
A(0))
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A Hamilton-stirtiség

H = Ui —L
= W — YT (0) — D(FV — m)
= P(—1FV +m)y (4.9)

alakot olt. Ennek ismeretében teljesen hasonléan, mint a bozonok esetén, megkaphatjuk
a particios fiiggvény tutintegral alakjaban torténd eloallitasat:

Z = Tresp{—B(H - uQ)}
/ lidos*][du] exp { /0 ? dr / B (illo, ) — H + ujo)}

— [lidv*]avexp { / Car [ Ea(-vtow
HYFVY — mpp + o) |
= /[idwﬂ[dw] exp {/Oﬁ dr/d?’xlﬁ (—70& +i7V —m + ,wyo) 1/1} . (4.10)

Az allapotdsszeg most is az e 7 | Boltzmann-faktor” palyaintegralja, ahol az
euklideszi hatasra fennall, hogy

—Sp = /Oﬁ dr/d3:m/_z (—fyo& +i7V —m + ,wyo) 1. (4.11)

Ezt szokdsosabb az euklideszi koordinatdk szerinti derivaltakkal és az euklideszi
gamma-matrixokkal kifejezni:

%0, +17V —m +py° = i(ir°)0: +iFV —i(ip)"
= iy — iy = (O — 1) +ivpdy, (412)
ahol 7, = in°, 73, =7, O = V.

A formai hasonldsag ellenére két nagyon lényeges kiilonbség van a bozonok
esetéhez képest. Az egyik az, hogy a fentiekben szerepld v és 1™ klasszikus térmennyi-
ségek nem kozonséges szamok, hanem az un. Grassmann-algebra elemei kozott
veszik fel értékeiket. A masik pedig az, hogy a fermionterek a képzetes idévaltozéban
nem periodikusak hanem antiperiodikusak.

Mint azzal mar térelméleti bevezeto tanulméanyaink soran megismerkedtiink, a
klasszikus fermiontereket a Grassmann-algebra elemeivel kell dbrazolni. A jelen fe-
jezetben adott el6z0 levezetéseink soran a valtozok sorrendjére gondosan iigyeltiink,
azért azok Grassmann-értékl térvaltozokra is helyesek. Hadd &lljon itt mégegy, a
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tovabbiak soran felhasznalasra keriil6, Grassmann-valtozokra vonatkozo eredmény.
Ha n, és nt (o =1,2,..., N) Grassmann-véaltozdk, akkor a Gauss-integral értéke:

/dnfdm ...dnkdny exp(nt Dn) = detD, (4.13)
ahol D,g N x N-es szimmetrikus matrix.

Térjink most rd a fermionterek és bozonterek termodinamikai leirasa kozotti
masik kiillonbségre. A fermionteret is Fourier-sorba fejtjiik:

(@ 1) = VRIS exp i + wnt) oan(P), (4.14)

ahol 0 < 7 < (8 és w, (n tetszbleges egész) egyelére meghatarozatlan frekvencidk.
Miel6tt meghatarozasukra ratériink, vegyiik észre, hogy a V=2 szorzé levélasztésa
biztositja, hogy a 1, ,(p) Fourier-amplitudék dimenziétlanok legyenek, [t,,,(P)] =
0, hiszen a hatésbdl latjuk, hogy [t (Z,7)] = [a=%/?] = [V~1/?].

Vizsgédljuk most a diszkrét frekvencidk lehetséges értékeit. A bozonokra és
fermionokra w,, lehetséges értékei kiillonboznek. Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy
ha a bozontereket periodikusnak tekintjiik,

(B)  ©(y,0) = 2(y,8), (4.15)

akkor helyesen kapjuk vissza az idealis bozon-gaz allapotegyenletét, ahogyan azt
kvantummechanikabdél megtanultuk. A periodikussagnak az a kovetkezménye, hogy
a bozontér Fourier-sordban csak a paros egész szamoknak megfelel6 w,, = 2n7T (n
tetszoleges egész) frekvencidk lépnek fel. Ugyanakkor az idedlis Fermi-géz kvan-
tummechanikabdél megtanult allapotegyenletét akkor kapjuk csak helyesen vissza,
ha feltételezziik, hogy a fermiontér antiperiodikus:

(F)  ¢(#,0) = =47, ). (4.16)

Ebbdl az kovetkezik, hogy a fermiontér Fourier-soraban csak a paratlan egész sza-
moknak megfelel w,, = (2n + 1)7T frekvencidk szerepelnek. A fermiontér (4.10)
particids fiiggvényében tehat az Osszes klasszikus (Grassmann-értékii), a képzetes
idoben antiperiodikus fiiggvénnyel leirt térkonfiguraciora integralunk.

5 Az idedlis Fermi-gaz allapotegyenlete

Helyettesitsiik be az eléz6 fejezetben definidlt (4.10) particids fiiggvénybe a 1) tér-
mennyiség Fourier-sorat. Az eredmény tomor alakban igy irhato:

Z = (];[Hl;[ / mw;n(ﬁ)d%,n(ﬁ)) e, (5.1)
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ahol az euklideszi hatas

és
Dy = =i |(—iwn + p) = 7°7F — m7’)
= = [(wn +ip) — iy°5p — imr°] (5.3)

Az éllapotosszeg Gauss-integral, ugyhogy az értéke:
Zy = det(BDyh). (5.4)

A D! métrix a § és az n indexekben diagonalis. A 4 x 4-es aldeterminansok értéke
elemi szdamolédssal adddik:

2
detyD,(p) = pB* [(—iwn +p)? —m? — ﬁﬂ
2
= pt [(wn +ip)? + wz} (5.5)
Az allapotosszeg logaritmusa ezek szerint:

InZy, = Indet(8D;") =>_> IndetsD,(p)

nop

= 23> In {82 |(wn +in)* +w?] }. (5.6)

Tekintve, hogy a diszkrét frekvencidkra, azaz az n-re vonatkozo tigynevezett Matsubara-
Osszeg egyarant végigfut a negativ és a pozitiv egész szamokon, irhatjuk, hogy

mZ = > > n{p|(wn+ip)® + |}
+ZZln {62 [(—wn+i,u)2 +w2”. (5.7)
Hasznéljuk fel, hogy

{(wn +ip)* + wﬂ [(—wn +ip)? + wz}
= w2+ (w—w)?| [w2+ (w+p)?], (5.8)

ekkor
InZz, = Z Z {ln (52 {wi + (w — M)QD
+1In (ﬁQ [wi + (w+ N)QD} - (5.9)
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A frekvencidk szerinti Osszegzés megint hasonléan végezhetd el, mint szabad
bozonterek esetén. Késébb, a Yukawa-elmélet targyaldsa soran meg fogunk adni egy
altalanos eljarast fermionikus Matsubara-0sszeg kiszamitasara. Most az Osszegzéshez
felhasznaljuk az

d6?
0% 4+ (2n + 1)%n2
+In [1 4 (2n + 1)*77] (5.10)

B2 (wtp)?
In {(Qn +1)* 7% + B (w £ /,L)Q} = /1

azonossagot, valamint a

> ! = 1(1 L ) (5.11)
—~ 24 (2n+1)272 O \2 41 '

nevezetes Osszeget. Elvégezziik a 6 szerinti integralast és ismét elhagyjuk a hémérsék-
lettol és a kémiai potencialtdl fliggetlen tagokat. A particios fiiggvény az alabbi
alakot oOlti:

mZy = 2V [Bw+In(1+e @) 4In(14+e @) (512)
i

Termodinamikai hataresetben a diszkrét impulzusokra torténd Osszegzést az im-
. ’ , .. 3
pulzustérre vett integrallal helyettesithetjik, >>5... =V [ (ZT?B -

Az idedlis Fermi-gaz allapotegyenletét ezek utan a jol ismert statisztikus fizikai
Osszefliggések alapjan szamoljuk ki. A rendszer energidja E = FEy, + Eq, ahol

OlnZy pdlnZy

E = + 5.13
op 5 o (5.13)
felbonthaté E = Ey, + Eqy alakban a szabad fermiontér vakuuma
d3p
By = =2V / 5.14
0 (27T)3w ( )

energidjanak és az idedlis fermion-gaz

d3p y
(2m)3

Ey = 2V / - (w) + 14 ()] (5.15)

energidjanak osszegére. Itt bevezettiik a részecske- és az antirészecske allapotok
atlagos betoltési szamat:

ne = {exp(Blwx )}, (5.16)
a jol ismert Fermi-Dirac-eloszldsokat. Az idealis Fermi-gaz
1 3 In ZO
_ = 5.17
5 ov (5.17)
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nyomasa ugyancsak felbonthaté a kolesonhatasmentes fermion-vakuum

Py = 2/(;];3w (5.18)

nyomasanak és az idealis fermi-gaz

P, = —= n(l—n_(w))+In(l—-ny(w))] (5.19)
nyomasanak osszegére. Parcidlis integralas utan a kovetkezo eredményt kapjuk:
L Cal ~Blw—p) ~Blwti)
P = W/O dp p [ln(l—i—e )+1n(1+e )}
1 oo pt
- = /0 dp = [y (@) +n-(@)]. (5.20)

Végezetiil a szabad fermiongéz toltése:

Q =

laan() _ 2V/ d D [n_(w) o TL_,.(CU)]- (5_21)

B ou (2m)?

Az eddigi fejezetek eredményeit ugy Osszegezhetjiik, hogy sikeriilt a statisztikus
fizikai targyaléast szabad bozon- és fermionterekre altalanositani az itintegralok mod-
szerével. Meg tudtuk adni a particiés fliggvény olyan definicidjat, amely bozonok és
fermionok esetén is reprodukalja az egyenstlyi idealis Fermi- és Bose-gazok termod-
inamikai viselkedését. Lattuk, hogy a szoban forgd particids fliggvény szoros kapc-
solatban van a zérus homérsékletii térre vonatkozé vakuum-vakuum atmeneti am-
plituddval. A tovabbiakban a particids fiiggvény ttintegralos definiciéjat altaldnosan
el fogjuk fogadni kolecsonhaté terek esetében is.
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II. KOLCSONHATO RENDSZEREK
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6 A particios fuggvény perturbacios sora

A hofiirdébe helyezett kolcsonhatdsmentes terek vizsgalata utan foglalkozzunk a
kolesonhato terekkel leirt véges hémérsékletli rendszerek viselkedésének targyalasaval.
Bontsuk fel az Sg euklideszi hatast egy kolesonhatdsmentes Sy és a kolesonhatast
leiré Sy tag Osszegére: Sp = Sy + S7. Fejtsiik a particidsfiiggvényt a kolecsonhatas
szerint hatvanysorba:

Z = N / [dd]eS

_ N'/[dcp]e—so 3 (D) e (6.1)

oy PI
=

A particids fiiggvény logaritmusaban is kiillonvalasztjuk a szabad terek jarulékat és
a kolcsonhatasbdl szarmazé részt:

oo (1)L
InZ = In <N’/[dc1>]e—50> +1In (1 +> ( ;) < S >0>
(=1 :
= IHZQ+IHZ], (62)
ahol
¢ _ Jld®le>s]
< Sp >0= [Tdd)es (6.3)

Itt In Z, a szabad terek particids fliggvénye, ami a kolcsonhatdsmentes vakuumtol
és a terek elemi gerjesztéseinek idedlis gazatol szarmazoé jarulékot tartalmazza. Erre
az el6zo fejezetekben lattunk példékat. Felhasznalva, hogy

. > <t >
In<e® > = 1n<1+zzz1 i )

<z2> <>
—<T> o TR

1 < x> 2
+§ < x>+ 4+ ...

21
1 <>+ }
—— X
3

_ >+<:1:2> <z >2
= ZL‘ —
21 2

+<x3>+<x2>< . <:c>3Jr
x> — e

3! 2! 3 ’
a particios fliggvény perturbacios sora a kolecsénhatasban harmadik renddel bezardlag

az alabbi alakot olti:

(6.4)

InZ; = —<8r>
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1 1
+—<S?>o—§<51>§

2!
1 1 1 3
—§<SI>O—§<SI>0<SI>0+§<SI> +... (6.5)

A kovetkezd fejezetekben megmutatjuk az onkolesonhato skalartér példdjan,
hogy hogyan irhatjuk le a kolecsonhaté terek termodinamikai viselkedését a per-
turbaciészamitas modszerével. Késobb hasonléan fogunk eljarni a kvantumelektro-
dinamikéban és a kvantumszindinamikaban is.

Végil megemlitjiik, hogy a fenti perturbécios sor konvergenciaja, az integralok
és a sorfejtések felcserélhetosége nem trivialis kérdések. Ezek vizsgalataval dontheto
el az is, hogy alkalmazhaté-e egyéltalan a perturbacidoszamitas valamely konkrét
esetben. E kérdések vizsgdlata azonban messze til megy egy bevezeto jegyzet
keretein.

7 Az onkolcsonhato skalartér

A kolesonhatasi tag a Lagrange-stirtiségben
L; = ! (7.1)

Az eljarasunk az lesz, hogy a perturbaciészamitas elsé néhany rendjében kiszdmolva

a particids fliggvényt, megtaldljuk azokat a szabalyokat, amelyek segitségével a
képleteknek diagrammokat feleltethetiink meg. Fzek a T = 0 térelméletben megszokott
Feynman-diagrammok altalanositasai. Ezek utan In Z;-t a kolesonhatés tetszoleges
rendjében gy kapjuk meg, hogy megszerkesztjiik az 6sszes lehetséges, a szabalyoknak
megfelel6 diagrammot. A perturbécioszamitas els6é rendjében a particios fliggvény
kolesonhatési része:

In Zl = —<S[>0 (72)

= 12 dr [ dBx [[dPle= S0 dY(Z, T)
= 0 Tt (7.3)

Helyettesitsiik be ide a skalartér Fourier-sorat:

1/2
(7, 7) = (é) ZZexp{i(ﬁ5+wnT)}¢n(m. (7.4)

Ekkor az alabbi kifejezést kapjuk:

hlZl =
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—)\/ dT/d3 V2 > > exp{i(pi 4 ..+ P)T 4+ i(wny + ..+ wyy)TH

nin2n3n4 p1p2p3p4
1 —
T [ ao(@ exp { —5 6% + 72 + mA) @ @0~}
Lq

. (I)m (ﬁl) s (I)n4(ﬁ4)
[ g S d2u(@) exp {=38%(wF + 3% + m*) (@)D o(—0) }

Ennek kiszamolasakor vegyiik észre a kovetkezoket:

(7.5)

1. A képzetes id6 és a térfogat szerinti integralas kozvetleniil elvégezheto és a

V5171+~~~+ﬁ47065n1+...+n4,0
eredményt adja.

2. A Fourier-amplitudék szerinti integralas a szamlaléban zérust ad, hacsak nem
az teljestl, hogy

ng = —Nay, Py = —P2,

n3g = —ny, p3 = —P1,

avagy ezek két masik permutacidja. Az ok az, hogy ellenkezo esetben a kom-
plex Fourier-amplituddk fazisa szerinti integralok az ¢ = nq, ..., ny esetekben
zérust adnak. A 3 kiilonb6z6 permutécié azonban azonos eredményt ad.

3. Az el6z6 pontban leirt esetben az integral szorzat alakot 6lt. A nevezdében és a
szamlaléban szereplo tényezok kolcsonosen kiejtik egymast, kivéve az £ = nq,
q=p1 és az { = ng, ¢ = py tényezoket. A szébanforgd tényezok

Jo° dza? exp {—%aﬁ} 1

Jo° dzexp {—%aaﬂ} a

alakiak. (A Fourier-amplitiddk fazisa szerinti integralds trividlis, marad az
abszolutértékiik szerinti integralds.)

Mindezeket figyelembe véve az alabbi eredményt kapjuk:

o d’py d’po 1 1
Iz = =3\ lw ,“Z;QVQ/( ) (@m) B2(w2, + e + m2) F(wE, + pF + m?)
_ _?Mv[ > /  p n,p)] (7.6)
ahol
Dy(wn,p) = (wp +p°+m?)~! (7.7)



a szabad bozontér propagédtora (a 3% tényezét levdlasztottuk a definiciobdl). Ezek
utan a kovetkezo szabaly szerint jarunk el, amikor a fenti képletnek diagrammot
feleltetiink meg:

1. Bevezetiink egy négylabu vertexet:

X = _)\Béwbeywkivcsﬁbeyﬁki
— _)\/Béwbevwki(Qﬂ-)sé(ﬁ be — ﬁkl ) (78)

2. Belso részecskevonalakkal kotjiik ossze a vertexeket.
Ezekre:

d3p

L Tznj/(%)gpo(wn,ﬁ). (7.9)

Az 1. szabaly kovetkeztében minden zart diagramm esetén egy impulzus szerinti
integralas és a megfeleld frekvencidk szerinti 0sszegzés elvégezheto és egy SV szorzdt
eredményez.

A fenti megfeleltetés alapjan az elsorendli korrekcié diagrammja:
mnz, = 3CO (7.10)
A mésodrendii korrekcié két tagot tartalmaz:
1 2 1 2
IDZQ = §<SI >0 —§<S[ >0 - (711)
A masodik tag diagrammja:
1 2
— 6 CO ) (7.12)
Az els6 tagnak megfelel6 diagrammok két vertexet tartalmaznak. Ha az Osszes

lehetséges modon Gsszekotjiik ket belso részecskevonalakkal, akkor az alabbi dia-
grammok addédnak:

<3©©>2+74'42',3'3©©©

4.4.34.!3.2-2 @ } (7.13)

(7.14)

1 1
—< 8>, = =
9 170 9
_'_
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Itt mindjart feltiintettiik, hogy a lehetséges permutaciok miatt milyen kombina-
torikai faktorral szerepel egy-egy diagramm. A masodik diagramm esetén az egyik
vertex egy labat 4-féleképpen vélasztva, azt a masik vertex négy labaval kothetjiik
ossze. Minden esetben az elso vertex egy tovabbi szabad labat 3-féleképpen valaszt-
hatjuk ki, s azt a masik vertex 3 szabad laba koziil barmelyikkel 0sszekothetjiik.
Ezek utdn a végeken levé szabad labak Osszekotése egyértelmi. A kozépsd két
vonal 2! lehetséges permutaciéja miatt azonban a diagrammokat duplan szamoltuk.
A harmadik diagramm esetén ugyanugy kezdjiik el a vertexeket 0sszekotni mint az
elobb, azonban a baloldali két szabad 1ab koziil barmely 2-t 6sszekothetjiik a végén a
jobboldali két szabad 1ab barmelyikével. Most mind a 4 részecskevonal tetszolegesen
permutalhatd, igy minden diagrammot 4!-szorosan vettink figyelembe.

A kombinatorikai faktorok az aldbbi egyszerii szabalyszertiséget mutatjak:

1. Vertexenként megjelenik egy 4! szorz6 (a négy vertexlab lehetséges permuta-
cidinak a szama).

2. Tovabbi (n!)™! szorzék jelennek meg, ha két rogzitett vertex kozott n darab
részecskevonal teremt Gsszekottetést. (Az azonos két vertexet 0sszekoto részecske-
vonalak permutédciéi nem jelentenek 1j diagrammokat.)

Az elsé szabdly a A®* elméletre nézve specifikus, mig a masodik szabaly altaldnos
érvény. fgy a kvantumelektrodinamikaban és a kvantumszindinamikdban is al-
kalmazhaté a topoldgiailag kiilonboz6é véazdiagrammok kombinatorikai faktorainak
megéllapitasara.

Vegyiik észre, hogy ha az 6sszes masodrendii jarulékot figyelembe vessziik,
akkor a nem 0Osszefiiggd diagrammok a particids fiiggvénybol kiesnek. Ez a per-
turbacidészamitas tetszoleges rendjében bizonyithatéan igy van. A nem 0Osszefiiggo
diagrammok jarulékai In Z;-ben zérusra Osszegzédnek. A particiés fliggvény adott
rendii korrekcidéjanak kiszamolasahoz elegendo tehat az 0sszes 0sszefiiggd grafot meg-
szerkeszteni az adott rendben. A kolcsonhatds masodik rendjében az eredmény
tehat:
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nZ, = 36 COO + 12 @

— 36(—\)28V T;/(ﬁfl Z/ dp4

'DO(wnl ) ﬁl)DO(WHQ ) ﬁ2),DO (wn37p3>D0<wn47p4)
(27T)35(ﬁ1 + ﬁ2)65n1+n2 0

112(— WTZ/dpl Z/dp“

DO(Wm 17 )DO(anap2)Do(wn3,P3)Do(wn4,P4)

8 Skalarrészecske propagatora és
sajatenergiaja
8.1 A propagator és a particios fiiggvény kapcsolata

Definialjuk a véges homérsékletli skalartér propagatorat:

f[d@]@(fl, T1>(I)(fQ, TQ)G_SE
[ldP]e—5=

D(Z, 115 %2, 12) = < O(&, 1) P(X, 1) >= (8.1)

A térbeli iranyokban és a képzetes iddiranyban kirétt peridédikus hatarfeltételek
miatt ez csak az ¥ = ¥} — Ty és T = 1 — T» valtozdktol fiigg. Automatikusan
értelmezve van 0 < 7 < [ esetén és kiterjeszthetéo a —f < 7 < 0 intervallumra a
D(r < 0) = D(r + () definiciéval. Eljiink az &} = Z, Z = 0, 71 = 7 és 75 = 0
valasztassal és képezziik a propagator Fourier-transzformaltjat. A térmennyiség
Fourier-sorat felhasznélva kapjuk az alabbiakat:

B8
D(wn, §) = / dr / &z exp{—i(pF + wnT)}D(Z, 7)
= Y <0 ()0, () >
n1n2plp2

/ dT/d?’:L’ exp{i(p1 — P)T + i(wy, —wy)T}
0
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= Z Z é < (I)nl(ﬁl)(brm(ﬁ?) > Vdﬁiﬁﬁdnln

nin2 pip2
= B <®,(p)P_n(—p) > . (8.2)
A harmadik egyenl6ség felirdsakor felhasznaltuk, hogy a < ®,,, (p1) Py, (p2) > varhatd
érték akkor és csak akkor nem nulla, ha ny = —ny és p1 = —p>. Ha a varhaté

értéket kifrjuk pélyaintegral alakjaban, akkor a kolcsonhaté skalartér propagatora
immpulzusreprezentaciéban:

g2l [dDJe 2 Dy, (P) D (—P)

Dlen,7) J[d®eS

(8.3)

Kovetkezo 1épésként a propagatort kifejezziik a particids fliggvény segitségével.
A koleson nem hato skalartér Dy propagatoranak inverze:

D, = (W2 +w?). (8.4)

Ennek segitségével a kolecson nem hato tér euklideszi hatasa:
1 _
So = §5ZZZD01(wnaﬁ)|¢n(ﬁ)|2- (8-5)
nop

Irjuk fel a particiés fiiggvényt a kolcsonhatas szerinti perturbaciés sor alakjaban:

Z = N / [dd]eS

_ N//[dCID]eSO%: (_;) St (8.6)

Képezziik ezutdn In Z-nek a perturbélatlan inverz propagétor szerinti derivaltjat!:

0ln~Z 2 _
DT = 537 [dD]|®,, (p)[?e 5"
1

Irhatjuk tehat, hogy

P olnZz
6Dy (wn, )

Kifejeztiik tehat a propagatort a particids fliggvénnyel.

0lnZ

D(wn,p) = (8.8)

L Az impulzusreprezentaciéban adott tetszdleges Fla(wy,p)] funkciondl funkcionalderivaltjat a

OF = Fla(wn,p) + da(wn, p)] — Fla(wn, P)] = 32, M(‘Liiﬁ)éa(wn,ﬁ) osszefliggéssel definidljuk.
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Ahhoz, hogy ezt a képletet szamoldsaink soran helyesen tudjuk alkalmazni,
szitkségiink van a Dy szerinti derivalt pontos kifejezésére. Amig a térfogat véges
és az impulzusok ugyanugy diszkrétek, mint ahogy a frekvencidk is azok, a szabad
propagator propagator szerinti funkcional derivéltja lényegében parcialis derivalt:

5D0(wn, ]7)

Dofwn ) (&)

és ha (w,,p) hurokhoz tartozé belsé vonal véltozéja, akkor a , hurokintegralban”
derivélas utan

5D0 wrmﬁ) —
T F(wy = TF d
ST sl Pl ) = TP 8.10)

fog szerepelni. A végtelen térfogat hataresetében, azaz termodinamikai hataresetben
az impulzus folytonos, az impulzusédllapotokra torténd osszegzést integralas valtja
fel a

d3/

(8.11)

Z—>V/

szabaly szerint, hogy a megfelel6 szamu mikroallapotra torténjen a felosszegzés. A

folytonos impulzusok esetén a % funkcionalderivaltat gy kell értelmezni,
hogy !

d®*p’ §Do(wn, P)
T v/‘ wP) P i) = TF(w, 12
SV [ SR D p ) = TR (812

maradjon. Ez akkor teljesiil, ha folytonos impulzusok esetén

5D0(wnam _ (27T)3
5D0(wn’7ﬁ) B Vv

50— 1) (8.13)

teljesil. Az 1PI buborékdiagramok D, szerinti derivdlasa tehat egyuttjar azzal,
hogy eltlinik a buborékdiagram SV szorzdja és grafikailag felszakad az egyik belso
vonal anéliil, hogy annak ,;maradéka”, mint kiilsé vonal (propagétor) megjelenne,
vagyis amputalt 2-pont diagramot kapunk.

8.2 A skalar részecske sajatenergiajanak meghatarozasa
A skalér részecske I(w,, p) sajatenergiajat a

—1
Dlwn, ) = |wp+5*+m’ + (w5 (8.14)

37



osszefliggéssel definidljuk. Azonos atalakitas utan:
D= (Dy' +1I)~" = (1 + DpIl) ' Dy,

ahonnan

0ln”z
2D = (1+ DI L
05D, (1+Doll)

Felhasznéljuk, hogy

InZ, = % fj > In{57*Dy},

—

n=—oo P
ahonnan
(5 ln ZO 1
= -D;t
8Dy 270

Mivel In Z = 1n Zy + In Z;, a Il(w,, p) sajitenergia az

dln Z[
0Dy

(14+DIl)™! = 1+2D,

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

egyenletnek tesz eleget. Fejtsiik sorba a sajatenergiat a A csatolasi dllandé hatvanyai

szerint:
o0
II = Zﬂg,
(=1

ahol IT, ~ O(X\%) a sajatenergia (-edrendii korrekcidja.
Elsérendben irhatjuk, hogy
(1 —+ ID(]Hl)il ~ 11— D0H1

dln Z1
0Dy

- 1+22>05%(3OO
0

= 142D,

= 1+12D, O

Innen a sajatenergia elsorendii korrekciéja

m = 12 O
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A Dy szerinti funkcionél derivalds a diagrammok nyelvén egy részecskevonal felvagasat
jelenti.

Tanulsagos kiszamolni a sajatenergia masodrendii korrekciéjat is. Ennek megha-
tarozasahoz irjuk fel a sajatenergia egyenletét a masodrendii tagokkal bezardlag:

(1 —+ DOH1 + lDoHQ)il ~ 11— (DOHI + DOH2) —+ DOH1DOH1 + O()\s)

dlIn Zl i 0lIn ZQ
5Dy | oD, )

= 1+2D, < (8.23)

Az elsorendii korrekciora vonatkozé egyenletet felhasznalva ebbdl a masodrendii ko-
rrekciora az alabbiakat kapjuk:

I, = I, Doll; — 25% (36 COO  + 12 @ > : (8.24)
0

A derivalas elvégzése utan a kerekzardjeles kifejezés:

72 3+72 OO0 + 48 @ . (8.25)

A TI; DoII; tagok éppen kiejtik egymast Ilo-ben. Igy végezetiil az aldbbi eredményt
kapjuk:

M, = —144 ﬁ - 96@ . (8.26)

Altalaban is igaz, hogy a sajatenergidban azok a diagrammok, amelyek egy ré-
szecskevonal felvagasaval szétesové valnak, zérussa Osszegzddnek. A sajatenergiahoz
tehat csak azok a diagrammok adnak jarulékot, amelyek egyetlen részecskevonal
felvagasaval nem tehetOk szétesévé. Az ilyen diagrammokat egyrészecske irreduci-
biliseknek (1PI) nevezik. Altaldban a sajdtenergia:

)
I = -2(—ImInZz . 8.27
(51)0 I) 1P ( )
A megfelel6 diagrammokat a kovetkezo eljarassal kapjuk meg:

1. Megszerkesztjiik az adott rendben az Gsszes Osszefiiggd diagrammot.

2. Differencialjuk 6ket Dy szerint, vis. egy részecskevonal felvagasaval eloallitjuk
beldliik az 6sszes topoldgiailag killonbozo diagrammot.
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3. Elhagyjuk a nem egyrészecske irreducibilis diagrammokat.

4. Meghatarozzuk a kombinatorikai faktorokat a 7. fejezetben megadott szabalyok
alapjan. (Vigyazat! Az igy nyert kombinatorikai faktorok a (8.27) képlet 2-es
faktorat mar tartalmazzak.)

9 A \P* elmélet a perturbaciészamitas
els6 rendjében

Ebben a fejezetben a perturbdcidszamitas elsé rendjében, a A®* elmélet példaja
révén ismerkediink meg azokkal a technikai nehézségekkel, amelyekkel 1épten-nyomon
taldlkozunk, ha valamit ténylegesen ki akarunk szamolni.

A sajatenergia elsorendii korrekcidja, mint azt az el6z6 fejezetben lattuk,

m, = -12 O
= 12AFV +FM) (9.1)

ahol a hurokban szerepl6 vertex is hordoz egy minusz el6jelet és ahol
FYprm = TZ/ Do(wn, 7)

9.2)

w2 +w2

Vegyiik észre, hogy az In Z;-hez jaruldkot adé buborékdiagramnak (3V)T? szorzéi
vannak, utébbi 7' szorzok a belsé vonalakhoz tartoznak. Amikor a sajatenergiat sz-
abad propagator szerinti derivaldssal szarmaztatjuk, akkor megjelenik 1/V faktor,
ami V-vel szorzddva 1-et ad; a felbontott hurokintegralbdl visszamaradé T' tényez6
(T? egyik tényezbje) pedig a [-szorzéval ad 1-et. A visszamaradé F¥ + F™ kife-
jezés tehat egyetlen T' szorzot tartalmaz. A mésik észrevételiink, hogy az egyhurok
sajatenergiaban szereplo vertex —A\ szorzét hordoz, aminek negativ eldjelét kom-
penzélja, hogy II; a diagram minusz 12-szerese. gy az FV + F™ kifejezés elSjele
pozitiv.

Az els6 technikai nehézség a bozonikus Matsubara-Gsszeg kiszamitasa, azaz
a diszkrét bozonikus frekvencidkra torténd Osszegzés elvégzése. FErre a komplex
fiiggvénytan segitségével kinalkozik lehet6ség. (A korabban, a kolcsonhatdsmentes
bozontér esetében hasznalt Osszeg-képletet is ezzel az altalanos modszerrel lehet
levezetni.)

Attérink a po = iw, Minkowski-valtozora és egy tigyes fogassal az 6sszeget a pg
komplex sikon vett vonalintegralla irjuk at. Ehhez felhasznaljuk, hogy a COth(% Bpo)
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Figure 2: A bozonikus Matsubara-felosszegzéshez hasznalt gérbe a komplex pq sikon,
amely korbejarja a coth (8py/2) fliggvény Ossze polusait.

fiiggvénynek a py = i2anT (n egész) helyeken egyszeres pélusai vannak. Ezért
tetszoleges f(po) fliggvény esetén:

T > o f(po=iw, =1i27nT)
T 1 1
= — | d —f coth ( = 9.3
2m/c Pof (po)3 0 co (26]90)’ (9:3)
ahol az integralas a py komplex sikon az 2. abra szerinti C' gorbére torténik, amely
korbefutja egyszer az 6sszes polust.

Az integrandus polusszerkezete a kovetkezdképpen tanulmanyozhato. frjuk a po
valtozét a pdlusok kozelében py = i2nnT + € alakba, ahol e infinitezimalis, ekkor

B B0 BeF e pamiicy i

2 2 2 6*3451 . 67*3451 2 6i7rn+%ﬁe _ efiwnféﬁe
g2 1 0.4)
2 (—1)"Be € '

ami mutatja, hogy az integrandusban szereplé eme tényezonek egyszert pélusai vannak 1
reziduummal a py = i2mnT pontokban.

Ha f(po) egy olyan fiiggvény, amelynek nincsenek pélusai a képzetes py tenge-
lyen, akkor a C' gorbe két, a képzetes tengellyel parhuzamos egyenesbe deforméalhato
at, mint azt a 3. abra mutatja. Felhasznalva, hogy

1 1 2

- % (_1 B e—23— 1) ’ 6-5)

a kovetkezOképpen irhatjuk a (9.3) egyenloséget:

T X2 o flpo=iwy)
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Figure 3: A bozonikus Matsubara-felosszegzéshez hasznalt gérbe a komplex pq sikon,
deformécié utan.

B 1 /ioo+e p f( ) (1 N 1 )
T 2 sy PPN G T e
1 —ioo—s ]_ 1
. d -
+27Ti /ioo—E Pof(po) ( 2 e Pro — 1)

= o[ dnoy () + F (o))

+i. /I'OOJre dpo (f (po) + f(=po)) eﬁpo;

27'('1 —loo+te — 1

= o [ dnr)

271 J-io
1 ioo+e 1

o= [ dpo (FBo) + £ (o)

271 J—icote ebro —1°

(9.6)

Az utolsé egyenloség elso tagja a vakuum jaruléka, mig a masodik tag az anyagtér
jaruléka, amit az integrandusban megjeleno betoltési szam mutat.

A (9.6) képletet felhasznéljuk a sajitenergia elsé rendii korrekcidjanak kiszé-

moldséra; most f(py) = —(pi — w?)~'. A sajdtenergia elsérendii korrekciéjahoz a
vakuum jaruléka:
m = 1227 = 12)\/ /1_00 dpp——t—
(27)3 271 Joioe PR — w2
— 12\ / +w2 (9-7)
Itt bevezettikk a py = —ipy euklideszi impulzus komponenst és az integralt atirtuk

négy-dimenzios euklideszi tér feletti integralla.

Az anyagtér jaruléka a sajatenergidhoz O(\) rendben:

1 dp loote 2 1
= 12 m—12)\—/—/ dpo | — (9.8
! F 2mi ) (27)3 J-ioote Po P2 —w?| efro — 1 (9:8)
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A bozonikus betoltési szamnak koszonhetéen az integralds utjat bezarhatjuk a kom-
plex pg sik jobboldaldn egy végtelen sugart félkorrel, 1d. 4. abra.

Figure 4: A sajatenergia részecskegaztol szarmazo jarulékanak kiszamolasahoz
hasznalt gorbe a komplex pgy sikon, amely korbefutja a py = w pdlust.

Ekkor az integrandusnak a py = w helyen 1év6 egyszerii polusa ad az integralhoz
jarulékot a reziduum-tétel értelmében:

(9.9)

Ha az m = 0 esetet vizsgaljuk, akkor az anyagtér jarulékdban az integralas elvégezheto:

1 o0 dpp 1 T2
d 27r2/o efr — 1 27232 (2)¢(2) B (9.10)
és
M = 12 F™ = \T2, (9.11)

Nehezebb a helyzet amikor a kolesonhatéd vakuum jarulékat akarjuk meghatarozni.
Ez uis. nem véges. Regularizdljuk pl. ugy IIY-ot, hogy a nagy impulzusokat egy A.
értéknél levagjuk. Hasznaljuk fel, hogy az integrandus nem fiigg a négyes impulzus
irdnyatol, s ezért a térszog szerinti integral az Qg = 27%2/T'(d/2) eredményt adja,
ahol a dimenzi6 d = 4. Ekkor

v o_ L 2w /AC p’dp
1674 1(2) Jo  p?+m?
1 /A3 u du
~ 1672 Jo u+m?
1 2 oy AT+ m?
~ Tom lAC A=
1 2 oy AZ
T AZ—m IHW : ha (A, — o0) (9.12)
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és
Iy = 120FY (9.13)

a keresett jarulék. Ez pontosan ugyanaz mint a sajatenergia elsérendii korrekcidja
a T = 0 térelméletben.

Az elmélet renormalasat a particiés fiiggvény renormalasaval végezziik el. A
perturbaciészamitas elsé rendjében:

InZ = 3OO0, (9.14)

ami az el0zoek értelmében nyilvanvaléan nem véges, ha A, — oo. Adjunk hozzd a
Lagrange-stirtiséghez egy tun. ellentagot:

1
L—L— éémfcb?. (9.15)

Ennek dm? egyiitthatéja megvalaszthaté gy, hogy a particids fiiggvény elsérendben
végesnek adddjon. Az 1j kolesonhatasnak egy tovabbi vertexet kell bevezetniink:

1
—x— = 0m]. (9.16)
A particiés fiiggvényhez tovabbi jarulékot ad az egy darab ilyen vertexet tartalmazoé

bozonhurok:

mz; = 300 - %
= SBABV(FY + 7 - %5mf6V(}"V + 7
% { [—3)\(]—“")2 - %&nf}"v}
+ {—6>\}"me - %miﬂn}
—3A(F™)?} (9.17)

Kiséreljiink meg tigy renormalni, hogy az ellentag ne fiiggjon a homérséklettol és
a kémiai potencialtol. Ezt elérjik, ha az utolséd egyenldség masodik sorat zérussa
tessziik:

1
—6AFY — 5csmf = 0, (9.18)

azaz
om? = —12AFY ~ O(\). (9.19)
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Ekkor a particiés fiiggvény
mZzy = BV {3\FY)* = 3\(F™)*}. (9.20)

Mivel az els6 tagbol az energidhoz egy T-t0l és p-tol fiiggetlen jarulék adodik, azért
ez a tag a T' = 0 vakuum moddosulasat irja le a kolecsonhatas elsé rendjében. Mivel
a vakuum energidjat mar nulladik kozelitésben is elhagytuk, ugyanezt tessziik a
perturbacié szamitas magasabb rendjeiben is. fgy a kiszamolt energia, nyomas, stb.
mindig a perturbaciészamitas adott rendjében a kolcsonhaté vakuumhoz képesti
értékek lesznek. A renormadlt particios fiiggvény elsérendben tehat:

mzZR = —3\(F™)’8V
— _3)V </ (52;3@) , (9.21)

ahol w = vm2 +p2 és n(w) = (e’ — 1)7! a betoltési szam.

Ugyanehhez az eredményhez gy is eljuthatunk, ha In Z;-bdl kivonjuk azt a
grafot, amelyben a sajitenergids betétrészt T = 0 (6 — o0) és p = 0 mellett
szamoljuk:

mz, = 3| OO —2

= —3\8V [(FV + F2

Ty /
— —3\BV [(fV + J-"m) - (IV + fm)fv}
= 3BV [(FM)? - (FV). (9.22)

wn’a ﬁ/)‘|

A diagrammon téglalap (a beleirt nulldval) foglalja magéba a diagramm azon részét,
amelyet T = 0, u = 0 mellett kell kiszamitani. A levonandé 2-es faktora nyilvanvald
kombinatorikai okbdl 1ép fel.

A particids fiiggvény elsérendii korrekciéjabol derivalassal kapjuk meg az e-
nergia és a nyomas elsorendii korrekcidjat. Irjuk a particids fliggvény logaritmusat
In Z} = —3\BV(F™)? alakba, és ha ezt a kifejezést derivaljuk,

0ln 7, oF™ )

B = ——55 =3\VF (f +2055 ).

(9.23)

ahol

o= @p n(w) (9.24)
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oF™ _ / d*p l@n(w) :_/ d3p Bon2(,)

ap 2r)pw 0B W@ n
d3p " ) B d3p )
— —/ (271')3[66 —1+1n*(w) = —/ (2W>3[n(w) +n2(w)], (9.25)

akkor az alabbi eredményt kapjuk:

b _omzZf
1 — - 8ﬁ
— 3\ ( / gﬁf;s”f)) / (;if;sn(w) (%—26—2571@)), (9.26)
P = Tagfﬁ:>3A</535%?>é (9.27)

Példaként vegyiik azt az esetet, amikor a részecskék nyugalmi tomege zérus, m = 0.
Ekkor w = |p] = p és

fm_,/d%} 1
B (2m)3pefr — 1
_ 1 /°° pdp _T?
o222 o ePr—1 127
oF™ T
28— — __ 9.28
6% 7 (9.28)

amit felhaszndlva az alabbiak addédnak:

A

ﬂz—ﬁvﬂ, (9.29)
A
a:—@ﬂ. (9.30)

A kolesonhaté bozongdz energidja és nyomédsa a kolcsonhatds csatolasi dllanddjaban
elsérendii korrekcioval bezardlag, rendre:

Eno = v (T2 2 o (9.31)

=0 30 16 ) '
2\

Rmoziﬂc%—ﬁ+000. (9.32)

A kovetkezd korrekciot mésodik rendben varnank, azonban majd latni fogjuk, hogy
ez nem egészen igy lesz. Erre utal a kérddjel.
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Eljarasunk természetesen egyuttal az egyrészecske irreducibilis sajatenergiat
is renormalta:

= 12 O 2 <—%> e
= 12AFY +0m] + 12AF™
= 122FM =111 (9.33)
Mint az a korabbiakbdl kovetkezik,
MR = AT2,  ha m=0. (9.34)

Ennek jelentését megkaphatjuk, ha megvizsgaljuk a propagatort:

1 1 1
D p— p—
1+ Doll;  w?+w? 1+ I (w? 4 w?) !
_ L (9.35)
w24 w 410 '
A renormalt propagétor
R 1
D = (9.36)

w? 4 w? + IR
Innen latjuk, hogy az m = 0 tomegli bozonok a véges hémérsékletii kornyezetben
mig = 1% =\T7 (9.37)

effektiv tomeget nyernek. Ilyen jelenséggel, a Debye-arnyékolassal mar talalkoztunk
a klasszikus elektrodinamikaban. A modern nagyenergias magfizika egyik vizsgalt
kérdése, hogy hogyan véltoznak a részecskék (az adott esetben a hadronok) témegei,
ha azokat forré hadronikus anyag veszi koriil, ami pl. nagyenergias nehézion-iitkozések
soran fordul el6.

10 Zérus tomegii skalartér és infravoros divergen-
cia

Amig m # 0 esetén az elsérendii korrekciét valoban mésodrendii koveti, addig m = 0
esetén a particids fliggvény a A csatolasi dllandéban nem analitikus viselkedést mutat
és a soron kovetkezd korrekeié rendje O(A%2). Ennek az az oka, hogy bizonyos dia-
grammokban a részecskéket az n = 0 mdédusban véve az impulzus szerinti integralok
a p — 0 limeszben divergdlnak. A 7. fejezet végén megadtuk a particids fliggvény
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masodrendi korrekciéjat, amely két tagot tartalmaz. A masodik tag integrandusa
ny = ny = nz = ng = 0 esetén

__ dpipidpap3dpsps
pivsp3(py + P2 + 1)

(10.1)
ami integralhaté a p; — 0 hataron. Ezzel szemben az els6 tag az n; = ny = 0

esetben

dp p?
p4

~ BVIET (10.2)
integrandust tartalmaz, ami nem integralhaté6 p — 0 als6é hatérral. Ez az 4n. in-
fravoros divergencia, amelyet a zérus energiaju modusok létezése okoz. Ne felejtsiik
el, hogy ilyen modusok m # 0 esetén nincsenek, mert a legalacsonyabb energidju
moédusra wy = m # 0.

A particids fliggvény méasodrendii korrekcidjanak elso tagjat abrézold diagram-
mot atrajzolhatjuk a sajatenergia segitségével un. gytiri-diagramma:

i (@ (10.3)

Az 0Osszes ehhez hasonld gytiri-diagramm, amely altalaban N darab sajatenergias
betétrészt tartalmaz egy gytriire felftizve, divergens a p — 0 hataron:

VN1
ey o o

1/(2N)

(10.4)

A feltintetett faktorok az aldbbi megfontolassal adédnak: Mind az N vertexnél
két 1lab Osszekotése 3!-féleképpen lehetséges és mindegyik vertex a szomszédjaival
kétféleképp kothetd Ossze. Innen a baloldali els6 tényez6. A masodik tényezé a
vertexek lehetséges sorrendjeinek szamat adja meg a koron, tekintetbe véve, hogy
a balrdl jobbra és a jobbrol balra haladas ekvivalens. Végiil az In Z; 6. fejezetben
felirt hatvéanysordnak < S; >V /N! tagjabdl szarmazé 1/N! tényezd szerepel har-
madikként. A jobb oldal felirdsakor felhasznéltuk a (9.1) Gsszefiiggést.

Bar egyenként valamennyi gytri-diagramm infravoros divergenciat mutat, a
perturbaciészamitas Osszes rendjére felosszegezve Oket véges eredményt kapunk:

C IR VU
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OO

[ I (wnvﬁ)po(wnvﬁ)]N

— ——BVTZ/

A renormaélas természetesen azt jelenti, hogy itt a sajatenergias betétrészt a renormélt

Hﬁ—re kell cserélni, vagyis az 1-hurok II;-gyel felrajzolt diagramokhoz hozza kell
adni azokat a tovabbi diagramokat, amelyekben 1, 2, ..., stb. szamu II; betétrészt

lecseréliink a megfelel6 1-hurok ellentag-vertexszel. Ha az igy renormalt gytiriidiagramokat
felosszegezziik, akkor nem jelenik meg tovabbi ultraibolya divergencia:

1 3 AT? AT?
gy _ p
mar = 3 (0 355) - ]
1 T3N3/ dp p? 1 1
= —BVT In (1 —
VT 50 )\3/2T3 [n TR0 ) T o)
1 AT AT
L+ 2 L2 2
oyt W:p?)  wWi4p
ﬁV 443/2 2 -2 2
= 5T / duu(ln(1+u ) —u2) + O
v
= lﬁzﬁT4)\3/Z+(9()\2) (10.6)

Itt az infravérosben divergens tagok (az n = 0 médusok) adjak az O(A\*?) tagot,
mig az n # 0 médusok O(\?) és magasabb rendii jarulékokat tartalmaznak. (Fel-
hasznaltuk, hogy

Ue
duv?[In(u® +1) — Inv® —u 2] =
0
1 2
{§ [ug In(u? +1) — gu?’ + 2u — 2arctanu
u? u? ve
—2|=hu——|—u
3 9 0
T U3 9 1
T
37
ahol u = pA~Y2T1 és U, = u(p = A,).

—

Az m = 0 esetben a skalartér energidja és nyomasa az infravoros divergenciakat

is figyelembe véve:
15/ A) 15 (A"
) (ﬁ) + B} (ﬁ) + .. ] , (10.7)
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2 15 (2) 15/ A\Y?
P, = 122 e 10.8
0 90{ 8 (7r2> 3 (7r2> * (108)

Az infravoros divergencidk jarulékat pontosithatjuk azaltal, hogy In Z}gy kife-
jezésében I helyett a sajatenergia magasabb rendi korrekcidkat is tartalmazo kife-
jezését hasznaljuk. Pl. a sajatenergia is tartalmaz az infravoros divergencidktol
szarmazé O(M\*?) rendfi korrekciét. Ezt nevezik az irodalom ,,daisy”-felosszegzésnek,
az ugy nevezett margaréta-diagrammok felosszegzésének. Ehhez az infravoros jarulékok
felosszegzésével kapott sajatenergia-jarulékra is sziikség van, amit a korabbiakhoz
hasonléan hatdrozhatunk meg. Induljunk ki az el6zéekben meghatdrozott In Z%”
kifejezésbol (és a megfelel6 diagramok végtelen sordbdl), amit (—28/6Dy )1 pr funkcional-
derivalasnak alavetve kapjuk a sajatenergia ,,daisy”-korrekciojat:

o0

Z (1) ¥ 'DyY

Z 2 3' (N—l)' o. .o:
N=1

— 12\T /
Z 27'(' 3 1 + H1D0

1
— 120T
4 zn:/(% Pw?+ 52+ IR

(10.9)

Itt az N tényez6 azért jelent meg, mert In Z% diagramjain N darab hurkot lehet
felvagni tgy, hogy még mindig 1PI diagramot kapjunk. Felhasznalva, hogy a renormalt
sajatenergia els6 rendben Hﬁ = \T?, a fenti kifejezésbdl az n = 0 tag a kovetkezd
eredményt adja a sajatenergia O(A*?) rendfi korrekcigjara;

Ae dp p?
M, — 12)\T/
o2 212 p? +)\T2
2

. A3/2T2/ du
1+ u?
6

= —2)\3/2T2(Uc —arctan U,) (10.10)
7r

Mint latjuk, most djabb ultraibolya divergencia lépett fel. Ennek kezelése azonban
bonyolultabb, mert a fenti kifejezés renormélasakor a perturbacioszamitas kiillénbozo
rendjeibol szarmazo ellentagok keveredhetnek.
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11 Yukawa elmélete. A fermionpropagator
és fermion-sajatenergia

Az el6z0 fejezetekben lattuk, hogy milyen tipikus kapcsolat van a bozonterek esetén
a particios fliggvény, a sajatenergia és a propagator kozott. Most a Yukawa-elmélet
példdjan megnézziik ugyanezt fermiontér esetén. Egytuttal megtanuljuk, hogyan
lehet a frekvencia szerinti 6sszegzést fermionok esetén elvégezni.

Yukawa elmélete a nukleonok és a pionok kolesonhatasét irja le. Ha az izospintol
eltekintiink, akkor a nukleonokat a i (z) Dirac-tér, a pionokat pedig a ®(x) skalartér
irja le. A kolecsonhatés

Ly = gpyd (11.1)

alak.

Mivel paratlan ¢ esetén S% paratlan szdmu ® tényez6t tartalmaz az inte-
grandusaban, ezért < S¢ >= 0, ha ¢ =pdratlan. Kovetkezésképpen In Z-hez csak
¢ paros hatvanyai adnak jarulékot a 6. fejezet szerinti perturbaciés sorban. In Z;
perturbécids sora tehéat g2 hatvanyai szerint halad.

Hatarozzuk meg a particios fliggvény korrekciéjat a legalacsonyabb el nem
tin6 rendben. A hatds L-vel definialt S; kolesonhatasi részébe behelyettesitjik a
skaldrtér (2.12) és a fermiontér (4.15) Fourier-sordt. Az O(g?) rendben kapjuk,hogy

1
InZy, = §<S?>0

1. /B
_ 2 3 3
S Y D SED SED SIS
0 n1N2n3Nn4 £149 P1P2P3P4 9192
.ﬁei(§1+ﬁ3—ﬁl)fl+i(wil+Wn3—Wn4)7'1
V3
A (@A Pa—P2)F1 (e, Hwny —wny )2

LT e ()t (7))

anp (g

Do (P1) Y (75) Py (@1) P (P2) Yy (1) Py (35)e
e np g | dan (D) dtan (9)dPe() e :

Itt Sy az euklideszi hatas szabad terek esetén:

(11.2)

So = %5222©n(ﬁ)D61(wn,ﬁ)©_n(—ﬁ)
B )G ol ), (113
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ahol bevezettiik a szabad fermiontér propagatorat:

961<Wn,27) = 70<_iwn+,u>_f7ﬁ_M
= §-M, (11.4)

ahol py = —iw, + p a Minkowski-térben az impulzus nulladik komponense, M pedig
a fermion tomeg. Mindjart itt jegyezziilk meg, hogy az egzakt fermion propagdtor
és a particiés fiiggvény kozott hasonld Osszefiiggés van mint a bozonpropagator és a
megfelel6 particiés fliggvény kozott:

_ InZ
Glwm, B) =< P >= 22

17 11.5
- Bé‘gal(wmﬁ) ( . )

Térjink most ra In Z, kiértékelésére. Ehhez a kovetkezoket kell figyelembe
venniink:

1. A [drdr, [ d3xd®z, integralds
BV25(q1 + Ps — 11)0(G2 + Pa — 02)00,+n5—nn Os-4na—ns
szorzot eredményez.
2. A d®, integralok eltiinnek kivéve, ha {1 = —{y és ¢ = —@b.

3. Figyelembe véve, hogy v és ¢ Grassmann-valtozdk, az aldbbiak érvényesek:
[av [apw=0.  [ab [avdv=1.

Ezek kovetkeztében a fermiontér Fourier-komponenseire vett integralok akkor
és csak akkor nem egyenlok nullaval, ha

(a) ny=nz, MNg=ng, P1=7p3, P2= P4 (11-6)
(b) ny=ng, MNg=n3, P1=7ps, P2=Ps. (11.7)
Az (a) és (b) tipusi tagoknak két kiilonb6z6 diagramm feleltetheté meg. (El-

tekintiink a Yukawa-elmélet Feynman-szabalyainak részletes ismertetésétol.) Az (a)
tipusu tagok jaruléka:

1 _ _
InZya = 59252‘/2% Y < oy (01) Wy (01) @0 (0) 0y, (52)Pyms (P2) @0 (0) >g
1 1 d3p 2
— 55‘/92@ [T;/(%)?’Trgo(wn,ﬁ)]
= % O---0O : (11.8)
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Itt m a bozontér tomegparamétere. Az atlagolds a szabad tereknek megfelelg e~
sullyal torténik. A (b) tl'pusfl tagok jaruléka:

s d3
InZoy = ——g BVTQZ/ b P2

ning
'Trg(](wnl ) pl)DO(an - wn1 ) p2 - ﬁl)go<wn2 ) ﬁ2)
1
= — & . (11.9)
A negativ el6jel annak koszonhetd, hogy a fermion amplituddkat fel kellett cserélni
ahhoz, hogy eldalljanak a propagatorok kifejezései.

A bozon sajatenergia vatozatlanul tgy van definidlva, mint ahogy skalartér
esetén. A legalacsonyabb rendii el nem tiné jarulék hozza:

M= O . (11.10)
A fermion sajatenergiat az
G N wn, D) = Gy (WD) + S(wn, P) (11.11)
osszefliggéssel definidljuk. Meg lehet mutatni, hogy
0lnZ
5= ( = I) (11.12)
0Go ) 1pP1

ahol a fermionvonal szempontjabdl irreducibilis diagrammokat kell figyelembe venni.
Pl. O(g?) rendben:

Yo(wn,p) = O - (11.13)

Erdemes megjegyezni, hogy a particios fiiggvényhez a bozontér szempontjabdl
nem egyrészecske irreducibilis diagrammok, mint az (a) tipustak is adnak zérustél
kiilonbozo jarulékot. Ez annak a kovetkezménye, hogy < ® > zérustdl kiilonbo6zo
a T hoémérsékletii kornyezetben. ( Vigydzat, itt a kolesonhaté rendszer egyensulyi
sokasdga szerinti varhat6 érték &ll, nem pedig < ... >¢.)

Végezetill megadunk még egy fontos oOsszefiiggést, amelynek segitségével a
fermion-frekvencidk szerinti 6sszegek kiszamolhaték. Ehhez attériink a py = iw, + i
véltozéra, ahol w, = (2n 4+ 1)7T. Legyen f(po) egy tetszéleges fliggvény, amelynek
nincsenek polusai a képzetes tengelyen. Ekkor az aldbbi azonossag érvényes:

= . 1 plootpte 1
Tn;wf(po =iw, +p) = ~5 /iooJr,quﬁ dpof(ﬁo)m
1 lootu—e 1
S d s
2mi /—ioo—}—u—g pof (po) eBlu—po) 4 1
1 flootn—e
o d : 11.14
+5= [ oy ol (Po) (11.14)
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Az elsé két tag a részecske- és az antirészecske-jarulék, amelyek T = 0 esetén
eltiinnek. A harmadik tag fliggetlen a homérséklettdl és a vakuum valamint a véges
stirliségti, zérus homérsékleti anyag jaruléka.
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III. KVANTUMELEKTRODINAMIKA
VEGES HOMERSEKLETEN
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12 Az elektromagneses tér

Az elektromdagneses tér egyenletei, a Maxwell-egyenletek az
s = [dw E2 B?)
I .
= [t { H(V A+ A) - BrotA + (B> - %)) (12.1)

hatésbél E , B , A és AY szerinti variglassal kaphatok meg:
0S

W FvA A=, (12.2)
SE
05 B rotd - 0, (12.3)
0B
5—% + 0— o5 ﬁ& — rotB—E =0, (12.4)
JA 5A d(VA)
08 0S = 6S =
+ O— — V—s — VE=0. 12.5
JAY T TTSA0 T (Y AY) (125)

Az els6 két egyenletbol kozvetleniil adodik, hogy

rotEE = —B, (12.6)
divB = 0. (12.7)
A hatésban a B = rotA osszefliggés kozvetlentil figyelembe veheto, s akkor meg-

szabadulunk a magneses indukciétol, mint fliggetlen dinamikai valtozotol. Parcialis
integralas utan kapjuk, hogy

/d4 [ FA- - (EQ + (rotA)?) + Aoﬁﬁ} : (12.8)

Latjuk, hogy A° nem dinamikai valtoz6, mert a hozzd kanonikusan konjugalt im-
pulzus azonosan eltiinik. A° Langrange-multiplikdtor szerepét jitssza, amellyel a
hatasban a Gauss-torvény biztosithato. A dinamikai valtozdk A és a hozz4 kanon-
ikusan konjugalt impulzus, az elektromos térerdsség:

- % § (12.9)

0A

A T = 0 tér generalé funkcionaljat naivan

/ (] / [dA")[dAY]elS (12.10)
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alakban irnank fel. Ez azonban azért nem helyes, mert a hatasba belefogalma-
zott kényszer, amely megkoveteli, hogy a dinamikai valtozdk elégitsék ki a Gauss-
torvényt, még megenged végtelen sok fizikailag ekvivalens térkonfiguraciét. A hatas
invarians a lokalis U(1) mértéktranszformécidkkal szemben:

A'=A-Vf  AY=A"19f (12.11)

ahol f(z) tetsz6leges fiiggvény. Azt, hogy a fizikailag ekvivalens térkonfiguracidkat a
generald funkcionalban csak egyetlen térkonfiguracié reprezentalja, ugy lehet elérni,
hogy mértékfeltételt rovunk ki. Ez a vektorpotential és derivéltjainak egy fliggvénye,
amelynek megkoveteljiik az eltiinését:

F(A*, 0,A") = 0. (12.12)
Erre tipikus példa az tin. kovarians mérték hasznalata:
0, A" — c(z) =0, (12.13)

ahol c(x) tetszOleges fliggvény. A mértékfeltételt is figyelembe véve, a generdls
funkcional:

/ [dr] / [dAM]S[FelS. (12.14)

A generalé funkcionalban elvégezhetjiik a kanonikus impulzusok szerinti in-
tegralast, mert az Gauss-tipusu integralok kiszamitasat, ill. azok analitikus elfoly-
tatasat igényli:

[l oo {i [ ate (~B(A+Ta%) - %E?)} _
exp {—i/d4x%(Z+ ﬁAO)Q} . (12.15)
Ezt felhasznalva, a generalé funkciondl az alabbi alakot olti:
/[dA”]é[F] exp {—i/d% [%(%TjL VA% + %(rotg)Q] } . (12.16)
Ebbdl a kifejezéshdl fogunk kiindulni, amikor az elektromagneses tér particiés fiigg-

vényét definidljuk. Eljarasunk hasonlé lesz mint skalarterek esetén volt. Az eredmény
helyességét azzal tamasztjuk ald, hogy az a fekete test sugarzasat helyesen irja le.

A particids fiiggvény definicidjara az alabbi munkahipotézist tessziik:

7 = /per[dAu]é[F]eSE, (12.17)
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ahol az euklideszi hatés:
6 3 1 . - — 2 1 e 2
Sp = [ ar [ [— (<i0, A +iV 4y)” = ~(rot A) ]
0 2 2

_ /Oﬁ/d% EFWFW}. (12.18)

Itt megint attértiink a négy-dimenzids euklideszi tér vektoraira a t — —ir és Ay —
1Ay valtozécserével. Kikotjitk tovabba, hogy csak olyan A, térkonfigurdcidkra in-
tegralunk, amelyek a 7 képzetes idében [ szerint periodikusak. Ezt az indokolja,
hogy a kvantalt a vektorpotencial-mezo egy-részecskés gerjesztései 1 spinti bozonok,
ezeket a gerjesztéseket nevezziik fotonoknak.

A particiés fiiggvényt most ugy alakitjuk at, hogy az j alak explicit médon
mértékinvarians legyen. El0szor vegyitik észre, hogy a particios fiiggvény a vektorpo-
tencial periodikussaga miatt csak a 7 valtozoban periodikus mértéktranszformaci-
okkal szemben lehet invarians. Jeldlje a tovabbiakban az w index azokat a mennyi-
ségeket, amelyek egy tetszoleges vektorpotencialbdl kiindulva az

AZJ = Az - V,w, ALOU = AO - 8Tw (1219)
azaz a
A2 = A, - Quw (12.20)

infinitezimalis mértéktranszformacioval allnak el6. Legyen tovabba a mértéktransz-
formécié periodikus: w(r = 0,%) = w(t = B,%). A particiés fiiggvény mostani
alakjaban nem mértékinvarians. Mértékinvaridns azonban a hatds és a hasznalt
integralasi mérték, ha az utobbit mint a vektorpotential Fourier-amplitidoi szerinti
integralok szorzatat definidljuk:

Sp=2S%,  [dA,] = [dAY]. (12.21)

A particios fiiggvény mértékinvariancidjat a mértékrogzité delta-funkciondl rontja
el. Helyettesitsiik ezért Z’-ben a delta-funkcionalt az aldbbi médon felirt egységnyi
szorzéval:

1 = A[Aﬂ]/[dw]é[F”], (12.22)

ahol [dw] az U(1) csoport folott értelmezett invaridns mérték. Ekkor a fenti egyen-
let altal definialt A[A,] funkciondl mértékinvarians. Irjunk tehdt Z'-ben a delta-
funkcional helyére 1-et a fenti szofisztikalt alakban. Ezzel elérjiik, hogy a mértékfeltétel
tovabbra is ki van réva. Egyuttal integralunk valamennyi olyan térkonfiguraciora,
amely egy kezdeti, a mértékfeltételnek elegettevo térkonfiguraciébol mértéktransz-
formacioval nyerheté. Osszuk be ezért a kapott kifejezést a " mértéktranszforméciok
(az ekvivalens térkonfiguracidk) szamaval”, azaz a csoport [[dw] invaridns térfogatéval.
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Ekkor a kovetkez6 definiciot nyerjiik:

_Jldw] JperldAuA[A,]S[F] exp{—Sp}
7 = T . (12.23)

A mértékinvariancia felhasznaldsaval a szamlald:

/ [de] /p JAAZIALA2)5[F] exp{—Sz}. (12.24)

[tt természetesen atjelolhetjik az integralasi valtozot Aj-rol A,-re:

( / [dw]) /p (A, JAAJS(F] exp{~Sp}. (12.25)

Ekkor latjuk, hogy a szamlalé aranyos a csoport térfogataval, és ezért az utébbival
lehet Z-ben egyszertisiteni. Az elektromdagneses tér particiés fiiggvényére igy a
kovetkezo kifejezést nyerjiik:

Z = / [dAJA[A,S[Fle=5=. (12.26)
per

Az igy definidlt particios fliggvény valéban mértékinvarians.

A kovetkez6 1épés a A[A,] funkciondl meghatarozasa. Ehhez irjuk 4t az 6t
definidl6 egyenletet a kovetkezd alakba:

A4, = / [dw)s [F[A2]] (12.27)

Rogzitett A, esetén F' az w funkciondlja. Térjiink &t az w integréldsi valtozordl az
F integralasi valtozora. Feltéve, hogy egyetlen olyan w = w[F] funkcionél létezik,
amely adott A, esetén megoldja az F|w] = 0 mértékfeltételt, irhatjuk, hogy

A4, = [aral <det55F w>1

w
-1
= |det— wl—Q- 12.28
(65w> |F[A]_o ( )

A determindns nem mas mint a végrehajtott transzformacié Jacobi-determinansa.
Miel6tt tovabb 1épnénk, emlékezziink vissza, hogy a particids fiiggvényben a A
funkcional meg van szorozva 6[F|-fel. Ez azt jelenti, hogy A-t olyan régzitett A, mel-
lett kell meghatdrozni, amelyre F'[A] = 0. Ha azonban A, ilyen, akkor az F[A%] = 0
megoldasa w = 0. Ezért a determinanst az w = 0 helyen kell kiszamolni, vagyis

SF¥(z)

A[A,] = det=5 oy

lo—o. (12.29)
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A gyakorlatban elegendé F“-t infinitezimalis mértéktranszformaciék esetére megha-
tarozni. Az F“ w szerinti sorfejtésében a linedris tag egyutthatdja a keresett funkcio-
néalderivélt, amelynek determindnsét kell kiszdmolni. Az elektromdgneses tér (a
tiszta U(1) mértékelmélet) particids fiiggvényét igy az aldbbi alakban allitottuk eld:

7z = /;mjdAﬂhﬂfﬂdet<5§jé;)>Iw=oeSE. (12.30)

Faggyejev és Popov mddszerét kovetve, a fentiekben elédllt determindnst fel-
foghatjuk, mint valamilyen Grassmann-értéki C(x) és C(z) szellemterek szerinti
Gauss-tipust integrélt:

det ({;{ZS?) = /per[dC][dC'] exp{—/oﬁ dT/d%C(:C)aalzuC(:c)}. (12.31)

A bevezetett szellemtér nem valddi fizikai szabadsdgi fokokat képvisel, hanem csak
egy technikai segédeszkoz, amelynek segitségével a determinans kénnyebben kezel-
heto. Fontos azt is megjegyezni, hogy a megengedett mértéktranszformaciok peri-
odikussaga miatt a szellemtereket is periodikusaknak kell valasztani:

C(0,7) = C(B, %), C(0,7) = C(B3, 7). (12.32)

Ebben is kiilonboznek a valodi fermionterektol, amelyekre antiperiodikus a hatérfel-
tétel.

Baratkozas céljabol irjuk ki a szellemtagot kovaridns mérték hasznalata esetén:
F=0,A,—c(z)=0. (12.33)
Ekkor a mértékfeltétel infinitezimélis mértéktranszformacié utan:

Y = 8uArj—c(:c)

= 0,4, —c(z) — 0,0,w, (12.34)
amibdl funkciondlderivéaldssal
SF“(x)
= —-0,0,0(x — 12.35
5w(y) wu ( y) ( )
adédik. A hatést tehat az
B _ B _
—/lh/d%cm@c :l/dﬁ/fﬂ@meC) (12.36)
0 0

alaku szellemtaggal kell kiegésziteni. A tovabbiakban kovaridans mértéket fogunk
hasznalni.
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Mivel a particiés fiiggvény altal leirt fizikai tartalom fiiggetlen a c(x) fiiggvény
onkényes megvalasztasatol, szabad a

exp{—%/oﬁ dT/d3xc2(x)} (12.37)

tényez6vel szorozni és az 6sszes periodikus c(x) fliggvényre integralni. (Itt 0 < p <1
valos allandé. Kiilonbozo értékei a kovarians mérték kiilonbozo eseteinek felelnek
meg.) Ez eltiinteti a Dirac-delta funkcionélt a particids fiiggvénybél, azonban meg-
jelenik az exponensben egy tovabbi tag:

/[dc] exp {—% /OB dT/dngZ} 0[0,A, — ] = (12.38)

exp {— /Oﬁ dT/d?’x%(@MAM)Z} : (12.39)

Mindezeket Osszefoglalva, a particiés fliggvény az
7 - / [dC)[dC] / [dA,] exp(—S,g) (12.40)
per per

alakba frhatd, ahol bevezettiikk az S.g effektiv euklideszi hatést:
B 3 1 1 9 _
S = — / dr / @2 | =3P P = 5-(0uA,) + (,0)(0,C) | . (12.41)
0 p

A p = 1 vélasztast Feynman-mértéknek nevezik. Bér a szellemterek nem csatolodnak
U(1) lokélis mértékelméletben a vektorpotencial-mezéhoz, jarulakuk a hatdsbdl nem
hagyhato el, mert a particiés fliggvénynek megvaltoztatjak a homérséklet-fliggését,
mint ezt alabb latni fogjuk. Ez kiilonbség a zérus-homérsékleti kvantumelektrodi-
namikahoz képest, amikor a szellemterek lecsatolédnak a fizikai folyamatok atmeneti
amplitudoirol.

13 A feketetest sugarzas

Megmutatjuk, hogy az elektromégneses térnek az el6z6 fejezetben bevezetett particids
fliggvénye helyesen irja le a feketetest sugarzast. Annak illusztralasara, hogy Z és
a fizikai kovetkeztetések invariansak a mérték rogzitésének modjaval szemben, a
feketetest sugarzdas képleteit levezetjiikk A) axialis és B) Feynman-féle mértékben.

A) Axialis mértékrol akkor beszéliink, ha az A = 0 mértékfeltételt hasznéljuk.
Ekkor a particiés fiiggvény:

7 = /p . [44,)3]Ag]det <

0 A3 (x) g
dw(y) ) l=oe
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- /p  [dAg][dA ] [dAs]det (D)5, (13.1)

ahol felhasznaltuk, hogy

Ag) = Ag - 83w, (132)
és ebbdl kovetkezden
045 (z)
— —). 13.
S oo —y) (13.3)

Az euklideszi hatds negativja axialis mértékben:

1
_SO = _Z /,LVF;LV‘ASZO
1 s 1 s 1 2
= —5(81140 — 0. A)" — 5(82140 — 0, A5)° — 5(83/10)
1 1 1
—§<63A2)2 — 5(63141)2 — 5(81142 — 62141)2
1 Ao
= 5(Ao, AL A)DGH | AL | (13.4)
Ay
ahol bevezettiik a
\V& —0104 —050,
Dyt = | 010, 02+ 0% + 92 —0,0, (13.5)
— 000, —010, 02 + 8§ + 83

matrixot.

A vektorpotencialt Fourier-sor alakjaban allitjuk elo:

1/2
A, - (é) 5 A7) exp (7 + 7)) (13.6)

A particios fiiggvényben fellépé determinanst most is szellemterek Gauss-integraljaként
fejezziik ki. A szellemtereket is Fourier-sorral allitjuk elo:

1/2
C = <§> %;Cm((j) exp{i(¢Z + wm)}. (13.7)

A vektorpotencidl és a szellemterek Fourier-frekvencidi bozonikus Matsubara-frekvenciak,
w, = 2mnT és w, = 2mmT, ahol n és m tetszoleges egész. Helyettesitsiik be a
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Fourier-sorokat a particios fiiggvény képletébe:

7 = / 1;[ d Ao (F)d A1, (F)d Ag (F) [T dCon (@) dC,r ()
e : A0u(p)
-exp {2 > (Aon(P), A1 (), Asn(p)3° Dy (wn, P) ( A (P) )
" Azn(P)
-3 C@inC.a |
— [det 8Dy (wn, )] det(—Bas). (13.8)
Képezziik a particiés fiiggvény logaritmusét:
mZ = Indet(Bqs) — %m det 52Dy (wn, )
= L in(Bge)? — %Trp In(dets D (wn, 7). (13.9)

2

Elemi algebrai atalakitassal adodik, hogy a 4 x 4-es blokkmatrixok determinansai

detyD(wy,, p) = (13.10)
p2 —P1Wn —P2Wn,
det{ B2 | —piwn PE+PI+w?  —pipo
—Ppawy, —p1p2 p}+p3 + w?
= Bops(wi + )% (13.11)

Ezt felhasznalva,
1
—5TrpIn detyD(w,,p) = In <H B py (w2 +ﬁ2)1> : (13.12)
np

és a particids fiiggvény logaritmuséara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

Bps3
np /83p3<w72L _'_ﬁQ)

= W (87w +p™)")

InZ = In

= ZV/ p [—lﬁw —1In (1 - e_ﬁw)} + const (13.13)
(2m)3 1 2 h '
ahol w = [p|, mert a fotonok nyugalmi tomege zérus. A harmadik egyenl6ség

felirasakor felhasznéltuk a (?77?) és a (2.43) képleteket.
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B) Most megmutatjuk, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a Feynman-
mértéket hasznaljuk, amely a kovarians mérték p = 1 esete. Az effektiv Lagrange-
stirtiség negativja kovarians mértékben:

1 1 1
_¢£::5&£&+%m£m+§mvmu
1/1 Y o o o o
+5 <E - 1) (400, VA + A0,V Ay + (AV)(VA)]
+C (9% + V*)C (13.14)

Az effektiv hatas negativja a térmennyiségek Fourier-soranak behelyettesitése utan:

St = — [ " YR
= 5 AR — o D2~ A (A )
1—p 1—p
—TAOn (P)wnpi Ain(P) — Q—pAm (P)pip; Ajn (D)
+Crpl(@? + p*)Crp | (13.15)
Ez a Feynman-mértékben
—Seft = 2 {—%BQM + W) AL (P) + B (wn + wg)én(p)c*n(p)} (13.16)

np

alakot Olt. A particids fiiggvény igy Feynman-mértékben:

7 = I [dAn@ e { -8 + 2,0

npp

11 / dC.,(p)dCy, (p) exp {Bg(wi + wQ)C*n(ﬁ)Cn(ﬁ)} : (13.17)

A 2. és az 5. fejezet eredményeit felhasznalva kapjuk, hogy

mz = 4 [ +57)] e m[p e+ 5]
= =Y [P +5?)]. (13.18)

Ez ugyanaz az eredmény, mint amit axidlis mértékben kaptunk. Most jol latszik a
szellemterek szerepe. Azok éppen kiejtik a vektorpotencialtér két szabadsagi fokat
a particios fliggvényben. FEz megfelel annak, hogy az elektromagneses tér tran-
szverzalis. Abbdl, hogy a foton (renormadlatlan) nyugalmi tomege zérus, kovetkezik,
hogy a hatas mértékinvarians és ebbdl, hogy csak a transzverzalis szabadsagi fokok
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fizikaiak. Mértéktranszformacio soran AW(E) — AW(E) + kufn(lg), s igy csak a vek-
torpotencidl transzverzalis (E—ra merdéleges) komponensei maradnak valtozatlanok,
vis. csak ezek fizikaiak. Masrészt a szellemterek is a mértékinvariancia miatt veze-
theték be, és — mint latjuk — szerepiik éppen az, hogy a particiés fiiggvénybol kiejtsék
a nem fizikai szabadsagi fokok jarulékat. A masodik fejezet eredményeit felhasznélva
rogton irhatjuk, hogy

2
nZ = 2V/3§—OT4, (13.19)

ahonnan derivalassal kapjuk a sugarzasi tér energiajat

7T2
E = VBT4 (13.20)
és nyomasat
7.(.2
P = ET4. (13.21)

Ezek az elektromagneses sugarzasi tér kvantummechanikabdl és statisztikus fizikabdl
jol ismert képletei. A bevezetett particiés fliggvény tehat a kolecsonhatas mentes
elektromagneses teret helyesen irja le. Ezért azt fogjuk tovabb &ltalanositani a
kvantumelektrodinamika és a nem-abeli mértékelméletek esetére.

14 Kvantumelektrodinamika

A kvantumelektrodinamika particids fiiggvényéhez tigy jutunk, hogy az elektromagneses
teret leiré hatéast kiegészitjiik a szabad elektronteret és az elektromagneses tér és az
elektrontér kozotti kolesonhatést leiré hatastagokkal:

S = S+ 57, (14.1)
ahol
So = Seg+ /Oﬁ dr/d%lﬁ(—fy(]& +i7V — m + py°), (14.2)
a hatas szabad terektol szarmazo tagja és
S; = /0 ? / B(—ep ) (14.3)
irja le a kolcsonhatést;
A = A, — FA. (14.4)
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A hatésba behelyettesitjiik a térmennyiségek Fourier-sorat. Ekkor kovaridans mértéket
hasznalva a kovetkez6 eredményre jutunk:

So = =18 Wam(k)(Gg " (wms B))apthpm(F)
=35 D5 s s ) A ()45, )
+62 3 €3 (wn, DOM@DCa(@), (14.5)

ahol bevezettik a szabad elektrontér

Go' = A (—iwm+p) — 7k —m

—m, (ko = —iwpm + 1) (14.6)
a szabad elektromégneses tér
— - P PuPv
(D, 1)W = p? <9;w _ T#) : (14.7)
és a szellemtér
Col = w4q? (14.8)

inverz propagatorat. A fentiekben w,, = (2m + )71 és w, = 2n7T, py = iw, és
—p? = w2 + P2, és p jeloli a megmaradd elektromos toltéssel kapcsolatos kémiai
potencialt. A hatas kolcsonhatési tagja:

Sio= —eBP 3 A (D) (k) (5+ F). (14.9)

np mk

Az In Z; perturbéciés sordnak Feynman-diagrammokat feleltethetiink meg:
1. Belso6 fotonvonal:

= TZ/WDOW. (14.10)

2. Belso elektronvonal:

= TZ/WQOW (14.11)
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w<

— —eyh. (14.12)

3. Vertex:

4. Zart fermionhurok mentén a spinorindexekre a haladas sorrendjében spurképzés
van.

A vertex és a befuté fotonpropagator egyik Lorentz-indexét kontrahaljuk.
Minden diagrammnak megfelelé képletben fellép egy SV tényezo.

Minden zart fermionhurok egy (—1) tényez6t hoz be.

© N = o

. Az egyes diagrammokhoz tartoz6 kombinatorikai faktorok azon 1/2 szorzékbél
adodnak ki, amelyek minden olyan esetben fellépnek, ha két rogzitett vertex kozott
legaldbb két fermionvonal teremt 6sszekottetést (lehet még egy harmadik fotonvonal
is). Ugyancsak 1/2 faktor jelenik meg minden egy adott vertexbdl kiindul6 és oda
visszatérd fermionvonallal kapcsolatban. Az elmondottakban csak olyan eseteket
kell nézni, amikor a fermionvonalak mentén nincsenek az emlitetteken kiviil méas
vertexek. A tovabbiakban a diagramok mellett explicit médon kifrjuk a 7. és 8.
pontban emlitett faktorokat, igyhogy azokat nem kell mégegyszer figyelembe venni,
amikor képleteket feleltetiink meg a diagramoknak.

A particids fiiggvény legalacsonyabb rendii el nem tiné jaruléka:

nz, - ;@ g Ng
2 4
(14.13)
A kovetkezo jarulék negyedrendii:
R R
1 1
(O~ -i0~0~0
(14.14)

Konnyen belathatjuk Furry tételét, hogy a ”békalencsét” tartalmazé diagrammok
jaruléka zérus:
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~~) =0

(14.15)

A spurképzés sordn csak a gamma-matrixokban kvadratikus tag nem tinik el. Ez
azonban az impulzusban linedris, s igy az impulzustérre torténd integralaskor ad
zérust.

A szabad fermion-propagétor inverze

_ktm

14.1

Go = W—m)" =C(f+m)=
ahol a C kifejezést a
1 = Ck+m)H—m) =kt — K = —(wn +ip)? — K —m? = —(k* + m?)(14.17)

egyenlet alapjdn hatdroztuk meg. A ,,békalencse” képlete:

—eBV Z/ tr4x4< %) (14.18)

Itt try” = 0 és tr(y#4Y) = 4gh”, tgyhogy a szamldlé tomegtagja nem ad jarulékot.
Ugyanakkor a szdmldlé mésik tagja linedris a k¥ impulzusban, s ezért 3, [ d3kk* f(kE —
k2) = 0.

A tétel valéjaban altalanosabban is igaz: minden olyan zart fermionhurok jaruléka
zérus, amely mentén paratlan szamu vertex helyezkedik el. Furry tétele miatt In Z5-hoz
csak az els6 diagramm, In Z4-hez csak az elsé harom diagramm ad zérustdl kiilonbo6zo
jarulékot.

15 A fotonpropagator és a polarizaciés tenzor

A szabad fotonpropagator inverzét a

_ 1—ppup
DO uv - _p2 (5MV+ pp ;21/) (151)

Osszefiiggéssel definidltuk euklideszi valtozokban: p? = p? + p2, py = w, = 2mnT. A
fotonpropagatort ezek utan

Dy = A <6W + Bp“p”> (15.2)

alakban keressiik. Felhaszndlva, hogy tetszoleges p, euklideszi impulzus esetén:

Dy Dok =6

MK (153)
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adédik,hogy A = —1/p?, B= —(1 —p) és

1 PubPv
Dow = ——(M— 1—p)2E > 15.4
0 A (1-p) e (15.4)

Minkowski-vatozdkban a megfeleld Osszefiiggést a pg = iw,, bevezetésével kapjuk:
1 PuPv
Do = =5 (g0 + (1= )2 (15.5)

ahol most p? = p3 — p? = —(w2 + p'?).
A teljes fotonpropagéatort a kévetkezéképpen definialjuk:
Duy(fl, T1; CEQ, ’7'2) = < A“(fl, Tl)Ay(fQ, 7'2) >, (156)

ahol az atlagot a kolcsonhatéd rendszer makrokanonikus sokasaga szerint képezziik. Ennek
Fourier-transzformaltja

Dy(wn,§) = B2 < Aun(P) Ay —n(—D) >, (15.7)

ahol felhasznéltuk, hogy a fotonpropagator csak 71 — 1o és &1 — T fliggvénye (eltoldsi
invariancia), valamint behelyettesitettiik a vektorpotencidl Fourier-sordt.

Hasonlé kapcsolat all fenn a fotonpropagétor és a kvantumelektrodinamika particios
fliggvénye kozott, mint skalartér esetén a propagator és a particiés fiiggvény kozott. Ezt
megkaphatjuk, ha észrevessziik, hogy a particios fiiggvénynek a szabad fotonpropagatort
tartalmazoé részében az exponens (1d. 14. fejezet)

1 _ *
—58°2_(D D) (Wns ) Ay (B) AL (B)- (15.8)
np
Ebbdl kovetkezik, hogy
olnZ 1 2 S
— = —— AlA A
oot = 3z [ 1A A0
1
—51)#,,. (15.9)

A szabad propagdator és az inverze kozotti kapcsolatot varidlva

D0 us(Dy s = =D ud(Dy o (15.10)
adddik, ahonnan
5Dy = —(Dg IaudDo (D o (15.11)
Ezt felhaszndlva,
1 _ _
dnZz = 52(1)0I)AM(SDOAM(DOI)HVDAV’ (15'12)
np
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ahonnan

0lnZ 1 4. iy OInZ
6D0;m = §IDO)\MDORVD>\V = _DO)\M 0Ky 51)0)\1/’
(15.13)
és a teljes fotonpropagator:
6lnZ 0lnZ
Te~—1 = _DO)\ —DORI/7
6D0)\1V a 5D0w@
0lnZ 0lnZ
D = —2——— =2Dgx—Doys- 15.14
122 6D0,M1V Opk 5Dorr (02 ( )
Ez a 8.fejezetben skalartérre levezetett Osszefliggés analogonja.
Ugyancsak a skalartér esetéhez analég médon a fotonsajatenergiat az
HMV = (D_l)ul/ - (D(]_l)uu (1515)

Osszefluggéssel definialjuk. Ezt szokas polarizaciénak is nevezni tekintve, hogy a vakuumpolarizaciéval
kapcsolatos; elektron-pozitron par virtualis keletkezését és szétsugarzdsat irja le. A lényeges
kiilonbség a skalartér sajatenergidjaval szemben az, hogy a foton sajatenergidja Lorentz-

tenzor. Rdaddsul nem is mértékinvarians. Tekintve, hogy a particiés fliggvény per-
turbacids sora e? szerint halad, a polarizaci6 is e szerinti perturbécids sorral allithaté

elo:

o0
II=> Iy, (15.16)
/=1

2

ahol Iy, ~ €% rendii. (Elhagytuk a tenzorindexeket.) fgy a kolcsonhatasban negyedrendi

tagokkal bezardlag:

-1
D = (Dy'+1)
= (14 Doll) ' Dy
= Dy — DollsDy — DollyDy — ... 4+ DolloDyllsDg + . . . (1517)
Masrészt a particiés fiiggvény segitségével irhatjuk, hogy

> (51nZQg
D = Do+ 2Dy
2 p,

Dy. (15.18)

Ezt 6sszehasonlitva az el6z6 sorral, kapjuk a polarizécié kiilonb6zo rendii tagjait:

5111Z2

M, = -2 15.19

2 5Dy (15.19)
SlnZ

M, = —2 52304+H2D0H2 (15.20)
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Itt felhasznaltuk, hogy a funkciondlderivalt kétszerese a zart diagramm egy foton-
vonaldnak megszakitdsiaval dbrdzolhaté (hasonléan mint skaldrtér esetén) és az utolsé
egyenléséghben a 2-es faktorok azért lépnek fel, mert két fotonvonal is megszakithaté.
Latjuk, hogy a nem egy foton irreducibilis diagrammok II4-ben kiejtik egymast. Ez ha-
sonléan megtorténik a magasabb rendekben is. Végiil tehat a polarizicios tenzor és a
particiés fliggvény kozotti Osszefiiggés:

SlnZ
M, = —(2 = I) . (15.21)
D0 ) 1p1

16 A Ward-Takahashi azonossag

A fotonpropagator tulajdonsagait fogjuk elészor vizsgalni. A szabad fotonpropagator
kielégiti az alabbi azonossagot, ami a definicié alapjan kozvetleniil belathato:

k:,uDO,uu(WnaE) = _Pku/kQ- (16.1)

A teljes fotonpropagator is kielégiti ezt az azonossdgot, ami az aldbbi Ward-Takahashi
azonossag kovetkezménye:

-

kuDo o (wns k) = EuDy (W k). (16.2)

Ez az azonossag a kovetkezoképpen lathatd be. Egészitsiik ki a particiés figgvényben
szerepl6 hatast kiils6 forrastagokkal:

Zian.d) = [1a9]idg]dAdc)dcy

B _
exp {—s + /0 dr/d?’x(ﬁw +n + JMAM)} (16.3)
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Tekintstink egy w(z) paraméterti infinitezimélis mértéktranszformaciot:

b g, e,
A, — A+ 0w, C —C, C—C. (16.4)

Az ttintegrélban hasznalt integraldsi mérték mértékinvarians. Ezért a particiés fliggvény
megvaltozasa infinitezimalis mértéktranszformacié soran a hatas

B 1 _
[Car [ [—%5@14#)2 770 + 6% + JHMH}
0

-/ ’ [ {_%@Aﬂ)(ayayw) T i — i + Juaﬂw]

B 1 _
= [ [ b(ayay)(auAu) + ifpp — iy — auju} w (16.5)
0
megvaltozasabdl szarmazik. Masrészt viszont a particids fliggvény mértékinvarians, ugyhogy
0 = o5 = [ladlay]aajaciac)
o dw(x)

B _
exp {—S + /O dr / (i + dn + JMAM)}
2(0,0)(0,4,) + in ~ 09 - 9, (16.6)

Ez az egyenloség generalja a Ward-Takahashi-azonossagokat. Utdbbiak koziil csak egyet
fogunk most beldtni, amelyet a fejezet elején emlegettiink. Ebbél a célbdl derivaljuk a
generalé azonossdgot J,;(y) szerint, majd tegyiik zérussa a kiils6 forrésokat:

0 = [ladliaw)aAac)c
exp (=5} | 2(00)c0,A @) Aly) = O):d@—n)] . (167)
Innen
0 = ~(B0)a(0)s < Au@)Auly) > +p(B)ad(e — ) (16.8)
ad6dik, amit Fourier-transzformalva kapjuk a kivant azonossigot:
K2k Dy (wn, k) + pps = 0, (16.9)

- B Pk

kMDMH(wn7 k) - ? == kMDO QK- (1610)

Csak megjegyezziik, hogy magasabb rendii parcidlis derivaltakat képezve, valamint a

fermionterek forrasai szerint derivdlva a generald azonossdgot, tovabbi azonossagokat ny-
erhetiink a Green-fiiggvényekre.
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A fenti azonossag kévetkezménye, hogy

kukyDyy = —p. (16.11)

A fentieket felhasznélva beldtjuk, hogy a polarizacié transzverzalis:
kL, = 0. (16.12)
Tekintsiik a fotonpropagatorra vonatkozé
Dy, = Do+ Do uxllaDy, (16.13)
egyenletet és szorozzuk meg k,-vel. A Ward-Takahashi azonnossagot figyelembe véve
k. Do ukllzADy, = 0, (16.14)
azaz,
ky;
pﬁHHADM = 0, (16.15)
adédik, ahonnan kapjuk a bizonyitani kivant azonossagot.

A tovéabbiakban meghatdrozzuk a propagator és a polarizdcié tenzorszerkezetét.
Vezessiik be a k,-re négydimenzios értelemben ortogonalis altér

KPRV

o —

(16.16)

projektorat, valamint ebben a haromdimenzids altérben a k-ra merdleges altér Pr,,, pro-
jektordt és a k irdny1d egy-dimenzids altér Pp, ., projektorat:

kik;

Proo = Proi=Pri =0, Prj :62‘]'—%, (16.17)

k. k
Pr oy = b — % — Pr . (16.18)

Elemi szdmolassal lathatok be a kovetkez6 tulajdonsagok:
PL;,LKPLHV:PL;,LV7 PT;,LKPTKV:PTMyg (1619)
kuPr o = kuPr =0, kiPri; =0, (16.21)
Pry,=Pri=3-1=2 Pry=4-1-Pp,, =1 (16.22)

Mivel 11, ortogondlis a k, euklideszi vektorra, azért teljesen dltaldnosan
U, = GPru+FPLu (16.23)
irhaté. A T = 0 hémérsékletli vakuum esetén a rendszer Lorentz-invarians, azaz
k,ky

H,uz/ ~ 5,Lu/ - ;22 (1624)
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ami azt jelenti, hogy ekkor F(k?) = G(k?). Véges hémérsékletii és kémiai potencidli
kozegben a Lorentz-invariancia megsériil. Ha u = (1,0, 0, 0) jeloli a kozeg négyessebességét
a kozeg nyugalmi rendszerében, akkor a nyugalmi rendszerben F' és G fiigghet ku = kq-
t6l és \/Z]—tél és két fuggetlen fliggvény. Megmutatjuk, hogy ilyenkor a polarizéciénak két
fliggetlen komponense van, Ilgg és 11;;. Egyrészt

-

k 2
Iy = GProo+ FPr o0 :Fﬁ, (1625)
ahonnan
k2
F = ﬁﬂoo, (16.26)
masrészt
2
w
II,, = GPr;+ FPri; =2G+ E_ZHOO’ (16.27)
ahonnan
1 w2
G = 3 <Hii — E_ZHOO> . (16.28)

Végezetiil kifejezziik a fotonpropagatort a transzverzalis és longitudinalis projekcié
tenzoraival:

k. k,

(,Dil),ul/ = APr w BP;, w C%. (16.29)
A szabad fotonpropagétort az
k2
A=B=—k% C=— (16.30)
P

valasztdssal kapjuk. A polarizdcids tenzor definicidjat és tenzorszerkezetét felhasznélva a

2\ k,k,
(D_l);w - (Dal)uv = (A+K)Pr w + (B + k?) Py, w + <C + ?> H

k2
= GPruw+FPr,, (16.31)
azonossagra jutunk. Innen:
A=G -k, B=F -k 0:";. (16.32)
A fotonpropagétor inverze tehét:
D YV = (G—=k)Pr o+ (F—E)Pp - k“pk”, (16.33)

amelyet invertdlva megkapjuk a fotonpropagatort:

1 1 p kuk,
ey

Dy = (16.34)

(A fenti eredmények egyensilyi rendszerre vonatkoznak. Ha nincsen egyensily a
rendszerben és emiatt konvektiv részecskearamlas van, akkor a tenzorszerkezetben az
anyag lokalis nyugalmi rendszerének négyes-sebessége is fellép.)
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17 A kvantumelektrodinamika particiés fiiggvé-
nyének kicserélodési korrekcidja

A kvantumelektrodinamikéban a particiés fiiggvény legalacsonyabb, mésodrendii korrekcidja:

&

B d3p d3 B3k -
= Ve [ Gy ) = 1= F)

ln22 = -

N

p+m 1 qd+m
T° Z ﬁénpvanrnkTr ['Y 2 —m2 k29ﬂV7 2 2

NpNgNk q

(17.1)

—m

Itt Feynman-mértéket (p = 1) és Minkowski-véltozdkat hasznéltunk: pg = i(2ny+1)nT+p,
qo = 1i(2ng+1)mT+p és kg = i2n,wT. Az (17.1) kifejezést szokds kicserélddési korrekcionak
nevezni, mert T = 0 esetén abbdl szarmazik, hogy két, Fermi-tengerben levo részecske
impulzust cserél.

A fenti korrekcid kiszamitdasanak fébb 1épései a kovetkezok:

1. A spir kiszémitéasa.

2. A Kronecker-deltat atirjuk integralalakba és az integralast elvégezve exponencidlis
fliggvényekkel fejezzik ki.

3. Egymistol fliggetlentil elvégezziik a frekvencidk szerinti Gsszegzéseket a kordbban
megismert vonalintegralok maddszerével.

4. A kapott eredményben kiilonvalasztjuk a betoltési szamokban kvadratikus, linedris
és az azoktdl fiiggetlen tagokat.

Mint majd latni fogjuk, az eredmény ultraibolya divergencidkat tartalmaz. A renormaélédst
most is annak mintdjara végezziik, ahogy a A®* elméletben tettiik. Egyrészt a (17.1)
kifejezésbol elhagyjuk azokat a tagokat, amelyek a rendszer energiajahoz T-t6l és p-t6l
fliggetlen jarulékot adnak, mert ezek a vikuum energidjat médositjak. Masrészt kivonjuk
a kicserélodési diagrammbdl azokat a diagrammokat, amelyeket tgy kapunk beldle, hogy az
egyes részecskevonalakon megjelend sajatenergias betétrészeket a T' — 0, y — 0 limeszben
vessziik:
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(6 -8 B

= InZs+1InZy, + In Zs,. (172)

Léassunk hat neki a fent leirt médon In Z5 kiszamolasanak.

. Az
Tryky” = 4g*” (17.3)
TPy = 4g"g" + ¢"7¢™ — " g™). (17.4)
azonossagokat felhasznalva kapjuk, hogy
Te [y (P +m)y" (4 +m)] = 8(2m* —p-q). (17.5)

A k szerinti integralas konnyen elvégezhet6 a harmas-impulzusokra vonatkozoé delta-
fliggvénynek koszonhetéen:

3 3
nZ, = ——5V /dp d
8(2m -p-q
T By ngtn , 17.6
2, e gy 079

ahol k? = k3 — (5 — q)°.
. Figyelembe véve, hogy p°, ¢° és kO diszkrét frekvencidk, s igy
—exp{B(° +¢" —p)} = 1, (17.7)

a kovetkez6 azonos atalakitast végezhetjiik:

8
Bonyngtn, = — eXP{ﬂ(kO + qO — )} / de exp{@(po — qO — k;o)}

_exp{B(A° +¢" M)} —exp{B(° — )}

- PO — 0 — kO
(17.8)

Vezessiik be az
2 f— .
I6% %K) = P [exp{( + o° = 1)} = exp{5G° — )]

(17.9)
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jelolést. Segitségével In Zy az alabbi alakba irhato:

_ 1 2 dgp d3q
2y = —56Ve /(27T)3 (27
I(p°. o0 kO

e B2 (02 = m?)(q® — m?)’

(17.10)

. A frekvencidkra torténd konturintegrélos Osszegzés elénye, hogy az egyes Osszegek

egymastol fliggetleniil elvégezhet6k. Kezdjiik az n, szerinti Osszeggel. A (11.14)
szabdlyt alkalmazzuk az

F@°) = 1(0°)(0* — m?) ™ (17.11)

helyettesitéssel (egyszeriiség kedvéért [-ben csak az 6sszegzés szempontjabdl érdekes
valtozét tiintettiik fel):

~ p2 — m?2
R 1
21 Jjootute PP —m? exp{B(p°" —p)} +1
I Lo () 1

271 J —iootp—e P p? —m? exp{fB(p—p°)} +1

1 ioo+,ufe I 0

. 17.12
27 —iOO-i-u—e p2 — m2 ( )

Az elsé tagban az integrdlds utjat bezdrhatjuk a jobboldali félsikon futd végtelen
sugard korivvel, mig a masodik és a harmadik tagban ugyanezt a bal oldalon
tehetjiik meg. Ezutén a reziduum-tételt alkalmazzuk figyelembe véve, hogy f(p°)-
nak egyszerti pélusai vannak a p® = +FE, = +v/m2 + p? helyeken. Ugyeljiink r4,
hogy 0 < u < E, és E, < u egyarant eléfordulhat.

I 0
Tnz > (_pTZLz =
1 T (Ep) 1
_2_71'i(_2 2E, eXp{ﬂ(Ep — )} + 1®(Ep — )

1 (2ri) I(—E,) 1

omi | 2B, exp{Blu+ By} + 1

() ! i
2, op(B— B 110 EP)]

- 12(—%)”(1’) + % [ (p) —1]. (17.13)
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Itt bevezettiik az elektron és pozitron betoltési szamokat:

+ _ 1
0= S E, E R T (1714)

Természetesen az ng-ra vald Osszegzés teljesen hasonléan végezhetd el:

TZ I(qo) _

n q2_m2
N %%?"W®+£§£§hﬁww—u, (17.15)

ahol E, = /m? + ¢°.

A fotonfrekvencidkra a (9.6) szabély segitségével Ssszegezhetiink az f(k°) — I(k°)/k?
helyettesitést hasznalva:

I(k%)
2

T> .~
ng
1 floo o I(K%)
—/ dk

2mi Jieo k2
1 ploote T(KO) 4+ I(—kO) 1
— dk” . 17.16
27 /ioo+e k2 exp(ﬂko) -1 ( )

Az els6 tagban az integrdlasi konturt a komplex sik bal oldaldn végtelen sugari
félkorrel zarjuk, a masodik tagban ugyanezt a jobb oldalon tessziikk. A reziduum-
tétel felhaszndalasa utan az alabbi eredményt kapjuk:

Ty I(KY)
ng k?
SN - T ) + ), (1717)

ahol w = |k| = |7’ — ql, és N(w) a fotonokra a betoltési szam.

A (17.13), (17.15) és (17.17) eredmények segitségével a particiés fliggvényben sz-
erepld Osszeg a

Y, I(p°,q°, kO
S = ST i
_ 1 n~(p) n(q) N(w)
= Equwﬂ;t{ nt(p) —1 {TPL(q)—l {N(w)—i—l I(£E,, tE,, +w)
(17.18)

alakot 6lti.
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4. Most mar ”csak” az van hatra, hogy a kapott eredményt egyszeriibb alakra hozzuk.
Ehhez sorra vessziik 'Y/ egyes tagjait:

~n~(p)n~(q) tag:
N(w)I(E,, Ej,w) + (N(w) + 1)I(E,, B, —w) =
2 ——
2m? — E,E, + pq {HerBamn) _ () 1

E,-E;,—w efw —1
2m2 — Equ + ﬁ(j B(—w+E 65”
—wtEq—p) _ B(Ep—p) ] 17.19
E,— By +w {e ¢ }eﬁw—1 (17.19)

Arra fogunk torekedni, hogy a jobboldalt kifejezziik 1/n~(p) és 1/n~(q) segitségével.
Hozzunk kozos nevezore. Felhasznalva, hogy

. 1, 1, 1,
2m2—Equ+pq = QmQ—Equ—§(p—(7)2+§p2+§q2
1 1 1
2 2 2 2 2
= 2m —Equ—iw +§Ep+§Eq—m
1 1
= m?+ 5 (Ep — E,)? - §w2, (17.20)
kiemelhetjiik a
2m? — E,Eqy + pq 1 2m?

- = 1 17.21
B -EP-o® — 2| By (2

tényez6t. A masik tényezd szamlaléjdban kilonvélasztjuk az (E, — E;)-val és az
w-val aranyos tagokat és gy egészitjiik ki 6ket, hogy a szamldloban E, és E, csak
az exp{f(E — u)} + 1 = 1/n~ alaku kifejezésekben forduljon elé. Ekkor kapjuk,
hogy:

N(w)I(Ep, Eq,w) + (N(w) + D)I(Ep, By, —w) =

{(Ep - Eq)ZZ: - 1 (n‘l(q) - n‘l(p))

+w <n_1(q) + n_l(p) - 2) } : (17.22)

Ennek a tagnak a jaruléka tehat 'Y’-hoz:

m2
l(EP —2Eq)2 — 2 + 1] {”_(p)”_(Q)ElE

+1

1 2m?2
2 [ (Ep — Eg)? — w?

p=q
1 e’ +1
() — E,— E) -
" P3E Fw [”J“( v B

1 e’ 41
() |w— (B, — By)
" D35 B [‘” (B = Bo) o7

} . (17.23)

Hasonléan jarunk el a tobbi tag esetében is. Az (n™(p) —1)(n™(¢) — 1)-gyel ardnyos
tag egyiitthatéjat kifejezziik (n*(p)—1)71 és (nT(q) —1)7! segitségével, az (n™(p) —
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1)n~(q)-val ardnyos tagét (nt(p) — 1)~ t-vel és 1/n~(g)-val, stb. Az egyes tagok
jaruléka '>'-hoz:

~ (n*(p) = 1)(n*(g) — 1) tag:

2m?2 1
1 + +
l(Ep - Eq)2 — w? " {n (®)n (q)Equ
1 ePw 41
+ E,— E,
n (p)ZEquw [W+( P q) 5w_1‘|
1 ePw 41
(()——— |w—(E, — E ) 17.24
n (Q)2Equw |f’u ( P Q)egw_1‘|} ( 7 )

~ (n*(p) = n"(q) tag:

m2
LE,, Tt 1] {_”+(p)”(Q) B, E,

1 ePv 41
—n+(p) l_w + (Ep + Eq)e

2E,Eqw Bw 1
1 e 41
-n (q)—— |—w — (FE E,
" (Q)QEquw w = (Bp+ Fo) 5o
Bw
e’ +1
—_— | = E E)——— . 17.25
+2Equw w+( p+ Q)eﬁw_l } ( )

~ (n~(p) — 1)n"(q) tag: az el6z6bdl p és q felcserélése révén kaphaté meg.

Amikor a fenti jarulékokat Gsszeadjuk és p’ szerint integralunk, akkor lesznek olyan
tagok, amelyek

-,

L. E,+FE E,—F
f(Epa Eq,w)5(p —q— k) L 1 L 1

(Ep + Ey)? — w? - (E, — Eg)? — w2‘| (17.26)

alaku integrandust eredményeznek. Ez az integrandus p’ paratlan fliggvénye, s igy
integrélja zérus. Ennek belatasahoz tegyiik a kovetkezdket. Hozzunk k6zos nevezore
a szogletes zardjelen belil. Mivel

E2=m?+q*=m?+ (§— k)? = E2 + w? — 25k, (17.27)

a kozos nevezo:
(B2 + E5 —w” + 2E,Ey)(E; + E; — w® — 2E,E;) =
= (2B2 - 2pk + 2E,E,)(2E? — 2pk — 2E,E,)
_ 4 S\ 2 27 2 2 2 7
= 4E, +4(pk)” — 8E,pk — AE,(E, + w” — 2pk)
= —4E2w® + 4(pk)*. (17.28)
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A szogletes zardjelen beliili kifejezés szamlédléja elemi szamolds utan —4Eqﬁlz, ahon-
nan latszik, amit bizonyitani akartunk.

Végiil az integralds utdn zérust add tagokat elhagyva a (17.23), (17.24) és (17.25)
jarulékok Osszege:

m2
u= EplEq [(Ep _2Eq)2 —w? 1 (nJr(p)nJr(q) . nf(p)n (q))
m2

+Ep1Eq l(Ep +2Eq)2 — 1] (n*(p)n” (q) + n” (p)n" (q))

2n(p) 1 1 2m? E,+w

E, | B e Be B oo E2
4n(p)N (w)
E,w

4N (w) 2m? 1
B |(By+ E)?—w? *
+{B-t4l figgetlen &ll. }. (17.29)

(Az utolsé elétti sorban kihasznéltuk, hogy a kifejezés p-ben és ¢g-ban szimmetrikus.
A particids fliggvény ezekszerint:

1 d3pd3q
InZy, = = 2/7 08 17.
n Zs 2ﬁVe o) (17.30)

Az igy kapott kifejezés még ultraibolya divergencidkat tartalmaz. Az elmélet renormédlasa
ugyanugy torténik, mint az onkolcsonhatéd skalartér példédjan lattuk. Kivonjuk az Osszes
olyan diagrammot, amelyet az eredetibol ugy kapunk, hogy a foton és az elektron sajatenergids
betétrészeket az Osszes lehetséges modon kivalasztva a T — 0, u — 0 hatarértékiikkel
helyettesitjiik:

T=0 T=0
1nzm=_%<@ -2 Q - Q >
N A
= InZs+1InZy + In Zs,. (1731)

A (b) és (c) diagrammok jérulékdnak kiszdmoldsa ugyanigy torténik, mint ahogy az
el6zéekben jartunk el.

A (b) diagramm:

d3p d3q B3k

o, dp e

o = e WT%;/ (2m)3 Baiﬂ»o/ (2m)3 / (27)?
1

(p2 — m?)(q2 — m2)k2

(2m)%0(5 — G F)
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.exp{ﬁ(kzo +¢° — )} — exp{B° — n)}
20— 0 — kD
B3k

d? , d*
— 625v/(2ﬂ1)’3TZ lim /#/WTZTZ

- B—00, u—0 " ”
P q k

q 2 —m2
—2 n=(q) N(w)
T 2 2 { ) -1 { N(w) 1 10 FE ),
(17.32)
ahol
IG0,°,K0) =~ T (F+ m) (5 + m))
exp{B(k° +¢° — p)} — exp{B(° — )}
0 — g0 — &0
=~ T{@me (4 m))
exp{B(k° +¢° — p)} — exp{B(° — )}
0 — g0 — kO :
(17.33)
A fenti kifejezés a kovetkezd hatédrértéket tartalmazza:
ﬁegﬁeo Tr{...}(p+m) =
ex w — — €eX 0 _
limTr{(Qm— d)e,n(q) [n(w) PUA( +E(;O _ng _wp{ﬁ(p M)}—F
exp{B(—w + B, — 1)} — exp{B(p° — 1)}
(n(w) +1) L
ex w—FE,— —ex -
+(2m— ), (n"(q) - 1) [n(w) ] EZ)O fgq — wp{ﬁ(p M)}%—
exp{B(—w — Eqg — )} — exp{B(p° — p)}
() +1) . }<¢+m>.

(17.34)

A hatdrérték konnyen képezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy az n,-re még nem tortént
osszegzés, igy p° =1i(2n, + 1) és ezért exp{B(p° — p)} = exp{i(2n, + 1)7} = const.:

lim OTr{. . HP+m) =

B—00, u—
Tr {(Qm— e, (¥ + m)m
ex 0
+(2m— o), (F+m) ;{f(gq _Z)}} . (17.35)
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Felhasznaljuk, hogy
Tr(2m— ) (B +m) = 4(2m? —p - q). (17.36)

A (17.13) egyenléség segitségével ny,-re az Osszegzést elvégezhetjiik:

TthTr{ } ]Zf—l—m =
2 1
= 22 —p. - -
Ep{ (2m” —p Q)Ep,Equ_Eq_w
exp{B(Ep — 1)} 1
+(©2m?—p- _
o DT R e | e, )+
1
22 —p-q)_ - -
+{(2m" —p-q) Sy
exp{—B(Ep + 1)} —1
+ 2m? —p-q)_p _
( P A)rp =t —Ep+ Egt+w | exp{—B(Ep+p)}+1
(17.37)
Innen azonos atalakitassal kapjuk, hogy:
p+m
T» limT =
Z im Tr{.. } — 3
2 — BBy + 97 2m* + EyEy + pg _ n
2 -2
E, E “E—q—w E,+ E, +w 2" () + 17 () =2
(17.38)
Az elsd szogletes zardjel a
g = 5~ (i) 2 + 54
L 2 2 2
azonossag segitségével tovabb alakithaté:
—2m*(E, +w)
—FE . 17.40
By twp—E2 7Y (17.40)
fgy végezetiil:
d3 d3 2
InZy, = 2ﬁ / P q n(p) — 1)
1 1 2 E
- =" ( o+ w) (17.41)
w By {(Eq +w)? — Eg} Eqw

83



Ha most is elhagyjuk az integralbol a T-t6l fliggetlen allandét, akkor a maradék éppen
kiejti In Zs-ben a (17.29) harmadik sordban all6 tagokat.

(c) diagramm:

Bk [ d*pdiq o1
InZy = —625VTZ/ / p 6(27r)36(ﬁ—cf—k)—2

. 8I(p°, q°, kY)
1 T T
PR RNED DED DY e [CRre)

Pr iy .
_ _625VTZ/ / p e L om) 55— 7 F)

zz{ 0 e,

B—)oo u—04E
(17.42)
ahol
I6%,°,K0) = STy (d+ mpy 6+ m))
exp{B(k° + ¢° — M)} —exp{B(p’ —p)}
: e (17.43)

Most a hatarértékképzés sordn exp{Bk’} =const., amit figyelembe véve, majd a foton-
frekvencidkra Osszegezve:

I
DN | =
('b
[\&]
)
<
N
\
Q.
w
w
\
Q.
w
ﬁ
Q.
@ OJ
TS
2
w
=
Ty
|
2y
|
5_\:‘/1

In ZQC ]{72

. 2 2m? —l—Equ—i—pq 2m? + E,Eq + pq SR
E,E, E,+ E;— kO —E,—E;— Kk’

= - bl el ¥ S A
Se2BV / G O =T~ F)

1 1
+ e
E,+E;,—w E,+ E;+w

2m® + EyEy + pq
E,Ew

1 1 _
+ e P
+E,+E;+w | 4E,+E;—w
_ 1 QﬁV/ d3pd3q 5 2m? + E,E, + pq
E,Eqw
N(w) Nw)+1
E,+E;,—w E,+E;+w
9 dpdiq | 2m? + E,E, + pq
—e’BV
E,Ew

_l’_
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| 2E, E,)
. N
lE TE,rw T EarEyp -
1, d3pd3q 4N (w 2m?
= — 1f. 17.44
—o° ﬂV/ pw (Ep—l—Eq)2—w2+ (17.44)

Itt w = |p'—q] és felhasznéltuk az utolsé egyenléség felirdsdhoz a (17.21) azonossagot (£, —
—E, helyettesités utdn). Elhagytuk tovabba megint azt a tagot, amely a termodinamikai
potencidlhoz const. jarulékot ad. A (c) diagramm tehdt kiejti In Zs-ben a (17.29) Osszeg
otodik soraban allé tagot.

Végiil tehat a renormélt, in. kicserélédési korrekcié csak a betoltési szamokban
kvadratikus tagokat tartalmaz. A renormaélds az Gsszes, a betoltési szdmokban linedris
tagot eltavolitotta a particios fliggvénybol:

In ZR =
1 dgpd?’q 1 2m2
——1 Ve 2/ ) N N - B
27V @n)° BB, | (B —Eg)? —w? & (n*(p)n* () + n~ (p)n" (q))
1 2m?
B B, | (By + By)? — w2 ] (n"(p)n"(a) +n~(p)n"(q))
4 N
& } (17.45)
E, w
ahol az utolsé taghan az integraldst elvégezhetjiik és irhatjuk, hogy
sy e2r? / d’p n(p)
Vet : 17.4
6V 2r? E, (17.46)

A fejezet befejezéseként alljon itt a particids fiiggvény kicserélédési tagja m = 0

esetén:
= e“T
% —5¢ ¢— 3¢ ¢
e? 18u2T? 9t
= _——_|57* = 174
288[5 + —— s +7r4’ (17.47)
ahol
¢ = G+ (17.48)
és
> dp 1
¢ = / 59 P
o 2m* " exp{B(p—p)}+1
T? [
_/ de (z+Bp) (17.49)
2m2 J_ gy e +1
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_ Ap 1
“+ = /0 272 P exp{Bp+ )} + 1
T? [ da (z — Bu)

J

272 et +1
_ T_2/°°dm(w—ﬁu) T_Q/ﬁ“dx(w—ﬂu)
o2 er +1 om2 et +1
T2 [®dx(x—Bp) T2 [° 1
2772/0 e +1 +271'2/5H x(x—i—ﬂ,u)( eﬂﬁ—l—l)’
(17.50)
ugyhogy
¢ = -+t
T2 o dx 2z 0
- d
27T2</0 em+1+/6ﬂw(w+ﬁu))
T2 MZ
_ 17.51

18 Infravoros divergencia a
kvantumelektrodinamikaban

Naivan azt varnank, hogy a csatolasi allandéban kvadratikus kicserélédési jarulékot kovetoen
a termodinamikai potencidl perturbaciés soraban az (’)(64) tagok kovetkeznek. Mivel azon-
ban a foton csupasz nyugalmi témege nulla, ezért a kévetkezd jarulék T > 0 esetén O(e?)
rendti, T = 0, # 0 esetén pedig O(e* Ine?) rendii. A helyzet és az ok hasonlé mint az
onkolcsonhaté skaldrtér esetén lattuk.

Tekintsiik a gytiriidiagrammok jarulékat a termodinamikai potencial térfogati siirtiségéhez:

BV

= 5% GOm0+ Do (10 o e )1 (1)

(18.1)

Hasznaljuk fel a 16. fejezet eredményeit a fotonpropagator és a polarizacids tenzor sz-

erkezetére vonatkozoéan, ekkor:

1 -1
Do (WMu(k) = —5(GPY, + FPLup) = —5(2G + F). (18.2)
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Itt k2 = — (20T ng)2 —w? ésw = |k|. A gyfiridiagrammok jarulékét (a perturbaciészamités
adott rendjéig véve figyelembe a polarizaciot) a kovetkez6képpen irhatjuk:

InZgy
" 1 ﬁ G(n,w) G(n,w)
= 2T 2 /(271)3 {2 {ln <1 > ) + 2 ]
+In (1 - F(Z;w)) + F(Z;w) } . (18.3)

A legfontosabb, amit észrevehetiink, hogy ez a jarulék mértékinvaridns, mert Dyll is az.

Az infravords divergencidk elkiilonitése T > 0 és T = 0,4 # 0 esetén mésképpen
torténhet. Vizsgaljuk el6szor a T' > 0 esetet. Kiilonvélasztjuk az ny # 0 tagokat, valamint
az nj = 0 tagokbdl levonjuk w — 0 értékiiket majd ugyanezt hozzajuk is adjuk. Az utébbi
tagok kivételével F2, G? rendig sorbafejtiink. Ha F és G e? renddel bezardlag pontos,
akkor a sorfejtésiink e* rendig veszi figyelembe a tagokat:

1%

() 395
() (75 o)

7} [ s (1 E42) - 20100
(1 550) - S 159

A polarizaciés tenzor kiszamoldsaval meghatdrozhaté F' és G konkrét alakja. Ezt mi
most nem fogjuk megtenni. A tovabbiakban csak annyira lesz sziikségiink, hogy hogyan
viselkedik F' és G az w — 0 hatdresetben:

e [®dp, 5 o 4 -
FOw=0 = — ; — "+ E,) (n"(p) +n" (p))
p
T2
—moo € <? +M27T2> ) (18.5)
GO,w—0) = 0. (18.6)



Ha tehat a polarizacio elsé el nem tiné rendl tagjait vessziik csak figyelembe, akkor a
gytirtidiagrammok egy O(e*) rendfi jarulékot és egy infravords divergencidkat felosszegzd
jarulékot tartalmaznak, amely a kovetkezo alak:

In Z 1 oo dk k2 w?
IR
— = =1 In{1+
151% 2 /0 272 [ ( F(O, 0) )

w? F(0,0)
—1In <F(0,0)> R 1 , (18.7)

ahol w? = k2.

Ha bevezetjiik az uF /2 viltozét, akkor ugyanazt az integralt kapjuk eredményiil,

mint amellyel mar az 6nkolcsénhatd skalartér infravords divergencidinak vizsgalatakor
dolgunk volt. Az ottani eredményt felhasznalva:

Iz _ _TF(O,O)P’/Q. (18.8)

1% 127

A T = 0 esetben az infravoros divergencidk jarulékat masképp kell levalasztani,

mert az w, fotonfrekvencia T' = 0-n folytonossa valik. Hosszadalmas matematikai elemzés

utdn a korrekcié O(e?Ine?) rendiinek adédik. Ha m = 0 (az dn. ultrarelativisztikus
hatdresetben), akkor:

In Z1p _ e*lne? ,
bone BV 12870 F

(18.9)

19 Altaldnos megjegyzések a renormalasrol

1. Konnyen plauzibilissé tehetjiik, hogy a véges hémérséklet és kémiai potencidl nem
eredményez 1jabb ultraibolya divergencidkat a térelméletben. Ezért a térelméletet
T = 0 homérséklet és p = 0 kémiai potencidl mellett kell renormélni, s akkor
az tetszOleges homérséklet és kémiai potencidl esetén renormadlt lesz. Az egyik
lehetséges argumentéacio a kovetkezo. Képzeljiik el, hogy sikeriilt a renormalt T' = 0,

p = 0 elméletben a zart rendszer Osszes stacionarius allapotanak F; energidjat
meghatarozni. Akkor az allapotdsszeg a Boltzmann-faktorok
Z = Zexp{—ﬁEi} (19.1)
7

Osszege. Az Osszegzés soran természetesen semmiféle ultraibolya divergencia nem
léphet fel. Azok az energiasajatértékek kiszamolasakor léptek fel és lettek eltavolitva
a T = 0 elmélet renormalasakor.

Nézziink most egy mésik lehetséges érvelést. A véges hémérsékletii terek elméletében
a particios figgvényhez jarulékot adé diagrammok a diszkrét bozon- és fermion-
frekvencidkra Osszegzést tartalmaznak. Ezek az 0sszegek a konturintegralok médszerével
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egymastdl fliggetleniil kiszdmolhatok. Az Osszegzés eredménye - mint az a (9.6)
és (11.14) osszefiiggésekbdl jol lathaté - tartalmaz egy vakuumjérulékot, amely
fliggetlen a hémérséklettdl és a kémiai potencidltdl. Az Osszeg ugyanakkor tartal-
maz olyan tagokat, amelyeknek integrandusa a betoltési szamokkal aranyos, az un.
kozegtagokat. Az ultraibolya divergencidk a vakuumjarulékok impulzus szerinti in-
tegralasakor 1épnek fel. A kozegtagok impulzus szerinti integraldsa nem eredményez
sohasem tjabb ultraibolya divergencidkat, mert a betoltési szdmok nagy impulzu-
sokndl mindig exponencialisan lecsokkennek.

. Az el6z6 megjegyzés értelmében az elméletet T = 0-n kell renorméalnunk. Mivel
azonban az dllapotegyenletet keressiik, ezért az energiat (termodinamikai potencialt)
a vakuuméhoz viszonyitjuk, nem lesz sziikség ra, hogy az ellentagokat ténylegesen
bevezessiik. Elegendd lesz, ha a mar eddig is alkalmazott eljarast kovetjiik és kivon-
juk a sajatenergias betétrészekbdl azok T — 0, u — 0 limeszben felvett értékét. A
diagrammok kiszamitasakor tehat a

S Y —lim¥,  II—I-liml (19.2)

helyettesitésekkel éliink, és az eredménybdl elhagyjuk azokat a tagokat, amelyek egy
allandéval jarulnanak hozzé a termodinamikai potencidlhoz.

. A termodinamikai potencialt a korabbiakban megismert perturbativ mddszerrel a
csatolasi allandé szerinti sorfejtésének véges sok tagjaval tudjuk mindig kozeliteni.
Nem egyértelmiien tisztazott azonban, hogy ténylegesen a csatolasi allandé helyére
milyen szamot kell irni valamely konkrét kozelité szdamolas soran.

A probléma gyokere ott van, hogy a renormalédst végtelen sok, egymassal egyenértékl
séma szerint hajthatjuk végre. Amikor ugyanis a Green-fiiggvényekbdl eltavolitjuk
(pl. a A, levigds bevezetése utan) a (A. — oo limeszben) végtelen tagokat, akkor
még tetszlleges véges értékii tagot is kivonhatunk. Legyen pl. egy Green-fiiggvény
értéke G(p, Ac) = A(p, Ae)+B(p, Ac), ahol B(p, A;) — o0 és A(p, Ac) — A(p, 00)=véges
a A, — oo hatdresetben. Ekkor a renormalt Green-fiiggvényt definidlhatom mint

ahol b tetszoleges véges allandd. Ennek értékét azaltal rogzithetjiik, hogy a Green-
fiiggvény értékét egy tetszéleges p? = M? esetén rogzitjiik (valamely mérés eredményével
azonositjuk): GR(p? = M?) = G, ekkor

A(p,00) — b= Gy, azaz b= A(p,o0) — G,. (19.4)

Ugy tlinhet tehat, hogy az elmélet fizikai tartalma, azaz a Green-fliggvények fligghetnek
attol, hogyan valasztjuk meg az M tomegparamétert. Hogy ne ez legyen a helyzet
megkoveteljiik az ellenkez6jét, vagyis hogy a Green-fliggvények ne fiiggjenek az M
paramétertol:

MdiMrW = 0, (19.5)
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ahol T tetszbleges, n kifuté ldbat tartalmazé tn. n-pont Green-fiiggvény in-
verze. Ez az egyenlet az in. renormadldsi csoport egyenlet. Azt fejezi ki, hogy az
M kilonb6z6 megvalasztasaval kapott kiillonb6z6 renormalési sémék egyenértékiiek
egymaéssal, mert azonos Green-fiiggvényekre vezetnek. Az egyenlet igy felirva trivi-
alitds. Ha azonban kifejezziik a baloldalon 4ll6 Green-fiiggvényt a megfelelé renormalt
Green-fiiggvénnyel, akkor mar egyaltalan nem az.

Hogyan lehetséges ez? Az egyszerliség kedvéért az onkolesonhatd skalartér m = 0
esetérol beszéliink, de ennek ismeretében azok az allitasok is konnyen érthetéek
lesznek, amelyek a kvantumelektrodinamikéra és a kvantumszindinamikéra vonatkoz-
nak, ha az elektron ill. a kvarkok tomegét zérusnak vessziik. Az (19.5) egyenlet bal
oldalan a derivaldst a A csupasz csatolasi allandé és A, rogzitett értéke mellett kell
végezni. A renormalt Green-fiiggvény a AR renormalt csatoldsi dllandén keresztiil
fligg a csupasz csatolasi allandétdl. A renormadléas programmjéanak végrehajtdsa utan

o =2z,%0p, A=ZZ7%0g (19.6)

kapcsolatot taldlunk a renormadlatlan és a renormdlt térmennyiségek és csatolasi
allandok kozott. A hulldmfiiggvényt és a csatoldsi dlland6t renorméléd tényezdk kife-
jezhet6k mint a renormalt csatolasi allandé hatvanysorai, amelyekben az egyiitthaték
fiiggnek a A, ultraibolya levagastol. Ha I'™ tetsz6leges 1PI Green-fiiggvény inverze,
akkor

PR (AR M) = 257 (L A/M)T (p A, A) (19.7)
kapcsolat all fenn. Itt p az n-pont Green-fiiggvényben szereplé n darab impulzust
jeloli.  Felhasznaltuk, hogy Z3 dimenziétlan és hogy ezért csak a dimenzidtlan
A./M hanyadostdl fiigghet. Képezziik ennek az Osszefiiggésnek a felhasznaldsdval a
renormaldasi csoport egyenletét M szerinti derivalas utjan:

8F(") ar(n) O\ n/2
M| =R +_RM<_R) M 02, r™ —o.
oM R OAR OM )\, oM Ao
R

yile

(19.8)
Definidljuk a
oA
B = M(—m&)M, (19.9)
n/2
Ty = —23 M ( )
oM AL
n/2
- = ()
¢ J\M
n _ 823
= —AZ7! 19.10
2 3 (aAc))\,M ( )
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fiiggvényeket. Megjegyezziik, hogy azért szoroztuk M-mel a (19.8) egyenlet bal
oldaldt, hogy a B és v(,) fiiggvények dimenzidtlanok legyenek. Emlékezziink ra,
hogy Z, és Z3 a renormalas programmjanak végrehajtasakor tetszoleges rendben
kiszamolhatd, s ennek kovetkeztében a () és az tn. 7(,) anomalis dimenzié is. A
renormaldasi csoport egyenlet tehat az alabbi alakot olti:

0

0 (n)
M—+ B— + r M) =0. 19.11
oM ﬁ)‘ﬁ)\ Tn)| R (p, AR, M) =0 (19.11)

Skaldzzuk most at ebben az egyenletben az Osszes impulzust felhasznalva, hogy a
Green-fliggvények legaltalanosabb alakja I’(Rn) (p, Ar, p?/M?). Ha az impulzusokat

a-val szorozzuk, akkor

T (ap, Ar, a2 /M) = oPTR) (b, Ar, a?p?/M?), (19.12)
ahol D azt jelenti, hogy a vizsgalt Green-fiiggvény dimenzidja [témeg]?, tovdbba
fg) dimenziétlan. frjuk ezt be az (19.11) renormadldsi csoport egyenletbe. Miutén
aP-vel egyszertisitiink, az M szerinti derivildst a szerintire cseréljiik:

9 9 (1) 2.2 /7 r2
—op-+ ﬁAW + ) | TR (P, AR, 0”7 /M7) = 0. (19.13)

Nem nehéz behelyettesitéssel ellendrizni, hogy ennek az egyenletnek a megoldasa
_ - alpl dM!
F(R") (p: AR (%)) eXp{ M (M’)} (19.14)

alak fliggvény, ahol a AR (M’) un. futé csatoldsi llandé a

wPBUL g g ary), (19.15)
ARM'=M) = Xg (19.16)

kezdetiérték-feladat megolddsa. A renormaélt Green-fiiggvény M-fiiggése teljesen
belefoglalhaté a fut csatolasi allandéba, hiszen a (19.11) egyenlet most felirt megolddsat
hasznalva:

n _ - 'l dM’
T W AR 2 /M) =T (0, Aq (0 ?)) exp{ YT W)(M')},

(19.17)

ahol p’ = ap, de errdl most mar el is felejtkezhetiink és irhatunk helyette p-t.
Oldjuk meg a futé csatolasi allandéra vonatkozo (19.15) feladatot. Semleges skalartér
esetén a perturbacié szamitds masodik rendjében:
_ 9 _,
BA(AR) = 2—7T2)\R. (19.18)
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Ezt behelyettesitve, elemi integralds utan kapjuk a futé csatoldsi allandét:

: A
A (M) = R 19.19
RV =1~ AR (M /M) (19-19)

Els6 ranézésre a futd csatolasi dllandé bevezetésével nem sokat

nyertiink, hiszen az fligg az onkényesen vialasztott M renormalasi ponttdl és a
csatoldsi allandé ott felvett értékétdl. Kétségtelen tény azonban, hogy a futé csatolasi
alland6 M’-nek olyan fiiggvénye, hogy a Green-fiiggvények M megvaltoztatdsakor
valtozatlanok maradnak. A figyelmes vizsgédlat azonban még ennél is tobbet mond.
A futé csatolési alland6t megadd (19.19) egyenletet rendezziik At:

1 9 1 9
—+— M = ———+-—"—InM
)\R(M') + 272 . )\R(M) + 272 .

(19.20)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a bal oldalon all6 kifejezés az elméletben allandé
M’ tetszdleges értéke esetén. Madsképpen fogalmazva, az elmélet fizikai tartalma
akkor lesz invaridns a renormadlési pont tetszoleges megvéltoztatasaval szemben, ha
ennek soran a csatolasi allandot ugy valtoztatjuk meg, hogy a fenti kifejezés értéke
allandé maradjon. Jeldljiik ezt az alland6t 9/(272 ) In A-val. Ekkor a futé csatoldsi
allandé

- 272

AR(M) = ST (19.21)

alakot oOlt.

A semleges Onkolcsonhatd skalartér elméletében tehdt nem létezik egy igazi, az
elméletbdl kovetkezben &llandd csatolasi alland6. Helyette az elmélet egy bels6
energiaskalaval rendelkezik, amelyet a A dllandé definial. Megjegyezziik még, hogy
ebben az elméletben j‘R — 0, ha M /A — 0, amely tulajdonségot gy szokds nevezni,
hogy infravoros szabadsag. Ha a futd csatolasi dllandénak a Green-fiiggvényekben
jatszott szerepére gondolunk, akkor ez azt jelenti, hogy a kis impulzusatadassal jaro
folyamatokban a tér ugy viselkedik, mintha nem lenne 6nkolcsénhato.

. Milyen kovetkezményei vannak az el6z6 pontban elmondottaknak a véges hémér-
sékletli rendszerek térelméletében? A particids fliggvény logaritmusa, In Z; péalyain-
tegrélos definicigjdnal fogva (1d. (6.2)) olyan, mint egy O-pont Green-fiiggvény. Az
anomalis dimenziéja igy zérus és a renormadlasi csoport egyenlet (19.14) megoldésa
értelmében ezért Ap-et a futé j‘R csatoléasi allandoval kell In Zj-ben helyettesiteni.
Az M renormalédsi pont megvalasztasa onkényes, és mint tudjuk, attdl nem fiige a
particids fliggvény. Ez azonban csak akkor van igy, ha az egzakt particios fliggvényrél
van szé. A gyakorlatban azonban mindig a perturbéacids sor véges sok tagjaval dolgo-
zunk. Ilyenkor élve M megvalasztasanak szabadsagaval, azt gy érdemes valasztani,
hogy a magasabb rendi tagok jarulékat minimalissa tegyiik. Erre azonban ninc-
sen megnyugtatd altaldnos érvényti eljards. Pl. az onkolcsonhaté m = 0 tomegl
skalartér esetén M = cT plauzibilis valasztas, mert T az egyetlen fizikai energiaskala.
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A vérakozas az, hogy ¢ ~ O(1). Ennek eldontéséhez ki kellene szdmolni a particiés
fiiggvényt A2 renddel bezérélag és vizsgalni kellene, meg lehet-e c-t gy vélasztani,
hogy a masodrendii és az elsérendil korrekcié hanyadosa minimalis legyen.

Ha a nyom&as 10. fejezetben kapott képletébe behelyettesitjiik a futd csatolasi
allandét az M = T vélasztéssal, akkor az nem trividlisan fog fliggni a hémér-
séklettol:

2 15 2
Poo = T'Z [1—— e
=0 90 8 9In(A/cT)
15 2 3/2
+E <m) + .. ‘| . (19.22)

Amig T'/A — 0 esetén a perturbativ kozelités hasznalhaté (gyenge csatolds hataresete),
addig T/A — 1 esetén a perturbaciés sor konvergencidja elromlik, mert a rendszer
erésen csatoltta valik. Jelenleg nem tudjuk, hogyan is viselkedik ez a rendszer T' ~ A
és magasabb hémérsékleteken.

. A kvantumelektrodinamikdban a csatolasi allandé szerepét o = e?/4rm jatssza. A
futé csatoldsi dllandé az

da

kezdetiérték feladat megolddsa m = 0 elektrontémeg esetén. Legalacsonyabb rend-
ben
2
Ba = g a?, (19.24)

ugyhogy ezt behelyettesitve, a futd csatolasi allandora

_ B g
a(M) = = Zaon(M/My) (19.25)

adddik. A kvantumelektrodinamikdban is 1étezik egy bels6 energiaskala. Jeloljiik
ezt A-val. Ekkor a futé csatolasi allando:

a(M) = m (19.26)

Véges homérsékletii elektrongaz esetén a futé csatolasi allanddt feltehetéen M olyan

értékénél érdemes a kozelités javitasa érdekében haszndlni, amely T' és p nagysagrendjébe
esik, pl. M = 1T + cop, ahol az egytitthaték O(1) nagysédgrendiiek.
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IV. KVANTUMSZINDINAMIKA
VEGES HOMERSEKLETEN
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20 Kvantumszindinamika

A kvarkok és gluonok kozotti erds kolesonhatas elmélete a kvantumszindinamika.
Ez az elmélet magyarazza meg a hadronok szerkezetét, ahogy a kvantumelektro-
dinamika magyarazatot ad az atomok szerkezetérél. Az atommagokban az anyag
hadronok (nukleonok) alakjdban, az un. hadronikus fdzisban van jelen. Ezt az
jellemzi, hogy a szintoltést hordozo kvarkok szinszinglett nukleonokba vannak bezarva.
A szintoOltést is hordozo gluonok kozvetitik a kolcsonhatéast a kvarkok kozott. Mivel
a gluonok is hordoznak szintoltést, ezért kolecsonhatnak egymassal is. Ez 1ényeges
kiilonbség az elektrodinamikahoz képest, ahol a fotontér részecskéi nem hordoz-
nak elektromos toltést és ezért a fotonok nem hatnak egymassal kolecson. Matem-
atikailag a kiilonbség abbdl ered, hogy a kvantumelektrodinamika U(1), azaz abeli
mértékelmélet, mig a kvantumszindinamika tigynevezett nemabeli mértékelmélet. A
kétféle tipusi mértékelmélet nagyon lényeges fizikai kiilonbségek elméleti modelljét
képes adni. Az elektronok kell6 nagy energia kozlésével (ionizéacids energia) kisz-
abadithaték az atomi kotott dllapotukbdl, és megfigyelhetdk kisérletileg, mint asz-
imptotikusan szabad részecske-allapotok. Masrészt az elektroméagneses kolcsonhatas
effektiv csatoldsi dllanddja novekvd energidji kisérletekben nagyobbnak bizonyul.
Ezekkel ellentétben, a kvarkok nem szbadithaték ki a hadronok kotelékébol. Pl
ha egy protont nagyon nagy energiaju elektronokkal bombazunk, amelyekre nem
hat az eré kolecsonhatés, akkor sem tudunk a protonbdl egy szabad kvarkot kititni.
Ehelyett az torténik, hogy amikor a meglokott kvark elkezd | kifelé mozogni” a pro-
tonbdl, akkor kozte és a proton masik két kvarkja kozott egyre nagyobb térenergia
halmozodik fel a gluontérben, és még miel6tt a meglokott kvark el tudna hagyni a
proton kb. 1 fm sugart tartomanyat, a felhalmozddott térenergia rovasara kvark-
antikvark par keletkezik. Utobbi antikvarkja a meglokott kvarkkal egy 4j részecskét,
legvaldszintibben piont alkot. A keltett par kvarkja pedig helyredllitja a protont (a
korabbindl kevésbé gerjesztet, vagy alapallapotban). Ekdzben a keltett par kvarkja
és antikvarkja kozott a gluontér learnyékolodik, tgyhogy a folyamat vége az, hogy
a proton visszamaradt és keltodott egy pion. Ezt a tényt, hogy a tapasztalat sz-
erint nem lehet a hadronokbdl szabad kvarkot kinyerni, kvarkbezarasnak nevezziik.
Az a remény, hogy a kvantumszindinamika alkalmas a kvarkbezaras megértésére.
A masik lényeges kiilonbség az elektromagneses és az erds kolesonhatas kozott az,
hogy utébbiban a kélcsonhatas effektiv csatolasi allanddja az energia novekedtével
egyre gyengiil. Ezt a jelenséget aszimptotikus szabadsagnak nevezziik.

Egy tovabbi érdekes kérdés, hogy hogyan viselkedik egy magas homérsékletii
és/vagy nagy siriiségii kvark-gluon rendszer. Mivel szabad szintéltéseket nem sikeriilt
mindeddig megfigyelni, és valdsziniileg ilyenek elvileg sem 1étezhetnek, azért beszéljiink
egy Osszességében szinsemleges kvark-gluon rendszerrol. A kvantumelektrodinamikai
analog eset a magas homérsékletii, nagy stirliségi, zérus 6ssztoltésii elektron-pozitron-
foton rendszer, amit globalisan semleges elektron-pozitron plazméanak neveziink. En-
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nek létrejottét elméletben elképzelhetjiik gy, hogy egy itireget feketetest-sugarzas
tolt ki. Ha olyan nagyra emeljiikk a kornyezet homérsékletét, hogy kg1 nagyobb
lesz, mint egy elektron-pozitron par keltéséhez sziikséges energia, 2m.c®> = 2 - 511
keV, akkor a jelentésen megné azon fotonok szama, amelyek energidja elegendo
az elektron-pozitron parkeltés beindulasahoz. A fotonok energia-eloszlasanak azon-
ban mindig ,,végtelen hosszii” a nagyenergias farka, ezért a foltamat nem egy éles
homérsékleten megy végbe, hanem a homérsékelet novelésével folyamatosan, mono-
ton nd az elektronok és a pozitronok stirtisége a plazmaban. Valosagosan konnyebb
a folyamatot ugy elképzelni, hogy semleges atomok alacsony hémérsékletii gaza a
kezdeti allapot. Aztan elkezdjiiek novelni a homérsékletet. Eloszor az torténik,
hogy az atomok termikus gerjesztés elkezdenek ionizalédni, majd amikor a kgT
,,hémérséklet” er6sen meghaladja az ionizdciés energiat (kb. 10 keV nagysagrendet),
akkor pozitiv ionokat és elektronokat tartalmazdé, elektromosan semleges plazmat ka-
punk. Ha ezek utdn még tovabb noveljiik a hémérsékletet a kT ~ 2m.c? értékre,
ill. folé, akkor beindul az elektron-pozitron parok képzodése. Amit igy kapunk az a
pozit " iv ion hattér mellett megvaldsuld olyan elektron-pozitron plazma, amelynek
negativ 0ssztoltését a pozitiv ionok rendszerének pozitiv toltése kompenzalja.

T

Y < KGP (QGP)
175MeV|< <o

Hac,lronikus
fazis

--

nem .-
sz.i.CS.,’

m.a. '’ §2.1.CS.
n.g. \ n S 1

310MeV H

Figure 5: A hadronikus anyag fazisdiagrammja. A roviditések: n.g.=nukleonok
gaza, m.a.=maganyag, n.cs.=neutroncsillagok, sz.i.cs.=szin-zamat-csatolt fazis,
nem sz.i.cs.=nem szin-zamat-csatolt fazis, KGP(QGP)=kvarkgluon-plazma, A —
A =nehézion-iitkozések, k.VE.=korai Vildgegyetem. Az iires és a tomor karika kri-
tikus pontot jelol.

Mi a helyzet a kvark-gluon rendszer hémérsékletének novelése soran? Azt a
kérdést tehetjiik fel, hogy ha vesziink egy hadrongazt, amely szinsemleges hadronokbol
és a koztiik levé vakuumbdl all (1d. a 5. abran az n.g. tartomdnyt), és elkezdjiik
novelni ennek a rendszernek a T hémérsékletét (és/vagy stirtiségét, ill. ami nagyjabdl
ugyanezt jelenti, a p bariokémiai potencidljat), akkor mi fog torténni? A récson
végzett kvantumszindinamikai szamolésok egyik jéslata az, hogy akar a homérséklet,
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akar a bariokémiai potencidl, vagy mindketté novelésével a kvarkokat bezaro szinszinglett
zsakok felszakadhatnak. FEzaltal a kvarkok szabadda valhatnak az anyag egész
térfogataban. Az anyag a hadronikus fazisbdl az tgynevezett kvarkgluon-plazma
fazisba kertil. A 5 dbran azt is feltlintettiik, hogy a hadrongaz és a maganyag kozott
alacsony hémérsékleten és nyomason megfigyelték kozepes-energidji nehézion-iitkozésekben
a folyadék-géz tipusu elsérendi fazisatalakulast, amely az abran iires karikaval
jelolt kritikus pontban masodrendiivé vélik. A 310 MeV-os bariokémiai potencial a
normdl maganyag (T=0) ~ 1 nukleon/ fm? sfirfiségének felel meg. Latjuk, hogy kb.
ezen az alacsony sfirliségen (bariokémiai potencidl értéken) a hadronikus fézisbdl a
kvarkgluon-plazma fazisba torténé fazisatalakulds kb. 175 MeV hémérsékleten (=
10'* K) kovetkezik be (ez kb. a kvantumszindinamika Agcp energiaskdldjanak a
nagysaga). Alacsony hémérsékleten a fazisatalakulds az elméleti elérejelzés szerint
kb. 400 MeV bariokémiai potencidlon kovetkezik be. A korai Vildgegyetem jelen is-
mereteink szerint valészintileg egy alacsony bariokémiai potenciald, de forré rendszer
volt. A mai nagyenergias nehézion-titkozésekben is kicsiny bariokémiai potenciali,
forré hadronikus anyag hozhatd létre; a létrehozott energiastirtiség kb. annak felel
meg, amekkora az az Os robbanés utan 20 ps-mal uralkodhatott a Vilagegyetemben.
A CERN SPS gyorsitéjan észlelték eloszor ilyen nagyenergias nehézion-titkozésekben
,,az anyag egy Uj fazisa” keletkezésének jeleit. A kisérleteket részben a Brookhaven
National Laboratoryban a RHIC-en (Relativisztikus Nehézion Utkoztets (Relativis-
tic Heavy Ion Collider)), részben a CERN-ben az LHC-n (Nagy Hadron Utkéztetd
(Larga Hadron Collider)) azéta is folynak. A cél egyrészt annak tisztdzasa, hogy
milyenek a felfedezett fazis fizikai tulajdonsagai. Minden jel arra utal (1d. a CERN
2010-ben nyilvanossagra hozott eredményei), hogy az nem kvarkok és gluonok idedlis
géza, hanem egy stiri idedlis (,,perfect”) folyadék. Sajnos a jelenlegi kisérletek
nem teszik lehetové az anyag tulajdonsdgainak nagy bariokémiai potencial melletti
kisérleti vizsgalatat. A Standard Modellen alapulé elméleti elérejelzés alapjan az
varhatd, hogy nagyon nagy bariokémiai potencial és alacsony hémérseklet esetén egy
szin-iz csatolt fazis jon létre, amelyben a kvarkok Cooper-parokat alkotnak és azok-
ban egymassal szoros korrelaciéban (kolesondsen egyértelmii megfeleltetésben) 16v6
szin- és iz-allapotban talalhatok. Valdszintileg a hadronikus fazist és a szin-iz csatolt
fazist egy nem szin-iz csatolt atmeneti fazis véalasztja el, amelynek tulajdonsigait
egyel6re nem ismerjiik és elorejelezni se tudjuk. Az elmondottak mindenesetre talan
elegendok ahhoz, hogy érdemesnek tartsuk a megismerkedést a véges hémérsékleti
kvantumszindinamika alapjaival.

Tegyiik fel, hogy a gluontér SU(N) lokalis mértékszimmetriaval rendelkezik. (A
valésdgban N = 3 és az SU(3) szinszimmetria felel a gluonok éltal a kvarkok kézott
kozvetitett erds kolesonhatasért.) A gluontér a mértékesoport adjungalt dbrazoldsét
valdsitja meg, ezért komponensei: A7, ahol a = 1,2,.. .,N? — 1. Ugyanakkor a
1 kvarktér a mértékcsoport alapdbréazoldsa szerint transzformalédik. Az SU(N)
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csoport G* generdtorai a
(G, G = ifeeGe (20.1)

kommutatorrelaciokat elégitik ki. Alapabrazolasban a generatorokat a A* Gell-
Mann-matrixok abrazoljak: G* — A*/2. Az w®(x) infinitezimalis paraméterekkel
adott lokalis mértéktranszformacié

)\a
Y — exp{i;w“(a:)}w, (20.2)
AL = AL — 0w + gf“bCAZcuc (20.3)

alak.

Minkowski-térben a kvantumszindinamika Lagrange-stiriisége:

Lo= B m g A PR, (20.)
Ennek megfelel6en az euklideszi hatés:
= —/ /d3 —%9, +17V —m
g i (fy 1Af — 14“)) Y — ZFSVFZ,] : (20.5)
ahol a térerésség tenzora:
Fi = 0,4, —0,A, +gf*" A A (20.6)

a Jy — —id;, Ag — 1Ag helyettesitéssel.

A mértékinvarians particios fiiggvényt hasonléan definidljuk, mint a kvantum-
elektrodinamikaban. Irjuk el6 az

FO[A2,0,A% = 9,A% — *(¢) = 0 (20.7)

kovaridns mértékfeltételt a gluontérre, ahol ¢*(z) tetszéleges, a T véltozéban peri-
odikus fliggvények. Ekkor a particios fiiggvény:

7z = [ gl AlAzolFee . (20.8)
per.
Itt a A funkcionalt az

1 = A[A7] / [dw]8[(F*)7] (20.9)
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egyenlet definidlja, ahol [dw®] az SU(N) csoport feletti invaridns integraldsi mérték.
Hasonldan, mint a kvantumelektrodinamikdban, a A funkcional egy determinédnssal
egyenlo:

O (£ (x))"
0w’ (y)

Ez most is annak a diszkrét szin- és folytonos térindexeket hordozé matrixnak a de-
termindnsa, amelyet a mértékfeltételnek a lokalis mértékparaméter szerinti funkcional-
derivalasaval kapunk, és a determinanst ismét a mértékparaméter azonosan nulla
értékénél kell venni. Infinitezimalis mértéktranszformacié soran a mértékfeltétel

A[AY = det lo—o. (20.10)

F* = (F¥)" = F*+ 9,(—0,w" + g f*° Al w°) (20.11)
modon transzformalddik, ezért:

8<Fw>a
Owb

A determinans most is kifejezheto szellemterek szerinti tutintegral alakjaban. A glu-
ontér valamennyi a = 1,2,..., N, szinkomponensének megfeleléen be kell vezetni
a Crassmann-értékii C%, C® tereket. Ezek kompenziljdk a gluontér valamennyi
szinkomponensében a nem fizikai, nem transzverzélis szabadsagi fokokat. A A
funkcional a kovetkez6 alakot Olti:

= —0,0,0" + g0, A (20.12)

A[AY]

_ /per_[déa”dca] eXp{—/OB dT/dst‘a(x)a(a};“;)acb(x)}

_ B B ~
= /per. [dC*|[dC exp{— /0 dr / P [—caauauca+cag fabC(auAg)cc]},
(20.13)

Ha ezt behelyettesitjik a particios fiiggvénybe, akkor latjuk, hogy a szellemterek
a gluontérrel kolcsonhatnak. Ez lényeges valtozas a kvantumelektrodinamikahoz
képest, amikor a szellemterek a kolcsonhatast nem befolyasoltdk, hanem csak a
vakuum tulajdonsagait. A kiilonbség oka, hogy a gluontér nem abeli mértéktér.

Miutan a A funkciondlt behelyettesitettitk a particiés fliggvénybe, a Dirac-
delta funkcionaloktdl is megszabadulhatunk, ha szorozzuk a particios fliggvényt az

exp {—% /OB dr/d?’xca(a:)c“(:c)} (20.14)

faktorral és integralunk az Osszes lehetséges ¢*(x) fiiggvényre. Az eredmény az, hogy
az euklideszi hatdsban megjelenik a —(0,A%)%/(2p) tag. Itt a 0 < p < 1 mérték
paraméter tetszoleges, csakigy mint a kvantumelektrodinamikaban.
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Mindezek utan a kvantumszindinamika particiés fiiggvénye:

7z = [1aA)di][au][dCdC ] exp {~Sqcn} (20.15)
ahol az effektiv hatds:
B _
_SQCD = —SE+/O /d% l—%(@MAZ)Z JFQWWO@/)
+ g C(0,A%)C° + (9,0°)(0.C") . (20.16)

Az effektiv hatast felirhatjuk a szabad terek Sy hatdsa és a kolcsonhatast leird Sy
hatds osszegeként:

Sgcp = So+SI, (20.17)
ahol
So = — /Oﬁ dT/d?’x [@E(iy“@u —m+ p7°)
0L~ 0,42 = (0,43
+(0,0°)(0,0%)] . (20.18)
és

B Y
S = —/ dT/d?’ZL‘ —gp—~H A%
0 2 ’
1
AL ASOLAL — o[ AL A ALAS

g0 (9,A48)C] 20.19)
ahol mindig el kell végezni a 0y — —i0; és A — 1A{ helyettesitéseket.

A particiés fiiggvény ismeretében megkaphatjuk a Feynman-szabalyokat, ha-
sonléan mint a kvantumelektrodinamika esetén. Célszerii formélisan attérni megint
Minkowski-véaltozékra a négyes-impulzus nulladik komponensének alabbi megvalasz-
tasaval:

po = iw, = i2anT gluonokra, (20.20)
Qo = iwy, = 12mnT szellemtérre, (20.21)
ko = iwm, +p=12m + D)7l + p kvarkokra. (20.22)

A Feynman-szabalyokat az aldbbiakban foglaljuk Ossze:
1. Kvark-propagétor:
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]
" Py
a ’\/\N\/Wb
0y

ahol i, j = 1,2, 3 az SU(3) szincsoport alapabrazoldasanak megfelelé szinkomponenseket
indexeli (a Dirac-indexeket az egyszertiség kedvéért nem irtuk ki).

2. Gluon-propagator:

5 1= p)php”
Dy = p—;(g“”—7< ]fz,)pp ) (20.24)

3. Szellem-propagator:

Wa = —2. (20.25)
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4. A (gluon-2-kvark)-vertex:

I ]
= —g’y“(Ga)l-j, (2026)
ahol (G”);; a szincsoport generdtorai az alapabrazolasban.

5. A (gluon-2-szellem)-vertex:

l_,[ d
p
///,‘\\\
b ¢
= —igfabcpu. (20.27)

Itt fupe = (G)pe a generdtorok matrixai az adjungdlt dbrdzoldsban, a matrixelemek
az antiszimmetrikus struktura-allandokkal azonosak.

6. A (3-gluon)-vertex:

r vb q pc

= =i fabel9vp(T — O + G (0 — 1) p + 9ou(q — P)u], (20.28)

ahol a zardjeles kifejezés masodik és harmadik tagjat ciklikus permutacioval kapjuk
az elso taghol.
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7. A (4-gluon)-vertex:

V b p C

= —92 [fadefebt:(guz/gpo - g,upgl/o> + fabefedc(g,uagup - g,upgz/a> + facefedb(g,uagl/p - g,ul/gpa)] .
(20.29)

Tovébbi szabély, hogy minden zért fermion-hurok és szellem-hurok egy (—1)
faktort eredményez. Ezen kiviil kombinatorikai faktorok lépnek fel:

O
M aaal¥:
@ :21_4
G
MQ< 1

Most is érvényes Furry tétele, hogy a kvarktér és a szellemtér altal képezett

%?

_§
‘g’

=
ook

"békalencse’ eltliinik:

21 Az aszimptotikus szabadsag

A kvarkok és a gluonok kozotti erds kolesonhatas egyik jellegzetes vondasa, hogy
a futd csatolasi allandé nagy impulzusatadassal jaré folyamatokban kicsivé valik.
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Mivel nagy hoémérsékleti kvarkgluon-plazmaban a részecskék atlagos impulzusa
varhatéan nagy, ezért remélhetjiik, hogy az aszimptotikus szabadsag miatt kis ef-
fektiv csatolasi allandoval kell szamolnunk. fgy a forré kvarkgluon-plazma allapot-
egyenlete targyalhato a perturbaciészamitas méodszerével. A magas homérséklet azt
jelenti, hogy T' > Agcp, ahol Agep a kvantumszindinamika belsé energiaskalajat
megado paraméter. Ertéke a kisérletek analizise alapjan Agcep ~ 100 - 200 MeV.
A nem perturbativ, rdcstérelméleti jéslatok szerint kb. T ~ Agcp homérsékleten
megy véghe a barionritka hadronikus anyag fazisatalakuldasa kvarkgluon-plazmava.
A nehézion-reakciékban is kb. ilyen homérséklet érheté el a legnehezebb atom-
magok centrélis iitkozése és 0.1 - 1 TeV nukleononkénti bombézo6 energia esetén.
Ez azt jelenti, hogy a hadronikus anyag fazisatalakulasa kvarkgluon-plazméva nem
tanulméanyozhato az itt leirt perturbativ médszerrel.

A kvantumszindinamikaban a csonkitott Green-fiiggvényekre hasonlé renorma-
l4si csoport egyenlet érvényes mint a kvantumelektrodinamikaban vagy az onkélcson-
haté skaldrtér esetében. Legyen I'"™" egy n darab gluonlédbbal és n’ kvarkldbbal ren-
delkez6 csonkitott Green-fiiggvény. Renormélas utan ez fligg altaldban a g renormalt
csatolasi alland6tol, az M renormaélasi pont valasztasatol, és a p mértékparamétertol.
Tegyiik fel, hogy a kvarktomeg valamennyi Ny iz esetén m; = 0. A renormalasi cso-
port egyenlet:

0 0 0

M— - -
BT +6(g,p)ag +5(g,p)ap

+174(9, 0) + 0 70(9, I TR (P12 Prgns 9, p, M) = 0. (21.1)

A mértékparamétertdl valé fliggést megadd (g, p) fiiggvény a

5(g,p) = 2pva(g,p) (21.2)

osszefliggésnek tesz eleget a Ward-Takahashi-azonossagok kovetkezményeként. FEz
azt jelenti, hogy a p = 0 Landau-mértékben §(g,0) = 0 marad, akdrhogy kell
valtoznia a csatoldsi allandonak a renormalasi pont megvaltoztatasakor. Ha Landau-
mértéket valasztottunk, akkor a renormadlasi csoport transzformaciéi soran nem
kell még mértéktranszformaciot is végrehajtanunk. Ha azonban barmilyen més
mértéket valasztunk, akkor a renormalasi csoport transzforméciéi kivezetnek ebbdl
a mértékbol és igy egy mértéktranszformacio végrehajtasa is sziikséges, hogy az
eredeti mértékben maradjunk.

A renormaéldasi csoport egyenletben szereplé fiiggvényeket legalacsonyabb el
nem t{iné rendben az alabbi kifejezések adjak meg:

2
@2 /13 1 > 2 }
A 1672 [< 6 2f 3tV (21.3)
g2
- 9 N 214
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3
g
B =~V —2Ny). (21.5)

A fenti egy-hurok kozelitésben [ fiiggetlen a p mértékparamétertol. Ezért ilyen
kozelitésben a futd csatolasi allandd sem fligg p-tél. A futd csatolasi allandot a

dg

MG—M = B(g) (21.6)

egyenlet megoldasaként kapjuk meg. A megoldés:

=2
_ 17 127
S . 21.
T (11N — 2N;) In(M2/A%) (21.7)

Most is be lehetett vezetni egy belsé energiaskalat definidlé Agcop energiaparamétert,
mint ahogy a kvantumelektrodinamikdban vagy az onkolcsonhato skalartér esetén.

A futé csatolasi dllandé zérushoz tart, ha M/Agep — 0o. Ezt a tulajdonsdgot
nevezziik aszimptotikus szabadsdgnak. Az aszimptotikus szabadsag a nem &beli
mértékelméletek tulajdonsiga. A kvantumelektrodinamikdaban més a helyzet. Ott
M/A — 1 esetén a futé csatoldsi dllandé minden hatdron tul né (legaldbb is egy-
hurok kozelitésben), és M/A — 0 esetén vesz fel kis értékeket.

Altaldban magasabb rendben (g, p) fligg ténylegesen a p mértékparamétertsl.
A fizikai mennyiségek, mint pl. a termodinamikai potencial, azonban nem fiigghetnek
tole. Ez ugy lehetséges, hogy a futd csatoldsi adllandé megfelel6 médon fiigg p-tdl,
ami biztositja az aldbbi egyenlet teljestilését:

0 = S0 = (g5 + o) a0 0 (215)

22 A kvarkgluon-plazma allapotegyenlete

Magas hémérsékleten és nagy stirtiségen az aszimptotikus szabadsag kovetkeztében
remélhetjiik, hogy a kvarkgluon-plazma allapotegyenlete jol kozelitheté perturbativ
modszerrel. Nulladik kézelitésben N, fajta gluon és N fajta (szintl) kvark idedlis
gazaval van dolgunk. Az 5. fejezet és a 13. fejezet eredményeit felhasznalva a
kvarkgluon-plazma nyomasa idealis gaz kozelitésben:

dpp
P, = —NT4 N / S 22.1
° T 45 * Zgﬂ (m3 + p?) 1/2”<p>’ (22.1)

ahol a masodik tagban az Osszegzés az izekre torténik, és my az f-edik izl kvark
nyugalmi tomege. Ha feltessziik, hogy valamennyi izre m; = 0, akkor a nyomads
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fermionikus jaruléka kiintegralhaté azzal a moédszerrel, amelyet a 17. fejezet végén
¢ kiszamolasara hasznaltunk:

72T ,uchQ ,u;%
P, —0) = N . 99.2
or(my = 0) 2};( 180 T 6 T 12m (222)

Itt érdemes emlékezniink ra, hogy a kisérletileg megtaldalt fazis stirti idedlis folyadék
fizikai tulajdonsagait hordozza és nem pedig idedlis gazéit. Ez jelentheti azt, hogy
a kisérletekben megvalosuléo homérséklet még nem elég magas ahhoz, hogy az anyag
idedlis gazhoz hasonldan viselkedjen, vagy nem igaz az az aszimptotikus szabadsag
dacara sem, hogy alkalmazni lehet a particids fiiggvény perturbacios sorfejtését.
Ennek ellenére is tanulsagos végiggondolni, hogy milyen eredményt ad a perturbativ
megkozelités a kvarkgluon-plazma allapotegyenletére.

A g%-rendfi kicserélédési korrekeié a particiés fiiggvény logaritmusédhoz az aldbbi
diagrammokbdl adodik:

2 2
+

1
D

(22.3)

A diagrammok kiszamoldsa soran a renormalds ugyanuigy torténik, mint a kvantum-
elektrodinamikaban:
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Iz =-1 LN - m
| _/

- T=0 1=0

—%‘ “:\/\/\:} -2 ‘ivv\; R P N
- TT=0 -

1

1 -3
Y

. I : T=0

A -2 y
T3

(22.4)

Az els6 sorban szerepld jarulék a kvantumelektrodinamikaban is fellépett. Csak
annyi a kiillonbség, hogy most az e* — ¢*Tr(\*/2)? = N,g?/2 helyettesitéssel kell
élni a (17.45) képletben. A t6bbi diagramm jdruléka a nyoméshoz:

py — —g—NNT4 2.

Mivel a gluonok nyugalmi témege zérus az eredeti (renormalatlan) Lagrange-
stirfiségben, a kovetkezd korrekcié nem g*-rendi, hanem 7' = 0 esetén g* In g?-rendi,

T > 0 esetén g¢3- és g*lng’rendfi. Ezek a jarulékok az infravoros divergencidk
felosszegzésével adodnak. A megfelel6 gytrudiagrammok:

g%j; -

(22.6)

In Z

l\)|’—‘
N =

ahol a gluonsajatenergiat egy-hurok kozelitésben szamoljuk:
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(22.7)
A nyomsés g3-rendii korrekcidja:
N,
1 _ g 3
ahol az elektromos 'tomeget’
m? = F(n=0k—0)
1 1 o dp
2 2 2 2
= PN = / L+ E 22.9
g (3 +2ﬂ22f; ; Ep(p + p)n(p)) (22.9)

osszefliggés adja meg. Ennek és az F' fliggvénynek a jelentésére és a polarizaciéval
val6 kapcsolatara még visszatériink. Ha valamennyi kvark tomege zérus, akkor

1 1 1
2 = FI =N+ = T2 + — 2. 22.10

Ha az F' fliggvény impulzus szerinti sorfejtésében a linearis tagot is figyelembe
vessziik, akkor még egy olyan (g*In g?)-rendii korrekciét is kapunk, amelyhez ha-
sonlé a kvantumelektrodinamikaban nem 1ép fel. A tovabbi korrekciok szamolasa
komoly technikai nehézséget jelent.

Az allapotegyenlet jobb kozelitése érdekében a fenti képletekben a csatolasi
allandét a futd csatolasi allandéval érdemes helyettesiteni. A futd csatolasi allandét
kézenfekvé olyan tomegértéknél (M) venni, amely megfelel az atlagos atadott im-
pulzusnak. Ha pl. egy tiszta gluongazt tekintiink, akkor hasznalhatjuk a

M? = (p*) = (3.2T)* (22.11)

becslést, ahol az atlagolast az idealis gluongéz Bose-Einstein-eloszlasa szerint végeztiik.
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23 Egyensulyi allapotukbdl gyengén
kitéritett rendszerek

Az eddigiekben az egyensilyi rendszerek allapotegyenletének meghatarozasaval fog-
lalkoztunk. Most azt fogjuk vizsgédlni, mi torténik egy rendszerben, ha egyensulyi
allapotabol egy gyenge kiils6 perturbacié kitériti. A statisztikus fizika elemeibdl
tudjuk, hogy a rendszerben a fizikai mennyiségek idobeli valtozasat ilyenkor az
egyensilyi rendszer korrelacios fliggvényei szabjak meg. Ha a fizikai rendszert
kvantalt terekkel irjuk le, akkor lényegében ugyanez a helyzet. A korrelacidékrol
a valds idejii Green-fiiggvények adnak szamot.

Tegyiik fel, hogy a rendszer Hamilton-operatora eredetileg H. Legyen H k(1)
az idofiggd perturbacié Hamilton-operatora. Akkor a rendszer teljes Hamilton-
operatora H'(t) = H + H(t). Tegyiik fel, hogy a kiils perturbéciét ¢ = ¢, pillanat-
ban kapcsoljuk be, azaz Hy(t) = 0 ha t < to. Vizsgaljuk az Y (Z,t) fizikai mennyiség
idobeli valtozasat. Heisenberg-képben a mozgasegyenlet:

Y (Z,1)

= i[H'(t),Y(Z,1)]. (23.1)

Legyen [ |j) ] a perturbalatlan A Hamilton-operator sajatvektorainak egy ortonormalt
teljes rendszere. Képezziik a mozgéasegyenlet mindkét oldalanak varhato értékét a
|7) dllapotban:
OGIY (E D) i o s
LIV i), v @ o1l
= iI[H), Y (T, 1)][). (23.2)

Ezt felhasznalva, gyenge perturbacié esetén az Y mennyiség megvaltozdsa a per-
turbacié bekapcsolasanak pillanatatol szamitva:

MY (E ) = GIY@E D) = GIY(E t0)ld)
SRR AGREAR
~ i [l Y @ ol (23.3)
Itt csak a kiils6 perturbdciéban linearis tagot tartottuk meg. Ezért ezt a kozelitést
a linearis valasz ’elméletének’ nevezik. Képezziik végiil a
p = e PR = o BH-uN) (23.4)
stirtiségoperator segitségével az Y mennyiség megvaltozasanak makrokanonikus varhaté
értékét:
5 e MG (7. 4)15)

0(Y(#,1)) = =TS
J

110



— i [ T i), V@ ) (23.5)

to

Vegyiik a kiilsé forrdashoz csatolt skalartér példajat:

~

Hi(t) = / B J (T, 1) (7, 1), (23.6)

ahola J(Z,t) = 0, hat < ty. Vizsgaljuk maganak a térmennyiségnek a megvéltozasat
a kiils6 forrds bekapcsolasanak hatasara:

SO 1)) = —i /tt At [ e {pld 0, o 1)} I )
—i/too dt’/d?’x’Tr{ﬁ[(f)(f, 0,8(z,1)]} J@" )0t — ).
0 (23.7)
Most célszerti bevezetni a valds idejii Green-fliiggvényt,
iD(F 3, 1) = Tr{pTe(# 1), oz, 1)} (23.8)
a retardalt Green-fiiggvényt,
iDR(E 1) = Tr{pd( 1), o )|} et 1), (23.9)
és az avanzsalt Green-fiiggvényt,
iDNE T ) = —Te{p[@(F 1), oz, )]} Ot —1). (23.10)

Példankban a skalartér megvéltozasa kifejezhet6 a retardalt Green-fliggvény
segitségével:

5(B(z,1) = /:/d3xDR(g:~’,t;f',t’)J(f',t'). (23.11)

Tekintve, hogy az egyensulyi rendszer eltolas invaridans, a Green-fliggvényt és a
forrast is Fourier-integral alakjaba irhatjuk az alabbi mdédon:

d3qdw I YANE N =

R/ = N o 14(7—7 lw(t—t R

DRF—F't—1) = / e q@-E - PR, 3 (23.12)
= dgpd()é i(pz—at) F

A skalartér megvaltozasa igy
MO, ) = J(w,PD%w,q) (23.14)
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alakban is kifejezheto.

Be lehet bizonyitani, hogy a valds idejii Green-fliggvények és a homérsékleti
Green-fiiggvények kozott szoros kapcsolat van:

DR (w,q) = Dl(iw, = w+ie, ), (23.15)
DYw,q) = D(iw, = w—ie Q) (23.16)
- DE DA

Dlw,q = 2w .4 (23.17)

1Febw 1T ebw

ahol az utols6 sorban a + elGjel fermionokra, a - el6jel bozonokra vonatkozik.

24 Elektron-pozitron plazma
kils6 térben

Tegytik fel, hogy a rendszerben eredetileg jelen van egy E elektromos és B magneses
tér, majd t — —oo pillanatban bekapcsoljuk a klasszikus kiilsé E *) teret, amely
sztatikus. A teljes Hamilton-siiriiség (a fermionok nélkiil):

2

A 1 = _, 1
H = §(E+E(’“))Q+ 5B (24.1)
a perturbalatlan Hamilton-stirtiség:
. 12 122
= -k -B 24.2
H o= 5B +3B, (24.2)
és a perturbacié:
N 2 1=
H, = E-E® 4 5E *)2, (24.3)

Arra vagyunk kivancsiak, hogy hogyan valtozik az elektromos térerosség értéke, ha
az egész rendszer egy T' homérsékletii, p kémiai potencialu kornyezettel egyensilyban
van, amikor a helyfiigg6 sztatikus kiilso Ek( T) teret bekapcsoljuk. Az el6z6 fejezet
eredményét felhasznalva, a térer6sség makrokanonikus varhaté értékének megvaltozasa:

SE(Z 1) = —i / dt’ / &a' B
EU“)(Q:«")} ot — t'). (24.4)

A jobb oldalt kifejezhetjiik a retardalt

~

DR -’ t—t) = iTe{p A1), A(F" 1)} Ot —1t)  (245)
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Green-fiiggvény segitségével, ha felhaszndljuk a térerdsség-operatorok felcserélési
szabalyat:

= 0,0 {{[Ao(. ), Ao(@",

—0:00" { ([Aa(#, 1), A; (2", )))O(t — 1) }

—000" {([Ai(,1), Ao(&", )0t — ')}

+0000' {([Ai(F,1), A;(& ", )6t — ')}

—i6,;0(Z — B'6(t — t'). (24.6)

A teljes térerdsség:
E{Y = BM(@) + 5(Ei(%, >>
= — [ ar [ EP @) (0.0, D - 0,00 D -

&@»’Dio + 0000’ DY) . (24.7)

Itt a Green-fiiggvények argumentuma (¥ — &’ ¢t — t'). Vezessiikk be a klasszikus
térerosség és a retardalt Green-fliggvények Fourier-transzformaltjait:

Lo Bp jsez ®
dqdw iqz = /
Di@E-a't-t) = [ (er )ﬁjelqwﬂ W= DR (10, ). (24.9)

Ekkor a teljes térerosség

B®) = [ e B @ [, Dl + o D
+wg;Dfj(w, @) + W D (w, )] lumo-  (24.10)
Innen leolvashatjuk, hogy a teljes térerésség Fourier-transzformaltja:
Efw,d) = B [a:9;D5(w, @) + waDli(w, )
+wg;Dfy(w, @) + WD (w, )] lu=o- (24.11)
Hasznéljuk fel a fotonpropagétor (16.34) alakjét, valamint a homérsékleti és a

valds idejli Green-fliggvények (23.15) kapcsolatédt. Belathatjuk, hogy a hdrom utolsé
tag a teljes térer6sség Fourier-transzformaltjaban zérus és

Qz(JjEJ('k) (q)

E(q) = T F= 0. (24.12)
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Az egyensilyi rendszer forgasszimmetriaja miatt:

~ (k) 4 = (k)
i (@) = |qﬁ||E (@)]- (24.13)

Ezt behelyettesitve a teljes térerdsség kifejezésébe

) = (k)
alE ()]

- q
E(D = =
D FER09 W
- BN
¢+ 1(0,q)
=(4)
_ B (24.14)
€(q)
adddik, ahol bevezettiik az €(q) dielektromos allandot:
F(0,q
eg) = 1+ (672_3 (24.15)

Latjuk tehat, hogy a polarizaciés tenzor 15y komponense az w — 0 esetben a rend-
szer dielektromos allandgjat hatarozza meg.

Altaldban az F fliggvény egy vakuum tag és egy kozegtag Osszege: F =
F® 4 (&) Olyan tavolsagokon, amelyek a részecskék kozotti atlagos tévolsaghoz
képest kicsinyek, a vakuumpolarizaciétol szarmazoé jarulék lényeges és a kozegtag
elhanyagolhato. Ugyanakkor a részecskék kozti atlagos tavolsaghoz képest nagy
tavolsagokon a kozegtag dominal és a vakuumtag elhanyagolhato. A kozegtag
sztatikus hatdresetét szokas elektromos tomegnek nevezni: m? = F®)(0,7). En-
nek a jelentése valéban olyan, mintha a fotonok tomeget nyernének az elektromos
Coulomb-kolesonhatas szempontjabdl és ennek megfeleléen a Coulomb-potencial
learnyékolodik valamely probatoltéstol nagy tavolsdgban.

Az arnyékolast az alabbi példa kapcsan vizsgalhatjuk. Vegyiink egy Q1 és egy
Q- toltést az 77 ill. az Ty pontban, egymastol a részecskék kozti dtlagos tavolsaghoz
képest nagy tavolsagban. Kérdezziik, hogy mennyi ezen rogzitett toltések potencialis
energidja, ha a kornyezetben jelen van a plazma. Gauss torvénye értelmében:

divE M (@) = Qi6(&— 1), (24.16)
ahonnan Fourier-transzformécié utan:
E(k) = i C‘T —igz
. = _1?6 Q1. (24.17)

Természetesen hasonld Gsszefiiggés érvényes a Qo toltés altal keltett kiilso térre is.
A kolesonhatas potencialis energidja:

L 1 S Bt L B F
V(i ia) = / dx [EN (&) B(@) + EV(&)- E{@)],  (2418)
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—

-, =zt )
ahol E! Fourier-transzformaltja F,(¢) = FE, (q)/e(¢). Behelyettesitve a terek
Fourier-integral kifejtését a potencialis energia kifejezésébe,

Viena) = 3 [ g B @0+ @E -0

= 0:Q / d3 icjﬁ 1
oo (2m)3 7*+m2
Q1Q2 e~ me R
— - 24.1
R (24.19)

ahol R = T — 71. A plazma jelenlétében tehat a Coulomb-kolesonhatas modosul:
a kozeg polarizaciéja az R > 1/m,, tavolsdgokon a sztatikus probatoltések terét
learnyékolja. Az eredmény egy Yukawa-tipusu kolecsonhatas. Ez annak felel meg,
mintha a kolcsonhatast kozvetité longotudinalis fotonok m,; nyugalmi tomeggel ren-
delkeznének.

Itt nem részletezem csak megemlitem, hogy a polarizacios tenzorra vonatkozé
Dyson-egyenlet és a Ward-azonossagok felhasznalasaval a fotonok elektromos tomege
és a plazma éallapotegyenlete kozott kozvetlen kapcsolat talalhato:

PP, T)

2 = —To(ko =0,k =0) =e
o0 (Ko ) 02

el

m (24.20)

Ez a perturbaciészamitas tetszoleges rendjében érvényes, azaz egzakt Osszefliggés,
amely lehet6vé teszi a plazma sztatikus arnyékolasi tulajdonsagainak vizsgalatat az
allapotegyenlet ismeretében. Legalacsonyabb el nem t{iné rendben:
2 L, 4 2
ma = (3¢ + 0| T (24.21)

A longitudinalis fotonok tehat a T" hémérséklettel aranyos elektromos tomegre tesznek
szert az elektron-pozitron plazméaban.

25 Plazmahullamok

Az el6z6 fejezetben azt vizsgaltuk, mi torténik a plazmaban, ha sztatikus kiilso elek-
tromos teret kapcsolunk be. Most idofiiggo kiilsé perturbacié hatasat vizsgaljuk.
Elegend6 egyetlen Fourier-komponenst nézni, mert a valasz gyenge perturbacié
esetén a perturbalé tér linedris funkcionalja. Megmutatjuk, hogy ha a retardalt
Green-fiiggvény a valos tengely kozelében, az w komplex valtozoé szerinti alsé félstkon
polussal rendelkezik, akkor ez gyengén csillapodd hullamok terjedését jelenti a plaz-
maban.
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Térjlink eloszor vissza a skalartérhez. Tegyiik fel, hogy a kiilso forras, amit
bekapcsolunk,

J(#4) = Jo(R)e®s(t),  J(w.q) = (2m)*Jo(K)5(7 — k).
(25.1)

Az (23.14) egyenlet Fourier-transzformaltja adja a térmennyiség megvaltozasat:

SO(T, 1)) = Jo(k)el*® /°° & it Ry B, (25.2)

—00 2T

Az retardalt Green-fiiggvény definici6jabol kovetkezben a felsd w félstkon analitikus.
Tegyiik fel most, hogy az alsé w félsikon, az wr = w(k) — iy(k) helyen a retardalt
Green-fiiggvény egyszert pdlussal rendelkezik, (k) > 0. Ekkor e pélus kozelében:

DR(W E) _ R(E)
’ w—w(k) +iy(k)

(25.3)

A térmennyiség megvaltozdsat alapvetoen ez a szingularitas hatarozza meg, igy:
SO(T, 1)) = —ido(k)R(k)e FEwE =Ryt (25.4)

A k hulldmszémi zavaré hulldm tehdt egy a kozegre jellemzd w(lz) frekvencidju
hullamzast kelt a kozegben. A keltett hulldm amplitiddja ardnyos a zavar ampli-
tuddjaval és a Green-fliggvény pélusanak reziduumaval. Szabad, m tomegli skalar-
tér esetén létezik a retardalt Green-fliggvénynek a fenti tulajdonsgokkal rendelkezo

pélusa és w(k) = \Vm? + k2, y(k) =0, és R(k) = w(k)/2.

Térjiink most vissza az elekron-pozitron plazma vizsgalatahoz. A plazmahullamok
frekvenciajat a hullamhossz fiiggvényében a retardalt Green-fliggvény polusaibdl kell
kiolvasnunk. Feynman-mértékben a transzverzalis hullamokra a

k2 = k24 G(ko, k) (25.5)

diszperzids relaciét kapjuk a fotonpropagéator (16.34) alakjabdl. A ky = w—ivy alakot
hasznalva, a transzverzdlis plazmahullamok diszperzios relacidja és csillapodasa az
aldbbi alakban adddik, ha a csillapodds gyenge (7 < w):

wi(k)? = k2+RG(w, k), (25.6)

k)”
. 1 .
v (k) = —%%G(w,k). (25.7)
F és G hasonl6 médszerrel kiszamolhatd, mint ahogy az allapotosszeg. Ezt mi nem
tesszilk meg, hanem tovabbra is csak e szamitdsok végeredményeibdl kozoljiik a

legfontosabbakat. A transzverzalis plazmahullamok terjedésére egyszerti képleteket
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lehet levezetni rovid hullamhosszak, w ~ |E| > T, p esetén és hosszi hullamok,
|k| < wT, pesetén. Rovid hullamok esetén

7 Lol 1 2
Glw=lk]) = 3¢ gT + 5| =mp, (25.8)

és a diszperzios relacio,

Wi(k) = k2+m? (25.9)
alig kiilonbozik a szabad fotonétdl, hiszen mp < T, u, mig k > T, u. Ez értheto
is, mert rovid, a részecskék atlagos tavolsagahoz képest kicsi tavolsdgokon a kozeg
nem tudja befolydsolni a hullamok terjedését. A révid hullamok csillapodas nélkiil
terjednek a plazmaban. Hosszti hullamok esetén

r 1j?

ugyhogy a transzverzalis hullamok diszperziés relacidja ebben a hullamhossz tar-
tomanyban:

—. 6 —

Wwik) = wl%+6k2, (25.11)
ahol wp = %m% az un. plazmafrekvencia. A plazmaban ezek a modusok még zérus
hullamszam esetén is csak véges energiabefektetés aran gerjeszthetok. A hosszi
transzverzalis hullamok csillapodaésa:

62

YL = %CUP 'I’L(CUP/Q), (25]‘2)

ahol n(w) a fermionokra a betoltési szam. A csillapodas fizikai oka, hogy a k=0
modus elbomlik egy elektron-pozitron parra. Ez az tin. Landau-féle csillapodas.

A longitudinalis hulldmok terjedése a fotonpropagator longitudinalis részének
polusszerkezete alapjan vizsgalhaté. Tekintve, hogy vakuumban nincsenek longi-
tudinalis elektromdagneses hullamok, ezért azt varjuk, hogy a plazméban sem ter-
jedhetnek révid hullamok. FEz valéban igy is van. Terjedhetnek benne azonban
longitudinalis, hosszi hullamok. Ezek diszperziés relacidja

- 3
wi(k) = wIQDJrng, (25.13)

csillapodésa pedig
"y” =7l (25.14)

A fotonpropagator utolsé6 tagja Landau-mértékben elttinik, ezért a benne meg-
jeleno polusnak nincsen fizikai jelentése. Nem beszéltiink arrol, hogy a fotonpropagator
mértékfiiggése miatt milyen nehézségek adddnak, amikor a mérték vélasztasatol
fiiggetlen fizikai kdvetkeztetéseket akarunk kiolvasni belole. Az érdeklodé olvasét itt
az irodalomra utaljuk.
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26 Kvarkgluon-plazma

A kvarkgluon-plazma arnyékolasi tulajdonsagai és a plazmahullamok terjedési tu-
lajdonsagai ugyanazokkal a moddszerekkel vizsgalhaték, mint az elektron-pozitron
plazma esetén.

A kvarkgluon-plazma sztatikus teret modosité hatasat a

1 1

F(0,q—0) = gg2NT2 — Zg?NTq +.. (26.1)
3

G0,g—0) = =50’ NTq+... (26.2)

mennyiségek hatarozzak meg. (A kifejezések Feynman-mértékben vannak felirva.) F
a g° rendben mértékinvaridns, G azonban nem. Az F' mértékinvaridns hatarértékébol
azt olvassuk ki, hogy véges homérsékletli kvarkgluon-plazmaban is fellép sztatikus
arnyékoldas a szintoltések kozott. Az arnyékolasi hossz most is forditva aranyos a T
hémérséklettel.

A gluonpropagator mértékfiiggését figyelembe vevé gondos elemzés arra az
eredményre vezet, hogy a kvarkgluon-plazméaban is terjedhetnek hossztithullam lon-
gitudindlis és transzverzalis gluonhullamok. A megfelel6 diszperzids relaciok:

w2 (k) = w,%+§l§2+..., (26.3)
. 3.
wi(k) = w,%+gk2+.... (26.4)

A plazmafrekvencia most wy = $¢g°NT? A hosszhullimt plazmarezgések tehdt
még k = 0 hulldmszdm esetén is csak a T hémérséklettel aranyos véges energia
befektetésével nyerhetok. A csillapodasi tényez6 szintén aranyos a hémérséklettel:

2

9

A rovid hulldmhosszu longitudinélis plazmahullamok a kvarkgluon-plazmaban sem
tudnak terjedni. A rovid hullamt transzverzalis gluonhulldimok nem csillapodnak és
diszperzios relacidjuk:

2 2, 3 9

Ez a ’szabad’ gluonoknak megfelel6 diszperzids relaciotol csak kicsit tér el.
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A. Figgelék:
A csonkitott Green-fiiggvények

A T™ csonkitott Green-fiiggvényt az aldbbiak szerint szokds definidlni. Induljunk
ki a G (xy,...,m3,) Osszefiiggd Green-fiiggvénybdl, amely definiciéjat tekintve n
darab térmennyiség szorzatdnak varhatd értéke. fgy a dimenzidja [tomeg]”, ahol
D= > nid;, az Ossegzés a kiillonbozo tipusu terekre torténik, amelyek a szorzatban
fellépnek, n; az azonos tipusu tényezok szama, Y ; n; = n a Green-fiiggvény labainak
szama és d; az i-edik tipusu térmennyiség dimenzidja. Képezzik az Osszefiiggo
Green-fliggvény Fourier-transzformaltjat. Az energia és az impulzus megmaradésat
explicit modon figyelembe vessziik egy megfelelo Dirac-delta levalasztasaval:

é’g") (p1 - pn)0 D (o + .. 4 pp) = /ddxl o d2, G (24, ,xn)ei(p1x1+"'+p"$"),

(A.1)
ahol d a téridé dimenzidja. A fenti definicié értelmében:
dimG™ = —nd+ D +d. (A.2)
A T™ csonkitott Green-fiiggvényt a labak levalasztasaval képezziik:
™ (p,, ... ,pn)éff .. é[(ji = GM(p1,. .. pn)
(A.3)

Itt az ¢; index a kétpont Green-fliggvényekben azt jeloli, hogy azok milyen tipusu
térre vonatkoznak. Természetesen az i-edik tipusnak megfelelo kétpont Green-
fiiggvények n;-szer lépnek fel a szorzatban. A definiciobdl kovetkezoen a csonkitott
Green-fiiggvények dimenzidja:

D =dimI'™ = —nd+> nid;+d

(2

= —nd+D+d+2nd—2D —nd
= d—-D. (A.4)
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