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Matematika tanarom, Konya Istvan, az 6zdi Jézsef Attila Gimnéazium egykori
tanara emlékére.



ElO0szo6

Ez a magyar nyelvii oktatasi segédlet az [1] tankonyv alapjan késziilt. Nagyjabdl
koveti annak a felépitését, noha néhany témakorhoz tartozo fejezetet, amely sokkal
inkabb 6nallé tanulasra, semmint el6adédsszer(i ismertetésre alkalmas, athelyeztem a
figgelékbe. Megorlztem a lemméknak és a tételeknek az [1] tankonyvben hasznalt
sorszamozasat annak érdekében, hogy konnyen visszakereshetdek legyenek az eredeti
tankonyvben, ahol sokszor tovabbi részletek és irodalmi hivatkozasok is talalhatok.



Konvencio

Ebben az oktatasi segédanyagban mindvégig a (—.+, +, +) Lorentz-szignaturat hasznaljuk.



1. Bevezetés

1.1. A gravitacio

Az altalanos relativitaselmélet a gravitacio klasszikus elmélete, amely a gravitacios
kolesonhatést klasszikus, azaz nem kvantumfizikai kolesonhatasként kezeli. A gra-
vitacids kolecsonhatas a mindennapi életiinkben, mint a tomegvonzéasra vonatkozo
tapasztalat jelenik meg. Két pontszertinek tekinthetd, inerciarendszerben nyugvo
test, amelyek silyos tOomege m, és my, vonzza egymast. A tOmegvonzas
erdtorvényét Newton® gravitacids torvénye irja le: az 1-es test altal a 2-es testre
kifejtett ero

Mg1Mg2 12

Fe, = -G (1.1.1.)

2 )
s Ti2

ahol G = 6,67 - 10" m3kg~'s™2 a Newton-i gravitdciés dllandé és 7y = 7 — 7.
(A 3-dimenziés térbeli v vektorok hosszat v = |U]-vel jeloljiik.) Ez az eré min-
dig vonzé, és annak kovetkeztében 1ép fel, hogy a testek stlyos tomeggel rendel-
keznek. Jelenlegi tapasztalataink alapjan minden test rendelkezik silyos tomeg-
gel. Az Eotvos? -kisérletek bizonysdga szerint a testek stlyos mg és tehetetlen m
tomegének ardnya, mg/m univerzalis alland6, amelyre 1 adédik 107! pontosséggal,
ha a silyos tomeg egységét a tehetetlen tomeg egységével azonosnak valasztjuk.
Ezt a tapasztalatot a silyos és tehetetlen tomeg egyenértékiiségének ne-
vezziik, és meghatarozo szerepe van az dltalanos relativitdaselméletben. A gravitacios
kolesonhatés talan legkozvetlenebbiil tapasztalt megnyilvanuldsa a Fold felszinén a

nehézségi er6é, F' = m,g, amely a felszin kozelében elhelyezked6 mg stulyos tomegii
testre hat, ahol § a nehézségi gyorsulas, amelynek nagysaga kozelitleg g =9,81
ms~2. Szigorian véve azonban a § nehézségi gyorsulds a fold-felszin kiilonbozé
pontjainak kozelében, kiilonbozé magassagokban sem iranyat, sem nagysagat te-
kintve nem &llandé. Jeloljiik tehat a nehézségi gyorsulast a Fold felszine kozelében
talalhato tetszéleges P pontban g(P)-vel. Newton II. torvénye szerint a Fold felszine
kozelében a P pontban tartézkodd, szabadon es6 m tehetetlen tomegi test @ gyor-

suldsara
mad = msg(P) (1.1.2)

mozgasegyenlet all fenn. EbboI a stlyos és tehetetlen tomeg ekvivalencidjat, azaz az
ms = m azonossagot figyelembe véve, az adddik, hogy a szabadon esé test gyorsulasa
a nehézségi gyorsulas:

i = g(Pp). (1.1.3.)

Ebbol mindjart kovetkezik egy masik fontos megallapitdas. Képzeljiik el, hogy a sza-
badon eso részecskét gondolatban koriilveszi egy kicsiny ,,szekrényke”, amely maga
is szabadon esik §(P) gyorsulassal. A Fo6ldon nyugvé megfigyelo a részecskének a
szabadon eso szekrénykéhez képesti mozgasat a kovetkezoképpen értelmezi, ami-
kor a részecske a P-hez kozeli @) pontban tartézkodik: a részecskére az mg(Q)

Isir Isaac Newton, angol fizikus, 1643-1727.
2h4r6 Eotvos Lorand Agoston, magyar fizikus, 1848-1919.



nehézségi eré és a —ma = —mg(P) tehetetlenségi er6 hat, tgyhogy a részecske
mozgasegyenlete:

md = mg(Q) —mg(P). (1.1.4.)

Ha Q = P, akkor a részecske gyorsuldsa a szekrénykében zérus, @ = 0, ha Q csak
infinitezimalisan tér el P-t0l, akkor pedig a kiillonbség nem zérus, de még mindig jo
kozelitéssel zérusnak tekintheto. Ez nyilvan annal rosszabb kozelités, minél nagyobb
a P és () pontok tavolsaga. A szekrénykében nyugvé megfigyeld tehat a szekrénykét
inerciarendszernek latja. Az ekvivalencia-elv tehat maga utan vonja, hogy a szaba-
don es6 kicsiny méretii rendszerek lokalis inerciarendszerek. Ezt a gondolatsort azzal
fejezziik be, hogy a szekrénykében nyugvo megfigyelé nem tudja mérni sem kiilon a
nehézségi erot, sem pedig a tehetetlenségi erét. Egyedil azt tudja mérni, hogy ha
a részecske nem a P hanem a kozeli () pontban esik szabadon, akkor annak mek-
kora a szekrénykéhez képesti kicsiny @' gyorsuldsa. A lokélis inerciarendszerben (a
szekrénykében) nyugvé megfigyel6 tehat el tudja donteni, hogy a részecske inercialis
mozgast végez-e, vagy pedig attol mennyire eltéré mozgast. Arra a kovetkeztetésre
jutunk tehat, hogy nem érdemes kiilon gravitécids erérdl és tehetetlenségi erorol
beszélni, amelyek kiilon-kiilon nem figyelheték meg lokalisan. Ehelyett inkabb azt
kellene mondani, hogy a gravitacié meghatarozza lokédlisan, hogy milyen az inercialis
mozgas, és azt is, hogy két szomszédos, inercidlis mozgést végzo részecske egymashoz
képest hogyan gyorsul. Az dltalanos relativitaselmélet ezt a gondolatot bontja ki.

Térjiink azonban egyeldre vissza a gravitacio Newton-féle torvényéhez. A gra-
vitacios erd konzervativ, vagyis a potencialis energia

Mg1Ms2

U(Tlg) = —G

1.1.5.
- (1.1.5.)

torvényébol szarmaztathaté: Fo,y = —V,,U(r12). A newtoni gravitdcids torvény
hatdsdra mozgo testek energidja (kinetikus és potenciélis energidjuk Gsszege) meg-
marad. FEz lehetové teszi, hogy a gravitacids kolcsonhatéast, ami eredeti newto-
ni megfogalmazasiban tavolhatas (két egymdassal nem érintkez8 pontszerii test
kolcsonhatédsa) kozelhatasként értelmezziik. Ennek az az ara, hogy bevezetjiik
a fizikai mez6, a gravitacios mezo6 fogalmat. A kozelhatas gy valésul meg, hogy
az 1-es anyagi pont sulyos tomegénél fogva gravitaciés mezét kelt maga koriil, azaz
megvaltoztatja az lires geometriai teret,

ms1

o(r) = -G (1.1.6.)

r

gravitaciés potencialt hoz abban létre, amely csak az l-es anyagi ponttol mert
r = || tavolsagtol fiigg, és ezért gombsz1mmetr1kus Itt 7 az 1-es anyagi pontbdl,
mint origdbdl kifelé mutaté helyzetvektor. A 2-es anyagi pont ebben a gravitacis
mezoben helyezkedik el az 7 helyzetvektori pontban silyos tomegénél fogva tar-
tozkodasa helyén kolcsonhatasba 1ép a gravitacios mezovel, s ennek kovetkeztében
U(r) = mgo(r) potencidlis energiara tesz szert. Ugyanezt elmondhatjuk gy is,

hogy az 1-es részecske E () = —ﬁ(b(r) = —-G7 r - gravitacids tererossegmezot kelt,

és a 2-es anyagi pontra ez fejt ki annak 7 tartozkodas1 helyén F = mywE (r) =
—G ™2 T vonzo erdt.

Ha figyelembe vessziik az erChatasok fliggetlenségének elvét, azaz Newton
IV. torvényet, akkor a fentiek konnyen altalanosithaték kiterjedt testek gravitacids
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kolesonhatasara. Vizsgaljuk két kiterjedt test kolcsonhatasat, amelyek térben disz-
junkt tartomanyokat foglalnak el. Az 1-es kiterjedt testet jellemezze a p; (7)) (stlyos)
tomegsuriség. Ekkor a test altal a geometriai tér 7 pontjaban keltett gravitacios
mez6 a V) térfogati test egyes p(r)dV; tomegil, dV; térfogati infinitezimélis da-
rabkai altal keltett gravitdcios mezok linearis szuperpozicidja, azaz

o(F) = av, L7 (1.1.7.)

Vi |7 — 71|

s E(f) = V(i) = [,, dE, ahol dE az egyes darabkak éltal keltett térerssség

az 7 helyen. A 2-es test tOmegstirtisége legyen po(73) annak 75 helyzetii pontjaban.
Ekkor a V5 térfogati 2-es test potencidlis energidja az 1-es test terében

7)o (7
Ui, = /dem(Tz)Cb(?“z Z—G/ de/ d%w, (1.1.8.)
V2 V2 Vl

|7 — 71|

és a 2-es testre hato ered6 gravitacios ero

Fooq = /d\@m@)ﬁ(@). (1.1.9.)
Va

Altalémosan, ha a geometriai térben a gravitalé tomeg p(r) térfogati stiriisége
sztatikus, akkor ez

o) = —G/dV’ p(r) (1.1.10.)

|7 — 7|
gravitaciés potencialt kelt. Ha az anyag az origéban r%/ugvé m tomegli pontszeri

test, akkor p(7) = md(7) és visszakapjuk a potencidl ¢(r) = —Gm/r képletét, amely
az origot, mint szingularis pontot leszamitva, az egész térben kielégiti a

Ap =1720,(r?0,¢) =0, 1 #0 (1.1.11.)
Laplace3-egyenletet. Kénnyen beldthatjuk, hogy a szingularitdst helyesen a
Ap = 4ArGmd(T) (1.1.12.)

egyenlet megoldasa veszi figyelembe. (Integréljuk az egyenlet mindkét oldalat e —
0% sugari gomb térfogatara és haszndljuk fel a bal oldalon Gauss? tételét.) Ez

egyuttal azt is jelenti, hogy tetszéleges p(7) tomegeloszlas sztatikus gravitdcids po-
tencidlja a

Ap = 4rGp(F) (1.1.13.)

Poisson®-egyenletet elégiti ki. Ezzel osszefoglaltuk a newtoni gravitdciéra vonatkozd
alaposszefliggéseket.

3marquis Pierre-Simon de Laplace, francia matematikus, csillagész és fizikus, 1749-1827.

4Johann Carl Friedrich Gauss, német matematikus és fizikus, 1777-1855.
5Baron Siméon Denis Poisson, francia matematikus, m’erndk és fizikus, 1781-1840.
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A tapasztalatok alapjan azt mondhatjuk, hogy a Newton gravitaciés torvénye
lényegében sztatikus esetben a 1071 m (a proton sugara) és a 150 millié km (Fold-
Nap tévolsdg) méretek kozott, mintegy 26 nagysdgrendet atfogva nagy pontossdaggal
teljesiil. A csillagaszati megfigyelésekbol azonban arra kell kovetkeztetniink, hogy a
gravitaciés kolecsonhatas némileg eltér a newtoni gravitaciés torvénytol. Emlitsiink
meg néhdny fontos megfigyelést, ami a newtoni gravitdcios torvény korldtaira mutat
ra:

1. A newtoni fizika szembeotlé paradoxona sokaig az volt, hogy a newtoni gra-
vitacio alapjan nem lehetett megérteni pontosan a Merkir Nap-kozeli pont-
janak (a perihéliumnak) a vandorlasat (precesszi6jit), amely az 1697 és
1848 kozotti csillagaszati megfigyelések gondos analizise utan is eltért a new-
toni elméletbdl szamolttél. Erre az anomélidra csak az Einstein® altal kidol-
gozott, 1915-ben publikalt altaldnos relativitaselmélet adott valaszt.

2. A Nap gravitaciés vonzasanal fogva eltériti a tavoli csillagok fényét eredeti
iranyatol, ha a fénysugar a Nap korongja mellett elhaladva jut a foldi meg-
figyel6 szemébe. Ez a fénygorbiilés jelensége. A fényt nagysebességii
részecske mozgdsanak tekintve Soldner” hatdrozta meg elészor (1804) a fény-
sugdr iranyanak eltériilését a newtoni gravitacié alapjan. Soldner eredménye
fele az 1919 és 1973 kozott egyre nagyobb pontossidggal ténylegesen megfigyelt
értéknek, amelyet az altalanos relativitaselmélet alapjan lehet értelmezni, és
ami igazolja Einstein 1911-es szamitdsanak eredményét.

3. Perlmutter®, Riess?, Schmidt!? és tarsainak 1998-as megfigyelései 6ta tudjuk,
hogy a lathato Vilagegyetemiink gyorsulva tagul. Ennek valészintisithet6 oka,
hogy a gravitacios kolesonhatéds a ma lathaté Vildgegyetem méretskéldjén (46
millidrd fényévar 4,6 - 101 - 9,46 - 10" m ~ 4,4 - 10" m ~ 4,6 - 10'!/3, 26 pc
~1,4-10" pc) taszité. Az dltaldnos relativitdselméleten alapulé kozmoldgiai

modell erre is adhat magyarazatot, ha az igynevezett kozmoldgiai allandé
nem zérus.

4. Newton gravitacios torvényének egyik érvényességi hatara abbdl szarmazik,
hogy sztatikus kolcsonhatas alapjan nyertiik ki a tapasztalatokbdl, vagy lega-
1abb is olyan esetekbdl, amikor a testek a vakuumbeli fénysebességhez képest
kis sebességgel mozognak. A specidlis relativitdselméletben megtanultuk, hogy
a fizikai mez6k nem alternativ szemléletet jelentenek, hanem valdsagos fizi-
kai tulajdonsdgokkal (energidval, impulzussal és impulzusmomentummal) fel-
ruhazott objektumok. Ez lényegében annak a kévetkezménye, hogy benniik
a valtozasok, a zavarok véges sebességgel terjednek, nem pedig végtelen se-
bességgel. Ennek szép klasszikus példaja az elektromagneses mezo, amelyben
a vdkuumbeli fénysebességgel, ¢ = 299792458 m /s~ 3 - 10® m/s terjednek az
elektromagneses hullamok. Bar a specidlis relativitaselmélet nem foglalkozik a
gravitaciés kolesonhatas leirasaval, sejtetni engedi a fizikai mez6rol kialakitott
szemlélete, hogy a gravitaciés kolecsonhatas mozgd testek kozott nem egyezhet
meg pontosan a newtoni gravitacios torvénybol adodo kolesonhatédssal. A tes-
tek relativ tavolsdganak megvaltozasa nem jelentkezhet pillanatszertien, azaz

6 Albert Einstein, német fizikus, 1879-1955

"Johann Georg von Soldner, német fizikus, matematikus és csillagdsz, 1776-1833
8Saul Perlmutter, amerikai asztrofizikus, 1959-

9Adam Guy Riess, amerikai asztrofizikus, 1969-

10Brian Paul Schmidt, ausztral asztrofizikus, 1967
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azonnal a koztiik levé er6hatasban, hanem csak valamilyen idobeli késleltetéssel,
amelyet a gravitaciés mezoben a forrasként szolgald testek elmozdulasa éaltal
keltett zavar terjedésének sebessége kell, hogy meghatarozzon.

Binaris rendszerek megfigyelésébdl kozvetett bizonyitékunk van arra, hogy
azok gravitdcidsan sugaroznak. Az elsd ilyen felfedezés 1974-ben a Hulse!!-
Taylor!2-féle bindris pulzar (PSR B1913+16) megfigyelése volt. A binaris rend-
szer egyik tagja pulzar, amely, mint természetes ora, lehetové teszi a keringési
id6 valtozasanak pontos mérését. A keringési id0 csokkenésébdl arra lehetett
kovetkeztetni, hogy a bindris rendszer tagjai a rendszer tomegkozéppontja felé
esnek, mikozben egymas koriil keringenek, s ekozben energiat sugaroznak ki
gravitaciés hullamok alakjaban. A jelenséget az altalanos relativitaselmélet
alapjan sikeriilt kvantitativ médon is pontosan magyardazni. A gravitacids
sugarzas, a gravitacios hullamok létezése szintén tulmutat a newtoni gra-
vitacion, viszont természetes magyarazatot nyer az altalanos relativitaselmé-
letben. A gravitaciés sugarzas kozvetlen kisérleti megfigyelése még sokaig
varatott magara, de végiil 2016-ban a LIGO és a Virgo Tudoméanyos Kolla-
boréacié bejelentette, hogy eldszor sikeriilt gravitdaciés hullamokat kozvetleniil
detektalniuk. A gravitacios sugarzas két feketelyukbol allé binaris rendszertol
szarmaztak, amelyek egymasba zuhantak és oOsszeolvadtak. Az elsé megfi-
gyelést rovidesen tovabbi gravitacios forrasok megfigyelése kovette. 2017-ben
Weiss'®, Thorne'* és Barish'® fizikai Nobel-dijban részesiiltek a gravitdcios
hullamok detektalasaban jatszott szerepiikért. A gravitacios hullamok létezése
alatamasztja az altalanos relativitaselmélet szemléletét, miszerint a gravitacié
fizikai mezo.

5. Newton gravitacids torvényének tovabbi korlatja, hogy olyan esetek megfi-
gyelésén alapszik, amikor a gravitaciés mezo gyenge. Ma mar tudjuk, hogy
nem extrapolalhaté olyan esetekre, mint a Vilagegyetem korai szakaszaban,
vagy a feketelyukak felszine kozelében uralkodd eros gravitacids mezo leirasa.

A newtoni gravitacié alapjan meghatarozhatjuk egy M tomegi test potencialis
energiajat a sajatmaga altal keltett gravitaciés mezoben. Ebbdl kidertl, hogy
az M tomegl pontszerl test sajat energiaja végtelennek adédik. Az dltalanos
realtivitaselméletben hasonlé szingularitas jelenik meg. Ha egy gdmbszim-
metrikus, M tomegi test a gravitaciés vonzas hatasara teljesen Osszeomlik,
azaz gravitdciés kollapszust szenved, akkor a Schwarzschild!®-sugdrnak meg-
felel6 méret feketelyuk keletkezik, amely a kiilso, tavoli megfigyel6 szamara
eltakarja a centrumban talalhaté szingularitast, ahova minden a feketelyukba
belép6 anyag végiil véges sajatidé alatt bezuhan. Csillagaszati megfigyelések
kozvetett modon igazoljék feketelyukak 1étezését.

A fenti korlatokon az altalanos relativitas elmélete tullép, kivéve a szingula-
ritdsok problematikajat. Szamos olyan tapasztalati jelenség van, mint pl. a Merkur
perihélium mozgéasa, a fénysugar gorbiilése a Nap kozelében, a gravitacios lencse-
effektus, a gravitacios voroseltolodas, a gravitacios sugarzas, stb., ami az altalanos
relativitaselmélet keretében nyer magyarazatot. Az altalanos relativitaselmélet azon-
ban egy alapveto szemléletvaltast jelent a gravitaciorol alkotott elképzelésiinkben.

HRussell Alan Hulse, amerikai fizikus, 1950-

12Joseph Hooton Taylor Jr., amerikai asztrofizikus, 1941-
13Rainer Weiss, ameriaki fizikus, 1932-

14Kip Stephen Thorne, amerikai fizikus, 1940-

5Barry Barish, amerikai fizikus, 1936-

16Karl Schwarzschild, német fizikus és csillagész, 1873-1916.
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A newtoni mechanika szemlélete szerint a fizikai torténések az eleve adott térben
és idében mennek végbe. A specidlis relativitaselmélet ugyan viszonylagossa teszi
a térbeliség és az idObeliség fogalmat, de tovabbra is azt mondja, hogy a fizikai
torténések egy eleve adott geometriai hattéren, a téridoben mennek véghbe. A tér
és id6 a newtoni mechanikaban, avagy a téridé a specidlis relativitaselméletben
passziv szinpad szerepét tolti be, amelynek geometriajat a fizikai torténések nem
befolyasoljak. Ezzel szemben az dltalanos relativitaselmélet arra az allaspontra he-
lyezkedik, hogy a téridé geometriai viszonyait maguk a fizikai torténések alakitjék ki,
azaz az anyag mozgasa hatarozza meg, és ezért a térido geometridja éppen annyira
dinamikai, mint az anyag viselkedése. A gravitacié tobbé nem fizikai mezéként je-
lenik meg, hanem a térido geometridjaként, amelyet az anyag gravitacids hatasanal
fogva tud alakitani, meghatarozni.

Az altalanos relativitaselmélet klasszikus fizikai elmélet, ami egyuttal érvényes-
ségi hatart is jelent szamara. A feketelyukakban vagy a Vilagegyetem korai, a Nagy
Bumm-ot koveto szakaszaban uralkodd gravitacidés mezé annyira erds, hogy a mezo
gravitaciés energiastirlisége 0sszemérhetd az anyag zérusponti kvantumfluktudciéibol
adodé kinetikus energiastriségével. Ekkor varhatd, hogy a gravitaciés effektusok
mellett a kvantumfizikai effektusok is jelentés szerepet jatszanak, ami tulmutat az
altalanos relativitaselmélet keretein.

1.2. A newtoni mechanika és a specialis relativitaselmélet a
tér és ido fogalmardl

A térrol és idorol alkotott fogalmaink folyamatosan valtoztak, szdmos kordbbi elkép-
zeléstink ezekrol a fogalmakrol a specialis relativitaselmélet szerint helytelennek bizo-
nyult, majd az altalanos relativitaselméletben még gyokeresebben megvaltozott. Az
altalanos relativitas elmélete el6tti fizikai vilagképtink szerint minden fizikai torténés,
folyamat elemi események egymasutanjaként foghato fel, amelyek definicié szerint
pontszertieknek (azaz térbeli kiterjedés nélkiilieknek) és pillanatszertieknek tekint-
het6k. Az elemi események folytonos ponthalmazt alkotnak (pontosabb matematikai
megjeloléssel sokasigot), amelyet téridének neveziink. A téridében minden elemi
esemény (vagy legalabbis minden elemi esemény egy tetsz6leges masik elemi esemény
kicsiny kornyezeteben) 4 adattal, azaz 4 koordindtaval jellemezheté barmely meg-
figyel6 szamara: 3 térkoordinataval és egy id6adattal. A térid6é tehat 4-dimenzids
folytonos sokasag. Az altalanos relativitas elmélete el6tti fizikaban a térido-sokasag
nem fizikai objektum, hanem eleve adott hattér, amely jol definialt geometridval ren-
delkezik, és amelyen a fizikai objektumok kozotti torténések végbemennek anélkiil,
hogy azok barmilyen kihatassal lennének a téridé geometridjara. Az altalanos rela-
tivitaselméletben a téridordl alkotott fogalmunk gyokeresen megvaltozik: egyrészt
a téridét a mozgd anyag hozza létre, tehat a térido-sokasdg dinamikai objektum,
amely magaval a gravitaciéos mezdvel azonosithatd; masrészt a téridé pontjai el-
veszitik fizikai tartalmukat, az elemi események a fizikai objektumok koincidencidi,
ezek hordoznak fizikai tartalmat, mint példaul két részecske talalkozasa, vagy két
fizikai mez6 lokdlisan megfigyelt (tehdt) dsszetartozd értékei.

A newtoni mechanika a téridét tovabbi szerkezettel ruhazza fel. TetszOleges
p elemi eseményhez képest a tobbi ¢ esemény a kovetkezOképpen osztalyozhato.
(1) Vannak azok a ¢ elemi események, amelyekre az igaz, hogy semmilyen meg-
figyel6 vagy anyagi pont nem lehet jelen mindkét (p és ¢) eseménynél. (2) Van-
nak azok a ¢ események, amelyekbe egy megfigyel6 vagy anyagi pont el tud jutni
p-bél, ezek a p-hez képest jovébeli események. (3) Vannak azok a ¢ események,
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1. 4bra. A newtoni mechanika térid6é-szerkezetének sematikus szemléltetése

amelyekbdl egy anyagi pont vagy megfigyel6 el tud jutni p-be, ezek a p-hez képest
multbeli események. Az eseményeknek ez az osztalyozdsa lényegében nemcsak a
téridé geometriai szerkezetének, hanem kauzalis szerkezetének is az alapja. Az
(1) tipustu q eseményekkel p nem lehet ok-okozati, vagyis kauzdlis kapcsolatban,
a (2) tipusi ¢ események lehetnek a p esemény kovetkezményei; a (3) tipusu g
események lehetnek a p esemény okai. A newtoni mechanika szerint az (1) tulaj-
donsagu események p-vel egyidejliek, és egy 3-dimenzios sokasagot alkotnak, amely
kifesziti a geometriai teret. Az egyidejliség vonatkoztatasi rendszertol fiiggetlen tény.
Olyan ekvivalencia relaciét jelent a téridé pontjainak halmazan, amely szerint az
események egyidejii események ekvivalencia osztalyaiba sorolhatok. Az egyes ekvi-
valencia osztalyok pedig folytonos idéparaméterrel jelélhetok meg, amely konvencio
szerint monoton novekszik aszerint, ahogy haladunk valamely ekivalencia-osztaly
felol az ahhoz képest jovébeli ekvivalenca-osztaly felé.

A térido fenti szerkezete, ami az események tetszoleges p elemi eseményhez
képesti (1), (2), (3) tulajdonsagu halmazokba térténé besorolasat illeti, érvényes
marad a specidlis relativitdselméletben is. Nem érvényes azonban, hogy az (1)
tulajdonsagu események 3-dimenzids sokasagot alkotnanak, és hogy azokat egy-
idejieknek tekinthetné barmely megfigyel6. Az (1) tulajdonsagu események tovabb
osztalyozhatok: (la) Vannak azok a ¢ pontok, amelyek a p-hez képest jovobeli
események halmazédnak hataran helyezkednek el. Ezeket p-bol indulé anyagi pont
nem érheti el, viszont elérheti p-bdl induld fénysugar. Ezek alkotjat a p-hez tartozéd
jovobeli fénykupot, ami egy 3-dimenzids sokasdg. (1b) Hasonléan értelmezhetjiik a
p-hez tartoz6 multbeli fénykupot. (1c) Végiil vannak azok a ¢ pontok, amelyek (1)
tulajdonsaguak és nincsenek rajta sem a p-hez tartozé jévﬁbeli, sem a p-hez tartozo
multbeli fenykupon Ezeket a pontokat p-hez képest térszertien elvalasztottaknak
nevezziik, és ezek 4-dimenzi6s sokaségot képeznek. Megjegyezziik, hogy a fénykipon
és a fenykupon beliil elhelyezkedé pontokat szokas rendre p-hez képest fényszertien,
és idGszertien elvélasztott pontoknak nevezni. A téridé itt leirt szerkezete barmely
megfigyeld szamara azonos, abszolut érvényl. Az, hogy a téridé geometriai szerke-
zete kulonbozik a newtoni mechanikdban megszokottol, annak tulajdonithato, hogy
nincsen abszolit egyidejliség, mint vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen fogalom.
Természetesen barmely megfigyelé definialhatja az egyidejii események halmazat,
ami tovabbra is 3-dimenzios sokasig. Az egyidejii események halmaza azonban
fliggeni fog attél, hogy hogyan mozog az adott megfigyeld, aki az egyidejiiséget
definidlja. Az egyidejiség fogalmanak relativizalasa okozta talan a legdramaibb
valtozast a fizikusok téridordl alkotott szemléletében, amikor bebizonyosodott, hogy
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2. dbra. A specialis relativitaselmélet téridé-szerkezetének sematikus szemléltetése

a specialis relativitaselmélet a tagabb érvényességi korli helyes fizikai elmélet, és
a newtoni fizika csak ennek jo kozelitése akkor, ha a mozgd testek sebessége a
vakuumbeli fénysebességhez képest kicsiny.

A specidlis relativitdselmélet (és a newtoni mechanika) szerint kitiintett sze-
repiik van az inercidlis, azaz nem gyorsulé mozgast végzo testeknek. Ezek olyan
mozgd testek, amelyekre nem hatnak kiilsé er6k. A tehetetlenségi mozgast végzo
testhez, ill. megfigyelohoz rogzithetiink gondolatban egy tavolsagmérésre szolgald
vonalzokbdl (standard hosszisagméré eszkoz) &ll6 merev rendszert, amelynek geo-

metrigjat euklideszinek feltételezziik. Ennek pontjait (z,y, z) Descartes'”-koordina-
takkal jelolhetjiik meg. Végiil a merev rendszer minden pontjdban nyugvé érakat
(standard idéméré eszkoz) helyeziink el. Utébbiakat szimmetrikus eljardssal szinkro-
nizaljuk, megkovetelve, hogy barmely két szinkronizalni kivant éra esetén a koztiik
féluton elhelyezkedd megfigyel6 altal kiildott fényjel mindkét 6rahoz azonos éramuta-
toallasnal érkezzen meg. Itt kihasznaljuk, hogy vakuumban a fénysebesség nagysdga
minden megfigyel6 szdmara minden irdnyban azonos (a newtoni mechanikédban vég-
telen, a specidlis relativitdselméletben c¢). A szinkronizdlds a téridé bonyolultabb
kauzalis szerkezete miatt a specialis relativitdselméletben nem trivialis. Végiil a
megfigyel6 magaval hordozhatja ezt a nyugvd szinkronizalt érakkal ellatott merev
rendszert nem forgé médon. Ekkor a téridé minden p eseményét el tudja latni
az (x,y,z) térkoordindtakkal és az 6rajan (a merev rendszer szinkronizélt dérain)

leolvasott ¢t mutatéallassal: p < (¢, z,y,2). lgy globdlis inercidlis vonatkoz-
tatasi rendszert, ill. koordinatarendszert értelmeztiink. Végiil 6sszehasonlithatjuk
a téridé pontjainak koordinatait kiilonbozé inercidlis vonatkoztatasi rendszerek-
ben. A newtoni mechanikdban a kapcsolatot a Galilei'®-transzformaci6 irja le. Le-
gyen O az egyik megfigyeld, aki a p eseményt a (¢,x,y,z) koordindtédkkal jeloli
meg. Legyen tovdbba O egy masik megfigyeld, akinek O-val torténé talalkozasa
at =x =1y = z = 0 esemény, és aki O-hoz képest az z-iranyban v allandé
sebességgel mozog. Ekkor az O’-hoz rogzitett inerciarendszerben a p esemény koor-
dinatéi t' = t, ' =x —vt, y =y, 2/ = z. A specidlis relativitdselméletben ezt a

"René Descartes (Renatus Cartesius), francia filozéfus, matematikus és természettudés, 1596-
1650.
18Galileo Galilei, olasz fizikus, csillagdsz, matematikus, természettudds, 1564-1642
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kapcsolatot a Lorentz!%-transzformdcié irja le:

== =" =y =2 (1.2.1.)

A fenti transzformaciokkal kapcsolatban azonban fontos tudatositanunk, hogy

a specidlis relativitdselméletben (és a newtoni mechanikdban) nincsen kitiintetett
1ner01arendszer hanem minden inerciarendszer egyenértékii. Ezért az egyik vagy
mésik inercialis megfigyeld altal az elemi eseményekhez (azonos eljarassal) ren-
delt koordinatak fiiggenek a megfigyel6tol, nem abszolit jellegiiek. Nem jellem-
zik megfigyelotol, azaz vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlentil a téridé geometriai
és kauzalis szerkezetét. Jogos tehat az a kérdés, hogy melyek a téridé geometri-
ai szerkezetének vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen jellemzdi, és azokat hogyan
lehet kifejezni a globdlis inercialis koordinatakkal. A newtoni mechanikaban az
egyediili ilyen mennyiségek a kovetkezok: (1) két esemény kozott eltelt At id6; (2)

két egyidejil esemény térbeli tavolsiga Al = \/(Az)2 + (Ay)? + (Az)2. Ezeket és
csak ezeket taldlja barmely inercialis megfigyel6 azonosaknak. FEz megfelel annak,
hogy a térido egyidejii események 3-dimenzids sokasagaival rétegezheto, az egyes
rétegek megjelolhetok egy t vilagidovel, és valamely t = ¢, idokoordinatdja rétegen
értelmezett térbeli koordinatarendszer atemelheté a tobbi rétegre.

A specidlis relativitdselméletben sem az idOtartamok, sem a valamely megfi-
gyel altal egyidejiinek észlelt események térbeli tavolsaga nem fliggetlen a vonatkoz-
tatasi rendszertol. A térido egyetlen vonatkoztatasi rendszertél fiiggetlen jellemzoje:

T o= (AP + L[(An? 4 (Mg + (M) (1.2.2.)

C

A globdlis inerciarendszerek kozti osszes lehetséges transzformaciok a Poincaré?’-

transzforméciok. Ezek olyan (inhomogén) linedris transzforméciok, amelyek az [
mennyiséget invaridnsan hagyjék. (A Poincaré-transzforméciok a térbeli eltolasokat,
az id6beli eltolasokat és a Lorentz-transzforméciékat foglaljdk magukba.) Az [
invaridns jellegzetessége, hogy (At)? elbjele negativ. Ha pozitiv lenne, akkor c*I
a lapos (nem gorbiilt) euklideszi tévolsdgnégyzet kifejezése lenne egy 4-dimenzids
térben. A negativ elGjel miatt a specidlis relativitaselmélet szerint a téridé nem

euklideszi metrik4ji, hanem Lorentz-metrikdji, tgynevezett Minkowski?!-tér. A
metrika pontosabb fogalmaval késébb ismerkediink meg. Az invarians ,,tavolsag-
négyzet” kifejezésében szerepldé (—,+,+,+) el6jeleket szignatiranak nevezziik. A

Minkowski-téridé lapos (nem gorbiilt), a tehetetlenségi mozgést végzé anyagi pontok
vildgvonalai pedig egyenesek.

Megjegyzés: Mindez természetesen nem mond ellent annak, hogy a Minkowski-
téridében a fentebb bevezetett inercidlis (t,z,y,z) koordindtdk helyett hasznalhatunk

gorbiilt koordinatarendszert, mint pl. az egyenletesen gyorsulé megfigyel6 dltal definialt
Rindler??-koordinatakat (amelyekrél késébb tesziink emlitést).

9Hendrik Antoon Lorentz, holland fizikus, 1853-1928

20 Jules Henri Poincaré, francia matematikus, fizikus, filoz6fus, 1854-1912
21Hermann Minkowski, német matematikus, 1864-1909.

22Wolfgang Rindler, osztrak fizikus, 1924- .
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1.3. Az altalanos relativitaselmélet elvi alapjai

Mint azt fentebb mar emlitettiik, a gravitacio Newton-féle torvénye feltételezi, hogy
az egyik test pillanatszertien fejti ki gravitacios hatasat a masikra. Ez nem egyez-
tethetO Ossze a specidlis relativitaselmélettel, amely szerint minden fizikai hatas
véges sebességgel terjed. Lehetne azonban arra gondolni, hogy a gravitacios torvény
altalanosithaté olyan moédon, hogy figyelembe vegye a kolcsonhatds retardaltsagat.
Einstein azonban nem ezen az uton indult el, amikor megalkotta a gravitacio elmé-
letét.

Mi indithatta arra, hogy mas tuton keresse a gravitacio leirasat? Az egyik
inditék az ekvivalencia elve, amely szerint minden test ala van vetve a gra-
vitaciénak és azonos moédon esik szabadon gravitacios mezében, mint azt mar Ga-
lilei is megfigyelte. Ez annak a kévetkezménye, hogy a testek silyos és tehetetlen
tomegének hanyadosa univerzalis allandd, mint azt az Eotvos-kisérlet bizonyitja. A
szabadesés fliggetlen tehat a szabadon eso test tulajdonsagaitél. Ezért a szabadon
esO testek vilagvonalai kitiintetett gorbék a téridoben, amelyek szintén fliggetlenek
a szabadon esé test tulajdonsagaitol. Fz veti fel annak a lehet6ségét, hogy a gra-
vitaciés mez6 tulajdonsagait magaval a téridé szerkezetével hozzuk kozvetlen kap-
csolatba. A specidlis relativitdselmélet szerint a tehetetlenségi mozgést végzo testek
vildgvonalai a Minkowski-térido geodetikusai, és ezek alkotjak a térido szerkezetét
jellemzo6 kitlintetett gorbesereget. Ez sejteti, hogy a szabadon esé testek vildgvonalai
lehetnek altalaban (gravitdcié jelenlétében) a térid6 geodetikusai, a téridé geomet-
ridja azonban dltaldban nem Minkowski-metrikdval jellemezhetd, amely lapos (nem
gorbiilt) sokasdgot hatédroz meg, hanem valamilyen gorbiilt sokasigot leiré met-
rikéval.

Masik inditékul szolgalhattak a Mach??-elv néven osszefoglalhaté gondolatok.
A newtoni mechanika és a specidlis relativitaselmélet szerint is a téridé szerkezete
egyszer s mindenkorra adott és fiiggetlen attol, hogy jelen van-e anyag és az hogyan
mozog. Példaul az is fiiggetlen a Vilagegyetemben jelenlevé anyagtdl, hogy mit
jelent a nem gyorsulé (a tehetetlenségi) mozgds és a nem forgd mozgas. Mach és
tobb mas fizikus ezt nem talalta kielégitének. Azt a sejtést fogalmaztak meg, hogy
a Vilagegyetemben levd Osszes anyagnak kell azt befolyasolnia, meghatéroznia, hogy
lokalisan mit nevezhetiink nem gyorsulo, ill. nem forgé mozgasnak, tovabba, hogy
ezeknek a fogalmaknak anyag nélkiili Vilagegyetemben egyaltalan nincs is jelentésiik.
Einstein annyit mindenképpen figyelembe vett ezekbdl a gondolatokbdl, hogy olyan
lefrasat kereste a gravitacionak, amikor az anyag jelenléte dontéen befolyasolja a
térido szerkezetét.

A gravitacié Einstein altal kidolgozott elméletében, az altalanos relativitas-
elméletben a térido szerkezete maga is éppen annyira dinamikai, mint az anyag.
A téridének a megfigyel6ktol fiiggetlen szerkezetét ugyaniugy a metrika irja le, mint

23Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach, cseh-osztrak fizikus és filozéfus, 1838-1916
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a specidlis relativitaselméletben. Ez a metrika azonban nem a lapos (nem gorbiilt)
sokasag Minkowski-féle metrikdja, hanem &altalaban gorbiilettel rendelkezo sokasag
metrikaja. A térid6 gorbiilete, azaz az eltérés a nem gorbiilt téridotol, hivatott
a gravitacio lefrasara. Az FEinstein altal posztuldlt egyenlet értelmében a téridé
gorbiilete az anyag energiaimpulzus-tenzoraval van kapcsolatban. fgy a térido szer-
kezete, ill. az azt meghatarozé metrika szoros kapcsolatban all a Vilagegyetemben
talalhaté anyaggal. Azéta szamos kisérleti bizonyiték tamasztja ald az dltalanos
relativitaselméletet.
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2. Differencialhato sokasagok, tenzorok

2.1. Sokasagok fogalma

Amikor a térido szerkezetét akarjuk feltérképezni, akkor két fontos szempont vezérel.
Egyrészt nem akarunk eleve feltételezni semmit a téridd globdlis szerkezetérdl, ha-
nem a téridét csak lokalisan, minden egyes pontja kérnyezetében szeretnénk koor-
dinatazni. Masrészt, a téridének, mint ponthalmaznak a strukturajat a sokasag belso
tulajdonsdgaiként akarjuk definidlni, mert jelenlegi ismereteink szerint a 4-dimenzids
téridé nincsen beagyazva valamely magasabb dimenziés térbe.

A sokasdg olyan M halmaz, amely lokalisan olyan, mint R™ nyilt halmaza, és
ilyen lokalis tartomanyokbdl ,,siman” van Osszevarrva. Pontosabban:

Definicié: Sokasdg: az M halmazt az azon O, részhalmazainak {O,} egyiit-
tesével egylitt nevezziik sokasagnak, amelyek a kovetkezo tulajdonsagoknak tesznek
eleget:

1. Vp € M ponthoz taldlhaté olyan «, hogy p € O,, vagyis az O, részhalmazok
lefedik M-et;

2. Ya-hoz létezik olyan v, : O, — U, C R" leképezés, amely kolcsondsen
egyértelmiien képezi le O,-t az R™ egy U, nyilt részhalmazara, vagyis a so-
kasag barmely pontjanak kornyezete olyan, mint R™ egy nyilt halmaza;

3. Ha O, és Op barmely két olyan részhalmaza az {O,} lefedésnek, hogy O, N
Op # 0, és g : Of — U, CR"™ és 95 : Og — Uz C R™, akkor tekinthetjik a
Vo1t leképezést, amely 1,(0,NOg) C U, C R™t képezi le 15(0,NOg) C
Uz C R™ra. Ekkor megkéveteljiik, hogy 1, (O, N Op) és 1¥5(0, N Op) nyilt
halmazok legyenek, és 5 o ¢!, mint R"-bél R™-be torténd leképezés, C™
tipusu, azaz végtelen sokszor differencidlhaté legyen. Ez a tulajdonsag fejezi
ki, hogy a lokélis leképezések simén vannak dsszevarrva. (A o jel a leképezések
kompozicidjat, azaz egymds utani végrehajtasat jelenti.)

Erdemes emlékeztetni rd, hogy R"-ben az r sugard, = (2!, ..., 2") kozépponti

nyilt gdmb azon y pontok halmaza, amelyekre |z — y| = \/Zzzl(x“ —yr)? <
r. Az U, nyilt halmazok olyan részhalmazai R"-nek, amelyek ilyen nyilt gémbok
egyesitéseként éllithatok el6. Az egyes 1, leképezéseket lokalis térképeknek,
vagy lokdalis koordinatarendszereknek szoktak nevezni, ezek szinonim fogal-
mak. Fel szokds tételezni, hogy {O,} és {1} maximadlis, azaz a sokasig-fogalom
tartalmazza az Osszes lehetséges lokalis koordinatarendszert, amely eleget tesz a
fenti tulajdonsagoknak. A sokasdg topoldgikus térré tehetd, amikoris az O, halma-
zok jatsszak a nyilt halmazok szerepét és a 1, lokalis térképektdl megkoveteljiik,
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3. abra. A sokasdgot lefed6 lokdlis térképek sima Osszevarrdsanak személtetése.

hogy homeomorfizmusok legyenek. Tovabbiakban csak olyan sokasiagokrol lesz szo,
amelyek, mint topoldgikus terek Hausdorff?*-tipustiak és parakompaktak.

Fontos még annak az eldontése, hogy mely sokasagok strukturdja azonos. Eh-
hez értelmezziik a diffeomorfizmusokat. Azon sokasiagok strukturaja azonos, amelyek
diffeomorfizmus révén képezhetdk le egymasra. Az ilyen sokasdgokat diffeomorfak-
nak nevezziik.

Definicié: Diffeomorfizmus: az M sokasdgnak M’ sokasagra torténd f :
M — M’ leképezését diffeomorfizmusnak nevezziik, ha kolcsonosen egyértelmil, |-
ra” torténo leképezés, amelynek 1étezik inverze és az C*°. Azon, hogy f C*, azt
értjiik, hogy ha M az {O,, .}, az M' pedig az {Oj,1j} lokélis térképekkel van
lefedve, akkor barmely o és (3 esetén az a ;o f o Y1 leképezés C™°, amelyik
Us C R"-et leképezi U C R™-be.

2.2. Erint6terek és érintévektorok

A newtoni mechanika szerint a 3-dimenzids térben a véges elmozdulasok a vek-
torosszeadas szabdlyai szerint Osszeadhatdk, tovabba szammal szorozhatok, azaz
nytjthaték és zsugorithatok. Mas szoval a newtoni mechanika 3-dimenzids te-
re egy 3-dimenziés linearis vektortér. Hasonldéan a Minkowski-téridé 4-esvektorok

24Felix Hausdorff, német matematikus, 1868-1942.
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4. abra. Az M sokasdgot az M’ sokasagra leképez6 f diffeomorfizmus személtetése.

linearis vektortere. A téridonek ez a szerkezete azonban nincsen meg, ha gorbiilt.
Példaul egy gomb feliiletén nincsen értelme annak, hogy hogyan lehet a feliilet egyik
pontjahoz a masikat gy ,,hozzaadni”, hogy a feliilet egy harmadik pontjat kapjuk
eredményiil. Ugyanakkor lokalisan a gorbiilt feliillet minden pontja kicsiny kornye-
zetében értelmezhetjiik az infinitezimalis eltolasok Osszeadésat és szamszorosat. Ha
a gorbiilt tér egy magasabb dimenzids térbe beagyazott feliilet lenne, akkor minden
pontban érinté hipersikot képzelhetnénk el, s ennek a vektoraival azonositanank
az infinitezimélis eltolasokat. Mivel legjobb tuddsunk szerint a téridé nincsen be-
agyazva ilyen mddon, azért a vektorok fogalmat a sokasdgok szerkezetének belsd
tulajdonsagaira alapozva, kiilsé bedgyazo térre torténé hivatkozas nélkil kell értel-
mezni.

A vektorok definiciéjat az motivalja, hogy R™-ben a vektoroknak kolcsondsen
egyértelmiien irdnymenti derivaltak feleltetheték meg: a v = (v!,...,v") vektornak
a . v"(0/0x") irdnymenti derivalt, és forditva. Az irdnymenti derivalt az R"-en
értelmezett skalarmezokon van értelmezve, és meghatarozza a mezo6 infinitezimalis
megvaltozasat egy olyan gorbe mentén, amelynek érintGje v. A sokasag tetszdleges
pontjaban az érintévektorokat ennek mintdjara definialjuk.

Definicié: Erintévektor. Legyen M sokasag, p a sokasdg tetszoleges pontja
és F azon f C'*°-fliggvények halmaza, amelyek M-bol R-be képeznek le. Ekkor a p
pontbeli v érintévektort azzal a v : F — R leképezéssel definialjuk, amely linedris,
azaz amelyre v(af + bg) = av(f) + bv(g), Ya,b € R, Vf, g € F, és amelyre érvényes
a Leibnitz?®-szabdly, azaz v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Kovetkezmény: Ha h € F konstans fiiggvény, azaz h(q) = ¢ =const.# 0
Vq € M, akkor v(h) = 0. Valéban, a Leibnitz-szabély miatt ekkor v(h?) = 2hv(h) =
2cv(h), masrészt a linearitds miatt v(h?) = v(ch) = cv(h), dgyhogy 2cv(h) = cv(h),
azaz v(h) = 0 adédik.

B Gottfried Wilhelm Leibnitz (vagy Leibniz), német matematikus, 1646-1716
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A p € M pontban értelmezett v vektorok Gsszessége egy V, linearis vektorteret
alkot a (v; + v2)(f) = vi(f) + vo(f) Osszeaddsra és az (av)(f) = av(f) szdmmal
torténd szorzasra nézve. Ez a sokasag érintotere p-ben.

2.2.1 tétel: Ha M n-dimenzids sokasag és a p € M pontban az érintStere V),
akkor dimV,, = n.

Valéban meg lehet mutatni, hogy V,-ben értelmezhetd pontosan n darab linea-
risan fiiggetlen vektorbol allé vektorrendszer, amely kifesziti V,,-t. Egy ilyen bazishoz
a kovetkezéképpen jutunk. Legyen p € O és ¢ : O — U C R” lokalis térkép.
Legyenek tovdbba R™-ben a koordinatdk x = (z!,...,z"). Definicid szerint barmely
f € Fesetén forp™t : U+ R C™, ezért ennek a fiiggvénynek léteznek az z#
koordinaték szerinti parcidlis derivaltjai a ¢(p) € U pontban. A p € M pontbeli V,
érint6tér szoban forgd bazisvektorait

X (f) = i(f v p=1,...,n (2.2.1.)

oz

Osszefliggéssel értelmezziik. Ezekrol a vektorokrél megmutathato, hogy linearisan
fiiggetlenek, és hogy barmely v € V, vektor felirhaté ezen bazisvektorok linedris
kombinaciéjaként, azaz hogy Vf € F fennall, hogy

u(f) = Y X)), (2.2.2))
ahol
vt = wv(zk o)) (2.2.3.)

a v vektor komponensei az {X,} C V, bazisban, hiszen

n

v(ator)) =Y v"(0/0x")(at o orph) = v'. (2.2.4.)

v=1

Az igy bevezetett {X,} bazist koordindta-bazisnak nevezik. Egy maésik szokasos
jelolés X, helyett 0/0x".

Kovetkezmény: Bazistranszformacié. Ha a ¢ lokalis térkép helyett egy
masik ¢’ lokalis térképet haszndlunk, akkor masik {X] } koordindtabdzist kapunk.
Ha felhasznaljuk a kozonséges analizis lancszabalyat, akkor

n 8 2%
X, = ;u X/ (2.2.5.)
v=1 x ¥(p)
adédik, ahol o/ = 2/ (x, ... 2") = (' oyp™1)” hatdrozza meg az R™ -beli 1j és régi
koordindtak kapcsolatat. Ekkor v =77, v#(0/02") = >0 | %’;’: vH(0/0x")
¥(p)
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miatt

vH (2.2.6.)
P(p)

p=1
a vektorkomponensek transzformaciés szabalya.
Fontos vektorok a sima gorbék érintoi.

Definicié: Sima gorbének nevezziik az R valés szamegyenesnek vagy a valds
szamegyenes egy intervallumanak C' leképezését M-be, C': R +— M, ha az C*°.

Definicié: A C sima gorbe érint6je a sokasag tetszoleges p € M pontjaban
az a T' € V, vektor, amelyet tetszdleges f € F esetén a

d
dt
osszefliggés definidl, ahol az foC' : R — R valds fiiggvény értelmezési tartomanyanak

pontjait ¢ valés paraméterrel jeloltiik, p = C(t), és az egyenlet jobb oldalan valds
fliggvény kozonséges derivaltja all.

() = Z(fo0) (2.2.7.)

Ha a p € M pont kornyezetében valasztott ¢ lokalis koordinatarendszer ko-
ordinatai x*, akkor a gorbe paraméteres egyenlete ebben a koordinatarendszerben
(Yo OV = ah(t) és forp™t = f(al,... a™), igy az f fiiggvénynek a C' gorbe pontjain
felvett értékei foC = foyptopoC = f(xl(t),...,2"(t)). Ezért frhatjuk, hogy

d d d
T(f) = Z(feC)=Z(fov owo0)= Zau N (228)
ahonnan
" dxt
T(f) = uﬂﬁXu(f), (2.2.9.)

avagy rovidebben a C' sima gorbe érintévektora a p € M pontban

dxt
T = — X, = ZT“X (2.2.10.)

és ennek komponensei

n
" = ddit (2.2.11.)

az {X,} koordindtabdzisban.
Megjegyzés: Ha C olyan gorbe, amelynek mentén minden koordinata allandé

a po-adik z#0 kivételével, azaz C' ehhez a koordinatahoz tartozo koordinatavonal,
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akkor ' = X,,. A bazisvektorok tehat ilyen koordinatavonalak érintéi. (A
lapos téridoében is hasonld a helyzet; a gorbiilt téridoben azonban az érintovektor
az érintotér vektora és nem a téridésokasag p pontjabdl annak egy masik pontjaba
mutaté nyil.)

Megjegyzés: Tekintsiik a V), és V, érintétereket a sokasidgnak rendre a p és
q # p pontjaiban. Ha csak a sokasdg-strukturat adtuk meg, akkor V, és V, vektorai
kozott nem talalunk semmilyen természetes megfeleltetést. Ilyen kapcsolatot
csak aldbb fogunk taldlni, amikor a sokasigot tovabbi tulajdonsagokkal latjuk el:
értelmezni fogjuk a konnexiot, segitségével a derivalds operatorat, azaz a gradiens-
operatort, majd végiil a parhuzamos eltolast, amely lehet6vé fogja tenni, hogy V),
vektorait leképezziik V, vektoraira. Ez a parhuzamos eltolds azonban fiiggeni fog
attol, hogy melyik, p-bol g-ba mend gorbén végezziik el.

Definicié: (Erint8)vektormezérsl beszéliink, ha a sokasdg minden p € M
pontjaban adott egy v|, € V,, vektor. Akkor mondjuk, hogy a vektormezd sima,
ha barmely f : M — R sima fliggvény esetén v|,(f) : M — R sima fiiggvény. Meg
lehet mutatni, hogy az X, koordindtabdzis-mezdk simak. Ezért a v vektormezd
akkor és csak akkor sima, ha a v* koordinatéi sima fiiggvények.

Az R™ben az adott iranyu elmozdulasok egy-paraméteres folytonos csoportot
alkotnak, és ezen elmozduldsok generdtora az adott iranyu egységvektor. Ennek
analogidjara meg lehet mutatni, hogy az M sokasagon értelmezett vektormezo vek-
torai egy-paraméteres diffeomorfizmusok csoportjanak generdtorai, és hogy minden
vektormezohoz tartozik az egy-paraméteres diffeomorfizmusok egy csoportja. Ezért
az érintovektorokat infinitezimaélis eltolasokkal hozhatjuk kozvetlen kapcsolatba.

Definicié: A ¢, : R x M +— M C* leképezést egy-paraméteres diffeomor-
fizmusok csoportjanak nevezziik, ha barmely rogzitett ¢ € R esetén ¢, : M — M
diffeomorfizmus, és barmely ¢, s € R esetén ¢, 0 ¢, = ¢, 5. Ekkor ¢y—¢ az egységelem
és ¢_; a ¢, inverze.

Allitas: Minden ¢, egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoporthoz rendelhetiink
egy v vektormezét. Legyen p € M rogzitett. Ekkor ¢4(p) : R — M olyan gorbe,
amelynek ¢t = 0 paraméterli pontja p. Ezt nevezziik a diffeomorfizmus-csoport
palyajanak, vagy orbitdjanak. Legyen ezek utan v|, az a vektor, amely a p-n
athaladé orbita érintéje a p pontban: v|,(f) = %(f o¢i(p)) Vf: M — R. Ez a
vektor tekintheté gy, mint az orbita mentén p pontbdl torténd infinitezimalis el-
tolas generatora. Ha p befutja M-et, akkor igy az egy-paraméteres diffeomorfizmus-
csoporthoz tartozo vektormezot kapunk.

Forditva, minden sima v vektormez6hoz tartozik egy egy-paraméteres diffeo-
morfizmus-csoport. Legyen adott a v sima vektormez6. Ekkor minden p € M ponton
pontosan egy olyan gorbe halad 4t, amelynek érint6je p-ben v|,. Ezek a gorbék a v
vektormez6 C integralgorbéi. Meg lehet mutatni, hogy az integralgorbék meg-
keresése egy kozonséges elsorendii differencidlegyenlet-rendszer megolddsanak meg-
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hatarozasaval egyenértékli R"-ben. Ha a p pont kornyezetében bevezetjiik a 1 ko-
ordinatatérképet az (x!,. .., 2") koordindtakkal, akkor x#(t) = 1 o C hatdrozza meg
a t € R paraméterértékhez tartozé R"™-beli pontok a#(t) koordindtéit. Ezek a kere-
sett C(t) = ¢u(p) integrélgorbe pontjainak koordindtéi, a keresett z#(t) fiiggvények.
Legyen ¢ = C(t) € M futé pont a C gorbe mentén és p = C(0) = ¢o(p). Ekkor
tetszoleges f € F sima fliggvény esetén

W(f) = S(fonr)) = w(fol) = (fov owo0)

"\ 0 _q dx?
= Z@(fw 1)W' (2.2.12.)

p=1
Maésészt viszont v,(f) felbontasa az 9/0x* koordinatabazisban

n

w(f) = > v, ... ,xn)i(f op™h). (2.2.13.)

ozt
p=1

Ezért a szébanforgé differencidlegyenlet-rendszer a 9/0z# béazisban

dxt(t)
dt

vzt 2" = (2.2.14.)

Ennek a ¢t = 0-ban adott p € M kezdSponthoz, azaz adott z#(0) = z*|, kezde-
ti feltételekhez tartozé megoldasa egyértelmiien létezik. Ez a p ponton t = 0 pa-
raméterértékkel athalado integralgérbe paraméteres egyenlete. Ezutén a ¢y (p)-t tgy
definialjuk, mint a p-n athaladé integralgorbe ¢ paraméterértékhez tartozé pontjat.
Az gy kapott ¢; egy egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport, leszamitva azt az
esetet, ha t nem futhatja be csak a valds szamegyenes valamely véges intervallumat.

A késobbiekben hasznos lesz a v és w vektormezok kommutatoranak fogalma.

Definicié: Legyen adott az M sokasagon a v és a w vektormezd, ezek kom-
mutatoran a

[, w(f) = v(w(f) —wl(f) VfeF (2.2.15.)

vektormez6t értjitk. Be lehet bizonyitani, hogy a [v, w]| kommutétor valéban eleget
tesz a linearitasnak és a Leibnitz-szabalynak, azaz valoban vektor.

Kovetkezmény: Mivel X, (f) = (9/02")(f op™') = df (2, ..., 2")/0x", azt
kapjuk, hogy koordinata-bazisvektorok kommutatora zérus:

o (Of(x',... 2" o (Of(x', ... a"
(X X(f) = %u( f(xéxu’ >)_8;¢v( . éxujx))zo.

(2.2.16.)
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Megforditva, ha adottak az X, ..., X, el nem tiin6 vektormezok, amelyek paronként
kommutéalnak, azaz amelyekre [X,, X,] = 0, p,v = 1,...,n, akkor mindig létezik
olyan lokélis koordindtarendszer, amelynek {X,} a bazisa.

Allitas: Az {X,} koordinitabdzisban a kommutator komponensei

" ow* ovt
[v, w] E (v o Y 8x”) . (2.2.17.)

v=1

Valéban, részletesen kiirva azt kapjuk, hogy Vf € F esetén

vw(f) = S X (w(f) =S X, (;wﬂxu(f)> = Z:“”Xv (;“’“W>

0 af
_ v Iz
= E Ll (w 8x”>’ (2.2.18.)
v,
és hasonléan
, 0 af
'(U(U(f)) = Vg‘uw 6$V (U“w), (2219)
ugyhogy ezek kiilonbsége
ow" o\ of
— v _apH = K
[v,w](f) = E (’U o ¥ 81:”)8:0#_[”’10] X,.(f), (2.2.20.)

v

ahonnan a [v, w]* komponensekre a keresett kifejezés adédik.

2.3. Tenzorok

Mar a newtoni mechanikaban és a specialis relativitaselméletben is megtapasz-
taltuk, hogy a fizikai mennyiségek egy része skalar, ill. vektor, de azt is lattuk,
hogy sziikségiink van tenzorialis mennyiségekre is, mint pl. a mechanikai fesziiltség
vagy az energia-impulzus tenzora. Hasonléan, az altalanos relativitaselméletben
a gorbilt téridé-sokasagon értelmezhetiink tenzorokat. Ehhez el6szor definialjuk
a dualis vektorokat, majd pedig a tenzorokat, mint a vektorok és dudlis vektorok
multilinearis fliggvényeit. Az igy értelmezett tenzor-fogalom fiiggetlen a lokélis ko-
ordinatarendszer-valasztastol.

Definicié: Legyen V linedris vektortér. (Esetiinkben V' = V, a sokasig
érintétere a p € M pontban.) Ekkor a V' vektortér V* dudlisén azon w : V +—
R leképezéseket értjik, amelyek linearisak. A V vektortér linedris leképezései a
leképezések Osszeadasdanak és szammal vald szorzasanak trividlis értelmezése esetén
linedris vektorteret alkotnak.

Allitas: Legyen adott a {v,} bézis a V vektortérben, akkor a
" (v,) = 6* (2.3.1.)

v
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osszefiiggés altal definidlt {v* } C V* vektorrendszer bézis a dualis vektortérben; ez
a dudlis bazis.

Megjegyzés: A dudlis bazis és a bazis kozotti Osszefiiggés ugyan megfelel-
tetést, izomorfizmust létesit a V' vektortér és V* dudlis vektortér elemei kozott,
ez a megfeleltetés azonban fiigg a {v,} bdzis megvalasztdsatél. Ha nem adunk
meg tovabbi szerkezetet a sokasagon, akkor nem lehet természetes megfeleltetést
létesiteni V' és V* elemei kozott.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy a dualis vektortér dualisa, V** izomorf
az eredeti V' vektortérrel, és ez egy természetes (béazisvalasztastdl fiiggetlen) megfe-
leltetés. fgy a tobbszori dudlisképzés nem vezet 1j eredményre, és a tovabbiakban
V** és V azonosnak tekinthetok, V** = V.

Definici6: Legyen V linedris vektortér és V* a dudlisa. Ekkor a (k,[) tipusi
T tenzoron a T : V" x ... x V' xV x ...V R multilinedris leképezést értjiik.

k !
A (k,1)-tipusu tenzorokat k + [-rendiieknek nevezziik. A tenzor rendje azonban
nem hatarozza meg egyértelmiien a tipusat.

Allitas: A szokdsos osszeaddsra és szammal torténd szorzdsra nézve a (k,1)-
tipust tenzorok T (k,[) linearis vektorteret alkotnak.

Megjegyzés: Mivel V** azonosithat6 V-vel, ezért az (1,0)-tipusu tenzorok (a
duélis vektorok terén értelmezett linedris leképezések) a vektorok. Nyilvanval6an a
(0, 1)-tipusu tenzorok pedig a dudlis vektorok.

Mivel a tenzorok multilinedris leképezések, ezért a {v,} C V bazisvektorokon
és {v”"} C V* dudlis bazison felvett értékeik teljesen meghatdrozzak Sket. Ha
dimV' = dimV* = n, akkor a (k,[)-tipusi tenzorok argumentuma ezen bazisvekto-
rokkal n**! kiilonb6z6 médon adhaté meg, tdgyhogy dimT (k, 1) = nk+.

Megjegyzés: Fontos megemliteni, hogy a magasabb rend tenzorokat tobbféle,
egymassal egyenértékli moédon lehet szemlélni annak koszonhetéen, hogy V** és V
azonosithaté egymassal. Példaul az (1,1)-tipusi tenzor T : V* x V — R mul-
tilinedris leképezés. Ezért, rogzitett v € V véltozd esetén T'(;v) : V¥ — R a V™
eleme (a dudlis téren értelmezett linedris leképezés), és ezért minden rogzitett v € V-
hez hozzarendel egy masik V-beli vektort, azaz tugy tekintheté, mint egy V +— V
linedris leképezés. Hasonléan az (1,1) tipusi tenzort gy is tekinthetjiik, mint egy
V* +— V* linedris leképezést.

A tenzorokon az alabbi miveleteket szokds értelmezni.

Definicié: Kontrakcié: a (k,[)-tipusti tenzornak az i-edik dudlis vektor-
valtozoja és a j-edik vektorvaltozdja szerinti C' kontrakcidja a

CT = > T(...07 .5 0. (2.3.2.)
o=1
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Osszefiiggéssel meghatarozott (k — 1,1 — 1) tipusu tenzor, ahol a jobb oldalon az
i-edik dualis vektor- és a j-edik vektor-poziciéban all6 valtozokat tintettiik fel. A
kontrakcié eredménye fiiggetlen a bazisvalasztastol.

Definicié: A T (k,1)-tipusu és a T (K',l')-tipust tenzorok 7" ® T" kiils6
szorzatan azt a (k + k', + I')-tipusi tenzort értjiik, amelyet a kovetkezd szabély

szerint képezhetiink. Legyenek wy,...,w; € V és v, ..., v¥ € V* azok a vektorok

z 77 7 . * 1%
és dudlis vektorok, amelyeken 7" hat, és rendre wy 1, ..., wiy, ill. OFFY 0 oktk

azok, amelyeken 7" hat, ekkor

(T ® T/)(Ul*, NN ,’U]H_k/*; Wi,y ... ,le/)

= TY, ..., o™ w, ..., w)T' WY, VR i, s wigr). (2.3.3.)

A kiils6 szorzas lehet6vé teszi, hogy tetszoleges (k,1)-tipusi tenzorokat tigyne-
vezett egyszerli tenzorokbdl szerkessziink meg.

Definicié: Legyenek {v,} és {v”"} rendre bézis V-ben és a megfelel§ dudlis
bazis V*-ban. Ekkor a (k,[)-tipust egyszerii tenzorok

Uy ® ... QU ®VT® ... V7. (2.3.4.)

Allitas: Osszesen n*t! kiilonbozé (k, 1)-tipust egyszerti tenzor konstrualhaté
adott bazisok esetén. Ezek T (k,[)-ben bazist képeznek. Kovetkezésképpen barmely
T € T (k,l) tenzor kifejtheté ebben a bazisban:

n

T = > Tt 0, ® ... @, @V ®... @Y. (2.3.5.)

[P TN SR ZE

A kifejtésben szerepld THi-#x  ~ — egyiitthatokat nevezziik a T' tenzor kompo-
nenseinek az adott bazisban. A tenzorfogalom fiiggetlen mindenféle bazis-
valasztastol, mig a tenzorkomponensek bazisfiiggoek, azaz értékiik fligg attol, hogy
milyen bazissal és a dudlisaval dolgozunk.

Megjegyzés: Tenzorkomponensek segitségével a kontrakeid

vi...0...V_1"

(CT)M'”M?lul...ul,l — Z THL--0Bl—1 (2.3.6.)
o=1

a kiils6 szorzat pedig

11y ! _ IR+ 1Mo g/
S k+k Moy = THL-Hk Vlmle k1Mt k Vit (237)
alakot olt.
A koordindtabazis vektorainak szokdsos jelolése X, = % € V, a megfelel6

dudlis bazisvektorokat dz#-vel jeloljiik, igyhogy definici6 szerint da*(0/0x") = 0.
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Korabban mar megmutattuk, hogy valamely lok4lis (x!,. .., 2") koordindtarendszer-

’” s . 1 . . s s sz s
rél egy mésik (2'°,...,2"") koordindtarendszerre torténd Attérés sordn a v vektor
komponensei
' N
o = E o* (2.3.8.)
Oxt
p=1

szabaly szerint transzformalédnak. Ezt felhasznalva belathatjuk, hogy tetszdleges
w € V* dudlis vektor komponensei

Sy = Y s (2.3.9.)

H o't
p=1

modon transzformaldédnak.

Ehhez el6szor belatjuk, hogy Vw € V*, Vw € V esetén
> wuwh (2.3.10.)
=1

Val6ban, ha a koordindtabazis V-ben {v,} és ennek dudlisa V*-ben {v”" }, akkor

w* _ w* v w* vsp w
E wuvt (w) = E Wy (E w v,,) E wupw’ vk (vy) E wuw” ol E wywh.
I3 jz v

(2.3.11.)
Koordindtatranszforméacio soran
8x/#
Zw#w“ Zw 't = Zw:/w“ oy (2.3.12.)
o
ahonnan
8x/#l
Z“L’W' (2.3.13.)
w

Jeloljiik most at a vesszOs koordinatarendszert vesszétlenre és forditva a vesszétlent vesszésre,
akkor

n

oxt
D G (2.3.14.)

adodik.
Ezeket felhasznélva, tetszOleges (k,[)-tipusi tenzor komponenseinek transz-

formacios szabalyéra

n //»14/1 17

T/“II"'“;c _ LA or o ox
1 V1. A
or ox'1

(2.3.15.)

1/1...I/l/
B1-1
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adodik.

Megjegyzés: A tenzorokat koordinatarendszer-vélasztastol fiiggetlentil de-
finialtuk. Lehetne azonban a tenzorokat a komponenseik transzformacios tulaj-
donsagaival is definialni. Ez azonban elénytelen, mert a legtébb esetben olyan
allitasokat fogunk megfogalmazni, amelyek koordindtarendszertél fliggetlenek, hi-
szen alapelv az altaldnos relativitaselméletben, hogy a Természet torvényei vonat-
koztatasi rendszertol fliggetlenek.

Megjegyzés: Szokas a p € M pontbeli V), érintétér vektorait tangens- ,azaz
érint6vektoroknak, ill. kontravarians vektoroknak, a dudlis V' tér vektorait
kotangensvektoroknak, ill. kovarians vektoroknak nevezni.

Definicié: Amennyiben a sokasdg minden p pontjaban értelmezve van a T
(k,)-tipustu tenzor, akkor tenzormezdrél beszéliink. Egy tenzormezot akkor ne-
veziink simanak, ha sima fliggvénye a vektor- és dudlis vektor-valtozdinak, amelyek
maguk is sima mezok. Fiiggvények és vektormezdk simasagat mar értelmeztitk. Az
w dudlis vektormez6t akkor nevezziik simdnak (C'*-nek), ha tetszéleges, sima v
vektormezd esetén w(v) sima fliggvény.

2.4. Metrikus tenzor

A metrikus tenzort annak érdekében vezetjiik be, hogy a sokasdgon ,,infinitezimalis
tavolsagnégyzetet” értelmezziink, s tessziik ezt, mint az ,,infinitezimalis elmozdulas”
négyzetét. Az ,infinitezimélis elmozdulasoknak” viszont a sokasag érint&vektorait
feleltettitk meg. Ezért a metrikat, mint (0, 2)-tipusi g tenzort vezetjiik be.

Definicié: A g metrikus tenzor a sokasig p € M pontjaban értelmezett
olyan (0, 2)-tipust tenzor, amely szimmetrikus, azaz Vv, vy € V), esetén g(vq, v2) =
g(ve,v1), és nem elfajult, azaz g(v,v,) = 0 tetszéleges v € V,, esetén akkor és csak
akkor, ha v; =0 € V).

Megjegyzés: A metrika tehdt az érintétéren értelmezett belso szorzat, amely
azonban nem feltétlentil pozitiv definit.

Valamely lokalis koordinata-bazisban a metrikus tenzor
g = Y guda" ®da" (24.1)
v

alakba frhat6. Szokas ezt az Osszefiiggést a ds? invaridns fvelemnégyzet segitsé-
gével

ds® = Zg,wdx“dx” (2.4.2)
[T8%

alakba irni, amikor elhagytuk a jobb oldalon a kiils6 szorzat jelét. Ez az irdsmod
tiikkrozi, hogy ,,infinitezimélis elmozdulas négyzetének” megfelel6 matematikai kép-
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lettel van dolgunk. Ne felejtsiik azonban el, hogy sem a jobb oldal, sem a bal oldal
nem szam, hanem bilinedris leképezés; valés szdmot akkor kapunk, ha g(v,v) €
R-t képezziik valamely v € V, vektor segitségével. Ha v integralgorbéje mentén
mozdulunk el a sokasdgon a t paraméterii p € M pontbdl a t + dt paraméteri
q € M infinitezimélisan kozeli pontba, akkor az integralgorbén az ivhossznégyzet
aranyos g(v,v)-vel, g(v,v)dt* € R. A gorbék ivhosszéanak értelmezésére késébb még
visszatériink.

Allitas: Ha adott a g metrika, akkor az érintétérben mindig taldlhatunk orto-
normalt bazist, azaz olyan vy, . . ., v, bazisvektorokat V,-ben, amelyekre g(v,,v,) =
0, ha p # v és g(v,,v,) = £1. Végtelen sok ortonormalt bazis létezik. Barmelyiket
is valasztjuk azonban, a sokasagra egyértelmiien jellemz6 azon vektorok szama, ame-
lyekre g(v,,v,) = +1, és amelyekre g(v,,v,) = —1. A + és — el6jelek szamat a met-
rika szignatirijanak nevezziik. A (+ + ++) szignattrdji metrikdt Riemann?-
metrikanak, a (— + ++) szignaturajit Lorentz-metrikdanak nevezziik. A térid6
metrikaja a specidlis és az altalanos relativitaselmélet szerint Lorentz-metrika.

Legyen értelmezve a g metrika a téridé p pontjdban, mint a g : V, ® V, —» R
bilinedris leképezés. Rogzitett v € V esetén a g(-,v) : V, — R linedris leképezés
a dudlis vektortér eleme, g(-,v) € V*. Ha v € V,, végigfut a V, érintétér elemein,
akkor tehat g(-,v) minden v € V,, vektorhoz hozzarendel egy v* € V* dudlis vektort.
Ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmii, mert a metrika nem elfajult, és ,,-ra”
torténd leképezés, ugyhogy létezik az inverz leképezés is. A metrika segitségével
tehat kolesonosen egyértelmii megfeleltetés létesitheto a vektortér és dudlisanak ele-
mei kozott. Ha adott a metrika, ez azt is jelentheti, hogy nem érdemes kiilon
bevezetni a dualis vektorokat. fgy szoktunk eljarni pl. a newtoni mechanikdban. Az
altalanos relativitaselméletben azonban nem ismert elére a metrika, igyhogy ekkor
vilagos kiilonbséget kell tenni a vektorok és a dudlis vektorok kozott.

2.5. Jelolések, konvencidk

A tenzorok jelolésére olyan konvenciot fogunk haszndalni, amikor a jelolés egyértel-
misiti a tenzor tipusat, ugyanakkor nem keverhet6é Ossze a tenzornak és a kompo-
nenseinek a jelolése. Ez a jelolés azt is egyértelmiisiti, hogy ha egyenletet frunk
fel, akkor az tenzorokra vonatkozo, lokalis koordinatarendszer-valasztastol fiigget-
len érvényti egyenlet, avagy csak a tenzorkomponensekre valamilyen specidlis koor-
dinatarendszerben érvényes Osszefiiggés.

Ezért a T' (k,1)-tfpusd tenzort 7% . médon fogjuk jelolni ellatva k da-
rab kontravaridans és [ darab kovarians latin indexszel. Ugyanennek a tenzornak
a komponenseit valamely adott koordindta-rendszerben megfelel6 gorog indekszek-

kel latjuk el, TH-# . Tovabbi megdllapodds, hogy a kontrakciét, ami akar

26Georg Friedrich Bernhard Riemann, német matematikus, 1826-1866.
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a tenzor kontrakciéja, akar a kontrahalt tenzor komponensei esetén Osszegzést je-
lent egy megegyezO kontravarians és kovarians indexparra, az Osszegzés jelének el-
hagyasaval és azonos fels6 és alsé (latin, ill. gorég) indexszel jeldljik, mint pl.
T e, @ T, tenzor kontrakciGjat jelenti az i-edik kontrava-
rians és a j-edik kovaridns index szerint, ha c¢ a kontravarians indexek kozott az
i-edik helyen és a kovaridans indexek kozott a j-edik helyen all. A megfelel kont-

, . . ’ P o S .
rahalt tenzor komponensei valamely koordindtarendszerben 777 =1, .

Tovébbi szabalyok vonatkoznak a metrikus tenzor hatasanak jelolésére. A
(0, 2)-tipusi metrikus tenzort gq-vel jeloljitk. A metrikus tenzor minden v € Vj,
vektorhoz hozzarendeli a v* = g(-,v) € V* dudlisvektort. Konvenciénknak megfe-
leloen a v kontravarians vektort v®-val, a metrikus tenzor altal értelmezett izomet-
ria révén hozzarendelt v* dudlis vektort (kovaridns vektort) pedig v,-val jeldljik,
tgyhogy gav’ = v, frhatd, ami explicit médon kifejezi a V, és V© kozti izomet-
riat. A metrikus tenzor inverze (2,0)-tipusi tenzor, amit jelolhetnénk (g=1)%-vel.
Ehelyett azonban &ltaldnosan elfogadott egyszertien g?°-vel jelélni. Ekkor definicié
szerint

9. = " (2.5.1.)

a V, — V, azonossagi leképezés. Hasonléan a metrika inverzének az w, dudlis
vektorra vett hatdsaként el6allé vektort we-val jeloljiik, azaz ¢®w, = w?® Ezt a
jelolésmodot az indexek fel- és lehtzasaval kovetkezetesen alkalmazhatjuk barmely
tenzor barmely indexére, s igy az eredeti tenzorral (izometria erejéig) azonos tenzort
kapunk. A jelolés kovetkezetes abban is, hogy a metrikus tenzorbol indexfelhtizassal
kapjuk az inverz metrikat, g** = ¢*¢*%g.q.

Tovabbi egyszeriisodés, hogy jeldlésiink kiilonbséget tud tenni pl. a (0,2)-
tipust tenzor esetén T'(v,w) = Typv®w® és T'(w,v) = T/wbv® kozott, ha T csak
annyiban kulonbozik T-t6l, hogy a v és w vektorokat felcseréljiik az argumen-
tumdaban; irhatjuk ugyanis, hogy 7", = Tj,. Amennyiben T, = T},, akkor azt
mondjuk, hogy a Ty, tenzor szimmetrikus. A metrikus tenzor példaul szimmet-
rikus, gu = gre. Barmely kontravarians vagy kovarians indexparra hasonlé szabalyt
alkalmazhatunk. Erdemes kiilon jelolést bevezetni a tenzorok teljesen szimmetrikus
és teljesen antiszimmetrikus részére. A (0, 2)-tipusu 7T}, tenzorok esetén a szimmet-
rikus, ill. az antiszimmetrikus részre irhatjuk rendre, hogy

T(ab) = %(Tab —+ Tba)> ill. T[ab] = %(Tab — Tba)- (2.5.2.)
Ekkor mindig igaz, hogy Ty = Tas) + Tiay, azaz egy (0,2)-tipusi tenzor mindig
egyértelmiien felbonthato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus rész Osszegére.
Az indexek fel- és lehuzasanak szabalyait figyelembe véve ez azt is jelenti, hogy
barmely masodrendii tenzor hasonloképpen felbonthato. Altalénosabban, pl. egy
Ty a (0,0)-tipusu tenzor teljesen szimmetrikus, ill. teljesen antiszimmetrikus része
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rendre

1
Taray = i Z Tariyanqys
1
T[almal} = ﬁ Z 57rTa.,r(1)...aﬂ(l)7 (253)

ahol az Osszegzés az indexek Osszes m permutaciojara torténik és o, egyenlé +1-gyel,
ill. —1-gyel rendre aszerint, hogy a m permutacié paros, ill. pératlan. Hasonld
szimmetrizalasi, ill. antiszimmetrizalasi szabalyt alkalmazhatunk a kontravarians és
a kovarians indexek barmely egyiittesére.

Definicié: A teljesen antiszimmetrikus (0,)-tipusi T,, ,, tenzorokat diffe-
rencidlis [-formaknak nevezik; esetiikkben T3, o, = Tja,. q,-
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3. A térido-sokasag gorbiilete

3.1. Altalanos megfontolasok

A gorbiiletrél alkotott naiv fogalmunk olyan esetekbdl szarmazik, amikor egy 2-
dimenzids feliilet be van agyazva egy magasabb dimenziés térbe, mint példaul a
Fold felszine a 3-dimenziés euklideszi térbe. A feliiletet akkor nevezziik gorbiiltnek,
ha a bedgyaz6 euklideszi térben nem sikfeliilet. A gorbiilet ilyen értelmezésének
a kiils6 gorbiilet fogalma felel meg, amit a beagyazo tér jelenlétére alapozunk. A
kiils6 gorbiiletet a feliilet valamely pontjaban az jellemzi, hogy a feliilet normalisa
mennyire nem marad (a kiils euklideszi térben) 6nmagédval parhuzamos, ha kicsit
odabb mozdulunk a feliilet mentén. Ilyenkor a vektorok parhuzamossiga a beagyazo
euklideszi térben van értelmezve. A kiilsé gorbiilet a feliilet kiils6 tulajdonsagain
alapszik.

Jelenlegi legjobb tudasunk szerint azonban a téridé-sokasdg nincsen bedgyazva
egy kiils6, magasabb dimenziés sokasagba. Ezért az dltalanos relativitaselméletben
olyan gorbiilet-fogalomra van sziikségiink, amely a sokasdg, a gorbiilt feltilet belso
tulajdonsdgain alapszik. Az ilyen, tgynevezett belsé gorbiilet fogalménak kidol-
gozdsa Gauss nevéhez flzdédik, szokds Gauss-gorbiiletnek is nevezni. A bels6
gorbiilet definidlasanak otlete a kovetkezo észrevételen alapszik. Vigyiink korbe egy
vektort a feliilet egy zart gorbéje mentén gy, hogy a vektor mindig benne maradjon
a feliilet érintosikjaban és 6nmagaval parhuzamos maradjon. Ha ezt a stk barmely
zart gorbéje mentén tessziik, akkor mindig visszakapjuk az eredeti vektort, ami-
kor visszaériink a kiindulasi pontba. Ha ugyanezt a gombfeliilleten, mondjuk egy
gombi haromszog mentén tessziik, akkor altaldban nem kapjuk vissza ugyanazt a
vektort. A feliilet bels6 gorbiiletét tehat azzal fogjuk jellemezni, hogy ha egy vektort
a feliileten tetszdleges zart gorbe mentén énmagdval parhuzamosan eltolunk, akkor
mennyire kiilonboz6 vektort kapunk az eredeti vektorhoz képest, ha visszaériink a
kiindulasi pontba. A kényes kérdés az, hogy pontosan mit is értsiink parhuzamos
eltolason. Latni fogjuk, hogy a parhuzamos eltolas fogalma egyértelmiivé teheto, ha
metrikat értelmeziink a feliileten, mint pontsokasagon.

A gorbiilet, avagy altalanosabban a gorbiileti tenzor értelmezéséhez a kovet-
kez6 1épésekben jutunk el:

1. Ertelmezziik vektormez6 gorbementi derivaltjat; ennek soran bevezetjiik a ko-
varians derivalas operatorat.

2. Ertelmezziik a parhuzamos eltolast a sokasagon, mint a sokasag egy jarulé-
kos geometriai tulajdonsagat.

3. Ertelmezziik a gorbiiletet az alapjan, hogy vektort zart gorbe mentén parhuza-
mosan eltolva mekkora lesz az eltérés az 1j (zart gérbe mentén parhuzamosan
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eltolt) és az eredeti vektor kozott. Latni fogjuk, hogy ez az eltérés azzal lesz
kapcsolatos, hogy a kovaridns derivalasok operatorai nem kommutélnak.

Végiil meg fogjuk mutatni, hogy a parhuzamos eltolas, mint a sokasag jarulékos
geometriai szerkezete, szarmaztathatd a metrikdbol, ha az értelmezve van a so-
kasdgon. Ebben az esetben egyértelmiien létezik olyan parhuzamos eltolas, ame-
lyik skaldrszorzattarté (azaz tévolsdg- és szogtartd). A téridé metrikdjabol tehdt
egyértelmiien kovetkezik egyfajta parhuzamos eltolas és gorbiilet.

Megjegyzés: Azt azonban érdemes megemliteni, hogy nem koételezé a gravitacié
elméletében ilyen szorosan 0sszekotni a parhuzamos eltolast és a metrika 1étezését, hanem
lehet ezeket fliggetlen geometriai strukturakként kezelni, amelyeket az anyag dinamikéja
hatédroz meg. Einstein az altaldnos relativitaselméletben azt az utat valasztotta, amikor a
parhuzamos eltolds és a gorbiilet a metrika altal egyértelmiien meghatarozott jellemzok.
Mi is ezt az utat kovetjik.

3.2. A kovarians derivalas operatora

Definicié: A kovaridans derivalas V operatora, a gradiens-operator olyan
leképezés, amely barmely sima (vagy legrosszabb esetben differencidlhaté) T' €
T (k,1) tenzormez6t atvisz egy VI € T(k,l + 1) tenzormezébe, és eleget tesz az
alabbi tulajdonsagoknak:

1. linearis, azaz

Vc(aAal...ak ooty T BB b1...bl) = aV A% by T BV Bk bi..by?
(3.2.1.)

ahol o, f € R tetszileges valés szamok, A, B € T (k,1) tetszbleges tenzorok;

2. teljesiti a Leibnitz-szabdlyt, azaz

V(A" bl...blBallma;db'l...b;/) = (Ved™, 4)B a&...a;lb’l---bi,
+AT b1...bl(VcBaama;/b’l---b;)
(3.2.2.)
barmely A € T(k,l), B € T(K',l') esetén;
3. felcserélhetd a kontrakcioval, azaz
Va(ATert ) = YaAmee (3.2.3.)

barmely A € T (k,l)-re, ahol a jobb oldalon a VA derivalttenzor kontrahéltja
all;
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4. osszhangban van az érintovektoroknak skalarmezok iranymenti derivaltjaként
torténd értelmezésével, azaz V f € F figgvény és V t* € V), vektor esetén

t(f) = t°V.f (3.2.4.)
teljesiil;
5. torzidmentes, azaz V f € F fiiggvény esetén
V.V = Vi V.f, (3.2.5.)

vagyis a kovaridns derivalasok operdtorai skalarfliiggvényre torténo hatasukban
felcserélhetok.

Megjegyzés: Vigyazat! Az 5. tulajdonsag nem jelenti, hogy barmilyen ten-
zormezore vald hatasukban a kovarians derivalasok operatorai felcserélhetok lennének.

Megjegyzés: Az 5. tulajdonsiag elnevezése onnan szarmazik, hogy amennyi-
ben nem réjuk ki az 5. feltételt, akkor meg lehet mutatni, hogy a tobbi 4 tulajdonsag
megkovetelése miatt 1étezik olyan 7, az a, b indexekben antiszimmetrikus tenzor,
a torzio tenzora, hogy

Vo Vo f =i Vof = —TuV.f, VfeF. (3.2.6.)

Az 5. tulajdonsag tehat azt jelenti, hogy a torzié tenzora eltiinik.

A fenti definiciéval kapcsolatban elGszor is az a kérdés mertil fel, hogy l1étezik-e
egyaltalan az 1.-5. tulajdonsagoknak eleget tevé derivalasi operator, és amennyiben
létezik, egyértelmiien meg van-e hatarozva.

Konnyen meg lehet mutatni, hogy 1éteznek az 1.-5. tulajdonsaggal rendelkez6
derivalasi operdtorok. Legyen 1 egy lokalis koordindtarendszer, és legyenek {9/dz*}
és {dz"} a megfelel6 koordindtabazisok. Abban a tartomanyban, amelyet ez a koor-
dinatarendszer lefed, értelmezhetjiik az adott koordinata-rendszerhez tartozo
kozonséges derivalas 0, operatorat a kovetkezéképpen: vegyiink egy tetszéleges
Tk, 4, sima tenzormezét, amelynek komponensei a ¢ koordindtarendszerben

1.k 4 ay...ag 77 .
T 1. €8 legyen O.T by a7 & tenzormezd, amelynek komponensei

T+ Ok (3.2.7.)

Vi...r;

A kozonséges parcialis derivélas tulajdonsagai kovetkeztében az 1.-5. tulajdonsagok
ekkor mind teljesiilnek. Az 5. tulajdonsag a kozonséges parcialis derivalasok fel-
cserélhet6sége miatt azt jelenti, hogy 9, és 0, barmely tenzormezére vett hatdasaban
felcserélhet6. Belattuk tehat, hogy létezik az 1.-5. tulajdonsigoknak eleget tevé
derivélasi operator: a kozonséges derivalas 0, operatora ilyen.

Vegyiink most egy masik v’ lokalis koordinatarendszert, amelynek van dtfedése
az eléz6 1 koordinatarendszerrel. Ekkor a fenti eljardssal egy masik 0 derivalasi
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operdtort kapunk. A bonyodalmat az okozza, hogy O.1'"“*, . komponensei
a 1 koordindtarendszerben nem fognak megegyezni a 0,1 by, VEsszOs ko-
ordinatarendszerben vett komponenseivel. A kozOnséges derivalas operatora
tehat koordinatarendszer-fiiggd; nem tarsithaté koordinata-fliggetlen, azaz ter-
mészetes moédon a sokasag geometriai strukturdjahoz.

Vizsgaljuk meg kovetkezo 1épésként, hogy mennyire van egyértelmiien meg-
hatdrozva az 1.-5. tulajdonsdgokkal definialt derivélt operator. Tegytik fel, hogy
1étezik két kiilonbozé derivélt operdtor, V, és V,, amelyek mindegyike eleget tesz
az 1.-5. kovetelményeknek. A 4. tulajdonsag kovetkeztében skalarmezore vett
hatasukban ezeknek a derivalasi operatoroknak azonosaknak kell lennitik, V,f =
V.f ¥Yf € F. Ahhoz, hogy esetleges killonbozéségiikré] felvildgositast kapjunk,
vizsgaljuk meg hatasukat eggyel magasabb rendii tenzormezdkre. Legyen w, tetszo-
leges sima dudlis vektormez6. A 2. és a 4. kovetelmény értelmében

Va(fwy) = Va(fws) = f(Vawy — Vawy) Vf € F. (3.2.8.)

Az egyenlet jobb oldalan &ll6 @awb — Vawyp kiilonbség értéke a sokasag barmely
p € M pontjaban csak wy,-nek a p pontban felvett értékétdl fiigg.

Ezt a kévetkezOképpen lathatjuk be. Tegyiik fel, hogy wy olyan dudlis vektormezé, amelyik a
p pontban megegyezik wy-vel, azaz amelyre (w; —wp)|p, = 0, és mutassuk meg, hogy Voawp — Vawp =
@awl’) — Vowy. Mivel (w) —ws)|p = 0, ezért meg lehet mutatni, hogy 1étezik a p pontnak olyan
kornyezete, amelyben léteznek olyan dualis M()a) bazisvektormezok, hogy alkalmas, a p pontban

eltiing f(, fiiggvények segitségével az w;, — wy, kiilonbség

S ™ (3.2.9.)
a=1
alakba frhat6. Ekkor a p pontban
@awg - Vawl’, - (@awb - Vawb)
= Valw) —wy) — -3 (@ (frayms™) — va<f<a>u§,“’)>
a=1
= Z Fay(Vat™ = Vauy™) =0 (3.2.10.)

hiszen a p pontban valamennyi f(,) fliggvény eltiinik. Ezzel belattuk, amit bizonyitani akartunk.

A (3.2.8.) egyenletnek ezek szerint a bal oldala is csak wy-nek a p pontban
felvett értékétol fiigg. Ezzel megmutattuk, hogy V, — V, a p pontban vett dudlis
vektorok terének leképezését definidlja az ezen pontban vett (0, 2)-tfpusi tenzorok
terére, tovabba az 1. tulajdonsag alapjan ez a leképezés linearis. Ezért V, — V,, egy
(1,2) tipusu C¢,, tenzort definidl a p pontban,

Vawy = Vawp 4+ C e, (3.2.11.)
avagy atrendezés utan

Vawy = Vawy — CC .. (3.2.12)
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Ez azonban barmely p pontban elmondhaté, ugyhogy C€, tenzormezd. Ez az
osszefiiggés fejezi ki, hogy két kiilonbozo derivalasi operator dualis vektormezokre
vett hatdsaban milyen médon kiilonbozhet. A C€, tenzor az a és b indexekben
szimmetrikus, C¢, = C9,. A C¢, tenzort konnexiénak nevezziik.

Vilasszuk specidlisan wy-t wy, = Vi f = V, f-nek, ahol f € F tetszbleges. Ekkor
VoVof = VoVuf —CWVeof (3.2.13))
adédik. Itt VoV, f és V,Vf is szimmetrikus, ha megkdveteljiikk a torziomentességet, igyhogy
ebbol kovetkezik a kivant tulajdonsag.

A (3.2.12.) relacid, a Leibnitz-szabdly és a 4. tulajdonsdg meghatdrozza a de-
rivalasi operatorok kozti kiilonbséget vektormezokre, ill. barmely més tenzormezore
val6o hatasukban. Legyen t* sima vektormezd, ekkor

Vatt = V.t +C te. (3.2.14.)

Mivel tetszéleges w dudlis vektormezd esetén wyt® skaldrmezd, ezért irhatjuk a 4. tulajdonsig
koévetkezményeként, hogy

(Vo — Vo) (wst’) = 0, (3.2.15.)
ahonnan a Leibnitz-szabdly és a (3.2.12.) Gsszefliggés segitségével
0 = CUwet’ +wp(Va — Vo)t’ = wp[(Va — Vo)’ + C, 1] (3.2.16.)
Vwp, ugyhogy innen kovetkezik a (3.2.14.) reldcid.

Hasonlbéan kaphatjuk meg tetszoleges tenzorra valé hatasdban a derivaléasi
operatorok kiilonbségét. Legyen T' € T (k,1) tetszbleges sima tenzormezd, ekkor

ay...ag _ ai...ag
vaT bi..by T VaT by...b;
k l
E a; ay...c...a z c al...ag
+ C acT by...by o C ab T by...c..by?
1=1 j=1

(3.2.17.)

ahol a jobboldali els6 és masodik Osszeghben a kontrakcié rendre az i-edik és a
j-edik tenzorindexre vonatkozik. A (3.2.12.), (3.2.14.) és (3.2.17.) Osszefliggések
azt mutatjak, hogy a C°, tenzor teljesen meghatdrozza a derivaldsi operatorok
kozotti lehetséges kiilonbséget a kiilonbozo tipusu tenzorokra vald hatasukban. Ezért
rendkiviil nagy a derivalasi operator megvalasztdsaban a szabadsagunk, hiszen a
konnexiénak minden pontban n%n(n + 1) fiiggetlen komponense van. Szokdsos
az a vélasztds, amikor V,-t valamely lokalis koordindtarendszerben a kozonséges
derivdlasi operdtornak valasztjuk, ekkor a C¢,-t Christoffel?’ -szimb6élumnak

nevezziik és ', -vel jeloljitk. Ekkor példaul a (3.2.14.) Gsszefiiggés
Vat? = 0,t° + 1% t° (3.2.18.)

27Elvin Bruno Christoffel, német matematikus és fizikus, 1829-1900
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5. dbra. A 0v’|, = v} — I} = t*V,0°[,0\ killonbség méri, hogy a C' gorbe kornye-
zetében értelmezett v? vektormezd a gérbe mentén mennyire tér el a Ul; vektor gorbe-
menti parhuzamos eltolasaval kapott vektormezotol.

alakot olt, a (3.2.12.) egyenl6ség pedig

Vawpy = Ouwp — ' we (3.2.19.)

a

alakot.

Megjegyzés: A (3.2.18.) és (3.2.19.) egyenldségek jobb oldaldnak elsé tagja
nem a tenzorkomponensek transzformécids szabdlya szerint véltozik, ha attériink
masik lokdlis koordinatarendszerre. Ez azzal kapcsolatos, hogy amikor koordinata-
rendszert valtunk, akkor a 0, operatorrdl attériink a mésik 0/, operatorra. Ugyan-
akkor az egyenldségek bal oldalan all6 tenzorok komponensei a tenzorkomponensek
transzforméacios szabalyai szerint valtoznak. Ez azt kell jelentse, hogy a Christoffel-
szimbolumoknak szintén koordinatarendszer-fiiggé az értelmezésiik: ami-
kor koordindtarendszert véaltunk, akkor a I'°,, tenzorrdl is &t kell térjink az 1j
I, tenzorra. A Christoffel-szimb6lumok komponenseinek azonban a koordinata-
transzforméaciok soran ugy kell valtozniuk — nem tenzorkomponensek transzformacios
szabdlyai szerint, hogy a két, jobb oldalon &ll6 és nem szabalyosan transzformdlédo
tag Osszege mar kovesse a tenzorkomponensek transzforméacios szabalyét.

3.3. Parhuzamos eltolas

A kovaridans derivalds operatoranak segitségével most definidljuk vektoroknak a
gorbementi parhuzamos eltolasat.

Definicié: Legyen C egy sima gorbe és t* a gorbe érintévektora. Akkor mond-
juk, hogy a C gorbe pontjaiban adott v* vektor parhuzamosan van eltolva a ('
gorbe mentén, ha fennall a

'V’ = 0 (3.3.1.)

egyenloség a gorbe mentén.

Ez geometriailag a kdvetkezot jelenti. Legyen p a C' gorbe t paraméterti pontja,
q pedig a t — dt paraméter(i pontja, tovdbba I1x(q — p)vfl’ a g pontban értelmezett
UZ vektor parhuzamos eltoltja a C' gorbe mentén ¢-bdl p-be, vf, pedig a vektormezo
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értéke a p pontban. Altaldban vf, —Ie(qg — p)vf]’ = 1°V, 0|, dt. Tehat t*V,v° azt
méri, hogy a v’ vektormezé vektorai mennyire nem egymas parhuzamos eltoltjai. Ha
tehat a (3.3.1.) egyenléség fenndll valamely C' gérbe mentén, akkor a v* vektormezo
vektorai a gorbe mentén egymasbdl a gorbe mentén torténd parhuzamos eltolassal
kaphaték meg.

Altalénosabban, tetszoleges T tenzor parhuzamosan van eltolva a C' gorbe
mentén, ha

VI, = 0 (3.3.2.)

teljesiil a gorbe mentén.

Ha lokélis koordinatarendszert valasztunk, akkor a (3.3.1.) egyenlet
100" +1T% v¢ = 0 (3.3.3.)
alakot 0lt, amelyet komponensekben kiirva

dv”
dt

adddik, ahol dv”/dt = (0v”/0zH)(dzt/dt) és z = x*(t) a C gorbe paraméteres
egyenlete.

+IV 0t = 0 (3.3.4.)

A geometriai jelentés alapjan a vektormez6 g-ban vett vektordanak p-be térténé parhuzamos
eltolasa a

Ho(g = pv) = v =tV |pdt (3.3.5.)

vektort eredményezi a p pontban. A lokalis z* koordindtarendszerben tehat a parhuzamosan eltolt
vektor komponensei

d v
o (z(t)) — (% n F”Mt”v’\>dt

He(g — plvg

= v(x(t)) — <v”(:17(t)) —v¥Y(x(t — dt)) + F”MAvAdx“>

vV (x(t —dt)) — FUM)\’UACZ,T‘“. (3.3.6.)

Megjegyzés:

1. A parhuzamos eltoldst igy a gorbe mentén adott vektorokra értelmeztiik, hi-
szen az nem fligg csak v®-nak a gérbe mentén felvett értékeitdl.

2. A kozonséges elsérendu differencialegyenletek elméletébél azt is tudjuk, hogy
ha a gorbe egy pontjaban adott a v* vektor, akkor a gorbe mentén parhuza-
mosan eltolt vektorra vonatkozé differencidlegyenletnek egyértelmiien létezik
a megoldasa.
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3. Az el6z6 két megjegyzés alapjan lehetéséglink van arra, hogy azonositsuk, az-
az egymasra leképezziik a sokasdg p € M és ¢ € M pontjaiban vett V, és V
érintétereket, ha van olyan C' gorbe, amely 0sszekoti a p és a ¢ pontot. Ez az
azonositas fiigg attol, hogy melyik, a p-t g-val 6sszek6té gorbe mentén végezziik
a parhuzamos eltoldst. Az érintéterek ilyen, gorbefliggé azonositasaval a so-
kasdgon nyert jarulékos matematikai strukturat konnexionak nevezziik.

A derivélasi operator végtelen sokféleképpen megvalaszthatd, és ennek kovet-
keztében végtelen sokféle parhuzamos eltolas képzelhetd el, amelyek koziil a sokasag
nem tiintet ki egyet sem. Ha azonban értelmezve van a sokasdgon a g,, metrika, ak-
kor az kitiintet egyetlen derivalé operatort és ezaltal egyetlen parhuzamos
eltolast. Az a kitiintetett parhuzamos eltolds, amely valtozatlanul hagyja a vekto-
rok skalarszorzatat. Ha adottak a tetszoleges v és w® parhuzamosan eltolt vektorok
a C' gorbe mentén, akkor a metrika altal kitiintetett parhuzamos eltoléds olyan, hogy

1V o (goev®w®) = 0. (3.3.7.)

Felhasznalva, hogy a parhuzamosan eltolt vektorokra t*V,v° = 0 és t*V,w® = 0, az
adddik, hogy

t"wV,gpe = 0. (3.3.8.)

Ez az osszefliggés akkor és csak akkor all fenn tetszoleges C' gorbe, és annak mentén
parhuzamosan eltolt tetszoleges v® és w® vektorokra, ha

Vagoe = 0. (3.3.9.)

Ezért a metrika altal kitlintetett kovaridns derivalt az 1.-5. kovetelmények mel-
lett még annak a kovetelménynek is eleget kell tegyen, hogy a metrika kovarians
derivéltja zérus.

3.1.1. tétel: Ha adott a g, metrika, akkor egyetlen olyan V, derival6 operator
létezik, amelyre V,g,. = 0. Ha @a—t valamely v koordinatarendszerhez tartozo
kozonséges parcialis derivaldas 0, operatoranak valasztjuk, akkor a metrika altal
indukalt V, operdtort a metrikéval

1

I = §ng(aagbd + ObGad — OaGab) (3.3.10.)

alakban kifejezett Christoffel-szimbdolum hatarozza meg, amelynek komponenseit

1 09 = 09y 09
P _ = po _
M = 5.9 <axu o = (3.3.11.)

o

a metrikus tenzor komponensei és azoknak elsé parcidlis derivaltjai egyértelmiien
meghatarozzak.
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A tétel bizonyitdsshoz vélasszuk V,-t valamely koordinatarendszerhez tartozé kozonséges d,
derivalé operdtornak. Ezutdn meghatdrozzuk C° -t ugy, hogy a Vg 6s C<,, altal meghatdrozott
V¢ derivalé operator elégitse ki a V,gp. = 0 feltételt. Ehhez C¢,-nek olyannak kell lennie a
(3.2.17.) egyenléség szerint, hogy

0 = vu,gbc = @agbc - Cdabgdc - Cdacgbdu (3312)

azaz

Ccab + Cbac = vagbc (3313)

teljesiiljon. Az a, b indexek felcserélése, majd ezutdn a b és ¢ indexek tovabbi felcserélése tovabbi
Osszefiiggéseket eredményez:

cha + Cabc = @bgac; (3314)

Cbca + Cacb = chab- (3315)

Adjuk 6ssze a (3.3.13.) és (3.3.14.) egyenletek megfelel oldalait, majd vonjuk ki ezekbdl a (3.3.15.)
egyenlet megfeleld oldalait és haszndljuk fel, hogy Ceqp = Cepa, ekkor

2Ccab = ﬁagbc + ﬁbgac - vcgab (3316)

adédik, ahonnan

1 ~ ~ -
Car = 590d(va9bd + Vigad — Vagab)- (3.3.17.)

Ezzel a C°,-vel V,gpe = 0 és latjuk azt is, hogy C°, -t a metrika és els6é derivéltjai egyértelmiien

meghatarozzak.

3.4. A gorbiileti tenzor

Az el6zéekben megmutattuk, hogy ha adott a kovarians derivédlas operatora, akkor
jol definialt az is, hogy mit értiink egy v € V, vektornak valamely C' gérbe mentén
a p pontbdl a g pontba torténd parhuzamos eltolasan. Azt is lattuk, hogy az eltolas
eredménye, azaz hogy a parhuzamos eltolds, mint leképezés a V, érintétér melyik
vektorat eredményezi, attol is fligg, hogy az eltolast melyik, a p pontot a ¢ pont-
tal 0sszekoté C' gorbe mentén végezzilkk. Ennek az lesz a kovetkezménye, hogy ha
egy vektort parhuzamosan eltolunk egy zart gorbe mentén a p pontbol ugyaneb-
be a p pontba, akkor altalaban nem az eredeti vektort kapjuk vissza. Az eltérés
a vektor és parhuzamos eltoltja kozott (zart gorbe menti eltolds esetén mindkettd
V, eleme) jellemzi a sokasag gorbiiltségét. Ennek kvantitativ jellemzéséhez gy ju-
tunk, hogy el6szor értelmezziik a Riemann-féle gorbiileti tenzort annak alapjan, hogy
két egymast koveto kovarians derivalds végrehajtasa valamely dualis vektormezon
mennyire kiillonb6z6 eredményre vezet, ha felcseréljiik a derivalasok sorrendjét. Ez-
utan megmutatjuk, hogy az igy definidlt Riemann-féle gorbiileti tenzor azt is meg-
hatarozza, hogy vektornak infinitezimalis zart gorbe mentén torténo parhuzamos
eltolasa az eredeti vektorhoz képest mennyire kiillonb6z6 vektort eredményez.
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Legyen V, a kovarians derivalas operatora, w, tetszoleges dudlis vektormezo és
f tetszéleges sima fliggvény. Hatarozzuk meg két egymast kovetd kovarians derivalas
hatasat az fw, dualis vektormezdre:

Vavb(fwc) = Va(wcvbf + fvbwc)
= (V,Nbf)wc + (be)Vawc + (Vaf)wac + fV.Vyw,, (3.4.1.)

majd forditott sorrendben
VbVa(wa) = (vaaf)wc -+ (Vaf)wac -+ (be)Vawc -+ beVawc. (342)

Vonjuk ki a két egyenlet megfelel6 oldalait egymasbodl és hasznaljuk ki a torziémentes-
séget, ekkor

(VaVb — vaa)(fwc) = f(VaVb — vaa)wc (343)

addédik. Hasonlo érveléssel, mint amelyet a derivald operdtorok vizsgalata soran
alkalmaztunk, be lehet latni, hogy (V,V, — V,V,)w, értéke valamely p pontban
csak w, ezen pontban felvett értékétol fiigg, mégpedig linedrisan. Ezért létezik olyan
R,,.* tenzor, amelynek segitségével a kovaridns derivéltak kommutatordnak hatdsa
a dualis vektormezore

Vo, Vilwe = R, wq (3.4.4.)

alakba frhaté. Itt R, ¢ a Riemann-féle gorbiileti tenzor. Erdemes megjegyezni,
hogy az a és b indexek a sokasagon értelmezett 1 lokdlis koordinatarendszernek
megfelel6 indexek, ugyanakkor a c¢ és d indexek rendre a V), érintétérben és a V)
dudlis vektortérben hasznalt (a v lokélis térképhez tartozdé) bazisok szerinti indexek.

Megjegyzés: A levezetés sordn a (3.4.3.) Osszefliggés adédott, ami biztositja, hogy a (3.4.4.)

egyenloség dudlis vektoroknak tetszoleges sima fiiggvényekkel képezett linedris kombinaciéjara is
fennall.

Most megmutatjuk, hogy az R, ¢ Riemann-féle gorbiileti tenzor azt is meg-
hatarozza, hogy mennyire kapunk az eredeti vektortol kiillonbozo vektort, ha egy vek-
tort infinitezimalis zart gérbe mentén parhuzamosan eltolunk. A kévetkezéképpen
jarunk el. Tekintsiink a p € M ponton atmend tetszéleges 2-dimenzids S feliile-
tet. Legyenek ezen a koordinatak t és s olyanok, hogy t = s = 0 felel meg a
p pontnak. Tekintsiik ezutdan a (0,0), (At,0), (At,As), (0,As) pontok altal ki-
jelolt infinitezimadlis parallelogrammat (At¢, As infinitezimalis), amelynek oldalai
altal meghatarozott infinitezimélis zart gorbe mentén a v® vektort parhuzamosan
eltoljuk (Id. 6. &bra). Azt fogjuk megmutatni, hogy az infinitezimalis zart
gorbe mentén torténd parhuzamos eltolas soran a v* vektor megvaltozasa

Sv* = AtAsv'T°S°R, ", (3.4.5.)

ahol T és S° rendre az s =4all. és t =4all. koordindtavonalak érintovektorai.
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(At, As)

(0,0)
t=pate OO

6. abra. A vvektor parhuzamos eltoldsa infinitezimalis zart C gorbe mentén, a vektor
és parhuzamos eltoltja kozti kiilonbség dv=1v’-v.

Legyen tovabba w, tetszoleges dudlis vektormez6. Vizsgdljuk meg, hogyan valtozik az w,v®
skalar a v® vektor parhuzamos eltoldsa soran. Legyen rendre ez a megvaltozas 01, d2, 03, 04
a zért gorbe (0,0) — (At,0), (At,0) — (At, As), (At,As) — (0,As), (0,As) — (0,0) szakaszain.
Jelolje rendre T¢ és S* az s =const. és a t =const. koordinatavonalak érintévektorait. Ekkor jo
kozelitéssel

0 = Atg(wava)

5 + O((At)?)

(AL/2,0)

= ATV, (wav®) +0((At)?)

(At/2,0)

+ O((At)?)

= At {v“(Tbvb)wa + wa(Tbe)va]
(At/2,0)

= At {v“(Tbe)wa] + O((At)?), (3.4.6.)

(At/2,0)

ahol felhasznaltuk a kovaridns derivalds 4. tulajdonsagat, a Leibnitz-szabdlyt, és azt, hogy a gorbe
mentén parhuzamosan eltolt vektornak a gorbe érintdjének iranydban vett irdnymenti derivaltja
zérus. Hasonldan adddik, hogy

+0((At)?), (3.4.7.)

53 = —-At |:’Ua (Tbe)wa}
(At/2,As)

ahol a minusz el6jel a jobb oldalon azt veszi figyelembe, hogy az s = As koordinatavonalon
ellentétes iranyban haladunk, mint az s = 0 koordinatavonalon tettiik. Adjuk Ossze ezt a két
megvaltozast:

S1+63 = At [va(Tbvb)wa —vY(T"Vy)wa } (3.4.8.)
(At/2,0) (At/2,As)
Hasonl¢ kifejezést kapunk (02 + d4)-re:
So+06, = As {v“(Sbvb)wa —0%(58°Vy)w, (3.4.9.)
(At/2,As/2) (0,As/2)
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Latjuk, hogy ha As — 0, akkor a (3.4.8.) kifejezés elsé rendben eltiinik. Hasonléképpen
a (3.4.9.) kifejezés is els6rendben eltiinik, ha At — 0. A parhuzamos eltolds tehat A¢-
ben és As-ben els6 rendben nem jelent valtozast.

Hatdrozzuk meg azonban (91 4 d3)-at masodrend(i pontossiggal. Ehhez meg kell hatdrozni a
(3.4.8.) egyenlet jobb oldaldn a szogletes zardjelben allé kifejezést As-ben elsérendii pontossdggal.
Képzeljiik el ehhez, hogy a v|(a¢/2,as) vektor a v(a¢ 2,0y vektorbél a t = At/2 gérbe (a 6. dbran a
C’ gorbe) mentén torténd parhuzamos eltoldssal adédik. Ekkor azonban v|(At/27As) = v(ae/2,0)
O((As)?), mert a parhuzamos eltolds elsé rendben nem fiigg a gorbétél, amely mentén végeztiik.
Ugyanakkor Tbewa|(At/27As) a parhuzamos eltoltjatdl (ami elsd rendben Tbewa|(At/270)—vel azo-
nos) ASSCVC(Tbewa)|(At/270)—vel kiilénbozik,

Tbvbwa|(At/27As) = Tbewa|(At/270) + ASSCVC(Tbewa”(At/Q)O). (3.4.10.)
Ezért azt kapjuk, hogy
61403 = —AtAsv?SV (TViyw,) (3.4.11.)

méasodrend{i pontossdggal, ahol a jobboldali kifejezést vehetjiik a (0,0) pontban, azaz a p pontban.
Teljesen hasonléan adodik, hogy

bo+0s = AtAsv*TV(S"Viw,). (3.4.12.)

Az w,v? skalar megvaltozasa tehdt a v® vektornak az infinitezimalis zart gérbe mentén torténd
eltolasa soran

5(wava) = 01+ 02+ 03+ 04
AtAsv® (TCVC(Sbewa) — SCVC(Tbewa))

AtAsv® (3.4.13.)

T°S°[Ve, Volwa + (TC(VCSb) - SC(VCTb)> Viwa | -

Itt a jobb oldalon a kerekzardjeles kifejezés éppen koordinata-bazisvektorok kommutatora
T¢(V.S%) — 8¢(V.T") = [T,S]"=0, (3.4.14.)

amely mindig zérus, hiszen koordindta-bazsivektorok mindig felcserélheték. Ezt is figyelembe véve
azt kapjuk, hogy

S(wav®) = AtAsvTS[V., Vilw,. (3.4.15.)
A Riemann-féle gorbiileti tenzor segitségével irhatjuk azonban, hogy
Ve, Vilwa = Ryplwa (3.4.16.)
tetszéleges w, dudlis vektormez6 esetén. Végiil tehat
S(wav?) = AtAsvTS°R,, 3wy (3.4.17.)

adddik, ami tetsz6leges w, dudlis vektormezdre akkor és csak akkor dllhat fenn (A¢-ben és As-ben
mésodrend{i pontossdggal), ha az infinitezimdlis zart gorbe mentén torténd parhuzamos eltolds
soran a v® vektor megvaltozasa

vt = AtAsviT°S°R, 7, (3.4.18.)
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ami éppen a keresett (3.4.5.) Osszefiiggés.

A (3.4.5.) egyenl6ség kozvetlentil mutatja, hogy a gorbiileti tenzor meghaté-
rozza azt, hogy egy vektort infinitezimalis zart gorbe mentén parhuzamosan eltolva,
az eredményiil kapott vektor mennyire tér el az eredeti vektortél. A levezetésbol az
is kideriilt, hogy ez az eltérés abbdl adddik, hogy két egymas utan végrehajtott ko-
varians derivélas a dudlis vektormezokre vett hatasaban mennyire nem felcserélheto.

Allitas: A kovarians derivdlasok operatorai kommutatoranak hatdsa t* sima
vektormezore:

Vo, Vylt® = —R, % (3.4.19.)

Legyen w, tetsz6leges dudlis vektormezo. Ekkor a torzidmentesség feltétele alapjan

0 = [V, Vp](twe)
VoWVt 4+ tViwe) — Vp(weVat® + t°Vawe)
= W[V Vp]t® + t°[Vq, Vilwe, (3.4.20.)
ahonnan
W[V Vut® = —t°Rylwa (3.4.21.)

all fenn tetszoleges dudlis vektormezére, igyhogy innen kovetkezik a bizonyitani kivant 6sszefliggés.

Allitas: Teljes indukcioval belathatd, hogy a kovarians derivalasok operatorai
kommutatoranak hatasa tetszoleges tenzormezore:

k !
ai...ag o a; ai...c...ag crpai...ay,
[Va, Vi |T bib, — E R,"T b T E R, T biooc..by”

i=1 j=1

(3.4.22.)

A Riemann-féle gorbiileti tenzor néhany fontos tulajdonsaggal rendelkezik:

1. Az els6 két indexében (a sokasdg-indexekben) antiszimmetrikus:

R,* = —R,," (3.4.23.)

abc

Ez kozvetleniil kiolvashaté a Riemann-tenzort definidls (3.4.4.) egyenldségbdl.

d
R[abc} == O (3424)
Eloszor belatjuk, hogy Vw, tenzormezd esetén

V[avbwc] = 0. (3.4.25.)
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Valéban, Ty, = Vywe = Opwe — decwd és
Valve = 0aTve —TepTee — TS The (3.4.26.)
miatt

vu,zjbc = aaabwc - (6ardbc)wd - decaawd - FZb(aewC - Fdecwd)
= 0.0pwe — 1% 0qwa — T 0ewe — (0T Jwa + T¢I wa,  (3.4.27.)

és ennek a kifejezésnek a teljes antiszimmetrizaltja zérusnak adddik, ha felhasznaljuk, hogy
a kozonséges parcialis derivalasok sorrendje felcserélhetd, és hogy I'°,, =T'%,. (A beldtott
(3.4.25.) azonossig lényegében a d?w = V A (V A w) = 0 azonossig, ami a differencidl-
formékra vonatkozé dltaldnos érvény(i azonossig specidlis esete, amikor w 1-forma.)

Ekkor viszont irhatjuk, hogy

0 = ZV{GVWC] = V[avbwc] — V[bvawc]
Rigpe "wa, (3.4.28.)

amit bizonyitani akartunk.

3. Ha a V, derivélasi operdtor a metrikahoz természetes médon hozzarendelt
kovaridns derivédlas operatora, azaz olyan, amelyre V,g,. = 0, akkor

Rabcd = _Rabdc (3429)

(antiszimmetria az érint6térhez tartozé indexekben).

Ez az azonosséag a (3.4.20.) szabdlybdl kovetkezik, ha azt a g,, metrikdra alkalmazzuk:
0 = [Va,Vblged = Rope gea + Rapd gee = Raved + Rabde, (3.4.30.)
ami éppen a bizonyitani kivant tulajdonsag.
4. Teljesiil a Bianchi*®-azonossag:
ViR = 0. (3.4.31.)
Alkalmazzuk a (3.4.20.) szabdlyt dudlis vektormezd kovaridns derivéltjdra:
[Va, Vil (Vewd) = Rop(Vewa) + Ry (Vews). (3.4.32)
Maésrészrol irhatjuk, hogy
ValVe, Velwa = Va(Rpegwe) = weVaRped + Rped VaWe- (3.4.33.)

Antiszimmetrizdljunk most az a, b, ¢ indexek tekintetében mind a (3.4.32.), mind a (3.4.33.)
egyenl6ség mindkét oldalan. Ekkor az egyenletek bal oldalai meg fognak egyezni. A jobb
oldalak egyenlésége pedig az aldbbi azonossagot eredményezi:

Rigpy*(Vewa) + Rigyal (Vaws) = weViaRygs + Rppojaf Vawe.  (3.4.34.)

28Luigi Bianchi, olasz matematikus, 1856-1928
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A fiiggbleges elvalasztévonalak azt jelolik, hogy d-re nem antiszimmetrizalunk. A baloldali
els6 tag a Riemann-tenzor 2. tulajdonsiga miatt zérus. A masodik tagok a két oldalon
éppen megegyeznek és kiejtik egymaést. Ezért végiil a

0 = weVieRy4 (3.4.35.)
azonossagot kapjuk tetszbleges w, 1-formamezére. Ez éppen a bizonyitani akart azonossag

érvényességét jelenti.

A Riemann-féle Rg.q gorbiileti tenzor egyértelmiien felbonthatd egy zérus
spurtd Cypeq és egy nem zérus spurt tenzor Osszegére. Ehhez eldszor bevezetjik
az Rq Ricci?-tenzort és az R skaldrgorbiiletet (Gauss-gorbiiletet).

Definicié: A Ricci-tenzor:

Rie = Ry (3.4.36.)

abc

Kovetkezmény: A Ricci-tenzor szimmetrikus:

R.e = Rea. (3.4.37.)
Valdban, az Rgpeq = Redap tulajdonsig kovetkeztében
Reo = Ryt = 0" Revaa = 6" Radch = Rogl = Rac (3.4.38.)
adddik.
Definicié: A skalargorbiilet a Ricci-tenzor spirja,
R = R (3.4.39.)
Allitas: Az n > 3 dimenziés sokasdgok esetén a Riemann-tenzor felbontdsa
zérus és nem zérus spuru tenzorok Osszegére:

2 2
Rac = Cac + —F acR - CR a | — Rac )
bed bed n_2<g[ dlb — 9| d]) (n—1)(n—2) YGalcYd)b

(3.4.40.)

ahol Cuyeq az tigynevezett Weyl®'-tenzor. A Weyl-tenzor sptirja barmely két in-
dexében zérus, és eleget tesz a Riemann-tenzor 1., 2. és 3. tulajdonsaganak.

Megjegyzés: A Weyl-tenzor a metrika konform transzformaciéi sordn nagyon
egyszerten transzformalodik és ezért szokas konform tenzornak is nevezni.

Definicié: Az Einstein-tenzort a

1
Gab = Rab_§Rgab (3441)

29@Gregorio Ricci-Curbastro, olasz matematikus, 1853-1925
30Hermann Klaus Hugo Weyl, német matematikus, fizikus és gondolkodé, 1885-1955
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osszefiiggéssel szarmaztatjuk a Riemann-tenzorbdl.

Megjegyzés: Az Einstein-tenzor nagyon fontos szerepet jatszik az dltalanos
relativitaselméletben. Segitségével irhatok fel az Einstein-egyenletek, amelyek
leirjak, hogy az anyag mozgasanak hatasara hogyan valtozik a téridé-sokasig szer-
kezete, pontosabban a metrikaja.

Allitas: Az Einstein-tenzor kovaridns derivéltja azonosan elt{inik,
ViGy = 0. (3.4.42.)

Induljunk ki a Bianchi-azonossagbdl, V[aRbc] 4 = 0, és kontrahaljuk az a és e indexek tekintetében,

0 = VaRyd +VoReud + VeRyi — VeRpod — VoRod — VaRed'
= VaRbcda + VoReqd — VeRpg — VeRpg + VpReg + VaRbcda
2(VaRbcda + VyReq — chbd)- (3.4.43.)

Huzzuk fel most a metrikdval a d indexet,
0 = V.R,“+V,R%—V.RY, (3.4.44.)

majd kontrahdljunk a b és d indexek tekintetében. Ekkor megkapjuk a bizonyitani kivant azo-
nossagot:

0 = VR +VyRY-V.R=V,R,»*+ VR~ V.R

1
= 2V’R., — V.R =2V, <Rcb — 5Rgd,) =2V,G o, (3.4.45.)

ahol felhasznéltuk, hogy

Racab = gaegbeacef = _gaegbecaef = _gaegbeefca = gaegbefeca = gbefece = gbefca
(3.4.46.)

és hogy Vb(gbefc) = gb-beRfc = VfRfc = V'R, tovdbbi hogy V,gp. = 0.

Megjegyzés: A (3.4.42.) azonossdg az dltalanos relativitdselméletben, mint
az Einstein-egyenletek konzisztenciajanak feltétele fog szerepelni.

3.5. Geodetikusok
3.5.1. A geodetikus fogalma

A gorbiilt sokasdgban vannak | kitiintetett gorbék”, az tigynevezett geodetikusok.
Ezek azok a gorbék, amelyek a ,,legkevésbé gorbiilnek.”

Definicié: Geodetikusoknak azokat a gorbéket nevezziik, amelyek mentén
az érintovektorok megkaphatok egymasbdl a gérbe menti parhuzamos eltolassal,
azaz amelyek T'* érintévektorai eleget tesznek a

TV, 7" = 0 (3.5.1.)
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egyenletnek.

Megjegyzés: Ha nem ragaszkodunk hozza, hogy a parhuzamos eltolas soran
az érintovektor hossza ne valtozzon, akkor csak azt kell megkovetelni, hogy a gérbe
tetszoleges p pontjaban az érintévektor parhuzamos legyen azzal a vektorral, amelyet
egy tetszoleges masik ¢ pontban vett érintévektornak a p pontba torténé parhuzamos
eltolasaval kapunk. Ekkor az egyenlet, amely a gorbe geodetikussdganak feltétele,

T°V,T° = oT® (3.5.2.)

alakra mddosul, ahol o a gorbén értelmezett tetszéleges fiiggvény. A (3.5.2.) egyen-
let azt fejezi ki, hogy a gorbe tetszlleges p pontjdban a T} érintvektor és a p-
hez infinitezimdlisan kozeli ¢ gorbe-pontbdl a p-be parhuzamosan eltolt 1177 vektor
parhuzamosak, de nem azonos hosszisaguak. Meg lehet mutatni, hogy a gorbe
atparaméterezésével mindig elérhetjiik, hogy a (3.5.2.) feltétel a (3.5.1.) alakot 6lt-
se. Ha a geodetikust gy paraméterezziik, hogy egyenlete (3.5.1.) alakot 6lt, akkor
azt mondjuk, hogy affin paraméterezést haszndlunk. A tovabbiakban a geodeti-
kusokat affin paraméteriikkel fogjuk parametrizalni.

Allitas: Irjuk 4t a geodetikusok egyenletét valamely ¢ koordindtarendszerben
koordinatakomponensekre vonatkozo egyenletté. Legyen a geodetikus képe R™-ben
x"(t). A geodetikusok egyenlete ekkor

2.1 o v
0 = dd; + Zrﬂwd; djt (3.5.3.)
ov
alakot olt.
A geodetikusok érintévektoraira vonatkozo egyenlet,

0 = T%0,T"+T°,.T°, (3.5.4.)

koordindtakomponensekben
— d(% + ; TH TTY, (3.5.5.)

ahol felhasznaltuk a kovaridns derivalé operator 3. tulajdonsdgdt. A 1 koordinatarendszerben
az érintévektor komponensei T+ = dz* /dt, igyhogy azonnal addédik a geodetikusok egyenletének
(3.5.3.) alakja.

Allitas: A geodetikusok affin paramétere nem egyértelmii. Ha ¢ affin pa-
raméter, akkor barmely ¢’ = at + b is affin paraméter, ahol a, b valés dllanddk.

Ez annak a kovetkezménye, hogy a geodetikusok egyenletében csak xz#(t) elsé és mdsodik
derivaltja szerepel,

dz# dz# d?zt N
g = a°— 3.5.6.
a ~ Car Taer T g (356,

tgyhogy a geodetikus egyenlete az 1j paraméterben is az eredeti alaki marad egy a? allandé

szorzotol eltekintve.
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A geodetikusok (3.5.3.) egyenlete kozonséges méasodrendii differencidlegyenlet
az z"(t) komponensfiiggvények egyiittesére. Ennek egyértelmiien létezik a meg-
oldasa, ha a gorbe valamely pontja és abban a pontban a gorbe érintévektora adott.
Ez a kovetkezot jelenti:

Allitas: A sokasag barmely p € M pontjan athalad pontosan egy olyan
geodetikus, amelynek érintGje a p pontban a tetszélegesen vélasztott 7%, € V,
érint6vektor.

3.5.2. Geodetikusok felhasznalasaval szerkesztett koordinatarendszerek

Ellentétben a lapos, azaz nem gorbiilt sokasagok esetével a sokasag p € M pontjaban
értelmezett érintévektorok nem tekinthetok a sokasag p pontjabol annak méas pont-
jaiba mutaté nyilaknak, hanem azok az érintévektorok V), terének az elemei. A geo-
detikusok segitségével azonban leképezhetjiik az érintévektorok V), terét a sokaségra.
Ez az ugynevezett exponencialis leképezés, amikor a p € M pontban értelmezett
V), érintotér tetszdleges v, € V), vektordhoz a sokasdg azon ¢ pontjit rendeljiik, amely
a p-bdl induld, v, érintévektort, egyértelmiien meghatarozott geodetikus mentén fek-
szik az affin paraméterben mért ¢ = 1 tavolsigra. (Ne feledjiik, hogy V, barmely v
és v’ vektora, amelyekre v’ = aw, ahol « tetszlleges valés szam, kiilonboz6 geode-
tikusokat hataroznak meg.) Meg lehet mutatni, hogy barmely p € M pont esetén
a V, érint6tér origdjanak van olyan kis kornyezete (kellden kis hosszisdgi v vekto-
rok esete), hogy ez a hozzarendelés 1étezik és kolesonosen egyértelmi. (Ha v € V,
elég nagy, akkor eléfordulhat, hogy a hozzatartozd geodetikus mentén szingularitast
talalunk még miel6tt elérjiikk a t = 1 affin paraméterti pontot. Az is lehet, hogy
ilyenkor egy p-bol indulé mésik geodetikus metszi a v-hez tartozot annak ¢t < 1
paraméterii pontjaban.) A V), érint6térnek, mint n-dimenzids vektortérnek ez a
kis kornyezete azonosithaté R™ origd korili kornyezetével, és igy az exponencialis
leképezés segitségével koordinatarendszert vezethetiink be a p pont kornyezetében,
amelyet Riemann-féle normalkoordinata-rendszernek neveziink. Ebben a ko-
ordindtarendszerben a p pontban (a koordinatarendszer origéjaban) a Christoffel-
szimbolumok eltinnek. A p ponttdl kelléen tavol a geodetikusok metszhetik egymast
vagy szingularitasba futhatnak, ezért a koordinatarendszer csak a p pont megfelel6en
kis kornyezetében hasznalhato, lokélis koordinatarendszer.

Amennyiben a kovaridns derivalt a 6. tulajdonsagnak is eleget tesz, azaz a
metrika altal egyértelmiien meghatarozott kovarians derivalt, akkor a geodetiku-
sok segitségével értelmezhetjiik a Gauss-féle normalkoordinatakat. FEzek ak-
kor hasznéalhaték elonyosen, ha az n-dimenziés M sokasagban létezik a bedgyazott
(n — 1)-dimenzidés S hiperfeliiletek serege. Ekkor a S hiperfeliilet barmely p € S
pontjaban a hiperfeliilet f/p érint6tere (n — 1)-dimenzids altere az M sokasag ugyan-
ezen p-pontban vett V, érintéterének. Ezért a nagysagatol eltekintve egyértelmiien
létezik olyan n® € V), vektor, amely a g,, metrika szerint ortogondlis a f/z,, érintotér
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minden v* € f/p vektorara, gu0°n® = 0. Ezt az n® a vektort az S hiperfeliilet
normalisanak nevezziik. Ha a sokasdg metrikaja Riemann-metrika, akkor n® nem
lehet benne f/p—ben, n® & ‘7,,. Ha a sokasidg metrikdja indefinit (pl. Lorentz-
szignattirdji), akkor n? lehet null-vektor, g,,n®n’ = 0, és ilyenkor n® € ‘7,,, és akkor
S ott nullfeliillet. Ha S sehol sem nullfeliilet, akkor aszerint, hogy n® térszeri
vagy id6észerfi, normdlhatjuk rendre gunn® = +1, ill. = —1 szerint. Ha az S
hiperfeliilet nem nullfeliilet, akkor a Gauss-féle normalkoordinatarendszert
a kovetkezoképpen értelmezziik. Hatarozzuk meg az S hiperfeliillet minden egyes
p € S pontjaban az adott ponton athaladd, n® érintévektora v, geodetikust. Ezen
geodetikusok és az S hiperfeliilet metszéspontjaihoz rendeljiik a t = 0 affin pa-
raméterértéket. Vegyilink fel tovabbd az S hiperfeliilleten (vagy annak egy tar-
tomdnyaban) értelmezett (z',..., 2" 1) koordinatdkat. Az S hiperfeliilet kornye-
zetében levo tetszoleges ¢ € M ponthoz a kovetkezoképpen rendeliink koordinatakat:
(a) megkeressiik, hogy melyik az a 7, (S-re ortogonélis) geodetikus, amely S-et p/-
ben metszi és dtmegy ¢-n; (b) ¢-hoz ugyanazokat az (z',..., 2" !) koordinatdkat
rendeljiik, mint amelyek p’ € S megfelel§ koordinétéi; (c) g-hoz azt az 2" = t koor-
dindtaértéket rendeljiik, amilyen ¢ affin paraméterértékhez tartozik ¢ € v,,. Ekkor
az Osszes ¢ € M pont, amelynek azonos az 2" = t koordinataja, definidlja az S; hi-
perfeliiletet. Ekkor mondhatjuk, hogy az S hiperfeliileten értelmezett koordinatakat
a leirt médon ,,atemeltiik” az S; hiperfeliiletekre.

Allitas: A Gauss-féle normalkoordindtarendszer azzal a tulajdonsdggal rendel-
kezik, hogy a t = 0 affin paraméterértékhez tartozo S hiperfeliiletet annak normalisa
irdnyaban metsz6 geodetikusok az Gsszes, ¢t =4ll. affin paraméterértékhez tartozo S;
hiperfeliiletre ortogonalisak.

A bizonyitashoz azt kell belatni, hogy a geodetikus érintévektor-mezeje, n® ortogonalis ma-
rad az X{,..., X2_, béazisvektor-mezdkre, amelyek kifeszitik S; érintéterét. Ehhez elegend6 azt
belétni, hogy az n, X skalarszorzat a geodetikusok mentén tértén6 parhuzamos eltolds soran nem
véaltozik, azaz, hogy n’Vj(neX®) = 0, ahol X% az X{,..., X2 , vektormezék barmelyike lehet. A
bal oldalon &ll6 kifejezés tovabb alakithatd,

nbvb(naX“) = nb(Vbna)X“ + 1P, Vo X = nPn, Vi X, (3.5.7.)

mert n® geodetikus érintévektora, amelyre n®Vyn® = 0. Mivel n® és X koordinéta-bazisvektorok,
azért felcserélhetdk, 0 = [n, X]|? = n®V, X — X*Vyn?, dgyhogy

nPVy(ne X% = nanbVy(X®) = n,X"Viyn®. (3.5.8.)

Innen a Leibnitz-szabdlyt alkalmazva és figyelembe véve, hogy az S-en érvényes n,n® = =+1
normaldsi feltétel megérzodik a parhuzamos eltoldsok soran, az adédik, hogy

n’Vy(n,X?) = %vab(nan“)zo, (3.5.9.)

amit bizonyitani akartunk. Mivel az n,X® = 0 ortogonalitasi feltételek fennallnak az S hiper-
felillet valamelyik pontjaban, amelyet koordindtarendszertink origdjanak vélasztottunk, ezért a
nPVy(n,X?®) = 0 egyenléség azt jelenti, hogy ennek a pontnak M-beli kérnyezetében (a koor-
dindtarendszer érvényességi tartomdnyéaban) is teljesiilnek az n,X® = 0 ortogonalitési feltételek

barmely X = X{,..., X2, bazisvektor-mezore.
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3.5.3. A minimalis ivhosszi és a maximalis sajatidotartamu gorbék

A metrikdhoz tartozo6 (azaz a V,g,. = 0 tulajdonsagot is kielégit4) kovarians derivalt
segitségével definialt geodetikusok fontos tulajdonsaga, hogy szélséértékké teszik az
adott két pontot 6sszekoto gorbe hosszat.

Definicié: Legyen az M sokasagon adott a g,, Riemann-metrika. Legyen C
sima (vagy legaldbb egyszer differencidlhatd) gorbe és T ennek érintévektora, ¢
pedig a paramétere. A gorbe t; és t, paraméterhez tartozé pontjai kozti gorbeiv
hosszan az

to
(= / (gapTOT?) 2t (3.5.10.)
t

1
integralt értjiik.

Definicié: Legyen az M sokasagon adott a g, Lorentz-metrika. Legyen C
sima (vagy legaldbb egyszer differencidlhat6) gorbe és T ennek érintGvektora, ¢ pe-
dig a paramétere. A C' gorbét idészertinek, null-gorbének vagy térszertinek nevezziik
rendre aszerint, hogy érintéjének normanégyzete mindeniitt negativ (gu,TeT° < 0),
zérus (gupT¥T = 0), vagy pozitiv (g, T¢T° > 0). Térszerti gorbe fvhosszan ismét a
(3.5.10.) kifejezést értjiik. Id6szerti gorbe ivhosszan a

t2
T o= / (—gapToT®) Y2 dt (3.5.11.)
t

1
integralt értjilkk, amit sajatidének neveziink. A null-gérbék ivhossza zérus.

Allitas: Lorentz-metrikaju sokasagban barmely geodetikus érintéje vagy min-
deniitt idészerli, vagy mindeniitt térszerli, vagy mindentiitt null-vektor. Ezért egy
geodetikus vagy idGszerti, vagy térszeri, vagy null-geodetikus.

Ez kozvetlen kbvetkezménye annak, hogy a geodetikusok érintévektorai egymasnak parhuza-
mos eltoltjai, és a parhuzamos eltolas megorzi a vektorok normanégyzetét.

Allitas: Gorbe fvhossza (ill. az fvéhez tartozd sajétids) nem fiigg a gorbe
paraméterezésétol.

Tekinsiik pl. az {vhossz esetét. Térjiink at mdsik s = s(t) paraméter hasznélatdra, ahol
feltessziik (mint szokds), hogy a régi és az 1j paraméter kapcsolata invertdlhatd, azaz létezik a
t = t(s) fiiggvény. Ekkor s1 = s(t1) és sa = s(t2) a végpontoknak megfelels 1j paraméterértékek,
az 1j érintévektorok pedig S* = (dt/ds)T* kapcsolatban dllnak a régi érintévektorokkal, tigyhogy
az Uj ivhossz

S2 S2 t2
0 = / (gabSaSb)l/st:/ (gabT“Tb)l/Q%ds:/ (gapToT®)Y2dt = ¢ (3.5.12.)
s1 s1 s t1
megyegyezik a régivel.
Megjegyzés: A térszeri gorbe ivhossza és az idGszerii gorbe sajatideje olyan
jellemzok, amelyek fiiggetlenek a paraméterezéstol, tovabba fliggetlenek a téridd
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koordinata-lefedésétol. Ezek a szobanforgd gorbék szerkezeti jellemzoi, amelyekhez
a mérhetd térbeli tavolsag és az idOszert gorbén, mint vilagvonalon utazo megfigyelo
6rajan mért (sajat)idétartam fizikai fogalmai kothetok.

Allitas: Tegyiik fel, hogy a p € M és ¢ € M pontok térszerti (ill. idGszerti)
gorbével dsszekotheték. Az a térszerti (ill. az az idGszeril) gorbe, amely szélsGértékké
teszi a rogzitett p és ¢ pontok kozti gorbeszakasz ivhosszat (ill. az ahhoz tartozé
sajatidé-tartamot), a két pontot Osszekdtd geodetikus.

Végezziik el a bizonyitast térszeri gorbék esetére. Formdlisan ugyanolyan feladattal allunk
szemben, mint amikor a newtoni mechanikaban azt kérdezziik, hogy melyik az a pdlya, amelyik a

hatast széls6értékké teszi. Vezessiink be valamely 1 koordindtatérképet, hogy R"-ben dolgozhas-
sunk. A hatds szerepét ekkor az ¢ ivhossz, az I Lagrange®!-fliggvény szerepét az

dx* dx” 1/2
Lo (ZQWWE) (3.5.13.)

kifejezés veszi at. A szélséérték sziikséges feltétele, hogy az £ ivhossz megvéltozasa elsérendben
tlinjon el, ha az z#(t) gorbét rogzitett végpontok kozott infinitezimélisan folytonosan deformaljuk
valamely z#(t) 4+ da*(t) gorbébe, mikozben dz#(t1) = dz#(t2) = 0. Az ivhossz varidcidja

dzt dzv\ H? dz® d(6xz%) 1 0Gop . . dr® daP
v aB— = = dt.
/ (Zgﬂ dt dt) azﬂ[g a Tdr 2 — 9o " Tdt dt

(3.5.14.)
Az altaldnossig csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a gorbét igy parametrizéltuk, hogy
dxt dx¥
b TT" = 1= p—— —— 3.5.15.
ot MZ; I~ "at ( )

legyen. Ekkor a széls6érték sziikséges feltétele, hogy
t2 dz® d(0zP) 1 0Gop . , dr® daP
0 = / ;[QB dt dt +§ oo O dt]dt
T 0gax dz® dz
—— gap—— sxPdt, 3.5.16.
/tl ;[ dt(gﬁdt> 918 dt dt} ( )

ahol a hatdron vett tagoknak a végpontok rogzitése miatti eltiinését kihasznaltuk. Mivel ennek
a variacionak el kell tiinnie tetszéleges 6x”(t) varidcié esetén, ezért a megfelelé Euler32-Lagrange-
egyenlet

Pz 09ap dz dz® 1 g dx® dz?
0 = —Gaf——— — - — . 3.5.17.
Z{gﬁdt N T T DA P dt} (8:5.17.)

[e3

Szorozzunk 14 az egyenlet mindkét oldaldra a ¢*” inverz metrikdval és kontrahaljunk a £ index

31 Joseph-Louis Lagrange, olasz-francia matematikus és csillagasz, 1736-1813.
32Leonhard Euler, svajci matematikus, fizikus, csillagész és mérnok, 1707-1783.
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szerint. Rendezés utdn

d*z* 0gax dg da™ dx™
— 55 an ) afB
dt? ; [ 9P 817)‘:| dt dt
_ l KB 8900\ _ 0Gap _ 093 dx™ dx®
= 27 | 92F T oxr T Bxe | Tat dt
dz® da?
= =2 Tax—r—r 3.5.18.
2 o dt dt ( )

a,
addédik. Ez éppen a geodetikus egyenlete.

Hasonléan lehet bizonyitani, hogy két pontot 6sszekotd idészerit gorbék ivhosszat mérd
sajatidotartam széls6értéket vesz fel a két pontot Gsszekotd idoszerii geodetikuson.

Megjegyzés: A fenti levezetés azt is mutatja, hogy a geodetikus egyenletét affin
parametrizacié és tetszoleges koordindtarendszer hasznélata esetén megkaphatjuk, mint

az
t2 dxt dx”
/ Zgw o (3.5.19.)

,,Lagrangre-fliggvényhez” tartozo Euler—Lagrange—egyenletet. A Christoffel-szimbdlumok
valamely koordindtarendszerben torténé meghatarozdsanak egyik lehetséges moddja, hogy
a Christoffel-szimbdélumokat a geodetikusok egyenletének explicit alakjabdl olvassuk ki.

Allitas: Riemann-metrikaju sokasag esetén barmely két pontot 0sszekotod gor-
bék kozott talalhatunk tetszélegesen nagy ivhosszit. Az ivhossz azonban alulrdl
korlatos. Feltéve, hogy van olyan, a két pontot 6szekoté gorbe, amelyen az ivhossz
felveszi a legkisebb értékét, akkor az az ivhossz szélséértéke, és ez a gorbe geodeti-
kus. Két pontot 6sszekoto legrévidebb Ut ezért mindig az, ha geodetikus mentén,
azaz ,,a legegyenesebb uton” haladunk. Ha azonban adott két pont és az ket
0sszekotd geodetikus, akkor az nem biztos, hogy ez a legrovidebb 1t a két pont
kozott. (Eléfordulhat, hogy tobb geodetikus is Osszekoti ugyanazt a két pontot.)

Allitas: Legyen adott két pont Lorentz-metrikaju sokasdgban, amelyek ossze-
kothetok idoszerti gorbével. Ilyenkor mindig taldlhaték olyan idészeri gorbék, ame-
lyeken a sajatidé-tartam tetszolegesen kis értéket vehet fel. Vannak olyan térido-
sokasagok, amelyekben adott két pontot 0szekoto iddszerti gorbékhez tartozd sajat-
id6-tartamnak nincsen fels6 korlatja. Ha azonban létezik ilyen fels6 korlat, akkor a
sajatido-tartam a maximalis értékét a két pontot 0sszekotd idoszerii geodetikuson
veszi fel. Megint igaz azonban, hogy ha két pontot 0sszekot egy idOszerti geodetikus,
akkor nem biztos, hogy ezen a geodetikuson a két pont kozotti sajatidé a sajatido
maximalis értéke.

Allit4s: Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy két pontot 0sszekotd
id6szerli geodetikus legyen a maximalis sajatidejii gorbe, (ill. Riemann-metrika
esetén, hogy két pontot Osszekotd geodetikus legyen a minimélis ivhosszi gorbe),
amely a két pontot 6sszekoti, az, hogy hidnyozzanak a geodetikus mentén az tigyne-
vezett konjugalt pontok. Errdl késobb fogunk beszélni.
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7. dbra. Iddszerii geodetikusok egy-paraméteres csaladja a geodetikus devidcié meg-
hatarozasdhoz

3.5.4. A geodetikus deviacio

A geodetikus deviacid geometriailag a szomszédos geodetikusok egymashoz képesti
eltériilésének jellemzésére szolgal. Ennek kozvetlen fizikai jelentést tulajdonithatunk.
Képzeljiik el, hogy két részecskét engediink el egymas kozelében kezdosebesség
nélkil. Ezek a részecskék szomszédos geodetikusokon kezdenek mozogni. A geode-
tikus deviacioé azt jellemzi, hogy a szomszédos geodetikusokon mozgo részecskéknek
mekkora az egymashoz képesti relativ gyorsulasa és hogy mekkora az ennek megfelel6
ar-apaly er6. A relativ gyorsulds (és az ar-apdly erd) gravitacios eredetii, a térid6
gorbiiltségének koszonhetéen 1ép fel. A geodetikus deviacié, ami ezt a jelenséget
leirja, egyuttal a térido gorbiiltségének egy masik jellemzsje.

Tekintsiik a geodetikusok egy vs(t) egy-paraméteres csaladjat, amelyben min-
den geodetikust s € R valds paraméterrel jeloltiink meg, és t a geodetikusok affin
paramétere. Legyen az (s,t) +— 75(t) leképezés sima, kolesonosen egyértelmii és
az inverze is sima. Ekkor a 74(t) geodetikus-csaldd egy ¥ 2-dimenziés részsokasagot
képez. Vélasszuk ¥-n az (s, t) koordindtdkat. Ekkor a T* = (0/0t)® bazisvektormezo
a 7s(t) geodetikusok érint6je, az X = (0/0s)* bazisvektormez6 pedig az infinite-
zimalisan kozeli geodetikusok egymashoz képesti eltolédasat jellemzi, ez az ugyne-
vezett deviacio-vektor.

Allitas: A geodetikusok 75 (t) egy-paraméteres csaladjaban a szomszédos, azaz
X* deviacié-vektorral jellemzett geodetikusok relativ gyorsuldsa

a® = —R,,"X'T°T, (3.5.20.)

ahol T* a geodetikusok érintovektor-mezeje.

A geodetikusok affin paraméterezésének megvalasztdsiaban mérték-szabadsagunk van: az
affin paraméter csak egy linedris transzformdcié, t — t' = a(s)t + b(s) erejéig meghatédrozott.
Az érintévektor normanégyzete, g TT? egy-egy geodetikus mentén allandé. A geodetikus affin
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paraméterezésében meglevo mértékszabadsagot pedig felhaszndljuk arra, hogy az affin paraméter
alkalmas s-fiiggd t' = a(s)t (a(0) = 1) atskdldzdsdval biztositsuk, hogy az érintévektorok nor-
manégyzete barmely s-hez tartozé geodetikuson is ugyanaz az dllandé legyen. Mivel v,-en (annak
t-paraméterii pontjaban) az érintévektornak a normanégyzete

> g (as (D) (datt fdt) (da” [dt) = a®(s) D g (as(t))(datt fdt') (da /dt))
2214 4
= Y Gulao(t)) (dafy /dt') (da /'), (3.5.21.)
v
ebbdl kiolvashatjuk a(s) alkalmas valasztasat.

A T és X* vektormez8k koordindtavektormezék ¥-n, ezért kommutédlnak, [X,T]* = 0,
ahonnan

Xv, ¢ = TV, X (3.5.22.)
adodik. Ebbél viszont kovetkezik, hogy X,T¢ =all. barmely geodetikus mentén, mivel
1
TPV (T, X)) = X°T°V,T, +T°T,V, X = T,T°V, X = T, X"V, T = 5vab(TaTa) =0.
(3.5.23.)

Ezek utdn végezhetiink a 5 geodetikus affin paraméterén alkalmas ¢ — t' = t+b(s) eltoldst, amivel
el tudjuk érni, hogy X,T'* = 0 legyen valamennyi v, geodetikuson. Ezzel a paraméterezéssel tehat
elértiik, hogy X,7T® = 0 mindenhol a ¥ részsokasiagon. A ¢ =const. goérbék ekkor merélegesen
metszik az Osszes s geodetikust.

Azt, hogy két szomszédos, azaz az X devidcids vektorral jellemzett geodetikus egymashoz
képesti eltoloddsa milyen litemben valtozik a geodetikusok mentén, a

v® = TPV,X° (3.5.24.)

relativ sebesség jellemzi. (Idészerii geodetikus-sereg esetén gy gondolhatjuk, hogy ez a szom-
szédos geodetikusok ¢ = 0 paraméter{i pontjaiban elengedett és azok mentén szabadon esé részecskék
relativ sebessége.) Hasonléan az

a® = TV" =TV (T°V,X%) (3.5.25.)
vektort a szomszédos geodetikusok relativ gyorsuldasanak nevezhetjiik.

Végiil megmutathatjuk, hogy a szomszédos geodetikusok relativ gyorsuldsa a (3.5.20.) egyen-
16ségnek tesz eleget:
a® = TV (T’°V,X?) =TV (XV,T%)
= TYV.X )V, T+ T°X"V. .V, T°
= XYV IV, T+ X*T°V, V. T — X°R,, 2 T°T?
= X¢(V.I"V,T* + X°T’°V .V, T* — X°R,, fT°T?
= XV (T°VyT*) — R, X TeT?
—Rf X'TT, (3.5.26.)
ahol az els6 egyenléség annak a kovetkezménye, hogy T és X, mint koordindta-bazisvektorok

kommutalnak; a masodik egyenl6ség a Leibnitz-szabaly alkalmazasa révén addédik; a harmadik
egyenléség els6 tagjaban ismét felhasznaltuk, hogy X@ és T kommutalnak, valamint, hogy

Ve, Vy]T® = —R, 2 T% (3.5.27.)
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a negyedik egyenloség masodik tagjaban felcseréltiik a b és ¢ 6sszegz6 indexeket; az 6t6dik egyenldség
a Leibnitz-szabdly értelmében &all fenn; végiil a hatodik egyenloségben felhasznaltuk, hogy a geo-
detikus érint6i egymas parhuzamos eltoltjai.

A geodetikus devidci6 (3.5.20.) egyenlete kifejezi, hogy bérmely geodetikus-
csaladot jellemz6 relativ gyorsulds akkor és csak akkor zérus, ha a gorbiileti tenzor
zérus; R, % = 0. Ezért bizonyos szomszédos geodetikusok gyorsulva kozelednek
egymashoz vagy tavolodnak egymastol akkor és csak akkor, ha a sokasag gorbiilt,
azaz R, ¢ # 0. Bz azt is jelenti, hogy kezdetben parhuzamos szomszédos geodetiku-
sok, azaz olyanok, amelyek relativ sebessége kezdetben T°V, X = 0, akkor és csak
akkor szlinnek meg parhuzamosak lenni, ha a sokasag gorbiilt.

3.6. A gorbiileti tenzor meghatarozasa

Az FEinstein-egyenletek explicit alakjanak felirasahoz sziikségiink lesz arra, hogy a
gorbiileti tenzort kifejezziik a metrikaval. Erre tobbféle modszer hasznalatos.

3.6.1. A koordinata-komponensek moddszere

Az a legkézenfekvébb, — bar sokszor meglehetosen hosszadalmas szamolast igényl6 —
modszer, amikor valamilyen koordinatarendszert valasztunk és abban meghatarozzuk
a gorbiileti tenzor RHM’\ koordinata-komponenseinek kifejezését a metrika és de-
rivaltjainak komponensei segitségével. Induljunk ki a gorbiileti tenzor bevezetése
soran hasznalt

Vo, Vilwe = R wq (3.6.28.)

oesszefiiggéshol, ahol w, tetszoleges dudlis vektormezo, V, pedig a g4, metrika altal
indukalt kovaridns derivalé operator. Dudlis vektormezé kovarians derivéltja

Viwe = Opwe —I'% wq, (3.6.29.)
és altalaban a (0, 2)-tenzor kovarians derivaltja
ViTye = 0,The — T4, Ty — T T, (3.6.30.)
tigyhogy

VoViwe = 0u(Opwe — decwd) — Fdab(adwc —I¢we) — Fdac(ﬁbwd — I we).
(3.6.31.)
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Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
Rabcdwd = [Vaa Vb]Wc
= —2a[ardb]CWd — 2Fd[b‘c|aa}Wd — (Fdab — dea)adwc — 2Fd[a‘c|ab]wcl
+2(0% T e + T T ha)we

— (-28[ardb}c + zrec[ardb}e) W, (3.6.32.)

ahol felhasznaltuk, hogy a Christoffel-szimbdélumok kovarians indexeikben szimmet-
rikusak, 'Y, = 'Y, . Mivel az azonossdg tetsz6leges wy dudlis vektormezd esetén
fennall, a gorbiileti tenzor koordinata-komponenseire az adédik, hogy

or* or?
A K VK A A
R, = axﬁ - _'_Z(FPRHF vy — 170 TA). (3.6.33.)

p

Itt a Christoffel-szimbélumok a kordbban ismertetett médon kifejezhetok a metrika
elsé parcialis derivéltjainak és a ¢ inverz-metrikdnak a segitségével. A gorbiile-
ti tenzor linearisan tartalmazza a metrika komponenseinek masodik parcidlis de-
rivaltjait és bonyolult, nem linearis médon a metrika komponenseinek elsé parcialis
derivéltjait. Ha adott koordindtarendszerben ismertek a metrika komponensei, mint
a koordinatak kifejezései, akkor elvileg a Christoffel-szimbélumok és a gorbiileti ten-
zor komponenseinek explicit kifejezései is kiszamithatok.

A Ricci-tenzor komponenseit a (3.6.33.) kifejezésbdl kontrakciéval kapjuk:

le = ZRMVI:

orv orv
o MK VK v v
- (G - G T, - )

p

oz

M 02, T
[l v UK v v
P S, T, — T T ). (3.6.34.)
v vp

Néhany tovabbi fontos szabdly, ami a koordinata-komponensekkel torténé sza-
molasokat megkonnyiti.

1. A g, metrika komponensei (g,,) matrixba rendezheték. Ekkor a g*° inverz-
metrika ¢*” komponensei a (g,,) matrix inverzének az elemei. Jeloljiik a (g,.)
matrix determinansat g-vel,

g = det(guw). (3.6.35.)

Ekkor a metrika altal az M sokasagon indukélt természetes térfogatelem

Vgldat - - - da”. (3.6.36.)
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2. A kontrahdlt I'*, Christoffel-szimbélum koordinata-komponensei:

1 9g  0ln+/|g|
re - - — , .6.37.
77 i (3.6.37.)

A kontrahalt Christoffel-szimbélum megjelenik a Ricci-tenzor kifejezésében és
megjelenik barmely vektormezd kovarians divergencidjanak a kifejezésében.

A kontrakcié eredménye:

a _ v _ l/n 89}“‘@ 891/;-@ 891/#
o = ZF ; <(’“)9c”—‘_('“)gcﬂ_aacN
_ _Z vk aguﬁ O0gur _agrw
oxv 8x# oxv
uﬁag’]ﬁ
= 529 S (3.6.38.)

Hatéarozzuk meg most a g determinans dg differencidljat, ha infinitezimalisan dg,,,-vel megval-
toztatjuk a (g,,) matrix elemeit. Legyen a g,,,, matrixelemhez tartozé aldeterminéns AW)
ekkordg =3, A dg,,,. Mésrészrol tudjuk, hogy a (g"*) métrix a (g,,) matrix inverze,
azaz g"* = AW /g tgyhogy

= 9> ¢"dgu (3.6.39.)
adodik. Ezt felhasznalva irhatjuk, hogy
1 Ogu 11 0 Oln+/
IR D I o i A Il vlg| (3.6.40.)
2 Jxt 2 g0zH ozt

amit bizonyitani akartunk.

3. Tetszoleges V* vektormezo kovarians divergencidjanak kifejezése:

: Iny/
A R VR LA A A
Ozt p Ozt

ng Q?w. (3.6.41.)

3.6.2. Tetrad-modszer

A kovaridans derivalas operatoranak és a gorbiileti tenzornak koordindtabazisban
torténo meghatarozasa mindig kozvetleniil jarhato ut, néha azonban célszertibb orto-
normalt bazisban meghatarozni a tenzorok komponenseit. A koordindtabézis viszont
csak lapos téridoben Descartes-koordinatak hasznalata esetén ortogonalis.
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A tetrad-modszerben bevezetiink egy koordinataktdl fiiggetlen, ortonormalt,
sima (e,)* vektormezékbdl allé {(e,)*} bézist, ahol a (1 = 1,2,...,n) az egyes
bazisvektorokat cimkézik. Definicié szerint megkoveteljiik, hogy a bevezetett bazis-
vektorok eleget tegyenek az

(eu)a(eu)a = N (3642)

ortonorméltsagi feltételnek, ahol 7, = diag(—1,+1,...,+1) a Minkowski-metrika.
Az n = 4 dimenzidban az {(e,)*} bazist tetradnak nevezziik, amely elnevezést més
dimenzidban is szokas hasznalni.

Allitas: Fenndll a

> (e ey = 9 (3.6.43.)

azonossag, ahol 0% a vektorok terén alkalmazott azonossagi leképezés, n*" pedig 1,
inverze, azaz n"" = 1,,.

Hattassuk a (3.6.43.) egyenléség bal oldalan &l16 kifejezést a tetszéleges (e, )? vektorra, ekkor

S (e (ebles)’ = D 0" (en) e = Y 6en) = (e0)* = 6%(e)’, (3.6.44.)

ahonnan kiolvashaté a (3.6.43.) azonossag.

Erdemes parhuzamot vonni a gorbiilet koordindta-mdédszerrel és tetrad-mod-
szerrel torténd kiszamitdasa kozott. Koordinata-modszer esetén azt haszndljuk ki,

hogy

e (A) a derivalds operatora a metrika altal meghatérozott kovaridns gradiens,
Vagab = Ou

e (B)a derivalas operatora torziomentes (a kovarians gradiens 5. tulajdonsaga),
VVof = ViVof Vf € F, aminek kovetkeztében a Christoffel-szimbdélumok
szimmetrikusak, 't = T'#

ov?

e (C)aRiemann-tenzor és a kovaridns gradiens kapcsolata: [V, Vi]w. = R, wq

Vw. € T(0,1).

A tetrdd-médszerben az (A) és (B) tulajdonsdgot més alakban fogjuk kihasznalni.
A Christoffel-szimbolumok helyett konnexios 1-formékat vezetiink be.

Definicié: Az w,,, konnexiés 1-formadkat a tetrad vektorainak segitségével
az alabbi kifejezés definidlja:

War = (€,)"'Vale)y, pmrv=1,...n (3.6.45.)
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A konnexids 1-formdk (tetrad-bazisban vett)

Wepr = (en)a(eu)bva(eu)b (3646)
komponenseit Ricci-féle rotacios egyiitthatoknak nevezziik.

Allit4s: A Ricci-féle rotdcios egyiitthatok antiszimmetrikusak,
Wiy = —Wrwp; (3.6.47.)

antiszimmetridjuk egyenértékii az (A ) kovetelménnyel, azaz avval, hogy a kovaridns
derivalt a metrika altal indukalt kovaridans derivalt.

Induljunk ki a (3.6.42.) ortonormaéltsdgi feltételbdl, és hattassuk annak mindkét oldaldra a
kovarians derivalds operdtorat:

0 = Val((en)(en)s), (3.6.48.)
ahonnan az (A4) kovetelményt felhasznédlva azt kapjuk, hogy
Wapr = (€)' Valew)o = —(Valen)®) (e)s = —(€0)"Valen)y = —wavu-  (3.6.49.)
Forditva is igaz, hogy ha kiindulunk a Ricci-féle rotaciés egyiitthatok antiszimmetridjabol,
(ep)'Valew)oy = —(e)"Valen)s, (3.6.50.)

és felhasznaljuk a tetrad-bézis ortonormaltsdgéat, amibél

(eu)bva(eV)b = _(va(eu)c) (ev)e = _(va(eu)dQCd) (ev)e
= _(ev)dva(eu)d + (eu)d(vang)(eu)c (3.6.51.)

adddik, akkor a (3.6.50.) és a (3.6.51.) jobb oldalainak Gsszehasonlitdsdbdl visszakapjuk az (A4)
kovetelményt.

Megjegyzés: Erdemes felfigyelni ra, hogy a Christoffel-szimbélumok szimmet-
rikussdga nem az (A), hanem a (B) kovetelménybdl kovetkezett. A tetrdd-mddszer
elénye, hogy a szimmetrikus Christoffel-szimb6lumok helyett az antiszimmetrikus
Ricci-féle rotacids egyliitthatokkal dolgozik, mert n-dimenzids esetben n-n(n+1)/2
darab fliggetlen Christoffel-szimbélum és csak n - n(n — 1)/2 darab fiiggetlen Ricci-
féle rotéacios egytitthaté van. Pl. n = 4 dimenziéban ez 40 helyett csak 24 fiiggetlen
egyiitthatéo meghatarozasanak sziikségességét jelenti.

A moédszer kovetkezd 1épéseként a Riemann-tenzort ki kell fejezni a Ricci-féle
rotacios egylitthatok segitségével:
Rpo’/,l,l/ = (ep)avawcr,uu - Znaﬁ [Wpuﬁwgay + WpBoWayuy — (p = O')](3652)
aiﬁ

Itt a kovarians derivalds helyettesitheté kozonséges derivéldssal, mert az wgy, kom-
ponensek skalar-fiiggvények. Ezutan a Ricci-tenzor komponensei az

Ry = Y 0" R (3.6.53.)
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képlettel szamolhatok. A (3.6.52.) kifejezés teljes egészében megfelel a gorbiileti
tenzor meghatarozasiban a (C) kovetelménynek, ami kideriil az aldbbi levezetésbél.

Felhaszndlva a (C) kévetelményt, abbdl indulhatunk ki, hogy a Riemann-tenzor komponensei
a tetrad-bazisban,

Rpopy = Rabcd(ep)a(ea)b(eu)c(eV)d = (ep)a(ea)b(eu)c[vav Vil(ew)e (3.6.54.)

alakba irhaték. Itt fellép az (e,)°VoVp(e,). kifejezés, ami a kovetkezOképpen alakithaté at a
(3.6.43.) azonossag segitségével:

(eu)cvavb(eu)c = Va((eu)cvb(QV)C) - (Va(e,u)c) (Vb(eu)C)
= Va((eu)cvb(GV)C) - (Va(eu)f)(scf (Vb(elf)C)
= Va((e)Vilen)e) =Y 1% (Valew)) (ea)(es) s (Va(en)e).(3.6.55.)

Hasonloképpen irhaté, hogy

(eu)cvbva(eu)c = Vb((e#)cva(e,,)c) - Zﬁ“ﬁ (Vb(eu)f) (ea)c(eﬁ)f(Va(QV)C)-(3-6-56-)
a,B

Ezeknek az Osszefiiggéseknek a segitségével kapjuk a Riemann-tenzor komponenseinek alabbi kife-
jezését:

Roopr = (ep)“(eg)b [Vawbw, — Viwapw — Z n*8 (wamwba,j — wb,@”wwu)] (3.6.57.)
a,p
Fejezziik ki a jobboldali els6 tagot a Ricci-féle rotécids egyiitthatokkal:
(ep)a(eo)bvawbw = (ep)ava((ea) Wb,uu) (ep)” ( ale )b)wbw
()Y (€0 ) = ()70 (Va(er )t
(ep)ava((ea)bwbuu) - Z(ep) (ea) (eﬂ)C(va(ea)c)wbuV

a,f
= (ep)ava((%)bwbw) - Z(ep)a(ea)bwaﬁﬂwbw
a,f
= (ep)ava((ea)bwb,uu) — WpBoWapw- (3.6.58.)

A (3.6.57.) egyenldség jobb oldaldn a méasodik tagot hasonléképpen alakithatjuk 4t; az eredmény
a (3.6.58.) kifejezésbdl p < o cserével kaphat6 meg. Ezeket visszahelyettesitve a (3.6.57.) egyenlet
jobb oldaldba, megkapjuk a (3.6.52.) kifejezést.

A tetrad-mddszer eddig ismertetett lépéseiben kihasznaltuk az (A) és (C) kove-
telményeket a Riemann-tenzor meghatarozasa soran. Hatra van még, hogy biz-
tositsuk a mddszerben a kovaridans derivalt torziomentességét, a (B) kévetelményt.
Erre két lehet6ség is van.

1. A torziémentesség teszi lehetévé, hogy vektorok kommutatorat

[v,w? = V"V’ — w'Va° (3.6.59.)
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alakban fejezhessiik ki. Masrészt, ha ez az Osszefiiggés barmely két vek-
tormezdre teljestil egy bazisban, akkor a kovarians derivalas operatora tor-
zidmentes. Ezért a torziomentességet a tetrad-bazisban szereplo vektormezok
kommutatoraira kirétt

(c)alen ] = (eo)a((en)"Vi(en)" = (€)' Vi(en)") = (€4) whor = (€4) who
Wyov — Woopu (3660)

feltételekkel biztosithatjuk. Ezek n?(n — 1)/2 darab egyenletet jelentenek a
Ricci-féle rotécios egyiitthatok meghatérozaséra.

2. Meg lehet mutatni (Id. [1]), hogy annak a sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a kovaridans derivalas operatora torziomentes legyen, az, hogy a tetrad-
béazisban szereplé minden vektormezo tegyen eleget a

8[0(60)5} = Znuy(eu)[awb}ou (3661)
1,

feltételnek.

Megjegyzés: A (3.6.52.) és a (3.6.61.) osszefiiggések differencial-formak nyel-
vén jol attekintheté alakot 6ltenek. A dudlis vektor indexének elhagyasaval
vezessiik be a bazis-egyformakra az e, a konnexids 1-formdkra az w,,, jelolést,
a gorog indexek fel- és lehtizdsara hasznéljuk rendre n*°-t és n.s-t, tigyhogy
pl. w/ =>_n"w,,. Jeloljiik tovabbd az R, 2-formékat R,,-vel. Ekkor
a (3.6.61.) egyenlGség

de, = e, Nw)/ (3.6.62.)
alakot 6lt, a (3.6.52.) egyenl6ség pedig
R/ = dw/+) w'Aw) (3.6.63.)

alakba irhat6 dt. A (3.6.62.) és (3.6.63.) egyenleteket szerkezeti egyenle-
teknek szokdas nevezni.

A torzidmentesség biztositasanak kiilonb6zo moédja miatt kétféle utat jarhatunk,
ha meg akarjuk hatarozni ortonormalt bézisban, azaz tetrad-modszerrel a gorbiileti

tenzort.

1. Az egyik eljaras az, hogy a (3.6.60.) felcserélési reldciékat megoldjuk a Ricci-
féle rotacios egyiitthatokra, majd azokat behelyettesitjiik (3.6.52.) kifejezésébe.
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2. A masik eljards sordan a (3.6.62.) (ill. a vele azonos (3.6.61.)) egyenletbél
hatarozzuk meg a konnexids egy-formakat, majd ezeket helyettesitjiik be a
(3.6.63.) (ill. a vele azonos (3.6.52.)) Osszefiiggésbe. Ennek az eljardsnak az az
elénye, hogy a (3.6.62.) egyenlet bal oldaldt viszonylag egyszerii kiszdmolni,
és egyszerll esetekben ki lehet taldlni, hogy mi a megoldas a konnexids egy-
forméakra.

A tetrad-moédszerrel torténé szamolds soran végil ismét be kell vezessiink koor-
dinatarendszert. A mddszer célja nem az, hogy ezt elkeriiljiik, hanem inkabb az,
hogy a tenzorokat a koordinatabazisnal kényelmesebb bézisban fejtsiik ki.

Megjegyzés: A jelen tananyag a gravitaciés mezét a metrikus tenzorral irja le.
Az éltaldnos relativitdselméletet azonban gy is fel lehet épiteni, hogy a tetrad-bézist
hasznaljuk a gravitaciés mezo6 lefrasara.
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FUGGELEK

A. Topoldégikus terek

A.1. Topolégia

Definicié: Topolégikus tér, (X, 7T): Legyen X halmaz és T az X részhalmazainak olyan
egylittese, hogy

1. a T-ben taldlhaté részhalmazok barmely egyiittesének unidja benne van 7 -ben, azaz
ha O, € T Va, akkor U,O, € T, ahol O, C X Vaq;

2. T-bél vett barmely véges sok részhalmaz metszete is T-ben van, azaz ha O1, Oa, ...,
O, € T, akkor N?_,0; € T;

3. X és 0 is eleme T-nek.

Ekkor azt mondjuk, hogy 7T topolégiat értelmeztiink az X halmazon, és X-nek 7T-ben
szereplO részhalmazait nyilt halmazoknak nevezziik.

Allitds: Barmely X halmaz topolégikus térré teheto. Erre a legegyszeriibb példék:

1. Diszkrét topolégia: amikor 7 = {X Gsszes részhalmazai};

2. Indiszkrét topolégia: amikor 7 = {X, 0}.

Példa: Valés szamok halmaza standard topolégiaval: X = R és T tartalmazza
R 6sszes olyan részhalmazdt, amelyek elééllnak (a,b) nyilt halmazok uniéjaként. Ekkor a nyilt
intervallumok egyuttal nyilt halmazok, ami indokolja, hogy altaldban barmely topolégikus tér
esetén T elemeit nyilt halmazoknak nevezziik.

Példa: Metrikus tér standard topolégiaval: Legyen X tetszéleges metrikus tér és T
az X Osszes olyan részhalmazainak egyiittese, amelyek eloallithatok nyilt gombok unidiként.

Definicié: Indukdlt topoldgia: Legyen (X, T) topoldgikus tér és A C X. Ekkor
az A részhalmaz topoldgikus térré tehet6 azaltal, hogy definidljuk az S indukalt topoldgiat,

ahol § = {A-nak az Gsszes olyan részhalmaza, amely kifejezhet, mint A-nak és T eleme-
inek a metszete}, azaz S = {U|U = AN O,VO € T}.

Definicié: Szorzattopoldgia: Legyenek (Xi,77) és (X2, 7T2) topoldgikus terek.
Ekkor az X1 x X9 = {(z1,x2)|x1 € X1, 9 € X5} topoldgikus térré tehetd, (X1 x X9, 7),
ahol T az X7 x X9 6sszes olyan részhalmazait tartalmazza, amelyek O x O alaki halmazok
unidiként allithatdk eld, ahol O1 € T1 és Oy € Ts.

Példa: A szorzattopoldgia segitségével tudunk az R-n értelmezett standard topolégiabol
R"-en topoldgiat értelmezni. Az utébbi pontosan megegyezik az R"-en értelmezett standard to-
polégiaval, amelyet kozvetleniil is definidlhatunk gy, hogy T az 6sszes olyan részhalmazok egyiitte-
se, amelyek eléallithaték nyilt gombok unidiként.
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A.2. Leképezések

Definicié: Folytonos leképezés: Legyenek (X, T) és (Y,S) topolégikus terek. Az f :
X — Y leképezést folytonosnak nevezziik akkor és csak akkor, ha barmely O C Y nyilt
részhalmaz inverz képe, f~1[0] = {r € X|f(z) € O} nyilt halmaz X-ben, vagyis ha
O € S, akkor f~O] € T.

Ha R-et standard topolégiaval latjuk el és f : R — R, akkor a folytonossag fenti
definiciéja pontosan megegyezik a folytonossag szokasos € — §-s definicidjaval.

Definicié: Az f : X — Y leképezést homeomorfizmusnak nevezziik, akkor és
csak akkor, ha f folytonos, kolcsondsen egyértelmil, ,,-ra torténd” leképezés és f~1 is
folytonos. Ekkor az (X,7T) és az (Y,S) topoldgikus tereket homeomorfaknak nevezziik.
Homeomorf topoldgikus terek topoldgiai tulajdonsigai megegyeznek.

A.3. Zartsag, osszefiiggés, lezaras, hatarok

Definicié: Legyen (X, T) topoldgikus tér. A C' C X részhalmaz zart akkor és csak akkor,
ha a komplementere X \ C' = {z € X|z ¢ C'} nyilt halmaz, vagyis X \ C € T.

Példa: A valds szdmegyenes zdrt [a, b] intervalluma egyuttal R-nek zdrt részhalmaza is.

Ko6vetkezmény:

1. Zart halmazok barmely egyiittesének metszete zart.

2. Véges sok zart halmaz unidja is zart.

Lehetséges olyan részhalmaz, amely se nem zart, se nem nyilt, mint pl. a félig nyilt
[a,b) C R intervallum. El6fordulhat az is, hogy egy részhalmaz egyszerre zart és nyilt is,
mint pl. a diszkrét topolégidban a részhalmazok.

Definicié: Az (X, 7T) topoldgikus tér akkor és csak akkor 6sszefiigg6, ha T elemei
kozott az egyediili olyan részhalmazok, amelyek egyszerre nyiltak és zartak, az X és a ()
iires halmaz.

Példa: R" a standard topoldgidval Gsszefliggo.

Definicié: Részhalmaz lezartja: Legyen (X,7) topoldgikus tér és A € X. A
lezartjan, A-n az A-t tartalmazé Osszes zart halmaz metszetét értjik.

Kovetkezmény: Az A lezartja, A zart halmaz, amely tartalmazza A-t, A C A és
A = A akkor és csak akkor, ha A zart.

Definicié: A C X belseje= int(A): az 6sszes A-ban taldlhaté nyilt halmaz uniéja.

Kovetkezmény: int(A) nyilt, int(A) C A és int(A) = A akkor és csak akkor, ha A
nyilt.

Definicié: A hatdra = A = 9A: mindazon pontok halmaza, amelyek benne vannak
A-ban, de nincsenek benne int(A)-ban.
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Definicié: Az (X, T) topolégikus tér Hausdorff-topolégidji3® akkor és csak ak-
kor, ha teljesiil a kovetkez6 elvalaszthatésagi feltétel: barmely két kiilonbozé p, g € X
p # q pont esetén léteznek olyan O,, O, € T nyilt halmazok, hogy O, N O, = 0.

Példa: R" a standard topologiaval Hausdorff-topologiaju.

A.4. Kompaktsag

Definicié: Nyilt lefedés: Legyen (X,7T) topologikus tér, A C X. Ekkor az X nyilt
halmazainak {O,} egylittesét A nyilt lefedésének nevezziik akkor és csak akkor, ha A C
UaOq-

Definicié: Allefedés: az A halmaz nyilt {O,} lefedésében szereplé olyan nyilt
halmazok részegyitittese, amelyek szintén lefedik A-t. Az allefedést végesnek nevezziik,
ha véges sok halmazt tartalmaz.

Definicié: Az A C X részhalmaz kompakt akkor és csak akkor, ha barmely nyilt
lefedésének van véges allefedése.

Példa: Barmely topologikus térben egyetlen pont kompakt részhalmasz.

Példa: A (0,1) C R nyilt intervallum nem kompakt, mert pl. az O, = (1/n,1) n =2,3,...
nyilt lefedése a (0,1) intervallumnak, de ez nem tartalmaz véges allefedést.

A zartsag és a kompaktsig kapcsolatardl fontos tételek szdlnak.

A.1. tétel: Heine3*-Borel® -tétel: Az [a,b] C R zart intervallum kompakt az
R-n értelmezett standard topolégiaban.

A.2. tétel: Legyen (X, 7T ) Hausdorff-topolégidju és A C X kompakt, akkor A zart.
A.3. tétel: Legyen (X, 7) kompakt és A C X zart, akkor A kompakt.

A.4 tétel: A valds szamok A részhalmaza a standard topoldgidban akkor és csak
akkor kompakt, ha A zart és korlatos.

A folytonos leképezések megérzik a kompaktsagot:

A.5. tétel: Legyenek (X, T) és (Y,S) topoldgikus terek, legyen (X, 7T) kompakt és
f: X — Y folytonos. Ekkor X képe is kompakt, azaz f[X] ={y € Y|y = f(z)} C Y
kompakt.

A.6. tétel: Topoldgikus téren értelmezett folytonos valds fliggvény korlatos és fel-
veszi a maximalis és a minimalis értékét.

A kompaktsiag R-beli, az A.4. tételben megfogalmazott tulajdonsigai kiterjeszt-
heték R™-re:

A.7. tétel: Tyikhonov3®-tétel: Legyenek (X1,71) és (Xo,72) kompakt topolé-

33Felix Hausdorff, német matematikus, 1868-1942.

34Heinrich Eduard Heine, német (porosz) matematikus, 1821-1881

35F¢lix Edouard Justin Emile Borel, francia matematikus, 1871-1956

36 Andrej Nyikolajevics Tikhonov, orosz és szovjet matematikus, 1906-1993
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gikus terek. Ekkor X7 x X5 is kompakt a szorzattopoldgidara nézve.
A.8. tétel: Az A C R™ akkor és csak akkor kompakt, ha A korlatos és zart.

Példa: Az S™ (az n-dimenziés gombfelillet R"T1-ben) kompakt az indukdlt topolégidra
nézve.

A.5. Konvergencia, megszamlalhatosag és kompaktsag

Definicié: Az (X, T) topolégikus tér pontjainak {z,} sorozata konvergdl az x ponthoz
akkor és csak akkor, ha az x pont minden O nyilt kdrnyezetéhez létezik olyan N egész, hogy
Zn € O minden n > N esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy x az {z,} sorozat hatdrértéke.

A valés szémok R halmazdban a standard topoldgidval ez a szokédsos konvergencia-
fogalom.

Definicié: Az y € X torléddsi pontja az {z,} sorozatnak, ha y barmely nyilt
kornyezete a sorozat végtelen sok pontjat tartalmazza.

Ha {z,} konvergal xz-hez, akkor z torlédasi pont. Madsrészt viszont ha y az {z,}
torlédési pontja, akkor el6fordulhat, hogy az {x,} sorozatnak még olyan {y,,} részsorozata
sem létezik, amelyik y-hoz konvergal.

Definicié: Az (X, T) topoldgikus tér elsédlegesen megszamlalhaté akkor és csak
akkor, ha barmely p € X-hez létezik a nyilt halmazok olyan {O,, } megszamlalhaté egyiitte-
se, hogy p barmely O nyilt kornyezete tartalmaz legaldbb egyet az {O,,} egyiittesbol.

Allitas: Ha (X,T) els6dlegesen megszamlalhato, akkor minden olyan {z,} soro-
zatbdl, amelynek y torlédasi pontja, kivdlaszthaté y-hoz konvergéls {y,} részsorozat.

Példa: R™ a standard topolégiaval elsddlegesen megszamlalhatd, de eleget tesz egy erésebb
kritériumnak is: nevezetesen masodlagosan megszamlalhato.

Definicié: (X,7) topolégikus tér masodlagosan megszamldalhatd, ha létezik
nyilt halmazok olyan megszamldlhaté egytittese, hogy barmely nyilt halmaz kifejezhetd
ezen halmazegyiittes valamely tagjainak unidjaként.

Példa: R™ masodlagosan is megszamlalhato és a nyilt halmazok megszamlalhatd egylittesét
azok a nyilt gombok képezik, amelyek kozéppontja raciondlis koordinatakndl van és sugaruk is
raciondlis.

A kompaktsag és a konvergencia kapcsolatat az alabbi tétel fogalmazza meg:

A.9. tétel: Bolzano-Weierstrass-tétel: Legyen (X,7) topoldgikus tér, A C
X. Ha A kompakt, akkor minden {z,} C A sorozatnak van A-ban torlédasi pontja.
Megforditva, ha (X, 7T ) mésodlagosan megszamldlhaté és minden A-beli sorozatnak van
A-ban torlédési pontja, akkor A kompakt. fgy, ha (X, 7) mésodlagosan megszamlalhato,
akkor X-nek az A részhalmaza akkor és csak akkor kompakt, ha minden A-beli sorozatnak
van olyan konvergens részsorozata, amely A-beli ponthoz konvergal.
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A.6. Parakompaktsag és parakompakt sokasagok tulajdonsa-
gai

Definicié: Lefedés finomitédsa: Legyen (X, 7) topoldgikus tér és {O,} az X-nek nyilt
lefedése. A {V} nyilt lefedést az {O, } lefedés finomitasanak nevezziik, ha barmely V3-hoz
létezik olyan O, hogy Vi C O,.

Definicié: A {V3} lefedés lokdlisan véges akkor és csak akkor, ha barmely x € X
pontnak van olyan W nyilt kornyezete, amely csak véges sok Vs-ba metsz bele, azaz
amellyel csak véges sok Vjs-ra teljesiil, hogy W N V3 # 0.

Definicié: Parakompaktsag: az (X, T) topoldgikus tér akkor és csak akkor para-
kompakt, ha X minden {O,} nyilt lefedésének létezik lokalisan véges {V3} finomitasa.

Példa: R" és S™ és szorzataik parakompaktak.

Allitds: Legyen M parakompakt differencidlhaté sokasag (tovabbiakban egyszertien
sokasdg). Ekkor

1. M-en létezik Riemann-metrika;

2. M masodlagosan megszamlalhaté.

Ekkor M lefedhetd olyan (15, 0;) térképek lokélisan véges, megszamlalhat6 csalddjdval,
amelyben minden O; kompakt. Forditva, ha M a sokasiagok minden kovetelményének
eleget tesz, akkor az 1. vagy a 2. tulajdonsig teljesiilése maga utdn vonja, hogy M

parakompakt.

A parakompakt sokasigok egyik fontos tulajdonsdga, hogy létezik rajtuk egységfel-
bontas.

Definicié: Legyen adott az M parakompakt sokasdg lokalisan véges nyilt {O,}
lefedése. Az {O,} lefedéshez tartozé egységfelbontison sima fliggvények olyan {f,}
egylittesét értjiik, amelyek az alabbi tulajdonsaguiak:

1. fo tartéja (azaz azon halmaz lezértja, amelyen f, # 0) O,-nak részhalmaza,
2.0< fa < 1

3. >, fa =1, ahol az Gsszegzés véges sok tagra torténik, mert M minden pontjaban
csak véges sok f, # 0, hiszen a sokasag lokdlisan véges lefedésébdl indultunk ki.

Allitds: M minden olyan lokélisan véges {O4} nyilt lefedéséhez, amelyben min-
den O, kompakt, tartozik egységfelbontds. Ez azt jelenti, hogy minden parakompakt
sokasdgon létezik egységfelbontds.

Az egységfelbontis létezése lehetévé teszi, hogy a parakompakt sokasidgokra vonatkozd
lokalis allitasokat globdlissa tegyiink:

Példa: fgy bizonyithaté az a fentebbi allitds, hogy parakompakt sokasdgon létezik Riemann-
metrika. A bizonyitds az aldbbi 1épésekben torténik: (i) M-t lefedjiik lokalisan véges (1q, Oq)
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koordinatatérképek olyan csalddjaval, amelyben minden O, kompakt; (ii) minden egyes lokalis
kornyezetben definidlunk egy (ga)qs Riemann-metrikdt; (iii) majd képezziik az egész sokasdgra
kiterjesztett gay = Y, fa(9ga)as metrikat, ahol {fo} az {O,} lefedéshez tartozé egységfelbontiés.

Példa: Ugyancsak az egységfelbontas segitségével definidlhatd az integralas parakompakt
sokasdgokon.
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B. Differencial-formak

B.1. p-forma, ékszorzat és kiils6 derivalt

Definicié: Az w teljesen antiszimmetrikus (0, p)-tipusi tenzort differencialis p-formanak
(roviden p-formanak) nevezziik: Way...ap = Way...ap)-

Kovetkezmény: Ha dimM = n és p > n, akkor minden p-forma azonosan zérus.

Megjegyzés: Egy p-forma és egy g-forma kiils6 szorzata, Way ...ap by ...bg (0,p + q)-
tipusu tenzor, de nem (p + ¢)-forma. Két differencidl-formédb6l A-szorzassal, azaz
ékszorzassal képezhetiink (p + ¢)-format.

Definicié: Az w p-forma és a p g-forma ékszorzata az w A p (p+ ¢q)-forma, amelyet

(p+q)!

p'q' w[al'”apubl---bq} (Bll)

(w N :u')al...apbl...bq =

definiél.

Megjegyzés: Az ékszorzat (a) bilinedris, azaz barmely w, a és 3 differencidl-formak
esetén

wA(a+p8) = wha+wApP, (B.1.2.)
tovdbba (b) csavar-kommutativ, azaz barmely a p-forma és 8 g-forma esetén

aNf = (-1)PIBAc. (B.1.3.)

Példa: Legyen w € V és p € V) az n dimenziés sokasdg p € M pontjdban értelmezett
két egy-forma. Legyen V), az M sokasag érintétere a p pontban. Keressiik a w A pu két-forma
hatdsat a (£,m) € V, x V, rendezett vektorpdron. A p pont kdrnyezetében bevezetjik az z/
koordinatarendszert, és a megfelel6 a% és dz" koordinata-bazisokat rendre Vj,-ben és a V, dualis

vektortérben. Ekkor frhatjuk, hogy £ = 5“8%“ n= 77“8%“ w =wydz!, p=p,dx". Az ékszorzat
tehat atirhato koordinata-bazisban
wAp = wypdx Ndx” = 2wy, dxt A dx” (B.1.4.)
alakba, ahonnan (w A ), = 2wy, ). Mésrészt, mivel
dz" ndx”(§,m) = &'n" =&, (B.1.5.)
azért
wApEn) = 2wy (" — ") = wu n” — wun "
= w(@u(n) —wmm). (B.1.6.)

Definicié: Az w p-forma kiils§ derivéltjdnak azt a dw (p + 1)-formét nevezziik,
amelyet

(dw)al...apb = (p+1)v[bwa1...ap} (B17)
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definial. Ezt formalisan irhatjuk dw = V A w alakba is, mintha a derivalas operatora is
egy-forma lenne.

Megjegyzés: Fontos tudatositani, hogy a derivalds eredménye nem fiigg attol, hogy
Vi, melyik derivalé operator (akir a kozonséges parcidlis derivalds operdtora is lehet).
Ez azért van igy, mert a kiils6 derivalt komponenseinek valamely koordinata-bazisban
torténd tényleges kiszamitasakor a derivalast a p-forma komponensein, mint a koordinatak
fliggvényein kell elvégezni.

Példa: Legyen w egy-forma, akkor (dw)s = 2Vw,), amelynek komponensei a lokélis
koordindta-bazisban (dw),, = V,w,(z) —V,w,(z) = Oyw, — O,w,,, Ugyhogy - kordbbi jel6léseinket
hasznélva - kapjuk, hogy dw(&,n) = (Oyw, — Opuwy )EHn”.

Allitds: Poincaré-lemma: Bérmely w p-forma esetén
Pw = 0. (B.1.8.)

Ez azért van igy, mert a masodik parcidlis derivaltakban felcserélheté a derivaldsok sorrendje,
ligyhogy

(de)bcal___ap = (p+2)(p+1)0p0cwa,...a,) = 0. (B.1.9.)

Allitds: A Poincaré-lemma megforditasa: Legyen o p-forma, amelyre da = 0.
Ekkor lokdlisan mindig létezik olyan 3 (p—1)-forma, amelynek a a derivéltja, azaz amelyre
a = dB3. Ez altalaban globdlisan nem igaz.

B.2. Integralas

Az n-dimenziés M sokasdgon az n-formdk linedris tere 1-dimenzids. Ez azt jelenti, hogy
fliggvény-szorzétol eltekintve egyetlen n-forma létezik.

Definicié: Az M sokasagot irdnyithatonak nevezziik, ha létezik olyan € n-forma,
a sokasag orientacidja, amely folytonos és sehol sem tiinik el M-en: €, 4, AZ € és
az € irdnyitds ekvivalens, ha létezik olyan f > 0 fiiggvény, hogy € = f¢€'.

Minden irdnyithaté sokasdgon két inekvivalens orientacié 1étezik, az egyiket jobbke-
zesnek, a masikat balkezesnek nevezik. Minden egyszeresen Gsszefligg6 sokasdg iranyithato.

Példa: R" és az (m + 1)-dimenziés R™ T 1-be dgyazott m-dimenziés S™ gémbfeliilet iranyit-
hat6 sokasagok.

A tovabbiakban a folytonos a n-formamezd integraljat értelmezziik az n-
dimenzids, iranyithaté M sokasagon. Eloszor értelmezziik az integrilt egy U C
M nyilt halmazon, majd parakompakt sokasdgok esetén az integral lokalis definicidjat
kiterjesztjik az egységfelbontas segitségével az egész sokasagra. Ezt kovetoen pedig az n-
dimenziés M sokasdgon értelmezett p-formak integraljat fogjuk definidlni ,,jé viselkedésii”
p-dimenzids részsokasidgokon.

Legyen € a sokasag orientacidja.
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1. Legyen U C M egyetlen 9 koordinatarendszerrel lefedett nyilt halmaz, és legyen
ebben a koordindtabéazisban
€ = hdx''A...Adx™, ill. ey 4, =n'h(z!,. .. ,:IJ"")(CZ:IJ"I)[CL1 coe(dx™)g,,,
(B.2.1.)
ahol h el nem tiné fliggvény U-n. Megallapodés szerint, aszerint, hogy h > 0, ill.

h < 0 rendre jobb-, ill. balsodrasi koordinatarendszerrdl beszéliink. Barmely
a n-forma kifejthetd a 1 koordinatabdzis szerint,

a = a(zt,... ,2")dz' A, Adz™. (B.2.2.)
Ha 1 jobbsodrasd, akkor az a n-forma U C M nyilt halmazon vett in-
tegraljanak definicidja:

Definicio:

/a = / a(zt, ... z")dzt ... da", (B.2.3.)
U Y[U]

ahol Y[U] az U C M nyilt halmaz képe R"-ben, és a jobb oldalon &ll6 integral
szokésos Riemann-integral (v. Lebesgue3’-integral).

Allités: Az igy értelmezett integral fliggetlen a koordinatarendszer megvélasztasatol.

Megjegyzés: Tegyiik fel, hogy az M sokasdgot 4 = (u',...,u™) paraméterekkel paramet-
rizéltuk, azaz (i) = (x'(@),...,2"(4)), akkor az integral

ozt,... 2"
/ a = / a(f(ﬂ)Mdul o du, (B.2.4.)
U D a(u gee ,Un)
ahol D a v[U] tartoménynak megfelel§ értelmezési tartomény a paraméter-térben.

2. Legyen az M sokasdg parakompakt. Ekkor a sokasagnak 1étezik lokalisan véges {O; }
lefedése, azaz minden pontja lefedhet6 véges sok olyan O; nyilt halmazzal és rajtuk
értelmezett 1); lokdlis térképekkel, hogy minden O;-nek az O; lezartja kompakt.
Ekkor pedig létezik az {O;} lefedéshez tartozé {f;} egységfelbontés.

Definicié: Ha a
Z/ filai|?dz" - dz™ < oo (B.2.5.)
i i[O

integral véges, akkor az a n-format az M parakompakt sokasagon integral-
haténak nevezziik és integraljat az

/M T 22: /Oz free= zz: /i[oi] fuai(@r, .. ,an)dxl -edz” (B.2.6.)

Osszefiiggéssel értelmezziik, ahol a méasodik egyenl6ség az integral nyilt halmazon
torténo lokalis definicigjabdl kovetkezik.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy az igy bevezetett integral-fogalom fiiggetlen
az {O;} lefedéstdl és a hozzérendelt egységfelbontdstol.

3"Henri Léon Lebesgue, francia matematikus, 1875-1941.
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3. A fentieket felhasznalhatjuk arra, hogy értelmezziik az n-dimenziés M parakom-
pakt sokasdgon adott p-forma (p < n) integréljat M valamely ,,j6 viselkedésii”
p-dimenzids feliiletén.

Definicié: Legyen S p-dimenziés sokasdg, ahol p < n. Ha létezik olyan ¢ : S — M
C>-tipust, lokalisan kolesondsen egyértelmii leképezés, amelynek a ¢! : ¢[O] — S
inverze is C*°, akkor azt mondjuk, hogy ¢[S]| az M-be siillyesztett részsokasag.
Itt a ¢ leképezés lokalis kolcsonos egyértelmiisége azt jelenti, hogy minden
g € S ponthoz létezik olyan nyilt O C S kornyezet, hogy ¢ az O kornyezeten
kolesonosen egyértelmii. Ha az elébbi feltételek gy teljesiilnek, hogy ¢ globélisan is
kolesonosen egyértelmii, akkor azt mondjuk, hogy a ¢[S]-et az M-be bedgyazott
részsokasdgnak nevezziik. (A ¢ leképezés kolesonos egyértelmiiségének globalitasa
biztositja, hogy a ¢[S] képhalmaz ,,nem metsz dnmagaba”.)

A tovabbiakban ,,j6 viselkedésii feliilleten” M-be bedgyazott részsokasigot

értiink. Az n-dimenziés M sokasdgba bedgyazott (n — 1)-dimenzids részsokasagot
hiperfeliiletnek nevezik.

A bedgyazés automatikusan generdl egy természetes sokasdg-szerkezetet ¢[S]-en.
Ezért minden ¢ € ¢[S] pontban létezik ¢[S]-nek a W, érintStere, ami azonosithaté
az M sokasdg ugyanezen g pontban vett V; érintterének egy p-dimenzids alterével.
Ennek kovetkeztében, az M-en adott barmely 3 p-forma genersl egy 3 p-format
¢[S]-en azéltal, hogy B értelmezési tartomanyat Vy x ... x Vg-rél W, x ... x Wy-ra

p—szer p—szer

korldtozzuk. Ezt figyelembe véve B integraljat a ¢[S]| bedgyazott sokasdgon gy
értelmezziik, mint 3 integréljat ¢[S]-en:

/qs[s]ﬁ B /WB' (B.2.7.)

Ezzel visszavezettiik az integral-fogalmat a mar elézdleg bevezetett ,,n-forma in-
tegralja n-dimenzids sokasagon” fogalmaéra.

Megjegyzés: Az M n-dimenzids sokasdgon értelmezett 3 p-formét (p < n) koordindta-
bézisban felirhatjuk

B = > Bu.a@..a)dat AL Adatr (B.2.8.)
i1 <...<ip
alakban, ahol ;.. ; (z',...,2™) valds fiiggvények.

B.3. Integraltételek

B.3.1. Iranyithat6 sokasagok és a Stokes-tétel
A differencidlformék integréljaira vonatkozé tételek megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a
hatarral rendelkez6 irdnyithaté sokasiag fogalmara.

Definicié: Az n-dimenziés, hatarral rendelkez6 N sokasag simén van Ossze-
varrva olyan lokalis tartomanyokbdl, amelyek olyanok, mint R” , felének”, azaz R™ ! < 0
részének valamely nyilt halmazai.
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A bedgyazott sokasig specidlis esete, amikor a bedgyazandé S sokasag (n — 1)-
dimenziés és a bedgyaz6 leképezés olyan, hogy ¢[S] az N C M zért tartomény (n — 1)-
dimenziés hatéra, ¢[S] = N. Ekkor N belseje, int(N) = N — N egy hatérok nélkiili
n-dimenzids sokasdg. Az N hatér sokasdg-szerkezetét az N lefedéséhez hasznalt lokalis
térképek z! = 0-hoz tartozé részei hatdrozzak meg. Az N hatér egy (n — 1)-dimenzids,
hatarok nélkiili sokaséag.

Ha a hatarral rendelkez6 N sokasag iranyithatd, akkor az irdnyitas indukal egy
irdnyitast az N hatdron is. Az N hatarnak az N sokasag orientacidja altal indukalt
orientaciéjat a kovetkezdképpen kapjuk meg:

1. Tekintsiik az N-on azokat az U; lokalis koordinatarendszereket, amelyeket gy ka-
punk N jobbkezes lokélis koordindtarendszereibdl, hogy elhagyjuk az ' koordinétat.

2. Az N-6n ugy akarunk jobbkezes iranyitast definidlni, hogy az 1. pont szerinti lokélis
térképek jobbkezesek legyenek. Ehhez

(a) belatjuk, hogy barmely két lokdlis koordindtarendszer (az egyik a vesszStlen,
a masik a vessz8s) dtfedési tartomanydban det (0" /dx") > 0;

(b) majd olyan (F},U;) egységfelbontdsokat valasztunk N-én, ahol az U;-k az 1.
pont szerinti koordinatakornyezetek.

3. Az N orientaciéjanak definiciéja ekkor

é = ) Fdrj-- daf, (B.3.9.)

amirdl beldathatd, hogy folytonos és el nem tiind.

B.1. tétel: Stokes-tétel: Legyen N n-dimenzids kompakt, irdnyithat6 és hatdrral
rendelkezé sokasig. Legyen o az M-en értelmezett (n — 1)-forma, ami C'. Ekkor

/ dao = /a, (B.3.10.)
int(N) N

ahol a baloldali integrdlt az N-en értelmezett € iranyitassal, a jobboldali integralt pedig
az € altal az N hataron indukalt € irdnyitassal kell érteni.

B.3.2. Térfogati integral

A tovabbiakban bevezetjiik a térfogatelem fogalmat a sokasagon, majd ennek segitségével
a fiiggvények integraljat értelmezziik. Megmutatjuk, hogy a metrika természetes moédon
indukél egy jobbsodrasu térfogatelemet. Végiil az n-dimenzids sokasdgon értelmezett
(n — 1)-forméra vonatkozé Stokes-tétel specidlis esetét atirjuk a sokasdgon értelmezett
vektormezére vonatkozo Gauss-tétel alakjaba.

Definicié: Az n-dimenziés sokasig € térfogatelemén az egész sokasigon el nem
tliné, folytonos n-format értiink. A térfogatelemet az irdanyitastél csupdn az kiilonbozteti
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meg, hogy a térfogatelem f fliggvénnyel vett szorzata, fe nem egyezik meg az eredeti €
térfogatelemmel.

Definicié: Az f fiiggvénynek az M sokasagon vett integralja

/Mf = /M fe, (B.3.11.)

ahol a jobboldali integrél n-forma integréalja, ahogyan fentebb definidltuk.

Ha csak a sokasag-struktiura adott M-en, akkor nincsen természetes méodja a tér-
fogatelem megvalasztasanak. Ha azonban adott a sokasiagon a g, metrika is, akkor a
térfogatelem természetes médon valaszthato gy, hogy kielégitse az

gtng, = (=1)*nl (B.3.12.)

Osszefliggést, ahol s a metrika szignaturajaban a — eléjelek szama, igy a Riemann- és a
Lorentz-metrika esetén rendre s =0 és s = 1.

Kovetkezmény: Ennek a vélasztasnak az alabbi kévetkezményei vannak:

1. A térfogatelem derivaltja zérus:
Ve€ay.aw = 0. (B.3.13.)
Hattassuk a derivalds operatorat a (B.3.12.) egyenlet midkét oldaldra, akkor
26"V enr a, = 0 (B.3.14.)

adédik, ahonnan a bizonyitani kivant tulajdonsagot kapjuk, mivel €% definicié szerint
sehol sem tlinik el és Viyeq, . o, pedig az aq, ..., a, indexekben teljesen antiszimmetrikus.

Eal...angblmbn — (_1)sn!5[a11)1 .. 5“7;}”. (B315)

Ez az azonossdg abbdl kovetkezik, hogy az (n,n) tipusd, mind a kontravaridns, mind a ko-
varians idexeiben teljesen antiszimmetrikus tenzorok vektortere 1-dimenzids, igyhogy ezért
azoknak az azonossagi leképezés antiszimmetrizalasaval kell el6allniuk.

3. Ha a fenti egyenletben j darab kontra- és kovarians indexre kontrakciot hajtunk
végre, akkor az alabbi azonossag adddik:

Mg = (—1)8(n—j)!j!5[a”gj 5™ (B.3.16.)

+1

4. Jobbsodrasu ortonormalt koordinatabazisban a térfogatelem komponensei

. (B.3.17)

i _ (—=1)P, ha minden p; index kiilonbzé
N 0 egyébként

ahol P =0vagy P =1, ha (u1,...,pu,) az (1,2,...,n) szdmsorozatnak rendre paros
vagy paratlan permutécidja, azaz az n-dimenziés Levi-Civita3®-szimbdlum.

38Tullio Levi-Civita, olasz matematikus, 1873-1941.
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5. Barmely jobbsodrasi koordinatarendszerben a természetes térfogatelem

e = /lglde* A--- A dz™. (B.3.18.)
Koordindatabazisban

Z gM1U1 e 'g“nunf,ul»»»#ngl/l...un = (_1)Sn! (B319)

H1...Vn

ahol a bal oldal azonban (n!)(e12...,)?det(g"") és det(g"”) = 1/det(g,.), tgyhogy

c12.m = [(=1)%det(gap)]*? = Vgl (B.3.20.)

ahol g = det(gu)-

Kovetkezmény: Végiil tehdt irhatjuk, hogy

= — . 1 n 1 - 1 n
/int(N)f /int(N)fE Zfl/ f(ﬂf yeres L ) |g(x yeeoy L )|d!17 dx ,

i %i[O4]
(B.3.21.)

ahol {f;} a {(¢:,0;)} lokélis térképekkel torténé lefedéshez tartozé egységfelbontds az N
parakompakt sokasagon.

B.3.3. A Gauss-tétel

Allft4s: Legyen N n-dimenzids, hatarokkal rendelkezo, irdnyitott kompakt sokasdg. Le-
gyen adott N-en a g, metrika és a hozzatartozé e térfogatelem. Legyen v® C! tipusi
(folytonosan differencialhatd) vektormez6 N-en. Tegyiik fel tovabbé, hogy N hatdra nem
null-felillet. Ekkor a Stokes-tétel atirhaté a Gauss-tétel alakjiba,

/ Vot = / nqv?, (B.3.22.)
int(V) N

ahol n® az N hatér normalis egységvektora (kifelé mutaté, ha n® térszeri és befelé
mutaté, ha n® idészerti), a baloldali integralt a g,, metrikdhoz tartozé természetes e
térfogatelemmel, a jobboldalit a hatdaron indukalt € térfogatelemmel kell kiszamolni. Az
indukélt térfogatelem

1 .
;E(n...an = n[algaz___an} (B323)

kapcsolatban all az € természetes térfogatelemmel.

Példa: Legyen n = 3, a metrika euklideszi szignatiraja és a koordindtarendszer jobbsodrasu,
ekkor az N 3-dimenzids tartomény hatdran indukalt € feliiletelem komponensei

0 nd  —n?
(&) = —n? 0 n' |, (B.3.24.)
n? —nl! 0



ahol n” a 2-dimenzids hatérfelillet normalisa (n, = hy,n” és hy, a hatdron indukélt metrika).
Valoban ekkor irhatjuk, hogy
€prpaps = My €pops T Mo €ugpy - N3€0, 41y - (B.3.25.)
Legyen (p1uaps3) paros permutdcidja az indexeknek, akkor innen
L = LT gﬂzus + nuzgusm + n3€M1H2 (B'3'26')

adédik, ami kielégithetd a €3 = n', €31 = n2, €15 = n? vilasztdssal. Mivel € antiszimmetrikus,
ezaltal az Osszes nem trividlis komponense egyértelmiien meg van hatarozva.

Példa: Legyen n = 4, a metrika Lorentz-szignatiraju és a koordinatarendszer jobbsodrasu,

ekkor a 4-dimenziés tartomany térszer(i vagy idészert hatdran rendre n,n* = +1 vagy n,n* = —1
és akkor az el6z6 példahoz hasonlé megfontoldssal kapjuk, hogy pl.

1 1 . - - -

1= g8 = Z(n06123 + n1€230 + n2éz01 + N3€012), (B.3.27.)

ahonnan az indukalt térfogatelem el nem tiin6 komponensei térszerii vagy idészerti 3-dimenzids
hatarfeliileten

€123 = :I:no, €230 = :I:nl, €301 = :l:TL2, 5012 = :I:n?’ (B328)
rendre + vagy — el6jellel.

Megjegyzés: A Gauss-tételnek létezik olyan altalanositasa, amikor N hatara null-
feliilet.

B.4. Frobenius tétele

Lattuk a vektorokrdl szélo fejezetben, hogy amennyiben az n-dimenzids M sokasdgon
értelmezve van a v® sima, azaz C°° vektormez6, akkor mindig létezik az 1-dimenzids
bedgyazott részsokasagoknak, a v® vektormezo integralgorbéinek S csaladja, hogy min-
den p € S pontban v%|, a p-n dthaladé integralgérbe érint6je, és ez az érintévektor
természetesen kifeszit egy 1-dimenziés W, C V), alteret a p € M pontban vett V), érint6-
térben. Tovabba azt is tudjuk, hogy minden p € M ponton &tmegy pontosan egy ilyen
integralgorbe.

Most feltesziink egy hasonld, de altalanosabb kérdést. Legyen M n-dimenzids so-
kasag. Tegyiik fel, hogy adottak minden x € M pontban a V, érinttér olyan W, C V,
m-~dimenzios alterei, ahol m < n, és amelyet C'°° vektormezdk feszitenek ki, ha = befutja
M-et. Jelolje W ezen lokalis W, alterek egyiittesét. Azt mondhatjuk ekkor, hogy W
olyan W, alterek egyiittese, amelyek siman valtoznak, ha = befutja M-et. Azt
kérdezziik, hogy létezik-e W-hez tartozé integrailis részsokasagok csaladja, azaz
olyan beagyazott m-dimenzids S részsokasagok csaladja, hogy barmely S minden y € S
pontjdban S érintStere éppen W,,.

Ha W 1-dimenzids, akkor a W-hez tartozo integrélis részsokasigok egy sima v® vek-
tormez6 integralgorbéi. Fzek léteznek és ilyenkor a feltett kérdésre igenlé a valasz. Ha
dimW > 1, akkor nem teljesen nyilvanvalé a vélasz; el6fordulhat, hogy W gy ,,megcsava-
rodik”, hogy nem létezik hozzatartozé integrélis részsokasigok csaladja. Frobenius tétele
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annak a sziikséges és elégséges feltételét fogalmazza meg, hogy létezzen a W-hez tartozo
integrélis részsokasagok csalddja.

B.2. tétel: Frobenius-tétele (vektori alakban): Annak a sziikséges és elégsé-
ges feltétele, hogy az x € M pontokban vett érintéterek m-dimenzios altereinek sima W
egyiittese rendelkezzen integrélis részsokasagok csaladjaval, az, hogy barmely két Y¢, Z¢ &
W vektormez6 esetén teljesiiljon az [Y, Z]* € W feltétel.

A tétel azt jelenti, hogy ha adott az n-dimenziés M sokasdgon m darab, a sokasidg minden

x € M pontjaban linedrisan fiiggetlen X7, ..., X% sima vektormezd, akkor az altaluk kifeszitett

m
érinté alterek sima W Osszessége akkor és csak akkor integralhatd, ha teljesiil, hogy [X;, Xi] =
Yoy c%k ()Xy, ahol 5,k =1,...,m és czk(:v) sima fliggvények. Ekkor és csak ekkor 1étezik olyan
m-~dimenziés, M-be dgyazott hiperfeliiletek csalddja, amelyeknek minden p pontjaban az érintétere

az adott pontban vett X¢|,,..., X% |, vektorok altal kifeszitett altér.

A Frobenius-tétel mésik alakban, az ugynevezett dudlis alakban is megfogalmazhatd.
Adott W, C V, m-dimenziés alterek esetén tekinthetjiik azon w € V,* 1-formakat, amelyek
weX* = 0 tulajdonsaggal rendelkeznek barmely X% € W, esetén. KEzek az 1-formak
(n —m)-dimenzids T} alteret feszitenek ki a dudlis térben, T, C V*. Megforditva, azok az
X vektorok, amelyek barmely w, € T); 1-forma esetén kielégitik az w, X = 0 Osszefiiggést,
egy W, C V. m-dimenziés alteret feszitenek ki a V, érintétérben. Ezek szerint az m-
dimenziés W, érinté alterek sima W Osszességéhez egyértelmiien tartozik az (n — m)
dimenzids T dudlis alterek sima 7™ Osszessége. Felteheto tehat a kordbbi kérdésiink ugy
is, hogy mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy az 1-formék (n — m)-dimenzids
tereinek sima 7™ Gsszessége olyan legyen, hogy a hozzatartozo érintéterek W sima 0sszesége
rendelkezzen integralis részsokasagok csalddjaval. A valaszt Frobenius tétele, pontosabban
annak dudlis alakja adja meg.

B.3. tétel: Frobenius tétele (dudlis alakban): Legyen T* az l-formdk (n —
m)-dimenziés altereinek sima Osszessége, és legyen {u®} (o = 1,...,m — m) azon egy-
formamezok, amelyek ezeket az altereket az egyes x € M pontokban kifeszitik. Ekkor a
T* elemeihez tartozé m-dimenziés érintdalterek sima W 0Osszessége akkor és csak akkor
rendelkezik integralis részsokasdggal, ha léteznek alkalmas v“ 1-formak, hogy barmely
w € T* 1-forma derivaltja (ami 2-forma) felbonthaté

n—m
dw = Z pu* AV (B4.1.)
a=1

alakban.

A B.2. tétel: értelmében integralis részsokasagok akkor és csak akkor léteznek, ha minden
we € T* és minden Y%, Z® € W esetén, amelyek eleget tesznek az w,Y* = w,Z% = 0 feltételnek,
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teljestl, hogy w,[Y, Z]* = 0. Ennek alapjdn {rhatjuk, hogy

0 = wo(Y'Vy2Z2% — Z°V,Y?)
= wo(Vo(YPZ%) — Z9V,Y?) — wo(Vo(2°Y) — YV, Z%)
= wa(Vp(YPZ%) — wa(Vy(2°Y?)
= V(waZV°) =Y’ ZVyw, — Vi (wa Y Z°) 4+ ZPY *Viwa
= —Y'ZViw, + Z°YViw,
= (Z2°Y* - Y"Z)Vwa
= 22V Vw,). (B.4.2.)

Mivel Y-t és Z-t barmely T*-bol vett 1-forma annihillalja, a kapott egyenléség akkor és csak akkor
allhat fenn, ha léteznek alkalmas v® € T*(M) (o = 1,...,n — m) 1-formdk, amelyekkel a Vpwq]
2-forma

Viewa = Y pfvf) (B.4.3.)
a=1

alakba irhato.

Egy masik fontos kérdés, ami gyakran el6fordul az alkalmazasokban, a vektormezok
hiperfeliilet-ortogonalitdsdnak a kérdése. Tegyiik fel, hogy értelmezve van a g,; metrika az
M sokasagon. A kérdés az, hogy egy £ vektormez6 ortogonadlis-e a hiperfeliiletek valamely
csalddjara. Ugyanez a kérdés tgy is atfogalmazhatd, hogy a £* vektormezoére ortogonélis
(n—1)-dimenzids alterek W sima sszessége rendelkezik-e integralhaté részsokasdgok, azaz
(n — 1)-dimenzids hiperfeliiletek csaladjaval.

Allitds: Legyen T* a &% vektormez6hoz a metrika altal hozzarendelt &, = gup€° 1-
forma altal kifeszitett 1-dimenzids dudlis terek T™ sima Osszessége. A £ vektormez6 akkor
és csak akkor hiperfeliilet-ortogonalis, ha fennéll a

g[avbéc} =0 (B44)

feltétel.

Frobenius tétele értelmében a £ vektormezShdz hozzarendelt &, = gapc® 1-formdk dudlis
altereinek 7™ sima Osszességéhez tartozoé sima W érintOaltér-osszesség akkor és csak akkor in-
tegrdlhat6, ha V[,§) = a1 alaki, ahol v, alkalmas 1-forma, hiszen 1-dimenzids dudlis terek
egyetlen p bazisvektora azonosithaté &,-val. Ekkor

| =

g[avbgc] = ! (gavbgc + gbvcga + é.cvagb - é.cvbga - gbvaé.c - gavcgb)
(EaVp€g + &V eka) + 6V aby)

= 5(&agpra + &8jeva) + Eckfatt)) = 0 (B.4.5.)

| =Wl = w

miatt a szébanforgé hiperfeliilet-sereg 1étének sziikséges és elégséges feltétele valdoban £,V
eltlinése.
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C. A sokasagok leképezései

C.1. Elore- és hatratolasok

Definici6: Legyenek M és N sokasdgok, amelyek lehetnek kiilonb6z6 dimenzidjiak, és
legyen ¢ : M — N egy C leképezés. Ekkor ¢ természetes médon

1. hatratolja az N-en értelmezett f: N — R fliggvényt az
food:M—R (C.1.1)
M-en értelmezett fiiggvénybe;

2. eléretolja a p € M ponthoz tartozé érintétér v € V,, érintévektordt a ¢(p) € N
pontban értelmezett érintétér ¢*v € Vi, vektoraba, amelyet az

(@*0)(f) = wv(fo¢), Vf:N—R (C.1.2.)

Osszefiiggés definidl, ahol f sima fliggvény.

Allitéds: A ¢ : M — N leképezés akkor és csak akkor kolesdnosen egyértelmii a
p € M kornyezetében, ha a ¢ : V), — Vi, leképezés kolesonosen egyértelmi.

Megjegyzés: Legyen {2z} (u=1,...,m) a p pont kornyezetét lefed$ koordinéta-
rendszer, {y”} (v = 1,...,n) pedig a ¢(p) pont kornyezetét lefedé koordinatarendszer.
Ekkor ¢-t az y* = y*(x!,...,2™) koordinatatranszformacéval azonosithatjuk. Fiiggvény
héatratolasa pedig azt jelenti, hogy

(fod)(zl,....,2™) = f@l, .. .2™),... .y, ... .2™)). (C.1.3.)

A ¢* 1 V= Viyp) leképezés linedris, azaz vektorok lindrkombindcidinak el6retoltja a vek-
torok eldretoltjainak ugyanolyan linedrkombindcidja. A V), és Vi) érintéterekben rendre
a megfelel6 0/0x* és 0/0y” koordindtabédzisokat haszndlva a ¢* linedris leképezést matrix
abrazolja,

(¢")" = 0y’/ox", (C.1.4.)

I

ami a ¢-nek megfelel6 koordinatatranszformacié Jacobi-métrixa.

Koordindta-bazisban irhatjuk, hogy

0 af oy
@) = olf o) = v gL (rla@) = v L2 (©15)
ahonnan kiolvashatjuk, hogy
dy” 0 0 oy” oy”
@ 0 =" 5 oy~ O gy @ = g = O @= 5
(C.1.6.)
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Allitas: A ¢ leképezés segitségével hatratolhatjuk a ¢(p) € N ponthoz tartozé

dualis vektortér p, € Vg(p) dualis vektorait a p € M ponthoz tartozé dudlis vektortér
*

(¢spt)a €V, dudlis vektoraiba, amelyeket a ¢, : o) V) leképezéssel az

(upt)av® = pa(e™0)*,  Yo* eV, (C.1.7.)
Osszefiiggés révén kapunk meg.

Hasonléan a ¢(p) € N ponthoz tartozé (0,1)-tenzorokat hatratolhatjuk a p € M
ponthoz tartoz6 ugyanilyen tipusu tenzorokba a

(@sT)ay.a, (V1) (k)" = Tayq (@ 01)" -+ (@7 01)™, (C.1.8)
Osszefiiggés révén, ill. a p € M ponthoz tartozé (k,0)-tenzorokat eléretolhatjuk:
(@) (1), - (o, = TP (Dupt oy - (Dt (C.1.9.)

Megjegyzés: Kevert tenzorokat viszont nem tudunk sem el6re-, sem héatratolni.

Megjegyzés: Legyen M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasig rendre az {«"} és {y”} koor-
dindtakkal a p € M és a ¢(p) € N pontok kérnyezetében. Legyen tovdbbd w a Vi, x ... x VJ

k—szor
téren értelmezett k-forma, azaz

w = Z Wiy i dy’t AL A dyYin. (C.1.10.)

i1...<ig

Meg lehet mutatni, hogy ekkor az w k-forma hétratoltja

G = > (Wirg 0 0)dy" AL A dy”
11...<1k
A(y¥in, ..., y") _ ‘
- Z Z (Wiy iy © (b)@(x#h T 7.’,L'#jk)dx# vA LA daPie

i1 <k J1.--<Jk

— = 6(yl’i1 AR yylk) j j
= Y > wia (y(a:))a(x“h Wk)dxun A Adzts. (C.111.)
1. < J1...-<Jk ’ ’

Itt 1 <p; <m, 1 <v; <n minden ¢ és j indexre és értelemszertien m,n > k.

C.2. Diffeomorfizmusok

Definicié: A ¢ : M — N leképezést diffeomorfizmusnak nevezziik, ha C'*°, kélesondsen
egyértelmi és az inverze is C*°.

Ko6vetkezmény: Ekkor dimM = dimN.

Megjegyzés: Ha ¢ diffeomorfizmus, akkor ¢* definicidja kiterjeszheté barmely
(k,1)-tenzorra a ¢! leképezéshez tartozé (¢o—1)* : Vi) = Vp ».eléretolds” (ami valdjaban
héatratolds) segitségével,

(@ T) % o (1) -+ (i, (01) ™ - ()™
Ttk (@i (D)o (07 1) 01)™ -+ (07 1) )™, (C.2.12.)
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Definicié: Legyen ¢ : M — M diffeomorfizmus és T az M sokasdgon értelmezett
tenzormezd. A ¢ diffeomorfizmust a T tenzormezd szimmetridjanak nevezziik, ha a
tenzormezd a ¢ diffeomorfizmus hatasara nem véltozik meg, azaz T = ¢*T.

Definicié: Ha ¢ : M — M olyan diffeomorfizmus, amelynek sordan a metrika
valtozatlan marad, azaz amelyre (¢*g)ay = gap, akkor ¢-t izometridnak nevezziik. Az
izometridak tehat a metrikus tenzor szimmetriai.

A ¢ : M — N diffeomorfizmus létezésének jelentésége az, hogy ekkor az M és
N sokasigok strukturaja azonos. Ha a Természet az M térido-sokasaggal és a rajta
értelmezett T tenzormezdékkel frhaté le, akkor a vele diffeomorf N térid6-sokasdg és
a rajta értelmezett ¢*T(*) tenzormez8k ugyanazt a fizikat irjdk le. Ha viszont nincsen
olyan diffeomorfizmus, amely az (M, T(i)) fizikat leképezné az (N, T’ (i)) fizikaba, akkor
ezek a fizikai modellek inekvivalensek.

A diffeomorfizmusokkal kapcsolatban kétféle szemlélet 1étezik, az aktiv és a passziv
szemlélet. Az aktiv szemlélet értelmében a ¢ diffeomorfizmus leképezi az M sokasdgot
az (M-mel azonos dimenzi6ji) N sokasigra és az M-en értelmezett T' tenzormezdket az
N-en értelmezett ,,0j” ¢*1T tenzormezdkre. A passziv szemlélet szerint a kovetkezdket
mondhatjuk:

e Béarmely p € M pontnak létezik olyan U C M kornyezete, amelyet lefed egy {z*}
koordindtarendszer és a ¢(p) € N pontnak is létezik olyan V' C N kornyezete,
amelyet lefed valamely {y*} koordindtarendszer.

e Ekkor a ¢ diffeomorfizmus segitségével a p € M pont O = ¢~ (V) kérnyezetében
értelmezhetjiik az

#(q) = y"(¢(g)), VqeO (C.2.13.)

4j koordinatékat.

Ezért a ¢ diffeomorfizmusra ugy tekinthetiink, mint altalanos koordinatatranszformaéciora,
ami a sokasdg pontjait és annak pontjaiban a tenzorokat nem véaltoztatja meg, csupan a
pontok koordinatdit és a tenzorok koordindta-komponenseit. A kétféle szemlélet azonban
egyenértékii, mert a ¢* T tenzor komponensei a ¢(p) pontban az {y*} koordinatarendszerben
(aktiv szemlélet) a (C.2.13.) Osszefiiggés értelmében pontosan megegyeznek a T tenzor
komponenseivel a p pontban az {x'"'} koordindtarendszerben (passziv szemlélet).

Az altalanos relativitdsi elv értelmében a fizika torvényei nem fiigghetnek a koor-
dindtarendszer megvalasztasatol, azaz a fizika torvényei az dltaldnos koordindtatranszfor-
miciokat jelent6 diffeomorfizmusokkal szemben invaridansak. A diffeomorfizmusok a térid6-
sokasdg koordinatazdsdban megjelené mértékszabadsdgot jelentik.

C.3. A Lie-derivalt

Legyen adott az M sokasag és a ¢; egy-paraméteres diffeomorfizmus csoport, amelyet egy
v® vektormezo6 general. Ekkor a v® vektormezo integralgérbéi mentén ugy ,,szallithatjuk”
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a T tenzorokat, hogy azok fizikailag ekvivalensek maradjanak, azaz a
T‘“"'“’“bl___bl — (<;5*_tT)“1“'a’“b1mbl (C.3.14.)

utasitas szerint. A Lie-derivéltat annak jellemzésére vezetjiikk be, hogy tetszéleges vek-
tormezd tetszoleges integralgorbéjének tetszdleges p pontjadban vett T, tenzor mennyire
kiilonbozik az ugyanebben a pontban vett, vele fizikailag ekvivalens azon (¢*T), ten-
zortdl, amelyet gy kaptunk, hogy az integrdlgorbe infinitezimalisan kozeli ¢ pontjdban
vett T, tenzort ,,széllitottuk” az integrdlgérbe mentén a ¢ diffeomorfizmus segitségével a
p pontba.

Definicié: A T tenzormez6 v vektormez6 szerinti Lie-derivaltja:

(¢* T)al...ak _ Tal...ak

. —t

£, %, = lim br-.-by brbi
1---01 t—0 t

(C.3.15.)

Megjegyzés: A definidlé egyenldség bal oldaldn a v vektormez6 integralgérbéjének tet-
sz6leges p pontjdban (az integralgdrbe ¢ = 0 paraméteri pontjaban) vett tenzor &ll, a
jobb oldalon két ugyanezen pontban vett tenzor kiilonsége szerepel a szamlaléban, ahol
(92T, = ¢* Ty, ahol q az integrélgérbe p-hez infinitezimalisan kozeli, ¢ — 0 paraméterti
pontja.

A Lie-derivélt néhdny fontos tulajdonsaga:
1. a sima (k,[)-tenzorokat sima (k,!)-tenzorokba képezi le, és ez a leképezés linedris;
2. tenzorok kiilsé szorzatara alkalmazva eleget tesz a Leibnitz-szabalynak;
3. skalarfliggvény Lie-derivéltja

£,(f) = o(f), Vf:Mw—TR; (C.3.16.)

4. az £, = 0 egyenléség akkor és csak akkor teljestil mindeniitt, ha minden t esetén
¢r a T tenzor szimmetriaja.

Megjegyzés: Valasszunk a v® valamely v integralgérbéjének p € v C M pontjanak
O, kornyezetében olyan koordindtarendszert, hogy xz! =t legyen, ahol t az integrélgorbe

affin paramétere, és t = 0 felel meg a p pontnak, koordinatai (z' = 0,22,...,2"). Ek-
kor az integralgdrbe érintéje a p € v pontban v* = (9/dz')* € V,,. Legyen ¢ € yN O,
a gorbe tetszOleges t paraméterti pontja, amelynek koordindtai (z' = t,22%,...,2") (a
v integralgérbe mentén csak az x! koordinata valtozik, azaz az integralgérbe az x!'-
koordindtavonal). A ¢_; leképezés az integralgérbe (y! = a! ++t,9% = 22,... y" = 2")
koordinataji r € yN O, pontjat képezi le az (x',22,...,2") koordinataji ¢ pontra, ezért a
¢*,; leképezés métrixa (¢ ,)", = dy”/0x* = ¢,,. Ezt felhaszndlva adédik, hogy tetszéleges
tenzor ,,szallitdsanak” eredménye

(qﬁitT)“l"'”’“Vl___Vl (xl, 2, ... ") = T, (3:1 +t,22, ... z™). (C.3.17.)
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Ebbol viszont az kovetkezik, hogy ebben a koordinatarendszerben a tenzormezé Lie-
derivaltja a v® vektormez6 integralgérbéje mentén futé koordindta szerinti kézonséges
parcialis derivalt,
0
Ly THy 1 (zh, 2%, . 2") = ——Trm (', 2%,...2"). (C.3.18.)

vi...r; 81;1 vi.../;

Kovetkezmény: A v* vektormezo6 integralgorbéi dltal generdlt egy-paraméteres ¢, diffeo-
morfizmus-csoport akkor és csak akkor szimmetridja a T tenzormezonek, ha T kompo-
nensei fiiggetlenek az ' koordinatétél abban a koordinatarendszerben, amelynek z'-
koordinatavonala a v® vektormezé integralgorbéje.

Vektormezék, 1-formak (duélis vektormezdk) és altaldban tetszéleges tenzormezd
Lie-derivéltjanak megadhaté a koordinata-rendszertdl fliggetlen kifejezése.

Allitas: A w® vektormezd v* vektormezd szerinti Lie-derivaltja:

Lyw® = [v,w]?. (C.3.19.)

Vélasszunk megint olyan koordindtarendszert, amelynek z'-koordin4tavonala az v® integral-
gorbéje. Ekkor egyrészt irhatjuk a fentiek alapjan, hogy

At
(Low) = %. (C.3.20.)
Masrészt viszont felhasznalhatjuk, hogy
" 8 a " n 8 a
v® = (%> , vt =6, wt = Zw“<@) , (C.3.21.)

pn=1
és irhatjuk a kommutdtorra tetszéleges sima f : M — R fiiggvény esetén:
[o,w](f) = v(wf) —wf)=vWVef) = w(®"Vsf)
= vava(wbvbf) - wava(vbvbf)
v (Vauw?) Vi f + 02wV, Vi f — w* (V0" )Vif — w0V, Vi f
[V (Vw?) — w(Vau?)|Vy f. (C.3.22)

Mivel ez az azonossadg tetszéleges f fliggvény esetén fenndll, ezért a kommutdtor koordinata-
komponensei

” ow* ov#
b= Ve —w’"— C.3.23.
[v, w] ;(v e w 81:”)’ ( )
ahonnan v” = §7 miatt
"
[v,w]* = —gl;jl (C.3.24.)

adédik, ami ugyanaz, mint (£,w)*, vagyis (£,w) és [v,w] komponensei megegyeznek, tgyhogy
ezek a tenzorok azonosak.

Allitas: TetszOleges o 1-formamezd (azaz duélis vektormezd) v® vektormezd sze-
rinti Lie-derivaltja,

(Lott)a = WV ta + 11 Va®. (C.3.25.)
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Ezt az azonossdgot annak alapjan lathatjuk be, hogy £,(f) = v(f) tetszbleges f sima
fliggvény esetén és, hogy érvényes a Lie-derivaldsra a Leibnitz-szabaly. Tekintsiik a u, w® skalarfiigg-
vény Lie-derivaltjat. Egyrészt irhatjuk, hogy

£o(pav®) = v(pew®) = 00V (paw®). (C.3.26.)
Masrészt pedig a Leibnitz-szabdalyt alkalmazva adodik, hogy
Lo(av®) = W (Lop)a + pa(£50)" = W (£op)a + palv, w]". (C3.27)
A fenti két alakot egyenl6vé tessziik:
w*(£y1)a + ua(vbvbwa — wbvbva) = wWVipa + e Vyw®. (C.3.28.)
Ekkor a baloldali és a jobboldali masodik tag kiejti egymast. A visszamaradd
w(Lop)a = WV pta + paw’Vpv® = w0 Voue + pw®Vao® (C.3.29.)
azonossag tetszoleges w® vektormezore fennall, igyhogy
(Lof)a = V°Vipta + upVar® (C.3.30.)
adddik, amit be akartunk latni.

Allft4s: Hasonléan lathatjuk be, hogy tetszéleges (k,1)-tenzor Lie-derivaltja:

aj...a aj...a
(£,T)" % = vV I kbl---bl

1...by

Példa: A g, metrikus tenzornak a v* vektormezé szerinti Lie-derivaltja:

£ogay = Vaup + Vpu,. (C.3.32.)

Az azonossag belatdsdhoz induljunk ki egy altaldnos tenzor Lie-derivéltjara vonatkozé for-
mulankbol és haszndljuk ki, hogy a metrika altal generalt kovaridns gradiens operdtor hatasa a
metrikara zérust ad:

£'ugab = Ucvcgab + gbcvavc + gaCVb'Uc = Van + Vb’Ua. (0333)

Megjegyzés: Az M térid6-sokasag diffeomorfizmusai jelentik a mértékszabadsagot.
Ez a metrika kis perturbaciéi esetén azt jelenti, hogy a metrika nem minden perturbacidja
jelent geometriailag kiilonb6zo téridot.

Allités: Csak azok a perturbécick jelentenek kiilonboz6 térido-geometriat, amelyek
nem kaphaték meg egymasbdl az eredeti perturbalatlan metrika egy vektormezo szerinti
Lie-derivaltjanak hozzdadaséval. Mésképpen, a téridé-metrika azon v, és 7., perturbaciéi
egyenértékiiek (a linearizalt Einstein-egyenletek szempontjabdl), amelyek

Yab = Yab = VaUb — Via (C.3.34.)
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transzformacioval kaphaték meg egymasbdl, ahol v* tetszoleges vektormezd.

Legyen ¢ : M — M egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport. Legyen (M, gap())) a téridék
egy egy-paraméteres csalddja. Ekkor a téridék diffeomorfizmus indukdlta (M, ¢*g.p(N)) csaladja
azonos az eredeti térid6-csaldddal. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha a gup|n=o koriili kis per-
turbécidkat vesszik, amelyeket a5 = dgap(A)/dA|a=0 jellemez, akkor azok fizikailag azonosak a
Yo = d(6* gan(X))/dA|x=0-vel jellemzett perturbéciokkal. Masrészt viszont ekkor

Yoo = Yab — £uGab, (C.3.35.)

ahol gup = gan(N)|a=0 és v* a @) egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoportot generdlé vektormezo.
A ~y,p perturbdciékban tehdt a mértékszabadsdgot £,gaqb jelenti. A gup|r=o metrika Lie-derivéltja
viszont

£ogab = Vaup + Vg, (C.3.36.)

ahol V, most a gqp|n=0 metrika &ltal indukélt kovaridns gradiens operdtor. Ez tehdt azt jelenti,
hogy a linearizalt Einstein-egyenletek esetében a metrika ~,;, perturbacidja és

Yab = Yab — Vot — Vg (C.3.37.)

perturbacidja ugyanazt a térid6t jelenti. Ez analdog a klasszikus elektrodinamikdban ismert
mértékszabadsdggal, ahol az A, vektorpotencidl és az A, = A, — V,x (ahol x tetsz6leges skaldr-
fiiggvény) vektorpotencidl fizikailag egyenértékii.

C.4. A Killing-vektormez6

Definicié: Ha a £ vektormez6 altal generdlt ¢; egy-paraméteres diffeomorfimus-csoport
izometria-csoport, azaz ¢fgap = gap, akkor £%-t Killing-vektormezonek nevezziik.

Allitds: Annak a szitkséges és elégséges feltétele, hogy a £ vektormezé Killing-
vektormezo legyen az, hogy

Legay = Vabp+ Ve =0 (C.4.38.)

legyen, ahol V, a g, metrikdhoz tartozé gradiens-operator.

Itt £¢gqr = 0 annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a &% vektormezo altal generdlt
egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport izometria-csoport legyen.

Allités: Legyen £ Killing-vektormezé és u® valamely v geodetikus érintovektora.
Ekkor £,u® allandé a v geodetikus mentén.

A & u skaldr a v geodetikus mentén akkor és csak akkor allandd, ha allandé marad a
gorbementi parhuzamos eltolas soran, azaz ha

uVy(&u®) = uPuVes, + Laul Vyu (C.4.39.)
eltiinik. Az elsé tag,
b,a 1 b, a 1 b a 1 b a
wutVpla = QU (Vbéa + Va&p) + Suu (Voéa — Va&s) = Juu (Vpéa + Va&sy) =0,
(C.4.40.)
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a (C.4.38.) Killing-egyenlet miatt t{inik el, a masodik tag pedig a geodetikus definicidja miatt zérus.

Megjegyzés: Induljunk ki abbdl, hogy minden részecske idGszerii geodetikuson esik
szabadon, a fénysugar vilagvonala pedig fényszerti geodetikus. A fenti allitas azt jelen-
ti, hogy barmely egy-paraméteres izometria csoport léte, amelyet a £ Killing-
vektor generdl, jelent egy &,u”, a részecske vagy a fénysugar mozgasara jel-
lemz6 mennyiséget, amely rendre a szabadon es6 részecske vilagvonala vagy a
fénysugar vildgvonala mentén megmaradé. (Ez a newtoni mechanika Noether3%-
tételének megfelelGje az dltaldnos relativitdselméletben.) Ez a megmaradé mennyiség
felhasznalhaté a gravitaciés voroseltolédds meghatdarozasara, és nagy segitséget jelent a
geodetikus egyenletének integraldsdban, ha vannak a téridonek izometridi.

Megjegyzés: A Killing-vektormez$ masodik derivaltja a Riemann-féle gorbiileti
tenzorral kapcsolatos,

VaVpée = —Ry.a. (C.4.41.)

Alkalmazzuk a Riemann-tenzort definidlé Gsszefliggést a Killing-vektormezére,

VaVeée — VoVaée = Ry %, (C.4.42))
ahonnan —V,V &, = V, V., felhasznaldsaval
VoVile + ViVela = Ryléa (C.4.43.)

adddik. Az (abe) indexhdrmast (bea)-ra cserélve kapjuk innen a

ViVeba +VeVa&s = Ryo,'la (C.4.44.)
egyenldséget, valamint tovabbi ciklikus permutédciéval, (bca) — (cab) a

VeVals + VaVise = Re'éa (C.4.45.)

egyenldséget. Adjuk Ossze ezutdn a (C.4.43.) és (C.4.44.) egyenl8ségek megfelelé oldalait, majd
vonjuk ki az {gy kapott egyenléség egyes oldalaibdl a (C.4.45.) egyenléség megfelelé oldalait. Azt
kapjuk eredményiil, hogy

2ViVeba = (Rl + Ryt — R )éa (C.4.46.)

Hasznéljuk fel a Riemann-tenzor 2. tulajdonsagat, amelynek segitségével a jobboldali kerekzardje-
les kifejezés elsd két tagjanak osszege — R, 2-vel egyenls. Ekkor a bizonyitani kivdnt azonossagot
kapjuk eredményiil.

Kovetkezmény: A Killing-vektormezo és a Riemann-tenzor k6zotti kapcsolat kovet-
kezménye, hogy a £ Killing-vektormez6t és V&, kovarians derivaltjat a sokasag tetszoleges
g € M pontjaban (ismert gorbiileti tenzor esetében) egyértelmiien meghatarozza a Killing-
vektormezonek a £%|, és kovaridns derivéltjanak az Lgp|p, = V& értéke a sokasig va-
lamely p € M pontjaban. Tekintslink egy a p € M pontot a ¢ € M ponttal 6sszekcto
gbrbét, amelynek érintévektora legyen v*. A Killing-vektormezot és kovarians derivaltjat
a ¢ € M pontban meghatarozza, ha a

Uavafb = UaLaba
V'Volpe = —Ryteq® (C.4.47.)

39 Amalie Emmy Noether, német matematikus, 1882-1935.
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kozonséges differencidl-egyenletrendszernek megkeressiik a gérbe mentén az adott kezdofel-
tételekhez tartozd, egyértelmiien meghatarozott megoldasat.

Ko6vetkezmény: Ha a Killing-vektor és kovarians derivaltja eltlinik a sokasdg va-
lamely p € M pontjaban, akkor a Killing-vektor mindentitt zérus.

Kovetkezmény: Az n-dimenzids sokasigon a Killing-vektormezok (ill. az egy-
paraméteres izometria-csoportok) maximalis szama:

n+ %n(n -1) = %n(n +1), (C.4.48))

mert ennyi a fiiggetlen (£%|,, Lap|p) kezdeti adatok szdma.

Példa: Minkowski-téridében a Killing-vektorok a
0y + 0,8, = 0 (C.4.49.)
egyenletet elégitik ki. Ennek az egyenletnek az dltalanos megoldésa
o = apt+Apa”, (C.4.50.)

ahol a, és A,, allanddk és A,, = —A,,. Ez meghataroz 10 darab fiiggetlen Killing-vektort,
amelyek az a, eltoldsoknak, a A;; elforgatasoknak és a Ao; Lorentz-1okéseknek felelnek meg.

Megjegyzés: Erdemes megjegyezni, hogy a £ Killing-vektormezd vakuum-térido-
ben ugyanolyan hulldimegyenletnek és Lorentz-feltételnek tesz eleget, mint a forrasmentes
elektromdgneses mez6 vektorpotencidlja. Ezt fel lehet arra haszndlni, hogy fizikailag
érdekes megoldasokat keressiink.

Kontrahéljuk a (C.4.41.) egyenldség mindkét oldaldt az a és b indexekben,
VaV% = —R, (C.4.51.)

majd hasznéljuk fel, hogy vakuumban a Ricci-tenzor zérus, R.% = 0. Ekkor azt kapjuk, hogy &2
olyan

V.V = 0 (C.4.52.)

hullamegyenletet elégit ki, mint az elektromagneses mez6 vektorpotencidlja forrdsmentes esetben
a Lorentz-mértékben. Masrészt a Killing-egyenletbdl kontrakciéval adédik, hogy

Vol = 0, (C.4.53.)

azaz a Killing-vektormez6 vakuumban a Lorentz-feltételt is kielégiti.

Allités: Legyen £ nem fényszerti Killing-vektormez, £,£% = 0, amely hiperfeliilet-
ortogondlis, vagyis olyan, amelyhez létezik a £* vektormezére mindeniitt ortogondlis hi-
perfeliilet-sereg. Ekkor fenndll, hogy

Vil = —f[avb] In [£°€,.|. (C.4.54.)

A Killing-egyenletbdl kovetkezik, hogy V., = V[,&). Frobenius tételének dudlis megfogal-
mazésa értelmében a kovetkezéket mondhatjuk. Legyen T* a &, = g.p&? egy-forma 4ltal kifeszitett
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egy-dimenziés dudlis alterek sima Osszessége. A tétel értelmében £ akkor és csak akkor hiper-
feliilet-ortogondlis, ha létezik olyan v, € T™ egy-formamezd, hogy V(& = {qvp). Ha £ nem
nullvektormez6, akkor valaszthatjuk v®-t £%-ra ortogonalisnak, {%v, = 0. Ekkor fennéll, hogy

1
E¢avy) = E'Viuby =& Vaby = 5Va(€'), (C.4.55.)
azaz
1 1., 1 b
ggb(gavb - gbva) = _55 gbva = gva(ﬁ &)), (0456)
ahonnan
Vo) = —(£°6)va. (C.4.57.)
Innen azt kapjuk, hogy
Uy = —%;&7) = —V,In|%,|, mert £°, #0. (C.4.58.)
b

Ezt visszahelyettesitjiik, ugyhogy végiil
Valo = vy = —Ea Ve In [€°E| (C.4.59.)
adddik, amit be akartunk latni.

Végiil megemlitjiik a Killing-vektormezo fogalménak kétféle altaldnositasat: a Killing-
tenzormezdt és a konform Killing-vektormezét.

Definicié: A Ky, ..a,, = K(a,..a,,) teljesen szimmetrikus (m, 0)-tenzormezét Killing-
tenzormezonek nevezziik, ha teljesiti a

v(aKal...am) =0 (0460)

azonossagot.

Megjegyzés: A Killing-tenzormezok — ellentétben a Killing-vektormezokkel — nem
szarmaztathatdk természetes moédon az M sokasag diffeomorfizmus-csoportjai révén.

Megjegyzés: A Killing-tenzormezok létezése is megmaradé mennyiségek 1étezését
vonja maga utan. Legyen ~ geodetikus, amelynek érint6vektora u®, és legyen K,
Killing-tenzormezé. Ekkor

1..-Gm

Ka,. a,u™---u = const. 7y mentén. (C.4.61.)

Példaul a Kerr-metrika rendelkezik nem trividlis K, Killing-tenzorral is, ami a metri-
ka Killing-vektoraval egytitt lehetové teszi az Osszes geodetikus explicit médon torténo
meghatarozasat.

Definicié: A ¢ : M — M leképezést konform izometrianak nevezziik, ha ¢ dif-
feomorfizmus, és létezik olyan Q : M ~ R fiiggvény , amellyel ¢*g.p = 22gqp. (A konform
izometria tehdt a metrikat csak egy konform-transzformacié erejéig hagyja invaridnsan.)

Megjegyzés: Mivel a ¢ konform izometria diffeomorfizmus, azért az Q fiiggvény
nem tiinik el sehol. Az ) = 1 konstans fiiggvény esetén ¢ kozdnséges izometria.
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Definicié: Az egy-paraméteres konform izometria-csoportot generdld ¢ vektor-
mez6t konform Killing-vektormezdnek nevezziik, ha a metrikdnak a * vektormezd
szerinti Lie-derivaltja aranyos a metrikaval, azaz

Lypgab X Gab- (C.4.62.)
Ez azt jelenti, hogy létezik olyan « : M +— R fliggvény, hogy
Vap + Ve = agab- (C.4.63.)

Itt az o fliggvényt meghatarozhatjuk a (C.4.63.) egyenlet mindkét oldaldnak spurjat
képezve,

2V, = an, n=dimM (C.4.64.)
ahonnan

2
a = Ev%ﬁa (0465)

adédik. Ekkor a konform Killing-egyenlet

Vtﬂpb + waa = = %(vcwc)gab (C'4'66')

alakot Olt.

Allitds: Ha a gap metrikdju M sokasdgon létezik ¥ konform Killing-vektormezo,
akkor a 7 null-geodetikus mentén létezik megmaradé mennyiség, ¥,u®, ahol u® a v null-
geodetikus érintévektora.

Tetszoleges geodetikus esetén elismételve a 1,u® allandésdgara vonatkozo azon bizonyitas
els6 1épéseit, amelyet kozonséges Killing-vektormezd esetén végeztiink, a

UV (hau®) = %(vcwc)ubub (C.4.67.)

egyenléséget kapjuk. Ha ~ null-geodetikus, azaz u®u, = 0, akkor az egyenlOség jobb oldala zérus,
és ekkor ©¥%u, allandé a v fényszerii geodetikus mentén.
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