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Matematika tanarom, Konya Istvan, az 6zdi Jézsef Attila Gimnazium egykori
tanara emlékére.



1. Az Einstein-egyenletek

1.1. Térgeometria és fizikai torvények a relativitaselmélet
elotti fizikaban

1.1.1. Térgeometria

A relativitdselmélet elStti fizika felfogdsa szerint a tér az R? sokasig szerkezetével
rendelkezik. Azt is fel szokds tenni, hogy a tér pontjaihoz a sokasag (x!, 22, 23) € R?
pontjai természetes médon hozzarendelhetdk egy standard vonalzokb6l (méterrudak-
bdl) készitett merev kockardcs segitségével. Az igy kapott koordindtédk a Descartes-
koordinatak. A merev racs és annak racspontjaiban elhelyezett nyugvé, szinkro-
nizalt o6rdk jelentik a vonatkoztatasi rendszereket. A fizikai méréseket valamely
vonatkoztatasi rendszerben nyugvo megfigyelok végzik. Sokféle merev térracs, az-
az sokféle Descartes-koordinatarendszer vezetheté be, amelyek egy 6-paraméteres
izometria-csoport (a térbeli eltoldsok és elforgatasok csoportjanak) transzformécioi
révén allnak koélesonosen egyértelmii kapcsolatban. Ez azt vonja maga utan, hogy az
(21, 2% ) koordindtak nem a sokasdg belsd geometriai jellemzdi, értékiik valtozik
izometria-transzformaciok soran. Ugyanakkor barmely két z és y pont tavolsaganak
négyzete,

o= (2" =y + (2 = y?) + (2® — ¢P?)? (1.1.1.)

fliggetlen a Descartes-koordinatak megvalasztasatél, azaz a sokasag belso tulaj-
donsdganak tekinthet6. Alkalmazzuk ezt a tavolsagnégyzet-kifejezést két szom-

szédos pontra, amikor x! — y' = dz!, stb. infinitezimalisak,
(60)* = (02")? + (02°)* + (62°)*. (1.1.2.)
Hasonlitsuk Ossze az elemi tavolsagnégyzet ezen kifejezését az daltalanos érvényt

(?7) Osszefiiggéssel. Ekkor indokoltnak latszik az a feltevés, hogy a 3-dimenzids tér
metrikus tenzora Descartes-féle koordinatabazisban

ds® = (da')? + (d2®)* + (dz®)?, (1.1.3.)
avagy indexjeloléssel
3
hay =Y by (da)o(da” ), (1.1.4))
pn,v=1

ahol a metrika komponensei a Descartes-béazisban,

O O =
O = O
— O O

amelyek fliggetlenek a koordinataktol. Ezért Descartes-féle koordinatarendszerben
a kozonséges derivald operator d,h,. = 0 tulajdonsagu, vagyis 0, a metrikahoz



tartozé kovarians derivalé operator. Ebbol viszont az adddik, hogy a Christoffel-
szimbélumok a Descartes-féle koordinatarendszerben eltiinnek, I'%, . = 0. (Ez egyéb-
ként a metrikahoz egyértelmiien tartozé Christoffel-szimbolumok komponenseinek
(??7) kifejezésébdl is kozvetleniil latszik.) A relativitas el6tti fizika tere tehdt nem
gorbiilt R3 sokasag, amely lapos Riemann-metrikdval rendelkezik. A geodetiku-
sok egyenletei d?z*/dt> = 0 (u = 1,2,3), a geodetikusok tehdt egyenesek, azaz
olyan gorbék, amelyek pontjainak Descartes-koordinatai linearisan fuggnek a ¢ af-
fin paramétertol. Barmely két, p és ¢ térbeli ponthoz egyértelmiien létezik az Sket
Osszekoté geodetikus, x#(t) = p* + vH(t — tB, ahol zt(t) = pt, x#(ty) = ¢" és
vt = (p* — g*)/(ty — t1), amelynek ivhossza mentén a két pont tavolsaga

t t 3 v\ 1/2 3 1/2
2 2 dx* dx
= b T2T)? :/ E i — }: p_ g2
E / (h‘ b ) dt " ot h‘# dt dt (p q )

t1 pn=1
(1.1.6.)

Ez éppen az a tavolsagégyzet, amelybdl kiindultunk. Ezzel belattuk a metrika
alakjara tett feltevésiink helyességét.

1.1.2. Altaldnos és specialis kovariancia

A fizikai mennyiségek mérései szamokat szolgdltatnak. Vannak azonban olyan ese-
tek, amikor az egyértelmii szamszeriisités csak gy lehetséges, ha egy vagy tobb
iranyt is megadunk a térben. Ezért altalanossagban azt feltételezziik, hogy a fizikai
mennyiségek tenzorok. Ekkor a fizika torvényeit tenzoregyenletek irjak le.
A relativitaselmélet el6tti fizikdban a tenzorok a lapos hg, metrikdji R? sokasdgon
értelmezett tenzorok.

Mind a relativitaselmélet elotti fizikaban, mind a specidlis és az altalanos re-
lativitaselméletben érvényes az altalanos kovariancia elve. Ez azt mondja ki,
hogy a metrikus tenzor a tér (relativisztikus esetben a téridd) szerkezetét jellemzo
egyetlen olyan tenzormez6, amely szerepelhet a fizikai torvényekben. Nem létezik
semmilyen mas kitlintetett vektormezd, vagy kitiintetett bazisvektormezo, amelyet
a tér (térido) geometriai szerkezeténél fogva tiintet ki, mint a sokasdg bels6 tu-
lajdonsagat hordozé objektumot. Az édltalanos kovariancia azt jelenti mésrészrol,
hogy a fizikai mezoket leird tenzorok és a metrikus tenzor explicit szerepeltetésével
tenzor-alakban felirt egyenletek alakja altalanos koordinata-transzformaciék soran
valtozatlan marad.

A relativitaselmélet el6tti fizikaban érvényes a specidlis kovariancia elve
is. A tér metrikdja invaridns az izometria-transzforméciok csoportjaval (térbeli for-
gatasok és eltolasok) szemben. Tegyiik fel, hogy megfigyel6k térben elhelyezked6
O csaladja fizikai mennyiségeket mér valamely fizikai mezén. Legyen O’ a megfi-
gyelok egy masik csaladja, amelynek tagjai izometria-transzformacidékkal kaphatdk
meg az O csalad tagjaibdél. A specidlis kovariancia elve azt jelenti, hogy a megfi-
gyelok O csaladja szamara lehetséges Osszes mérések halmaza az O’ csaldd részére
is lehetséges Osszes mérések halmaza. Ennek kovetkeztében az izometria-csoport
a fizikai mezok allapotanak transzformaciéjaként kell, hogy megjelenjen. A tér
izometria-transzformacidinak, azaz szimmetridinak csoportja megszoritast jelent a
fizikai mezokre vonatkozo torvények alakjara nézve. Ebben 4all a specialis kovarian-
cia elvének jelentésége. A specialis kovariancia azt jelenti méasrészrol, hogy adott
koordinatarendszerben a fizikai torvények tenzorkomponensekre vonatkozo egyen-
letekként felirt alakja az izometria-transzformaciok sordn valtozatlan marad, ha a
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metrikat az egyenletekben nem implicit médon, mint h,p szerepeltetjiik, hanem a
metrika komponenseinek explicit kifejezéseit, mint a koordinatdk fiiggvényeit, irjuk
be az egyenletekbe.

Példa: A kovariancia-elveket a geodetikus egyenletének példajan illusztralhatjuk.
Valamely 1 koordinatarendszerben, ami nem feltétlen Descartes-féle, a geodetikusok egyen-
lete affin paraméterezés esetén

2 A
0 — d=at LTH dz"® dx

ar U (1.1.7.

ahol a Christoffel-szimbdélumok a (?7) Osszefiiggés szerint vannak kifejezve a metrika
hap(x) komponenseinek koordindtak szerinti parcialis derivaltjaival. Hajtsunk végre dltaldnos
koordinatatranszformdciét, amellyel dttériink a v lokdlis térképrdl egy masik 1" térképre,
azaz az x koordindtakrol 1j x’ koordindtdkra. Ekkor a metrika komponensei az 1j koor-
dindtabéazisban hfxﬁ (2') figgvényei az 1j koordindtdknak, a geodetikus egyenlete pedig

A2z dz'" dz'
0 = —5 + T\ pTRRTa (1.1.8.)

ahol a Christoffel-szimbdélumok az 1j koordinatarendszerben ugyanazon (?7) Gsszefiiggés-
sel vannak kifejezve a metrika h,4(2") komponenseivel, mint amivel I', \ a hap(x) kom-
ponensekkel. A (1.1.7.) és (1.1.8.) egyenletek alakjanak azonossiga tiikrozi az altalanos
kovariancia elvét.

Valasszuk most a 1 lokalis térképet pl. Descartes-koordinatarendszernek. Ekkor
a (1.1.7.) egyenletben I'" | kiszdmitdsakor a heg(z) = diag(+1,+1,+1) komponenseket
explicit médon irjuk be a (?7?) Gsszefiiggés jobb oldaldba, és a (1.1.7.) egyenlet

A2zt

=0 (1.1.9.)

alakira egyszerlisodik. Ha most altalanos koordinatatranszformaciét hajtunk végre, akkor
az egyenletnek ez az alakja nem 6rzédik meg, hanem az 1ij 1)’ lokdlis koordinitarendszerben
(1.1.8.) alaku lesz, ahol a I'"* | Christoffel -szimbélumok nem lesznek nullék. Ha viszont
izometria-transzformdciét hajtunk végre, amelynek eredménye egy maésik 1" Descartes-
koordindtarendszer, amelyet a ¢ Descartes-koordindtarendszerbdl térbeli elforgatassal és
eltoldssal kaphatunk meg, akkor a ¢” koordindtarendszerben a metrika komponensei val-
tozatlanul hgﬁ = diag(+1,+1,+1), a Christoffel-szimb6lumok pedig ezért valtozatlanul
zérusok, ugyhogy az egyenlet megérzi az alakjat izometria-transzformécidk soran, azaz
megmarad d?z"* /dt? = 0 alakiinak. Ez tiikrozi a specidlis kovariancia elvének érvényesiilé-
sét. Megfontolasunk sordan fontos volt, hogy a metrika koordinatakomponensei, mint az
adott koordinatak fiiggvényei lettek beirva az egyenletbe, és hogy az izometria-transzfor-
macié soran, az izometria definiciéja szerint, a metrika komponensei az eredeti v koor-
dindtarendszerben az eredeti koordinatdknak ugyanolyan fiiggvényei, mint amilyen fligg-
vényei a metrika komponensei az 1ij 1" koordindtarendszerben az 1ij koordindtédknak.



1.2. A térid6 geometrijja és fizikai torvények a specialis
relativitaselméletben

1.2.1. A térid6 geometriaja és a kovariancia elvek

A specidlis relativitdselmélet szerint a téridé az R* sokasig-strukturdjaval rendel-
kezik. Vannak kitiintetett mozgdasok, a tehetetlenségi, azaz nem gyorsulé mozgast
végzO anyagi pontok mozgasa. Fel szokds tenni, hogy az egymashoz képest térben
nem mozgd inercidlis megfigyelok kiépithetnek a térben méterrudak segitségével
egy merev racsot, annak racspontjaiban nyugvéd oérakat helyezhetnek el, amelye-
ket szinkronizalni tudnak. Barmely ilyen inercidlis vonatkoztatasi rendszerben a
nyugvo megfigyelok a téridé pontjaihoz, az egyes elemi eseményekhez az elemi
esemény helyével egybeesd rdcspont helyzetét megjelols (z!, 22, 23) térkoordinatakat
(Descartes-koordinatakat) és az elemi esemény bekovetkeztekor a szinkronizalt oré-
kon leolvasott t éradllast rendelik. A téridé pontjainak ez a leképezése R*-be
globalis inercialis koordinatarendszert definial. Végtelen sok kiilonb6zé iner-
cidlis koordinatarendszer létezik, amelyek egymadasbdl a 10-paraméteres Poincaré-
csoport transzformacioi (valddi Lorentz-transzformaciok és eltoldsok a téridében)
révén kaphaték meg. Az igy értelmezett (¢t = 2° 2!, 22 23) koordindtdk most
sem rendelkeznek a sokasag geometriai szerkezetére utalé tartalommal. A sokasag
bels6, geometriai jellemzésére csak a térido tetszoleges két, x és y pontja invarians
,,tavolsaganak” négyzete,

[=—(a" =y + (& —y')’ + (2° —9*)" + (2" = )%, (1.2.1.)

alkalmas, ami invaridns a Poincaré-csoport transzformaciéival szemben. Ennek és
a metrika (?77) altalanos kifejezésének Osszehasonlitdsa alapjan azzal a feltevéssel
éliink, hogy a metrikus tenzor a fenti koordindtabdzis (dz*), (dudlis) vektoraival
kifejezve

Nab = Z n,uu(dx“)a(dxy)ba (122)

w,v=0

alakid, ahol a metrika komponensei a bevezetett inercialis koordinatarendszerben
N = diag (—1,+1,+1,41), amelyek nem fliggenek a koordinataktél. Az inercidlis
koordinatak szerinti 0, parcidlis derivalt eleget tesz a J,m,. = 0 feltételnek, ami
azt jelenti, hogy a Christoffel-szimbdélumok I'*,. = 0 eltiinnek, és az inercidlis koor-
dinatak szerinti parcidlis derivélt az 7,, metrikahoz egyértelmiien tartozé kovarians
derivalt. A térido tehat nem gorbiilt; lapos, Lorentz-szignaturaju metrikaval ellatott
R* sokasag, az tigynevezett Minkowski-téridé.

A fizikai mennyiségek a Minkowski-téridén értelmezett tenzorok. A fizikai
torvények pedig tenzoregyenletek. Az altalanos kovariancia elve némileg médosul.
A térid6-sokasagnak ugyanis a metrikan til van tovabbi fliggetlen belso jellemzéje.



Az idének irdanya van, ami azt jelenti, hogy létezik egy kitiintetett idoszer( t* vek-
tormezd a sokasagon, mert vannak id6tiikrozést sérto folyamatok. Tovabba a térnek
is van iranyitasa, mert vannak paritassérté folyamatok, ill. folyamatok, amelyek
kiilonbséget tudnak tenni a balsodrasu és a jobbsodrasu rendszerek kozott. Utdbbit
azzal lehet kifejezni, hogy értelmezve van pl. a téridoben egy folytonos, sehol el
nem t{iné (pl. jobbsodrési) teljesen antiszimmetrikus eqp. = e tenzor, amelyre
t%eae = 0. (Az utébbi ortogonalitési relacié fejezi ki, hogy eu. térbeli orientédcidt
ir le.) Az altaldnos kovariancia elve tehat azt jelenti, hogy a fizikai torvényeket
tenzoregyenletek irjak le és azokban a fizikai mennyiségeknek megfelelé tenzorokon
tul csak a metrikus tenzor, a t* vektormezo és az ey, tenzormezo szerepelhetnek.

A specialis kovariancia elve azt jelenti, hogy a fizikai torvényeknek va-
lamely koordinatarendszerben tenzorkomponensekre felirt alakja invarians a Poin-
caré-csoport transzformécidival szemben, ha a metrika komponenseit beirjuk, mint
a koordinatak fliggvényeit. Ez az invariancia azonban nem all fenn az id6tiikrozésre
és a tértiikkrozésre nézve, noha jollehet azok is izometria-transzformaciok.

1.2.2. Fizikai torvények

Ebben a fejezetben néhdny példat idéziink fel a specialis relativitaselméletbdl spe-
cialis fizikai rendszerek dinamikajara vonatkozoan.

1. Anyagi pont mozgdsa. Az anyagi pont vildgvonala idészerti gérbe. Ha valamely ¢
gérbeparaméter esetén 1% a vilagvonal érint6je, akkor a vildgvonalon tortén6 mozgas
soran eltelt sajatido (azaz az anyagi ponttal egyiittmozgd 6rén eltelt id6)

T = /(—nabT“Tb)l/zdt. (1.2.3.)

Két esemény kozotti sajatidotartam a két pontot Gsszekdto két kiillonbozo iddszert
vildgvonalon kiilénb6zo lehet; ebbdl szarmazik a nevezetes ikerparadoxon. A két
eseményt Osszekoto geodetikuson, azaz inercialis mozgas esetén telik el a leghosszabb
sajatidétartam. A vildgvonalat parametrizalhatjuk a 7 sajatidével, s ekkor valamely
K Minkowski-koordinatarendszerben z# = x#(7) a vildgvonal paraméteres egyenle-
te. Ha a sajatidével parametrizaljuk a vilagvonalat, akkor az idészerli gérbe érintoje
az anyagi pont u® négyessebessége, amelynek komponensei u* = dx# /dr és amelyre
uqu® = —1. Szabadon es anyagi pont geodetikuson mozog, amelynek egyenlete

udgu® = 0, (1.2.4.)

mivel az 14, metrikdhoz tartozo kovaridns derivalt a globalis inercialis koordinata-
rendszerhez tartozo kozonséges parcidlis derivalt.

Erdemes sz6t ejteni arrdl, hogy kiilonb6z6 megfigyelck milyen eredményt kapnak,
ha az anyagi pont energidjat mérik. Legyen az anyagi pont nyugalmi tomege m,
ekkor a K inercidlis koordindtarendszerben az anyagi pont négyesimpulzusa p® =
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mu®. Tegyiik fel, hogy a részecske tartézkodasi helyén egy O megfigyel6 éppen v®
négyessebességgel mozog. Ekkor az O megfigyelével éppen egytitt mozgd K’ globalis
inerciarendszerben (az abban nyugvé) O megfigyeld E' = —p,v® energiat mér.

Ha a K’ inerciarendszer a K inerciarendszerhez képest ¥ 3-as sebességgel mozog, akkor

1¢s az o't koordindtatengelyeket a v vektor irdnydban. Ekkor a Lorentz-

—1/2

valaszthatjuk az x
transzformécié értelmében p'® = ~(p° — vpt), ahol v = (1 — v?) és v = |v]. Mdsrészt a
megfigyeld négyessebességének komponensei a K rendszerben v° = v, v = yv, v2 = v3 = 0.

Ezért irhatjuk, hogy E' = p'° = —pav°.

Ha az O megfigyel6 és az anyagi pont relativ sebessége zérus, akkor u® = v® és a meg-
figyel6 altal mért energia F = —p,u® = —mu,u® = m. Sok alkalmazasban felmeriil
az a kérdés, hogy mennyinek méri az anyagi pont energidjat egy tavoli O megfi-
gyeld. Legyen az O’ megfigyeld négyessebessége v'® a K globélis inerciarendszerben.
A Minkowski-térid6 nem gorbilt, ezért a vektorok parhuzamos eltoldsa fiiggetlen
attol a gorbétdl, amelyen a parhuzamos eltolast végezzik. Ezért van értelme annak,
hogy az O’ megfigyel6 dltal mért energiat azonosnak tekintsiik azzal az energidval,
amelyet az a megfigyel6 mér, amelyik éppen az anyagi pont helyén tartozkodik és
v?® négyessebessége megegyezik a tdvoli megfigyel6 négyessebességével, v/ = v2.

. Idedlis folyadék mozgdsa.

Tekintstink egy folytonos anyageloszlast, amelynek az energiaimpulzus-tenzora T,y.
Ennek a komponensei valamely K globalis inercidlis koordinatarendszerben az alabbi
jelentéssel birnak: a K inerciarendszerben nyugvé megfigyel$ szamara T a kozeg
energiastiriisége, TP az energiadramstirisége, T% az impulzussiirtisége és T a
kozegben ébredd mechanikai fesziiltség tenzordnak komponensei. Az a megfigyeld,
aki a K inerciarendszerbdl nézve v® négyessebességgel mozog, a kozeg energiastirii-
ségét Topv®ol-nek, energiadramsiirtiségét és impulzussiirtiségét rendre —T,vP-nek és
—T,»v*nak, a mechanikai fesziiltség tenzordnak = — y komponensét pedig T,px%y"-
nek észleli, ahol z% és y® két v®ra ortogondlis vektor. Ez abbdl kovetkezik, hogy
méasodrendii tenzor komponensei gy transzformalédnak Lorentz-transzformacié so-
ran, mint a megfelel vektorkomponensek szorzatai. Kozonséges kozeg esetében a
kozeghez képest mozgd megfigyel6 altal észlelt energiasiiriiség nem negativ,

T’ > 0. (1.2.5.)

Idealis folyadék energiaimpulzus-tenzora:
Ty = pugup + P(nap + ugup), (1.2.6.)

ahol u® a kozeg négyessebessége, p és P pedig rendre a kozeg energiasiiriisége és
nyomasa a kozeg sajat nyugalmi rendszerében.

Ha a folyadékra nem hat kiils6 erd, akkor mozgasegyenlete
0Ty = 0. (1.2.7.)

Helyettesitsiik be ide az idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzoranak (1.2.6.) explicit
alakjat, majd vetitsiik azt az u® négyessebességgel parhuzamos iranyra, ill. az arra
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meroleges hipersikra. Ekkor az alabbi egyenletek addodnak:

uOup + (p+ P)0u, = 0, 8.)
(p+ P)u®Oqup + (Nap + uaqup)0* P 0. 9.)

A (1.2.7.) egyenlet explicit alakja:
[0%(p + P)lugup + (p + P)(up0®uq + ua0%up) + OpP = 0. (1.2.10.)

Vetitsiik az egyenlet mindkét oldalat el6szor a folyadék négyessebességének iranyara, azaz
kontrahéljuk az egyenlet mindkét oldalat u®-vel,

—[0%p + P)Jug + (p + P)(—0%Uq + uqupd®up) + u’0yP = 0, (1.2.11.)

ahol up0%up = %(’“)“(ubub) = 0, dgyhogy megkapjuk a (1.2.8.) egyenletet. Vetitsitk most
a (1.2.10.) egyenletet az u®ra ortogonélis hipersikra. Legyen V® tetszdleges vektor, akkor
ennek u%-ra ortogondlis komponense V.1 = (nap +uqup)V?, hiszen utVE = uV, —u, VP = 0.
Ezért az ne, + ucup projektort hattatjuk a (1.2.10.) egyenlet mindkét oldalara:

0 = (% +uu®)dp+ P)luaus + (1% + uu®)(p 4+ P)(up0®uq + 1a0%usp)
+(ncb + ucub)abp
(7 + uub) (p + P)uad®up + (1 + uu®)dy P
= (p+ P)(ua0™uC + uuauld®uy) + (n°° + uu)0p P
(p+ P)uad™u® + (n°° + uu®)9y P. (1.2.12.)

Ezt akartuk belatni.

A hidrodinamikai egyenletek nem relativisztikus hatdresetét P < p, (ut) = (1,7),
|U|(dP/dt) < |VP| kozelitések jelentik, amikor a (1.2.8.) és a (1.2.9.) egyenletek
rendre a tomegstirtiségre vonatkozé kontinuitdsi egyenlet,

op =,
5 V) =0, (1.2.13.)

és az idedlis folyadék mozgasara vonatkozo Euler-egyenlet,

p<%+(ﬁﬁ)ﬁ> = VP (1.2.14.)

alakjat oltik.

Az energiaimpulzus-tenzor négyes-divergenciajanak eltiinése tehat a kon-
tinuitasi-egyenlet és az Euler-egyenlet relativisztikus altaldnositasat je-
lenti. Masrészr6l viszont a (1.2.7.) egyenlet az energia lokdlis megma-
radasat fejezi ki, amit a kovetkezOképpen lathatunk be.

Gondolatban képzeljiik el, hogy a folyadékon a K inerciarendszerben v® sebességmezével jel-
lemzett megfigyelSk serege végez méréseket, amelyek sebessége parhuzamos (kovaridns kons-
tans), azaz O%v® = Vv = 0. Ekkor v,V?v® = 0, azaz a megfigyelok serege idSszerti geo-
detikusokon mozog. Ezen megfigyel6k altal mért négyes-energiadramstirtiség J, = —T,p0°.

Ennek divergencidja

0Ja = —0Tapt’) = —Twd"" =0 (1.2.15.)
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eltlinik. Integraljuk ezt az egyenletet tetszoleges 4-dimenzids ) térido-tartomanyra, ame-
lyet a 3-dimenziés S feliilet hatdrol, és legyen n® az S feliillet normélisa (a Gauss-tétel
alkalmazdsdhoz szitkséges irdnyitdssal). Ekkor Gauss tétele értelmében

/ana = /n“Jazo. (1.2.16.)
Q S

Viélasszuk specidlisan az ) térido-tartoméanyt ugy, hogy azt a K inerciarendszerben a t-
tengely irdnydban a t = t; és t =ty > t; térszer( hiperfeliiletek, a térirdnyokban pedig a o
idészerti hiperfeliilet hatarolja. frjuk ki az (1.2.16.) egyenletben a feliileti integralt explicit

ala,kba,n, ekkor
/ J - / J
V t_ftf V

adodik, ahol n® a o hatarfelilleten a kiilsé normadlis. Ez a lokalis energiamegmaradas
torvényének integralis alakja.

- —/Jan“do (1.2.17.)
t=t; o

3. Skaldrmezd egyenlete.

Vizsgéaljunk olyan hipotetikus fizikai rendszert, amelyet a Klein!'-Gordon?-egyenlet-
nek eleget tevo klasszikus skalarmezével lehet leirni,

0% — m2¢p = 0, (1.2.18.)

ahol m? > 0 a mez6t jellemz6é paraméter. Ennek az energiaimpulzus-tenzora

T = (0ud)(Oh9) — 51al(0°6)(00) + m*¢?], (1219,

Megmutathatjuk, hogy egyrészt T,,v%v? > 0, ahol v* a K rendszerben mozgé meg-
figyel6k négyessebessége, és mésrészt most is teljesiil a 0%Ty;, = 0 egyenlet.

Egyrészt az energiafeltételben szereplo kifejezés
1
Ta™" = (1"0a0)(v"0s0) + 5[(0°9)(0e8) + m*¢7], (1.2.20.)

ami nem negativ, mert csupa nem negativ tagok Osszege.

Masrészt a Klein-Gordon-egyenletet is felhasznalva

0Ty = (0%0a0)(0p@) + (0a9)(0%0pe) — %nab [2(0°0°9)(0:0) + 2m>p0“¢].

= m?@(09) + (90)(0*9pd) — (00°¢)(9et) — m* Py
= 0, (1.2.21)

amit be akartunk latni.

4. Az elektromdgneses mezd.

Az elektromégneses mezét valamely K globélis inerciarendszerben nyugvé megfi-
gyel6 az E elektromos térerosséggel és a B magneses indukciéval jellemzi. Ezek

!Oskar Benjamin Klein, svéd fizikus, 1894-1977
2Walter Gordon, német fizikus, 1893-1939
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egybefoglalhatdk az F;, masodrendii antiszimmetrikus tenzorban, a térer6sségten-
zorban. Legyen egy megfigyel6 négyessebessége v*, akkor az

E, = Fuyut (1.2.22.)

négyesvektort interpretalhatjuk dgy, mint a megfigyel6 altal mért térerGsséget, és a
1
B, = —§6adech’Ub (1.2.23.)

négyesvektort, mint a megfigyel6 altal mért magneses indukciot, ahol €4p.q a pozitiv
orientdciéju teljesen antiszimmetrikus tenzor, amelynek normaéléasa €abed€™C? = —24,
dgyhogy jobbsodréasi rendszerben €gio3 = +1.

Ennek beldtasdhoz vizsgaljuk azt az esetet, amikor a megfigyel6 a K inerciarendszer z-

tengelye irdnydban v sebességgel mozog, (v*) = (y,7v,0,0). A térerdsség-tenzor kompo-
nensei a K inerciarendszerben

0 E! E? E3 0 —-fF!' —E? _—EB
—FE! 0 -B3 B? v B! 0 —B3 B2
(FMV) = _E2 B3 0 _Bt|- (FH ) = E2 B3 0 B!
—E3 —B? B! 0 E? —-B? B! 0
(1.2.24.)

Egyrészt ismeretes, hogy a megfigyelvel egylittmozgd K’ inerciarendszerben az elektromos
térerdsség és a magneses indukcié a Lorentz-transzformacié miatt

E'=E', E?=~(E?—vB%), E” =~(E®+uvB?),
B'' = B!, B” =~(B?>+vE®), B” =~(B®—vE?). (1.2.25.)

Masrészt képezziik az oy, = ), Fj,,v” négyesvektor-komponenseket a K inerciarendszerben,
o, = Fﬂovo + Fﬂlvl,

ap = wE' =wE",

a = —E'=—E",

a; = —yE?4+yuB3= —E’Q,

a3 = —yE*—yuB%>=—E", (1.2.26.)
ésa B, = —% Yo euyﬁAF“Av” komponenseket a K inerciarendszerben,

By = —[(—€u012B® + €1013B% — €u023B" )Y + (—€u123B" — €102 5% — €4103E%)70],
(1.2.27.)

amelyek részletesen kiirva

B = yuB' =B,

Bi = —yB'=4B",

By = —y(B®+vE® =-B"

By = ~(B*—-vE?) = B". (1.2.28.)
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Latjuk tehat, hogy az o, komponensekbél E . ap . komponensekbdl pedig a B egyértelmiien
kiolvashaté. Ez indokolja, hogy az a, és B, négyesvektorokat ugy interpretaljuk, mint a K-
ban v® négyessebességgel mozgd megfligyelo altal mért elektromos térerésséget és magneses
indukciét.

Az elektromagneses mez6 Maxwell®-egyenletei

0Fyy = —47jp, (1.2.29.)
Oty = 0, (1.2.30.)
ahol j, a négyes-toltésaramstirtiség. A (1.2.29.) egyenlet foglalja magéban a két in-
homogén Maxwell-egyenletet, a Gauss-torvényt és az Ampere*-torvényt, a (1.2.30.)
egyenlet pedig a homogén Maxwell-egyenleteket, a magneses Gauss-torvényt és a

Faraday’-torvényt. A (1.2.29.) egyenletbdl kivetkezik, hogy az elektromos toltésre
lokalis megmaradasi torvény érvényes, amelyet a

0%a = 0 (1.2.31.)
kontinuitasi egyenlet fejez ki.
A (1.2.29.) egyenlet mindkét oldaldnak képezziik a négyes-divergencigjdt,
P Fy = —4mwd’jy,. (1.2.32.)
Az elektromégneses térerdsség tenzora antiszimmetrikus, Fyp, = —Fp,, ezért az egyenlet bal
oldala azonosan eltlinik, mint egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor kontrakcidja.

Mozogjon g ponttoltés u® négyessebességgel az elektromagneses mezoben, és legyen
a ponttoltés nyugalmi tomege m. Ekkor a ponttoltésre a Kb = ¢F bcuc Lorentz-erd
hat, és a ponttoltés mozgasegyenlete

wdub = %Fbcuc. (1.2.33.)

A ponttoltés négyesimpulzusa p* = mu®. Ha a ponttoltés vildgvonaldt (iddszerli gorbe) a 7
sajatid6vel parametrizaljuk, akkor a mozgasegyenlet dp®/dr = m(du®/dr) = K’ alakd. A
kovaridns derivalé operdtor 4. tulajdonsiga miatt du®/dr = u®(9,u’), igyhogy a mozgas-
egyenlet a (1.2.32.) alakot Olti.

Az elektromégneses mezd energiaimpulzus-tenzora

1

1
Tab = E (Fachc - Z”?adeeFde> . (1234)

Allités:
(a) Az elektromagneses mez6 energiaimpulzus-tenzora teljesiti az energiafeltételt,
T’ > 0, (1.2.35.)

ahol v* valamely megfigyel6 négyessebessége. Az elektromédgneses mez6 ener-
giaslirliségét tehdt barmely inercidlis megfigyel6 nem negativnak talalja.

3James Clerk Maxwell, skét fizikus, 18311879
4André-Marie Ampere, francia fizikus és matematikus, 1775-1836
5Michael Faraday, angol fizikus és kémikus, 1791-1867
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(b) Ha az elektromédgneses mez6 forrdsmentes, azaz j® = 0, akkor az elektromég-
neses mez6 energidjara lokalis megmaradasi torvény érvényes,

Ty = 0, ha j*=0. (1.2.36.)

Amennyiben kiilsé forrdsok is vannak jelen, akkor a lokalis energiamegmaradas
torvénye csak az elektromdgneses mezo6 és a toltott anyag egylittes energidjara tel-
jestl.
Kontrahéljuk a (1.2.34.) tenzort a v®v® tenzorral,
a,b 1 a c, b 1 de 1 c c
Tov®0® = — ((Fav®)(F,0") + —FgF% ) = —(E.E° 4+ B.B), (1.2.37.)
47 4 8

ami valds kifejezések teljes négyzeteinek 0sszege, igyhogy nem negativ. Itt felhasznaltuk,

hogy E*¢ és B¢ térszert vektorok, tovabba, hogy a v sebességgel mozgo megfigyel6 nyugalmi
rendszerében (ahol v® = (v,=0) = v,)

3 3
E.E® = F“pFag’ =) FOF,0y =+) (F) (1.2.38.)
u=0 i=1
és
B.B¢ = 1 Fde b cfghF _ 3!5f6.(15hFde bF
c = CcbdelUE ghVf = =3 Opld0 U Fghls
1
= Lol sgat + shausy + ol asy — oLo3al — o]agel - o{stal)F U Fypatg
1
= —Z(—FdeFde + Fde eb’Ub’Ud + FderdUb’Ue — Fdel*—‘db’Ub’U6 - FdereUbUd
+Fd€Fed)
1
= —5(—Fd€Fde — F¥Fy0bvg — F®Fy0t0,)
1
= §FdeFde + E°E,, (1.2.39.)
mivel
copgecf = —3!1!5{;555:], (1.2.40.)
tugyhogy
1 de 1 c c
1 F*Fac = (BB — E°E.). (1.2.41.)

Az elektromégneses mez6 v® négyessebességgel mozgd megfigyel6é altal mért
energiasiiriiségének (1.2.37.) kifejezése pontosan ugyanolyan alaki, mint az ener-
giasiiriiség kifejezése a K rendszerben. Ez is tovabbi érv a (1.2.22.) és a (1.2.23.)
négyesvektorok fizikai interpretacidéja mellett.

A térerdsség Fy;, tenzora definicié szerint 2-forma, F', amelynek a kiils§ derivaltja a
(1.2.30.) homogén Maxwell-egyenlet értelmében eltiinik:

dF = 0. (1.2.42.)
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Ekkor a Poincaré-lemma megforditdasanak értelmében létezik olyan A egy-forma,
amelynek F' a derivéltja, azaz amelyre

F = dA, (1.2.43.)
és ebbdl akkor kovetkezik a (1.2.30.) homogén Maxwell-egyenlet
?A = 0 (1.2.44.)

alakja. Tenzor-alakban mindez tgy foglalhat6 Gssze, hogy 1étezik az A% vektorpo-
tencidlmez6, amelynek segitségével a térerdsség-tenzor

F® = 914° — gbAe (1.2.45.)

alakot Olt, a (1.2.30.) egyenletek automatikusan, azonossagként kielégiilnek, és az
inhomogén Maxwell-egyenlet

0 (0 Ap — OpAy) = —4mjp (1.2.46.)

alakot oOlt.

A (1.2.45.) térer6sség-tenzor invaridns az A* — A% 4+ 0%x mértéktranszformaci-
6kkal szemben, ahol x tetszéleges skalarmezd. Ezért azok az A® térkonfigurdciok,
amelyek egymasbdl mértéktranszformaciéval megkaphatok, fizikailag ekvivalensek.
A térkonfigurdcidk minden ilyen ekvivalencia-osztalyabol kivalaszthatunk egyet-
len térkonfiguraciét valamilyen mértékfeltétel, mint pl. a Lorentz-feltétel ki-
rovasaval,

A" = 0. (1.2.47.)

Ez a feltétel mindig kielégithetd.

Legyen A’® tetsz6leges térkonfiguracié. Keressiink vele ekvivalens olyan A% térkonfiguraciét,
ami kielégiti a Lorentz-feltételt, vagyis legyen A* = A’® + 9%y alakd, amelyre

0 = 6aA“ = (9aA'a + aaaax. (1248)
Ilyen térkonfiguricidt talalunk, ha x-t a
0,0 = —0,A" (1.2.49.)

egyenlet megoldasanak vélasztjuk.
Lorentz-mértékben a (1.2.46.) inhomogén Maxwell-egyenlet inhomogén hullémegyen-
let alakjat oOlti:

00, Ay = —4mjp. (1.2.50.)

Forrasok hidnydban a homogén 00,4, = 0 hulldmegyenlet az elektromagneses
hullamok terjedését irja le nem gorbilt Minkowski-téridében. A homogén hullam-
egyenlet megoldésait geometriai optikai kézelitésben A, = Cue’® alakban ke-
reshetjiik, ahol a C, allandé négyesvektor a hullim amplituddja, S pedig a fazisa.
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Ez a hullam akkor és csak akkor megolddsa a homogén hulldmegyenletnek, ha a
hullam fazisa a

8°9,S =0, (9,5)(8°S) =0 (1.2.51.)

egyenlségeket elégiti ki, tovabba a megoldas eleget kell tegyen a Lorentz-feltételnek,
amibdl a

Cd*S = 0 (1.2.52.)

feltétel adddik.
frjuk be az A, = C,e*® alakot a 00, Ay = 0 homogén hullimegyenletbe,

0 = 8°0(Coe™) =iCu0°(e°0,8) = iCLe™®[8°pS + (0,9)(0°S)]  (1.2.53.)

ahol a szogletes zardjelben a mésodik tag egy vektor normanégyzete. Ezért az egyenléség
jobb oldala, akkor és csak akkor lehet zérus, ha a (1.2.51.) feltételek teljesiilnek.

A fazisfliggvény gradiense, 0%S = V,5 ortogondlis az S =all. fazisfeliiletekre, mert
a fazisfeliilet barmely t® érintGvektorara fennall a t*V,S = 0 ortogonalitasi feltétel.
Ezért k* = 0°S a fazisfeliiletek normalisa. Mdsodik feltételiink azt mondja, hogy
a fazisfeltiletek normalisa nullvektor, k,k* = 0. Ekkor az S =all. feliileteket null-
feliileteknek nevezziik. Erdemes megjegyezni, hogy null-felillet normalisa a null-
felilletnek egytttal érint6vektora is. Az elsé feltétel, 0%k, = 9%9,S = 0 a megfelel§
peremfeltételekkel az S fazis meghatarozéasara szolgdl. Az elektromégneses hulldmok
fazisfeliileteinek &k normadlisai egyuttal null-geodetikusok érintGvektorai. Ez
azt jelenti, hogy az elektromagneses hullamok terjedése null-geodetikusokkal jel-
lemezhetd, ezek a ,,fénysugarak vilagvonalai”. A null-feliileteket null-geodetikusok
generaljak.

Képezziik a méasodik feltétel gradiensét,
0 = 9%(8°S)(dS)] = 2(0p5)(0°0%S) = 2kp0°ka, (1.2.54.)

ami olyan null-geodetikus egyenlete, amelynek érintévektora k®.
Végiil a harmadik feltétel azt jelenti, hogy a hullim C® amplitudéja merdleges a

k® normalisokra, Cpk® = 0. A hullam v® négyes-sebességli megfigyel6 altal mért
frekvenciaja

w = —0%0,5 = —v%,. (1.2.55.)
A K inerciarendszerben nyugvé megfigyel w = k9 (kor)frekvenciat és k' = (27/)) hulldm-
szdmot (és A hulldmhosszat) észlel. Tekintsiink megint az egyszerliség kedvéért olyan K’
inerciarendszert, amely az adott pillanatban éppen egyiitt mozog a K inerciarendszerben
(v*) = (v,7v,0,0) négyes-sebességgel mozgd O megfigyelével. Ekkor a K’ rendszerben

nyugvé O megfigyeld a Lorentz-transzformécié értelmében &° = ~(k° — vk!) frekvenciét
észlel. Masrészt pedig

—0%k, = —(=vk® + k') = y(k° —vk!) = K (1.2.56.)

Ezt akartuk belatni.

18



A legegyszeriibb megolddsok a sikhulldmok, amikor k* =&ll. vektormez6, és
Minkowski-koordinatakban

3
S = ku. (1.2.57.)
n=0

A sikhulldm-megolddsok jelentdségét az adja, hogy a Fourier-transzformaécié elmélete
értelmében a Maxwell-egyenletek minden, a végtelenben kelléen gyorsan lecsengd
megoldasa kifejezhetd, mint sikhullamok linedris szuperpozicidja.

A fentiek alapjdn arra lehet kovetkeztetni, hogy az elektromégneses zavarok, a
fényjelek null-geodetikusok mentén terjednek. Ez valéban igy is van. Az inho-
mogén hullamegyenlet retardalt megoldasai irjak le az ismert j¢ aramstriséggel
reprezentalt forrasbdl kisugarzott elektromagneses hullamok terjedését

Ar(z) = / Ao/ G (@ — )i () (1.2.58.)

alakban, ahol G% (z — z') a retardalt GreenS-fiiggvény. Az integral azonban nem
terjed ki a teljes téridére, hanem csak arra a térido-tartomanyra, amelyben a re-
tardalt Green-fiiggvény nem tiinik el. Meg lehet mutatni, hogy ez a tartoméany a

téridé x € M pontjihoz tartozd multbeli fénykip.

1.3. Kovariancia-elvek és fizikai torvények az altalanos rela-
tivitaselméletben

1.3.1. A gravitacié az altalanos relativitaselméletben

A fizika torvényei tenzoregyenletek alakjaban fogalmazhaték meg. Ez biztositja
az altalanos relativitasi elv érvényesiilését: a fizikai torvények invariancigjat
altalanos koordinatatranszformaciokkal szemben. Az altalanos kovariancia elve
most is abban nyilvanul meg, hogy a fizikai torvényekben a térid6 strukturajat jel-
lemz6 mennyiségként csak a metrikus tenzor és a beldle szarmaztathaté mennyiségek
szerepelhetnek. A specidlis kovariancia elve pedig ismét azt jelenti, hogy a fizikai
torvényeket leiré egyenletek alakja nem véltozik olyan koordinatatranszforméciok
soran, amelyek a térido izometriai, ha a metrikus tenzor komponenseit, mint a ko-
ordinaték fliggvényeit explicit médon szerepeltetjiik benniik.

Lényeges koncepciondlis kiillonbség van azonban a specidlis relativitdselmélet
szemlélete és az altalanos relativitaselmélet szemlélete kozott. Ennek legfontosabb
megnyilvanuldsa abban van, hogyan tekintiink a gravitaciéra. Az elektromagneses
mez6 megfigyelésére a specialis relativitaselméletben olyan megfigyelok éllnak ren-
delkezésre, akik nem toltottek, nincsenek alavetve sem elektromagneses, sem masféle
er6hatdsoknak, azaz inercidlis megfigyel6k. Az inercidlis megfigyel6k a lapos (nem

6George Green, brit matematikai fizikus, 1793-1841.
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gorbiilt) téridé idészerii geodetikusai (egyenes vilagvonalak) mentén mozognak. Ezek-
nek a természetes modon valaszthaté inercidlis megfigyeléknek a vilagvonalaihoz
tudjuk ezutan hasonlitani egy probatoltés vildgvonalat, amelynek a geodetikustol
valé eltérése szolgaltat informéciot a probatoltés gyorsulasara elektromagneses mezo
jelenlétében, és ebbdl hatarozhaté meg a prébatoltésre az elektromagneses mezo altal
kifejtett er6, azaz az elektromagneses térerdsségtenzor komponensei. A gravitacios
mez6 hasonlé modon torténé megfigyelése viszont elvileg sem lehetséges. Mivel a
gravitacié minden testre, anyagra hat, elvileg nincsen olyan megfigyelo, aki ne len-
ne aldvetve a gravitacionak. Ezért nem értelmezhetok természetes médon inercialis
megfigyel k. fgy nincsen mihez hasonlitani egy gravitdlé prébatest vilagvonalat.
Sot, az ekvivalencia elve értelmében minden test azonos moédon esik szabadon,
azaz azonos modon mozog gravitaciés mezé hatdsa alatt. Ezt az elvi nehézséget
a kovetkezo szemléletvaltassal hidaljuk at. Elfogadjuk, hogy elvileg sem tudunk
semmilyen moédon inercidlis megfigyel6ket (inercidlis mozgast végz6 anyagi ponto-
kat) megvaldsitani, és segitségiikkel a gravitacids er er6torvényét kimérni. Egyuttal
azonban elfogadjuk azt a hipotézist, hogy a téridé metrikija nem lapos, mint
ahogy a specialis relativitaselmélet feltételezi, hanem gorbiilt, és a szaba-
don es6 anyagi pontok palyai a gorbiilt térido geodetikusai. Ezaltal a térido
geodetikusain mozgo megfigyelok, amik a specidlis relativitaselméletben viszonyitasi
alapul szolgaltak az eréhatésok alatt mozgod testek vizsgalatdhoz, most automa-
tikusan egybeesnek a szabadon esé anyagi pontok vilagvonalaival. fgy nincsen le-
hetoséglink ebben a szemléletben arra, hogy , kiviilr6l” hatarozzuk meg a gravitacios
mezét. A gravitaciét a térido sajat jellemzojének kell tekintsiik, ami
a térid6 szerkezetében nyilvanul meg. A gravitacios mez6t lényegében
a térido geometriajat meghatarozé metrikus tenzormezoével azonositjuk.
Mindennek ellenére van értelme relativ gravitacidés eror6l, az tgynevezett
arapaly-erorol beszélni, amit a szomszédos, szabadon esé anyagi pontok relativ
gyorsulasa alapjan mérhetiink. Erre vonatkozik a geodetikus deviacié egyenlete.

Az ekvivalencia elve azt mondja, hogy minden test azonos médon esik szaba-
don. Képzeljiink el a térido tetszoleges pontja kornyezetében egy kicsiny szabadon
esO {irhajot, és tegyiik fel, hogy abban elengediink egy anyagi pontot, amelyre (a
gravitaciét leszamitva) semmilyen erd nem hat. Akkor ez az anyagi pont maga is
szabadon esik. Ezért az {irhajoéhoz képest vagy nyugalomban van (ha nem adtunk
neki kezdésebességet az tirhajohoz képest), vagy egyenesvonali egyenletes mozgast
végez az tirhajohoz képest (ha nem volt zérus az tirhajéhoz képesti kezdGsebessége).
Ezért a kicsiny szabadon es6 trhajo lokalis inerciarendszernek tekinthetd. A
téridé barmely pontjanak kicsiny kornyezetében létezik tehéat lokdlis inerciarendszer,
azaz lokalis Minkowski-féle koordinatarendszer, amelynek origdjaban a metrika kom-
ponensei a Minkowski-metrika komponensei, és amelyben a fizikai torvények ugyan-
olyan alakiak, mint a specidlis relativitaselméletben. FEz biztositja az 6sszhangot az
altalanos relativitaselmélet és a specidlis relativitaselmélet kozott. Mivel a metrika
szignaturaja nem valtozhat folytonosan a sokasagon, ezért a lokélis inerciarendsze-
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rek léte azt is kell jelentse, hogy a metrikanak az altalanos relativitaselméletben
is Lorentz-szignaturajunak kell lennie. Természetesen a téridé minden pontjaban
végtelen sok lokalis inercialis koordinatarendszer 1étezik, amelyek kozott a Lorentz-
transzformacié teremt kapcsolatot. A lokalis inerciarendszert 4 darab ortonormaélt
béazisvektor hatarozza meg a Minkowski-térben, ezek a bazisvektorok alkotjak a
tetradot. A metrikat és a gravitaciés mezoét egyértelmiien meghatarozza, hogy a
tetrad hogyan valtozik a téridén, azaz milyen a tetradmezo. A gravitdcids mez6
ezért a tetrad-mezdvel is jellemezheto.

Felmeriil még az a kérdés, hogy hogyan egyeztetheto Ossze az dltalanos relati-
vitaselmélettel az a tény, hogy a newtoni gravitacios torvény jo kozelitéssel helyes
eredményt ad pl. a Nap koriil mozgd bolygdk pélydira, avagy a ferde hajitdsra
a Fold felszine kozelében. Newton gravitacios torvénye mérési tapasztalaton ala-
pul, ami mogott az az alapfeltevés huzdédik meg, hogy a gravitaciés eré mérheto.
Hogyan egyeztethetd ez Ossze az altalanos relativitaselmélet szemléletével. Vegyiik
pl. a bolygémozgast a Nap koriill. Mint késobb latni fogjuk, a Nap maga koriil
meggorbiti a téridét, a gorbiilt téridé metrikdjat az tgynevezett Schwarzschild-
megoldas hatarozza meg. Egy bolygd vilagvonala, — ha a bolygoknak a térido
szerkezetére gyakorolt hatasat elhanyagoljuk, — idészerti geodetikus a Schwarzschild-
metrikdju téridoben. A Schwarzschild-metrikaja térido sztatikus, aminek egyik jel-
lemzGje, hogy a térido-sokasdgon létezik egy 1-paraméteres izometriacsoport (az
id6beli eltoldsok csoportja), amelynek orbitdi iddszerti gorbék. Ez a szimmetria
lehetévé teszi, hogy olyan , hattér”’-megfigyeloket értelmezhessiink, akik megfigyel-
hetik a sajat vilagvonalaik és a bolygémozgas idoszerti geodetikusai kozotti eltérést,
az eltérés alapjan meghatarozhatjak a bolygéra hatd gravitacios erct, és azt pedig
jo kozelitéssel osszhangban levonek talaljak Newton gravitacids torvényével.

Megjegyzés: Altaldban is igaz, hogy ha a téridé metrikdja izometriacsoporttal,
azaz a metrikat invariansan hagyé koordindtatranszforméaciok csoportjaval rendelkezik,
akkor ez lehetové teheti , kitiintetett” megfigyelok seregének feltételezését. Ilyen esetben
értelmes arrdl beszélni, hogy ezek a megfigyel6k milyennek 1atjak a fizikai jelenségeket. A
térido altaldban azonban nem rendelkezik izometridkkal, igyhogy altalaban nem jel6lhetd
ki kitlintetett megfigyel6k serege, azaz egy olyan ,,hattér”, amelyhez viszonyitva beszélhet-
nénk a fizikai jelenségekrol.

1.3.2. Az anyag mozgasat leiré fizikai torvények alakjardl

Az el6zéekben elmondott elvek altalaban nem teszik lehetévé, hogy azokat az egyen-
leteket egyértelmiien altalanositsuk gorbiilt téridében torténd mozgés esetére, ame-
lyek a specidlis relativitaselmélet keretében irjak le az anyag mozgasat. Az eddig
elmondottak arra nézve sem adnak kozvetlen ttmutatast, hogy hogyan hatarozza
meg a mozgd anyag gravitacios hatasandl fogva a térid6 geometriai szerkezetét. Ami-
kor tehat az altalanos relativitaselmélet kidolgozasa soran Einstein megfogalmazta
ezeket a mozgas-torvényeket, akkor egészen altalanos szempontok is vezették. Frank-
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furt am Main varosaban az Alte Oper frizén a ,,Dem Wahren, Schonen, Guten” (,,Az
igaznak, szépnek, jéonak”) felirat olvashaté ma is. A természettudoméanyokban
és specialisan az elméleti fizikaban, konkrétan az altalanos relativitaselméletben is
van egy fratlan kévetelmény: a torvények legyenek igazak (helyesen irjak le a fi-
zikai jelenségek tobbé-kevésbé széles korét, és helyesen jelezzenek elére az adott je-
lenségkorrel kapesolatos 1j jelenségeket), szépek (pl. tenzoregyenletek, amelyek ko-
ordindtarendszertol fiiggetlenek) és a lehetd legegyszeriibb alakidak (az utébbit
vehetjitk a jésag szinonimdajanak).

Az altaldnos relativitaselmélet szerint a téridé annyiban kiillonbozik a specidlis
relativitaselmélet téridordl alkotott geometriai elképzelésétol, hogy a téridé-sokasag
R* helyett most az el6re nem specifikdlt M 4-dimenziés sokasdg, tovabba a metrika
az Nq Minkowski-metrika helyett az elére nem meghatarozott Lorentz-szignaturaju
Jgap metrika, tgyhogy a térido-sokasdag gorbiileti tenzora altalaban nem zérus. A
hasonlésag az, hogy mindkét esetben a téridé egy Lorentz-szignatiuraju metrikaval
ellatott 4-dimenzids sokasag. Ez és az altalanos relativitasi elv azt sugallja, hogy
a fizikai mennyiségeket az altalanos relativitaselméletben ugyanolyan tipusu tenzo-
rokkal irjuk le, mint a specialis relativitaselméletben. Kézenfekvonek latszik az is,
hogy a fizikai torvények alakjat gy kaphatjuk meg a specidlis relativitaselméletben
hasznalt alakjukbdl, hogy az 7,, metrikdhoz tartozo kovarians derivalast, azaz a 0,
derivélé operatort az egyenletekben a g,, metrikahoz tartozé V, kovarians derivalo
operatorra cseréljiilk. Az egyszerl helyettesitési szabaly, 7., — 9w, 0u — Vg
olyan médon csatolja a részecskéket és a fizikai mezoket a gravitaciohoz, ami erdsen
emlékeztet a ¢ ponttoltés és az elektromédgneses mez6 kozti p, — p, —qA, ,,minimalis
csatolasra”, ahol a p, a ponttoltés négyesimpulzusa, A, pedig az elektromégneses
mez6 négyesvektorpotencialja. Ennek a szabalynak az alkalmazédsa azonban nem
mindig mentes az onkénytol. Léassunk néhany példat fizikai torvényekre gorbiilt
téridoben, amelyek leirjak az anyag dinamikajat. Ne felejtsiik el azonban, hogy az
a gq metrika, ami ezekben az egyenletekben szerepel, nem adott elére, hanem az
anyag mozgasa hatarozza meg, hogy milyen lesz.

1. Anyagi pont mozgdsa. Az anyagi pont mozgasat négyes-sebességének u® vektoraval
jellemezhetjiik, amely az anyagi pont idOszeri vilagvonaldanak érintGje. Ha az anyagi
pont szabad mozgédst végez (azaz a newtoni megfogalmazds szerint szabadon esik a
gravitdciés mez6ben), akkor vildgvonala idészerii geodetikus, amelynek egyenlete

u'Vaeu’ = 0. (1.3.1.)
Az egyenlet bal oldaldn &ll6 kifejezést tekinthetjiik a részecske a’ = u®V,ub gyor-
suldsdnak. Ha az m nyugalmi tomegii részecske a® gyorsuldsa nem zérus, akkor
mondhatjuk, hogy rd f® = ma® eré hat. Erre jé példa a kiilsé elektromagneses
mezOoben mozgd m nyugalmi tomegl, ¢ toltést részecske. Jelolje Fy;, a kiils6 elekt-

romagneses mezé térerdsségtenzorat. A részecskére a Lorentz-eré hat és a mozgds-
egyenlete

u'Voub = %Fbcuc, (1.3.2.)
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ami a specidlis relativitdselméletben érvényes egyenlet altaldnositdsa 0, — Vg
helyettesitéssel és azzal, hogy most az indexek fel- és lehtuzédsa a g, metrikaval és
g® inverzével torténik, pl. F® = ¢’ Fy.. A részecske négyesimpulzusira megtartjuk

a
p* = mu® (1.3.3.)

definiciét. Ha a részecske energiajat olyan v® négyessebességli megfigyel6 méri, aki
mellett a részecske éppen elhalad, akkor 6 a részecske energiajat

E = —puv® = gup™® (1.34.)

értékiinek méri. Az energiamérés eredményének ez a definicidéja 6sszhangban van
a mérési esemény kornyezetében felvett lokdlis inerciarendszerben a specidlis re-
lativitdselmélet szerinti energia-definicidval. A (1.3.4.) definiciéban szerepl$ v® és
p® vektorok a téridé ugyanazon pontjihoz tartozé érintétérnek a vektorai. Fon-
tos kiilonbség azonban a specidlis relativitaselmélethez képest, hogy a tavoli megfi-
gyel6k nem tudjak egyértelmiien értelmezni a részecske energiajat. A parhuzamos
eltolas ugyanis a gorbiilt téridében fligg a gorbétol, amelynek mentén végezziik az
eltolast. Ezért nem értelmezhetd egyértelmiien a tavoli megfigyel6 v* sebességének
parhuzamos eltoltja, amikor a v* sebességet el akarjuk parhuzamosan tolni a részecs-
ke vildgvonaldanak valamely pontjahoz. Mérpedig a részecske energiajanak (1.3.4.)
alakl Osszefliggéssel torténd értelmezéséhez ezt meg kellene tudnunk tenni, mert
matematikailag nem értelmes kiilénboz6 érintoterek vektorait skaldrisan szorozni.

. Idedlis folyadék mozgdsa.
A folytonos kézegeket most is a T, energiaimpulzus-tenzorukkal jellemezhetjiik. Az

idealis folyadék energiaimpulzus-tenzora ugyanolyan alaki, mint a specidlis relati-
vitaselméletben,

Tap = pugup + P(gap + uqup), (1.3.5.)

azzal az értelemszert valtoztatassal, hogy a Minkowski-metrika helyébe a térido
ismeretlen g,; metrikdja 1ép. Ha a folyadékra nem hat nem graviticids természetli
kiils6 erd, akkor a specialis relativitaselméletben hasznalt mozgasegyenlet altalanosi-
tésa:

VT, = O. (1.3.6.)

Elismételhetjiik azt a levezetést, amit a specidlis relativitdselméletben tettiink az
el6z0 fejezetben, hogy megkapjuk a kontinuitasi egyenlet és az Euler-egyenlet altala-
nositdasat. A levezetés lényegében valtozatlan, hiszen korabban levezetésiink soran
a 0J, derival6 operdtornak csak azt a tulajdonsdgat hasznaltuk ki, hogy az is egy-
fajta kovaridns derivalé operdtor (az 7., Minkowski-metrikdhoz tartozd). Ezért a
megfelel6 egyenletek most is azonos alakiak csak a g, metrika és a hozzd tartozé
V. kovaridns gradiens szerepel benntik:

u'Vep+ (p+ P)Viu, = 0,
(p+ P)u~ qup + (gap + uqup) VP = 0.

0~
\'—/\'—/
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Lényeges kiilonbség van azonban a (1.3.6.) egyenlet jelentésében. Képzeljiik el
a megfigyelOk egy csaladjat, amelyek négyessebességét a v® iddszerli vektormezo,
v®'v, = —1 irja le. Ha létezik olyan idOszerti v® vektormezd, amelyik kovarians
konstans, azaz amelyre V, v, = 0 mindeniitt a téridében, akkor

VY (Tp?) = 0"V + TV’ =0, (1.3.9.)
és akkor a megfigyel6k ezen csalddjanak barmely tagja szamira a J, = —Ty0°
négyes-energiadramstiriiség divergenciaja zérus, V®J, = 0. Ekkor alkalmazhatjuk
a téridé barmely két térszerti (azaz id6iranyu normalissal rendelkezd) hiperfeliile-
te kozotti, térben tetszoélegesen hatarolt tartomanyara a gorbiilt téridében érvényes
Gauss-tételt. Ilyen esetben ismét megkapjuk a lokélis energiamegmaradas torvényét.
A véltozast a lapos téridé (Minkowski-téridd) esetéhez képest az jelenti, hogy gorbiilt
téridében nem mindig létezik olyan idGszerii vektormezo, amelyik kovaridns kons-
tans. Ezért dltalaban tetszoleges téridében nem tudunk lokalis energiamegmaradési
torvényrol beszélni. Ez abbdl latszik, hogy a v® vektormezd kovaridns konstans
voltdnak feltétele dtirhaté V (,vy) = 0 alakba, ami viszont a Killing-egyenlet. Azok-
nak a megfigyelOknek a csalddja, akiknek létezése lehet6vé tenné, hogy lokélis ener-
giamegmaradasi torvény legyen érvényben, olyan négyes-sebességmezdvel kell ren-
delkezzen, ami egy Killing-vektormez6. Ilyen vektormez6 pedig csak akkor létezik,
ha létezik a metrikdanak egy olyan egy-paraméteres izometria-csoportja, ami idészert
Killing-vektormezot general. Ilyen izometria-csoport pedig altaldban tetszOleges
gorbiilt téridében nem létezik. A helyzetet fizikailag az magyarazza, hogy ,,csak” az
idedlis folyadék energidjat diszkutaljuk és nem vessziik figyelembe, hogy az idealis
folyadékra az arapaly-erOk hatnak, és azok valtoztatjak az energidjat. Ha len-
ne lehet6ség valahogyan figyelembe venni a téridé gorbiiltségébdl szarmazd gra-
vitacids energiat, akkor remélhetnénk egy lokdlis energiamegmaradasi torvény ki-
mondhatésdgat. Az altalanos relativitaselméletben azonban nem létezik a gra-
vitaciénak értelmes energiaimpulzus-tenzora.

Megjegyzés: Megtehetjiik, hogy a téridének olyan kicsiny tartomanyat vizsgaljuk
csak, amelynek méretei a gorbiileti sugarhoz képest kicsinyek. Ilyen kicsiny térid6-
tartomanyban az arapalyer6k munk&ja a folyadékon elhanyagolhato és ezért a fo-
lyadék energiaja kozelitéleg meg kell, hogy maradjon. Kicsiny térid6-tartomany-
ban valéban lehet mindig taldlni jé kozelitéssel kovarians konstans Killing-
vektormezot. Az utébbi altal jellemzett megfigyel6k csaladja szamaéara
ezért a (1.3.6.) egyenlet, VT,, = 0, jé6 kozelitéssel jelenti az energia
lokalis megmaradasat a téridé barmely elegendGen kicsiny lokdlis tar-
tomanyaban. Erre tamaszkodva elfogadjuk, hogy barmely anyag és fizikai
mez6 T, energiaimpulzus-tenzoranak kovaridns divergenciaja, V%7, = 0.

. Klasszikus skaldrmezo.

Kézenfekvé, hogy a Klein-Gordon-egyenletet az egyszerii 9, —> V, helyettesitési
szabdly alkalmazasaval altalanositsuk,

VoVep —m?p = 0. (1.3.10.)
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Ekkor a klasszikus skalarmez6 energiaimpulzus-tenzora:

Tu = (Vab)(Vi6) — 50ul(Ved) (V) + m*¢?) (13.11)
ami eleget tesz a
VT, = 0 (1.3.12)

feltételnek.

Meg kell azonban emliteni, hogy a Klein-Gordon-egyenletnek nem ez az egyetlen
lehetséges altalanositasa; egy mésik lehetOség az altalanositott egyenlet

ViVup —m?p—aRp = 0 (1.3.13.)

alakja, ahol R a térid6 Gauss-gorbiilete, o valés allandé. Pl. az o = 1/6 vélasztés
kiilonosen érdekes, mert ekkor az egyenlet konform-szimmetridval rendelkezik; az
a = 0 eset pedig visszaadja az egyszerii helyettesitési szabaly alkalmazasaval kapott
alakot.

. Az elektromdgneses mezd.

A Maxwell-egyenletek gorbiilt téridében az egyszeri helyettesitési szaballyal
Ve, = —4mjy, (1.3.14.)
VieFrg = 0 (1.3.15.)

alakuaknak adédnak. Az energiaimpulzus-tenzor alakjaban is csak annyi a véltozas,
hogy az 14, metrikat a g,; metrikara kell cserélni:

1

1
T, = E<Fa0Fbc—ZgadeeFde>. (1.3.16.)

A (1.3.15.) egyenlet alapjdn legaldbb lokélisan bevezethet6 az A, vektorpotencidl,
amelynek segitségével

Fop = VaAy— VA, (1.3.17.)

A (1.3.15.) egyenletet tirhatjuk az elektromégneses térerésségre, mint az F két-forméra
vonatkozé

dFF = 0 (1.3.18.)
alakba. Ekkor viszont a Poincaré-lemma megforditasaként legalabb lokalisan mindig létezik
olyan A egy-forma, az elektromdagneses vektorpotencidl, amelynek kiils6 derivéltjaként F

eléallithatd

F = dA (1.3.19.)

alakban.
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A vektorpotencidlra ekkor a (1.3.14.) egyenletbdl a
VOV Ay — RYA; = —4mjy (1.3.20.)
egyenlet adédik a
Vi4, = 0 (1.3.21.)
Lorentz-mértékben.

A (1.3.20.) egyenlet bal oldalén a Ricci-tenzort tartalmazd tag azért jelent meg, mert
a tetszOleges, nem lapos g,, metrikdhoz tartozé kovaridns gradiens-operatorok nem fel-
cserélhetok,

Vi, = V4YVady —Vpds) = ViV A, — (VVaA* — R, L AY)
= VoV, A4, — Ry, A = VOV, Ay — RygA? = VOV, A, — Ry A?
= V%,4, — R4 A, (1.3.22.)

Ha a specidlis relativitdselméletben érvényes megfelel$ egyenletre alkalmaztuk volna
az egyszerl helyettesitési szabalyt, akkor nem kaptuk volna meg a Ricci-tenzort
tartalmazoé tagot. Ennek azonban ott kell lennie, mert ekkor biztositott a (gorbiileti
sugarhoz képest kelléen kicsiny méretii térido-tartomanyokban) a lokalis toltés-
megmaradas,

Vi, = 0. (1.3.23.)
Azt kell beldssuk, hogy V*V¢F,;, = 0. Tetszbleges koordinatabazisban irhatjuk, hogy
V.V, F'" = V,(0,F"*+T", F* 4T, F'7)
= Vu(V, P4+ TY, P+ T8 P )+ T (0, F7P + T, ™ + 17 F""
~——"0 ~——"0
= Ou(I", ™) =T*" 0, F
~———"=rv, §,Frn
= F"H9,.Iv,,.
= F"9,0.1In/|g|
= 0. (1.3.24.

A 3. egyenlet felirdsakor felhaszndltuk, hogy I'V,, =T*_ , F' = —F"! és T T F* = 0.

Ha az elektromdagneses mezd sokkal kisebb méretskalan valtozik, mint a térido

gorbiilete, akkor varhatjuk, hogy lesz a forrasmentes j, = 0 esetben a gorbiilt
téridében érvényes (1.3.20.) hulldmegyenletnek
Ay = Cue® (1.3.25.)

alaku kozelité megoldasa, ahol C, alig valtozik, jo kozelitéssel allandé. Ez a geo-
metriai optikdnak megfelelé kozelités. Helyettesitsiik be ezt a vektorpotencial-
alakot a (1.3.20.) egyenletbe. Elhanyagolva C, derivaltjat, ami feltevésiink szerint
,kicsi”, és a Ricci-tenzort tartalmazo tagokat, megint azt talaljuk, hogy

(V2S)(V.S) = 0, (1.3.26.)

azaz hogy a fazisfeliiletek null-feliilletek. A Minkowski-téridoben a geometriai optikai
kozelitésben ugyanezt kaptuk. Elismételve ottani érveléstinket, most is belathatjuk,
hogy k% = V%S egyuttal null-geodetikusok érintGje. A fénysugarak tehat az
altaldnos relativitaselmélet szerint is null-geodetikusok mentén terjednek.
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1.3.3. A térid6 dinamikaja

Az dltalanos relativitdselmélet felfogasa szerint a gravitdcidos mezé maga is dinamikai
objektum, azonosnak tekintheto a térido geometriajaval. A gravitaciés mezét jel-
lemz6 dinamikai valtozé a téridé g,, metrikdja, ami egy masodrendi szimmetrikus
tenzormez6. Az anyag és a fizikai mezdk fenti mozgasegyenleteiben egy elore nem
meghatarozott g,, metrika és az altala indukalt kovarians derivalds operatora szere-
pel. Most azzal a kérdéssel kezdiink el foglalkozni, hogy milyen torvény hatarozza
meg magat a metrikat és rajta keresztiil a téridé gorbiiletét. Mach elképzeléseinek
megfeleléen a téridé nem egyszeriien ,,szinpada” az anyag dinamikai torténéseinek,
hanem maga is az anyag mozgasara dinamikailag ,,valaszolé” objektum. Ezért arra
keressiik a valaszt, hogy mi az az egyenlet, ami leirja a térido geometridjanak és
az anyag mozgasanak kapcsolatat. Ha van ilyen egyenlet, az irja le, hogy az anyag
hogyan hat vissza a gravitacios mezore.

A fenti kérdés megvalaszolasahoz segitséget nyujt, ha Osszehasonlitjuk, mit
mond az drapély-erordl a newtoni gravitacios torvény és az altaldnos relativitaselmé-
let. A newtoni gravitacié szerint a gravitdciés mezd §(r) térerésségét a ¢(r) gra-
vitacios potencialbdl szarmaztatjuk,

gF) = —Ve(. (1.3.27.)

Az ekvivalencia-elvet figyelembe véve, két szomszédos, az 7" és az 7+ & helyen sza-
badon es6 részecske relativ gyorsuldsa, az arapaly-effektus miatti relativ gyorsulas

JF+7) —gF) = —(F-V)Vo. (1.3.28.)

Az altalanos relativitaselméletben a geodetikus devidcio egyenlete alapjan az arapaly
gyorsulés,

a® = —Ry,; vz’ (1.3.29.)

ami az alabbiakat jelenti: idészerti geodetikusok egy-paraméteres seregén beliil két
szomszédos, szabadon eso részecskét vizsgalunk, az egyik a P pontban van, négyes-
sebessége v°(P), a masik az 2° térszerti vektorral odabb elhelyezkedd geodetikus Q)
pontjdban van v%(Q) négyessebességgel, ahol P és @ az iddszerti geodetikus-seregre
ortogonalis valamely hiperfeliilet pontjai. Hasonlitsuk Ossze az arapaly-gyorsulas
(1.3.28.) és (1.3.29.) kifejezéseit. Az Osszehasonlitas azt sugallja, hogy a 0,0%¢ ki-
fejezésnek az R, vv? kifejezés az analogonja. A newtoni graviticiés potencidl
masrészrol eleget tesz a

Vi = dmp (1.3.30.)

egyenletnek (G =1 esetén). Az id6szerii geodetikusok egy-paraméteres csalddjahoz
v* sebességgel mozgd megfigyeldk seregét kothetjitk. Ezek a megfigyelok a p tomegsii-
riiséget (c = 1 egységrendszerben) a T,,v%” energiastirtiséggel azonositjdk. Mindezt
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figyelembe véve az alabbi analdgia allithaté fel:
R, fvv? & V2 < drp < AnT,0"0”, (1.3.31.)

Mivel ez az analdgia a geodetikus-csaladhoz tartozo valamennyi megfigyel6 esetén
kijelentheto, az a sejtésiink tamad, hogy

R., & 4nT, (1.3.32.)

a térido geometridja és az anyag energiaimpulzus-tenzora kozotti kapcsolat. Noha
kezdetben Einstein is ezt az analogiat posztulalta, mint egyenloséget, hamar be le-
het latni, hogy az R.; = 471.; egyenlet nem lehet a helyes egyenlet. Egyrészt, az
anyag energiaimpulzus-tenzoranak négyesdivergencidja zérus, VT, = 0, mésrészt a
Bianchi-azonossag kovetkeztében az Einstein-tenzor négyesdivergencidja is eltlinik,
VR — 39apR) = 0. Ha mérmost a (1.3.32.) sejtés mint egyenlet &ll fenn, akkor
annak kell kovetkeznie, hogy VR = 0, azaz hogy a gorbiilet kovarians konstans.
Ekkor pedig az anyag energiaimpulzus-tenzoranak spurja szintén mindeniitt kova-
rians konstans kell legyen a Vildgegyetemben. Ez fizikailag nem elfogadhato erds
korlatozas lenne az anyag mozgasara, ugyhogy Einstein el is vetette a gorbiilet és az
anyag energiaimpulzus-tenzora kozti ezen kapcsolatot.

Az Einstein nevéhez f(iz6dé megoldas is kézenfekvo a fenti megfontoldsok utan.
A téridé gorbiilete (geometriai szerkezete) és az anyag mozgasa (energiaimpulzus-
tenzora) kozti kapesolatot posztuldljuk

Gab = 871'Tab, (1333)
azaz
1
Rab—ﬁgabR = 871'Tab (1334)

alakban. Ez az Einstein-egyenlet. Ekkor osszhangban vagyunk az energia lokalis
megmaradasaval, mert a Bianchi-azonossagbol kovetkezik, hogy az Einstein-tenzor
divergencidja zérus, a (1.3.33.) Einstein-egyenletbdl pedig akkor az, hogy V*T,;, = 0.

Megjegyzés: Az (1.3.34.) egyenletet a G = ¢ = 1 egységrendszerben irtuk fel. Az
egyenlet tetszOleges egységrendszerben érvényes alakja:

1 81G
Rab - _gabR =

5 = T (1.3.35.)

Néha hasznos az Einstein-egyenletet egy masik alakba is atirni. Képezzik
ehhez a (1.3.34.) egyenlet mindkét oldaldnak spurjat,

—R = 8T, (1.3.36.)
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ahol T = T | és helyettesitsiik be a skalargorbiilet innen kapott kifejezését a (1.3.34.)
egyenletbe. Ekkor az Einstein-egyenletet az alabbi alakban kapjuk:

1
Rab = 87 <Tab - §gabT> . (1337)

Megjegyzés: A newtoni elméletnek olyan esetekben kell alkalmazhaténak
lennie, amikor az anyag energiastriiségét a mechanikai fesziiltségeknél sokkal na-
gyobbnak mérik az anyaghoz képest kozelitoleg nyugvo megfigyelok. Ekkor viszont
T ~ —p = —Tyv*’. Ha ezt a kozelitést hasznéljuk, akkor a (1.3.37.) Einstein-
egyenletbol

1 1
Ryv®® = 87 (Tabv“vb — §v“vaT) = 8m (Tabv“vb + §T) ~ An Ty v’
(1.3.38.)

adodik. Ez pontosan az a sejtés, amihez kordbban gy jutottunk el, hogy a new-
toni gravitacié és az altaldnos relativitdaselméletben érvényes geodetikus devidcio
egyenlete alapjan meghatarozott arapaly-gyorsulast hasonlitottuk ossze.

Az Einstein-egyenlet birtokaban az altalanos relativitaselmélet a kovetkezo-
képpen foglalhato 0ssze. A gravitacid jelensége a térido6 szerkezetében nyilva-
nul meg, ami meghatarozza, hogyan esnek benne szabadon a részecskék,
hogyan halad a fénysugar. A térid6 egy g¢,, Lorentz-szignatiraji met-
rikaval ellatott M sokasag. A térid6-sokasag gorbiiletét a mozgd anyag el-
oszlasa az anyag gravitacios hatasanal fogva alakitja ki az energiaimpulzus-
tenzora révén, az Einstein-egyenlet altal meghatarozott moédon.

Megjegyzés: Az Einstein-egyenlet tényleges megoldasahoz vélasztanunk kell va-
lamilyen koordindtarendszert, és ki kell fejezziik az R, Ricci-tenzor komponenseit a
metrikus tenzor g,, komponenseivel ebben a koordinatabazisban. Mint lattuk, R, a
metrikus tenzornak és derivaltjainak nem linedris kifejezése, jéllehet a metrikus tenzor
méasodik derivéltjaiban linedris. Az Einstein-egyenlet tehat a metrika komponenseire egy
méasodrendl, nem linearis parcidlis differencidlegyenlet-rendszer. Erre gondolva szoktunk
Einstein-egyenletekrdl (tobbesszdmban!) beszélni. Lorentz-szignatirdju metrika
esetén ezek az egyenletek hullamegyenlet jellegiiek, azaz hiperbolikusak. Késobb kiilon
foglalkozunk avval, hogy éppen a kell§ szamu egyenlet és ismeretlen szerepel az Einstein-
egyenletekben ahhoz, hogy jél definidlt kezdetiérték-feladatot lehessen megfogalmazni az
Einstein-egyenletekkel kapcsolatban, noha ez kell§ koriiltekintést igényel.

Megjegyzés: Az Einstein-egyenletek mutatnak bizonyos analégiat a Maxwell-egyen-
letekkel. A Maxwell-egyenleteket meg tudjuk oldani ugy, hogy elére megadjuk a ;¢
aramsuriiséget, mint kiilsé forrdst, igyelve ra, hogy ne sértsiikk meg a lokalis toltésmeg-
maradéds 9,j% = 0 torvényét. Az Einstein-egyenletekben a forrds szerepét az anyag Ty
energiaimpulzus-tenzora jatssza. Még sincsen sok értelme arrél beszélni, hogy elére meg-
adjuk Tgp-t, hiszen annak kifejezésében az ismeretlen g,;, metrikus tenzor is szerepel. Az
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Einstein-egyenletek tehat csak szimultan oldhatok meg az anyag mozgasat leiré
mozgasegyenletekkel. Ez lényegi kiillonbség a Maxwell-egyenletekhez képest.

Megjegyzés: Utolsé megjegyzésiink az altalanos relativitaselmélet konzisztenciaja-
nak egyik vondsara mutat rda. Azzal indultunk, hogy az anyag mozgasegyenleteit, energia-
impulzus-tenzorat posztulaltuk, majd az Einstein-egyenlet révén kapcsolatba hoztuk a
téridé geometriai szerkezetét az anyag energiaimpulzus-tenzordval. Az Einstein-egyenletek-
bol azonban kovetkezik, hogy V@T,, = 0, ami megszoritast jelent az anyag mozgdasara.
Idedlis folyadék (por, olyan részecskékbél &ll6 anyag, amelynek részecskéi kozott elhanya-
golhaté a kolesonhatds) esetén ez a megszorités olyan erds, hogy VT, = 0 a mozgdsegyen-
letek teljes fizikai tartalmat hordozza: a kontinuitdsi egyenletet és az Euler-egyenletet. Eb-
ben az esetben a nyomaés zérus, P = 0, és az Euler-egyenletbdl kovetkezik, hogy az idedlis
folyadék részecskéi idészerti geodetikusok mentén mozognak, u’V,u® = 0. Altaldnosan is
meg lehet mutatni, hogy minden olyan testnek, amely elég kicsi ahhoz, hogy az énmagara
gyakorolt gravitaciés hatdsa elhanyagolhaté legyen, geodetikus mentén kell mozognia.
Az Einstein-egyenletekbél tehdt kovetkezik az az alapfeltevésiink, hogy a szabadon esé
prébatestek vilagvonalai geodetikusok. Természetesen a jobban kiterjedt testek mozgasa-
nak vildgvonala (darabkainak vildgvonalai) eltér(nek) a geodetikustdl az anyagdarabkik
kozott fellépd drapély-er6k kovetkeztében. Az ilyen testek mozgdsa is meghatdrozhaté a
V% = 0 egyenletbél (az irodalmi hivakozasokat 1d. [1]).
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2. A linearizalt Einstein-egyenletek

2.1. Az Einstein-egyenletek linearizalt alakja

Az Einstein-egyenletekben a metrikus tenzor és derivaltjai nem linedrisan szerepel-
nek. Ez is egy nagy kiilonbség a gravitaciés mez6 elmélete és a Maxwell-elmélet
kozott. (Az utébbiban a térmennyiség és derivéltjai linearisan szerepelnek.) Abban
az esetben azonban, amikor gyenge a gravitacids mezd, akkor azt varhatjuk, hogy a
téridé geometridja csak kicsit tér el a Minkowski-téridé geometridjatol, csak kicsit
gorbiilt. Ekkor a metrika csak kicsit kiillonbozik az 7,, Minkowski-metrikatol, azaz

Gab = TNab + Yab (2.1.1.)

alakba irhatd, ahol 7, ,.kicsi”. A helyzet olyan, mintha lenne egy Minkowski-féle
héttér-térids, amihez képesti eltérést méri a 74, (0,2)-tenzor. A Minkowski-hattér
azt is biztositja, hogy valaszthat6 globalis inercidlis koordindtarendszer (végtelen
sokféleképpen). Az, hogy v, kicsi, azt jelenti, hogy tetszélegesen vélasztott globalis
inercidlis koordinatarendszerben a 7, komponensek abszolut értékben egynél sokkal
kisebbek, |y,,| < 1. A gyenge gravitaciés mez6kre alkalmazhaté kozelité-
siink abban all, hogy az Einstein-egyenleteket a ~,, tenzorban, a valédi
metrika és a Minkowski-metrika eltérésében linearizaljuk.

Olyan jeloléseket kell hasznaljunk, hogy a ~.,-fliggés mindentitt explicit le-
gyen. Ezért 0, az 1, Minkowski-metrika szerinti kovaridns derivalé operatort (a
koordinatak szerinti parcialis derivéldst) jeloli. Az indexek fel- és lehuzéséat pedig
Nap-vel és n-vel fogjuk végezni. Egyetlen kivétel, hogy g% tovébbra is az inverz-

metrikat és nem 1%n*g.4-t jelenti. Linedris kozelitésben
g = gy (2.1.2)
mert ekkor
(™ =) (e +0e) = 0% — 7% +7%+ O((7)?) ~ 6. (2.1.3.)

Az Finstein-egyenlet linedris kozelitésben a

1 1
G&) = 0°037a) — iacac%b - iﬁabﬁcﬁd%d = 81T (2.1.4.)

alakot olti, ahol bevezettiik a

1

Yab = Yab = 57abY (2.1.5.)

tenzort, amelynek spurja vy = 7.
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Linearis kozelitésben a Christoffel-szimbdélumok,

1
M = EWCd(aa%d + OvYad — OdVab), (2.1.6.)
1 1
re, = §n0d(5c%d + OyYed — Odveb) = 5(8‘3%0 + Oy — 0%Yep)
1
= 307 7=7% (2.1.7.)
elsérendiiek, a Ricci-tenzor els6 renddel bezardlag
(1) c e _ 1 1
Ry = 0., — 0.1, = 55 (OaYbd + OvYad — OdYab) — 5&;(%7
1 1
= aCa(a’}/b)c - 56060'7017 - iaaab’% (218)

az R skalargorbiilet pedig ugyanebben a kozelitésben
RM = RMeae — gegdy , — 5°0,7, (2.1.9.)

ugyhogy végiil az Einstein-tenzor

1
¢ — g _1, o

ab 5

c 1 c 1 1 cad c
= 9°O@Vb)e — 53 OcYab — Edﬁw - Enab(a 0Ved — 0°0c)

. 1 1 1., 1 11,
= 0 8(b <’7a)c - 57711)07) =+ Ea(aab)ﬁ)/ - 58 O <F)/ab - gnab7> - 5 §naba 8C'Y

1 1 g 1 11, 1.,

—56%6%7 - §nab8 0 (%d 2%7) 5 277ab6 ey + 2nab8 ey
1 1

= 00 Vaye — 58686%1) - inabacad%d (2.1.10.)

alakba irhaté.

A diffeomorfizmusok és a metrika perturbacioi kozotti kapesolatrol a 7?7, Filig-
gelékben elmondottak értelmében a linearizalt Einstein-egyenletek valamely v,, meg-
oldésa és ., megoldésa fizikailag egyenértéki, ha v, és 7., csupan a perturbalat-
lan 7,, metrika valamely infinitezimalis £* vektormezo szerinti Lie-derivaltjaban
kiilonboznek, azaz

Yoo = Yab+ Oup + Ohla- (2.1.11.)

Ez megfelel az % — 2'* = 2% 4 £%(z) infinitezimalis lokalis koordindta-transzforma-
ciénak.

A perturbalt metrikus tenzor infinitezimalis altaldnos koordinatatranszformécié utan:

A
ox'" Oz’

(77#1/ + ’Y//'“J) = a{'[ju W (TIK)\ + ’YK}\)
Ky

A K
= > <5553 40 O O((§)2)> (x4 Vi)

oxv Y OxH
Ky

0¢, n 0¢,

5o T 3 T OO, (2.1.12.)

= TNuw + Yuv +
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ahonnan megkapjuk az (2.1.11.) mértéktranszformacié képletét.

Ez a mértékszabadsag lehetové teszi, hogy a 7, metrikdkat ekvivalencia-oszté-
lyokba soroljuk. Egy ekvivalencia-osztalyba tartoznak mindazok a ~,, perturbaciok,
amelyek egymdasbdl az (2.1.11.) mértéktranszforméciéval megkaphatok, és kiillonbozo
ekvivalencia osztalyokba azok, amelyek egymasbdl nem kaphatok meg mértéktransz-
formaciokkal. A mértékekvivalens perturbaciok koziil kivdlaszthatunk egyet a

Py = 0 (2.1.13.)

mértékfeltétel segitségével, ami az elektrodinamikaban gyakran hasznalt Lorentz-
feltétel analogonja. (Pontosabban, az (2.1.13.) mértékfeltétel még mindig megenged
egy korlatozott mértékszabadsagot, amire a gravitacids hullamok vizsgalatakor még
visszatériink.)

Ez a mértékfeltétel valéban kiréhatd, ha ugyanis £%(x)-et a
"%t = —0"Yub (2.1.14.)

egyenlet megolddsaként védlasztjuk, ahol v, tetszéleges perturbécid, akkor a beldle az (2.1.11.)
mértéktranszforméciéval kapott +/,, ill. 7/, perturbécié kielégiti az (2.1.13.) feltételt. Ekkor
ugyanis az alabbi Osszefliggések allnak fenn:

W/ab = Yab + aagb + ab§a7
'7/ = v+ 26115(17
1
’_Ytlzb = FYI/J,b - 5771157/ = '_Yab + 8a€b + 8bé.a - nabacgca
7Ly = 0Fap + 0,0°€ + 0P 0pEa — Nap0°0eE = O®Fap + 00"y — 0P Fap — 9,0°€, = 0.

(2.1.15.)

Az (2.1.13.) mértékfeltételt felhaszndlva, az (2.1.4.) linearizalt Einstein-
egyenletet a

0w = —167Ty, (2.1.16.)
alakba tudjuk atirni. Az (2.1.16.) egyenlet analdg a
8“8aAb = —47ij (2117)

Maxwell-egyenlettel, ahol a vektorpotencidl eleget tesz a 0*A, = 0 Lorentz-feltétel-
nek.

Megjegyzés: Ha a linearis Einstein-egyenleteket az anyagmentes Vildgegyetemre
alkalmazzuk, akkor azokat a szabad gravitaciés mez6 klasszikus téregyenleteinek tekint-
hetjiik. Ekkor Ty, = 0 miatt az (2.1.16.) egyenlet az m = 0 tomegil, s = 2 spint mezd
klasszikus téregyenletének 0°0,.7,, = 0 alakjat olti. Ezért mondhatjuk, hogy dltaldnos eset-
ben az Einstein-egyenletek egy 6nkolcsonhatd m = 0 tomegii, s = 2 spint mez6 klasszikus,
nem linedris téregyenletei. Ez a kijelentésiink azonban némileg ,,santit”, mert azoknak a
fogalmaknak, hogy egy fizikai mezé tomege és spinje, csak Minkowski-téridében, azaz csak
az altalanos relativitaselmélet linearis kozelitésében adhaté egzakt jelentés.
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2.2. A newtoni gravitaciéo, mint hatareset

Az altalanos relativitaselmélet egyik prébakove, hogy kovetkezik-e bel6le Newton
gravitaciés torvénye olyan koriilmények kozott, amikor az a tapasztalat szerint jo
kozelitéssel igaz. Ezek a koriilmények az alabbiakban foglalhatok Ossze:

1. A gravitacié gyenge.

2. A graviticiés mez$ forrdsainak (a gravitdlé anyagnak) a sebessége kicsi a
vakuumbeli fénysebességhez képest.

3. Az anyagban a mechanikai fesziiltségek abszolit értékben sokkal kisebbek,
mint az anyag tomegsiliriisége (ami ¢ = 1 esetén azonos az anyag energi-
astliriiségével).

Az 1. korilmény lehetévé teszi, hogy az anyagnak a téridé geometridjara gya-
korolt hatasat jo kozelitéssel az (2.1.16.) linearizélt Einstein-egyenlettel irjuk le.
A 2. és a 3. koriilmény azt jelenti, hogy az energiaimpulzus-tenzornak csak az
(id6-id6)-komponense nem nulla, a t6bbi komponense elhanyagolhaté. Az (id6-tér)-
komponensek elhanyagolasa veszi figyelembe, hogy kicsi az anyag impulzusstiriisége,
a (tér-tér)-komponensek elhanyagoldsa pedig, hogy kicsik a mechanikai fesziiltségek
az anyagban. A fenti tulajdonsdgu energiaimpulzus-tenzort kézenfekvd

Ty = ptaty (2.2.1.)

alakban felvenni, ahol t* idGszerti vektormez6. Egy ilyen vektormezo 1étezésének
feltételezése azt jelenti, hogy van olyan globalis inercialis koordinatarendszer a Min-
kowski-féle hattér-téridében, amelyhez az érintétérben a t* = (9/02°)® idészerti
bazisvektor tartozik. A térszerti koordindtdknak megfeleld X{ = (9/0z")* (n =
1,2, 3) bazisvektorokat vélaszthatjuk t*-ra ortogondlisan. A t* vektormez6 integral-
gorbéi az x°-koordindtavonalak. A 2. koriilmény értelmében az anyag ,,lassan” mo-
zog, ugyhogy feltehetd, hogy a metrika is csak ,,lassan” valtozik. Ezért az (2.1.16.)
egyenlet olyan megoldasait keressiik, amikor 7,, idé-koordinata szerinti derivaltjait
elhanyagoljuk.

A valasztott globalis koordinatarendszerben a linearizalt Einstein-egyenletek:

- 0, ha p,v#0
Ay, = { Cl6mp, ha p—p=0" (2.2.2.)

ahol A a 3-dimenziés (térkoordindtak szerinti) Laplace-operator. Ha p, v # 0, akkor
a homogén Laplace-egyenlet egyetlen, a végtelenben jo viselkedésii megoldasa

Y = 0, ha p,v#0, (2.2.3.)
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(Az egyenlet egyetlen alulrdl és feliilrdl is korlatos megolddsa a 7, =const. meg-
oldas, ami mértéktranszformaciéval zérussa tehet6.) Ha bevezetjik a

¢ = —%700 (2.2.4.)

gravitacios potencialt, akkor azt kapjuk, hogy az a
Ap = Amp (2.2.5.)

Poisson-egyenlet megoldésa. Feltevésiink szerint a ¢ potencidl id6 szerinti derivaltja
elhanyagolhatd, azaz ¢ sztatikus potencidl, vagy ha p lassan valtozik a t = 29
idokoordinata fiiggvényében, akkor kvazisztatikus. Megjegyezziik, hogy kozelitése-
inknek megfelelen a

(0/02°) o + Y (0/02" )3y = 0 (2.2.6.)

Lorentz-feltétel automatikusan teljestil. Konnyen belathatjuk, hogy a newtoni
kozelitésben az (2.2.2.) linearizalt Einstein-egyenletek megoldasa

Yab = _(4tatb+2nab)¢ (227)

alakban fejezheto ki a gravitacidés potencial segitségével.

Ennek belatasahoz haszndljuk fel az alabbi Osszefiiggéseket. Induljunk ki a

_ 1
Yab =  Yab — §nab’7 (228)
definiciébdl, ahonnan spurképzéssel
_ 14
7= g = (2.2.9.)
mert 7% = Napn®® = 4. Masrészt
Y= Aan™ =500n™ = =00 =46, 7= -7 =—4¢, (2.2.10.)
amit felhasznélva adédik, hogy
_ 1 _
Yab = Tab T+ gnab'}/ = Yab — 2Mab®; (2211)

ahol 945 = Jootaty irhatd, mert csak az (id6-id8)-komponens nem zérus, tgyhogy végiil
Yab = —4¢)tatb — 277ab¢ = (—4tatb + 277ab)¢- (2212)
A fentiekbol latjuk tehat, hogy a linearizalt Einstein-egyenletbol a newto-

ni gravitdcié érvényességi feltételeinek megfelel6 koriilmények kozott kovetkezik a
gravitaciés potencialra vonatkozé Poisson-egyenlet, ami a Newton-féle gravitacios
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torvény alapja. Példaul ebbdl kozvetleniil megkapjuk a pontrészecske altal kel-
tett gravitacios potencialmezét: a térbeli koordinatarendszer origbéjaban nyugvo
pontrészecske p = md(Z) tomegsiiriiségével a

A¢ = 4amd(Z) (2.2.13.)

_m
|Z]

Poisson-egyenlet megoldasa a ¢ = potencidlmezo.

Erdemes meghatarozni egy egységnyi tomegii probarészecske vildgvonalat is
a newtoni kozelitésben. Legyen ez a globalis inercidlis koordinatarendszeriinkben
x#(7), ahol T a részecske sajatideje. A vildgvonal idGszerti geodetikus, amelynek
egyenlete:

d2 m dx’ dx®
SIS N L) (2.2.14))

dr? — Ydr dr
Ha a prébatest sebessége nem relativisztikus, akkor kozelitoleg <df—:) = (1,0,0,0).

Ez viszont azt jelenti, hogy a prébarészecske 7 sajitideje megegyezik a t = 2°

koordinataidével, 7 = t. A prébarészecske négyessebességét behelyettesitjik a geo-
detikus egyenletébe, akkor az a

A2zt
dt?

alakura egyszerisodik. A pu = 1,2,3 komponensek esetén

e = 1 W<870u+670u a700) _ 10y _ 09

2/)7

5t B0 " B ) = "5 = (2.2.16.)

2 9rk  Oxk’

mivel 9o = —(4 — 2)¢ = —2¢. Ekkor viszont a geodetikus egyenletébdl megkapjuk
a ¢ gravitacidos potencialmezében mozgd prébarészecske Newton II. torvényének
megfelel6 mozgasegyenletét:

d?xH 0o
= ——, =1,2,3). 2.2.17.
7 Et ) ( )
Ez azt is jelenti, hogy Kepler torvényei is érvényben maradnak ebben a kozelitésben.
Az altalanos relativitaselmélet tehat teljesen 6sszhangban van gyenge gra-
vitaciés mez6 és lassan mozgd anyag, azaz préobatest esetén Newton gra-
vitacios torvényével.

Megjegyzés: A geodetikus egyenletét hasznéltuk fel, amikor a prébarészecske moz-
gasegyenletét linedris kozelitésben levezettiik. Mint lattuk, a geodetikus hipotézis, azaz
hogy a szabadon es6 részecskék idoszerii geodetikusok mentén mozognak, az energiaimpul-
zus-tenzor divergencidjanak eltinésébol, V®T,, = 0 kovetkezik, ami viszont az Einstein-
egyenletekbdl kovetkezd megszoritas az anyag mozgasara. A linearizalt Einstein-egyenle-
tekbdl azonban a 0%T,, = 0 megszoritas kovetkezik, ahol 9% a lapos 7, metrika altal
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indukalt kovarians derivalt, azaz az egyszerl, koordinatak szerinti parcialis derivalt Min-
kowski-koordindtak hasznalata esetén. Ebbdl a feltételbdl viszont az kovetkezne, hogy
a prébatest vildgvonala a hattér n,, metrika szerinti egyenes, azaz hogy a prébatest
egyaltalan nem ,,érzi” a metrika perturbaciéjat. Latjuk tehdat, hogy mennyire kortlte-
kintoen kell a kozelitésiinket ahhoz megvalasztani, hogy a Newton gravitaciés torvényének
megfelel6 mozgast visszakapjuk az altalanos relativitaselméletbol.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni (1d. [1]), hogy ha a mozgd anyag sebességét
linearis kozelitésben figyelembe vessziik, akkor a gyenge gravitaciés mezében lassan mozgd
prébatestre magneto-gravitacids erdhatas felléptét kapjuk, amelynek er6torvénye a Lo-
rentz-er6torvénnyel azonos alakt.

2.3. A gravitacios sugarzas
2.3.1. Gravitacios hullamok

A forrasmentes elektromagneses mezé egyik jellegzetes tulajdonsaga, hogy ben-
ne elektromagneses hullamok terjedhetnek, azaz maga az elektromagneses mezo
is dinamikai objektum. Hasonlé a helyzet az &altalanos relativitaselméletben, a
metrika (maga a térid6, azaz a gravitaciés mez6) dinamikai objektum. A téridé
gorbiiletében keltett inhomogenitéasok hullamszertien terjedhetnek, amit gravitacios
sugarzasnak neveziink. A gravitacids sugarzas forrasaitél tavol feltehetjiik, hogy
a metrika lényegében a lapos Minkowski-metrikdhoz képest kicsit valtozik csak
meg a sugarzas hatasara. Ekkor a linearizalt, forrasmentes Einstein-egyenleteket
hasznalhatjuk a gravitacids sugarzas leirasara, amelyek Lorentz-mértékben

aa’j/ab = 07
0w = 0 (2.3.1)

alaktuak. Fzek hasonléak, mint a forrasmentes elektromagneses mez6 egyenletei:

oA, = 0,
0°0.4, = 0. (2.3.2.)

A lényegi kiilonbség annyi, hogy az elektromégneses sugarzast az A, vektorpotencial,
egy (0, 1)-tenzor, a gravitaciés sugdrzast pedig a 4, (0,2)-tenzor irja le. Az elekt-
rodinamikaban a Lorentz-mérték még nem rogziti egyértelmiien a térkonfiguraciot,
mert minden olyan tovabbi A, — A, + d,x mértéktranszformacié megengedett, ahol
a x skalarfiggvény a 0°0.x = 0 egyenlet megoldasa. Hasonléan, a linearizalt gra-
vitacid esetében megengedett az (2.3.1.) mértékfeltétel kirovdsa utdn minden olyan
tovabbi

Yab —* V;b = Yab + &ng + 8bga (233)
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mértéktranszformacio, ahol
0°0.£* = 0. (2.34.)

Ennek beldtdsdhoz megmutatjuk, hogy a Lorentz-feltételt kielégité barmely ~q, (2.3.3.)
transzformaltja is kielégiti a Lorentz-feltételt, ha a transzformacié (2.3.4.) tulajdonsigi. Képezzik
4, divergencidjét,

0V = 0“Yab + 0“0l + 0p0“Ca = 0Yab + 00" (2.3.5.)
Maésrészt
Y= A =y +20:£° (2.3.6.)
miatt
1 ) 1
—5Mabd"Y = = 5nab0"y — Ob0E" (2.3.7.)

addédik. Vonjuk ki az (2.3.5.) egyenlet oldalaibdl az (2.3.7.) egyenlet megfelels oldalait:
Yy = 0%ap + 00l — 0p0°E. = 0ap = 0. (2.3.8.)
Ezt akartuk bizonyitani.

Az elektrodinamikéban a Lorentz-feltétel kirovdsa utdn megmaradt mértéksza-
badsagot arra hasznalhatjuk fel, hogy a térido forrasmentes tartomanydaban Cou-
lomb’- vagy mas néven sugarzasi mértéket rogzitsiink, azaz kiréjuk az Ay = 0
tovabbi mértékfeltételt.

Ez valéban mindig lehetséges, azaz tetszéleges, a Lorentz-feltételt kielégits (AY, ff) vektor-
potencidlhoz taldlhatunk olyan, a 9*9,x = 0 egyenletet megoldé x fiiggvényt, hogy A/ = Ag+daXx
olyan, hogy kielégiti a Lorentz-feltételt és Ajj = 0 abban a tartomanyban, ahol az elektromégneses
mezonek nincsenek forrdsai. Ehhez oldjuk meg el0szor valamely tetszOlegesen vélasztott ¢ = g
hipersikon a

VA+Ax = 0 (2.3.9.)

egyenletet x-re, és jeloljik a megolddst xo(&)-szel. Tekintsiik ezutdn az aldbbi kezdetiérték-
feladatot a teljes téridében:

Ox
ot

t=to

9"0ax =0, Xlt=t, = X0 = —Ao|i=t,, (2.3.10.)

amelynek egyértelmiien létezik a x (¢, ) megolddsa. Ennek a y megolddsnak a segitségével képezziik
az eredeti, Lorentz-feltételt kielégité A, vektorpotencidlnak az A/, mértéktranszformaltjét. Ekkor
A=A+ Vyxés Ay = f=Ag+ %. A képzés mbdjabdl adddik, hogy Al is kielégiti a Lorentz-
feltételt. Most mér csak azt kell megmutatnunk, hogy Aj = 0. Az eredeti vektorpotencial kielégiti
az 0°0.A, = —47j, egyenletet, ahonnan 0°0. Ay = —4mjy, ugyhogy

0°0.f = —4mjo. (2.3.11.)

"Charles-Augustin de Coulomb, francia hadmérndk és fizikus, 1736-1806.
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Az f fliggvény emellett kielégiti a kovetkezd kezdeti feltételeket:

0
fli=te = Aolt=t, + X

ot
0A 9?2
t—to ot ot
0%y
p— —A JE—
( Xt op >

mivel A, kielégiti a Lorentz-feltételt, amibél 94y /0t = VA adédik. Az f fiiggvény tehdt ennck a
kezdetiérték-feladatnak a megoldasa:

=0, (2.3.12)

és

of
ot

S o 82)()
—(vay X
(e
0

: (2.3.13.)

t=to

- /!
ftF) = / 0@ s, (2.3.14))
Ay |7 — 2|

ahol x = (¢, ) a téridd tetszbleges p € M pontjanak koordindtdi, az integralds az p téridé-ponthoz
tartoz6 A, multbeli fénykip paldstjara torténik. Ha egy € téridé-tartomdany forrdsmentes, pon-
tosabban ha e tartoméany minden p € ) pontjdhoz tartozé A, fénykdpon, a p pont és a t = g
hiperfeliilet kozott jo = 0, akkor a kezdetiérték-feladat megolddsa azonosan zérus, f|g = 0 ezen az
Q tartomdnyon. Ezzel beldttuk, hogy forrdsmentes tartomdnyban Aj, = f csakugyan eltiinik.

Hasonloképpen az elektrodinamika esetéhez, a linearizalt gravitacié esetében
barmely, a Lorentz-feltételt kielégito v,, perturbaciéhoz tudunk talalni a még meg-
maradt mértékszabadsagot felhasznalva olyan (2.3.3.), (2.3.4.) mértéktranszforma-
ciét, amelynek segitségével v és o, (1 = 1,2, 3) zérussé tehetd a téridé forrdsmentes
Q) tartomanyaban, azaz abban a tartomanyban, ahol T, = 0:

Ve =0, Toulo=0. (2.3.15.)

Ennek megmutatasdhoz a kévetkezéképpen jarunk el. El6szér meghatarozzuk &, és ¢, /0t
(u=0,1,2,3) olyan kezdbértékeit valamely tetszblegesen vélasztott t = ¢y hiperfelilleten, amelyek
biztositjék, hogy az (2.3.3.) transzformdciéval eléallitott v/, eleget tegyen az (2.3.15.) mértékfelté-
telnek a t = to hiperfeliileten. Ezutdn az igy kapott kezdéfeltételekkel megoldjuk £,-kre (u =
0,1,2,3) az (2.3.4.) parcidlis differencidlegyenletrendszert. Az (2.3.3.) mértéktranszformacié ered-
ménye:

3 0 - o
v = 7+2i=7+2(—ﬁ+v-5>,
oxt

ot
T = Aot o u=123,
86_7; = %+2(—%252° +§~%> = %+2(—A§0+6-%),
Ha ezeket figyelembe vessziik, akkor a
Y'li=t, = 0, 82_(2# . =0, u=1,2,3 (2.3.17.)
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feltételek kielégitheték a t = to hiperfeliileten, ha a (£o, &1, &2, €3)]i=ty (ﬂ %1 9% ai>

kezdeti adatok (mint a térkoordindtdk fiiggvényei) olyanok, hogy az aldbbi, a t = ¢ hiperfeliileten
felirt differencialegyenletrendszer megoldasai:

2(_% Ry .g) - (2.3.18.)
% + % = —qou, p=1,2,3, (2.3.19.)
2<_A50+§.g_§> _ _%, (2.3.20.)
A&, + a‘?;i)“ = —8;;“, p=123 (2.3.21.)

Ennek a feladatnak 1étezik egyértelmii megoldasa. A teljes térid6ben ezutan tgy vélasztjuk meg
a &, (p=0,1,2,3) figgvényeket, hogy azok az (2.3.4.) parcidlis differencidlegyenleteknek ezen
kezdeti adatokhoz tartozé megolddsa legyen. Az igy meghatdrozott &, segitségével kapott ~.,
mértéktranszformalt perturbacié konstrukciéjanal fogva tovabbra is ki fogja elégiteni a Lorentz-
feltételt, de a téridé forrdsmentes tartomanyaban a ' = 0 és a 75, = 0 (u = 1,2,3) tovébbi
feltételeket is.

Az (2.3.15.) feltételeknek eleget tevé perturbacié o0 = 0 tulajdonsiggal is
rendelkezik.

Egyrészt v = 0 miatt Y5 = Yap, mésrészt yo, = 0 (1 = 1,2, 3) miatt a Lorentz-feltételbél

930 — () adédik. Az (idé-idé)-komponensre vonatkozé linearizalt Einstein-egyenlet ekkor

ot

2
o2

Ha Tyo eltiinik az egész téridében, akkor az egyenlet egyetlen megoldasa oo =4ll. Ez pedig egy
tovabbi mértéktranszformaciéval zérussé tehetd, vo9 = 0, anélkiil, hogy a kordbbi mértékfeltételek
sériilnének.

—167Tp0 = ( + A) Yoo = Arygo- (2.3.22)

A fent leirt sugarzasi mértéket valasztva a linearizalt Einstein-egyenletek tehat
0“0V = 0 (2.3.23.)

alakuak, és teljestilnek a
Ve = 0 (¥=0,1,2,3), 7=0, 7,=0 (1=0,1,2,3) (2.3.24.)
mértékfeltételek. Keressiik ezeknek az egyenleteknek a sikhullam-megoldasait,

azaz a

Yoy = Hepe! Zumohue” (2.3.25.)
alaktd megoldasait, ahol H,, dllandok. A hullamegyenletbol ekkor H,, Zi:o ktk, =
0, azaz Zi:o k'k, = Zi,uzo nuwk*E” = 0 adodik, ami azt jelenti, hogy a gravitacios

sikhulldmok hulldémvektorai null-vektorok. A mértékfeltételekbdl rendre
3

3
> K'H, =0 (v=0,1,2,3), Y H' =0, Hy=0 (1=0,1,23)
©=0

pn=0

(2.3.26.)
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adodik. Ez a 10 darab fiiggetlen H,, = H,, tenzorkomponensre 9 darab egyenlet.
Azonban a Hj, = 0 feltételekbdl automatikusan kovetkezik a Zi:o ktH,o = 0
egyenlet, ezért csak 8 fiiggetlen egyenletiink van, igyhogy sszesen 10 —8 = 2 darab
linearisan fiiggetlen sikhullimmegoldas létezik. Ez a gravitaciés sikhullam 2
polarizacios allapotanak felel meg. Barmilyen gravitacios hullamcsomag ilyen
sikhullAimmodusok linearis kombinaciéjaként allithaté elo.

A fentiekbol tehdat arra kovetkeztetiink, hogy a linearizalt Einstein-egyenletek
megengedik gravitacios hullamok terjedését a téridé anyagmentes tartomanyaban.
Tovabba, hogy a gravitacios sugarzas kétféle polarizaciés allapoti sikhullammaodusok
linearis kombinaciéjaként all el6. Felmeriil két tovabbi fontos kérdés. Hogyan
észlelhetjiik a gravitacids hullamokat, és hogyan keletkeznek a gravitaciés hullamok.

2.3.2. A gravitacios sugarzas észlelésének elvi lehet6sége

Eloszor azt kell megmutatnunk, hogy a gravitaciés hullamok gorbiilet-ingadozast
hoznak 1étre a téridében, vagyis olyan fizikai valtozast, ami tovabbi mértéktranszfor-
méaciéval nem tintethetd el. Ehhez elegendé megmutatni, hogy a gorbiileti tenzor-
nak vannak el nem tiiné komponensei, pl.

10%*y,,
By = 58" (2.3.27.)

Induljunk ki abbdl, hogy a linearizalt elméletben, Coulomb-mértékben a Christoffel-szimbélumok
els6rendtiiek ~45-ben és

ro _ l op 8’}/0p 4 8")/#@ _ 8'-)/;1.0 — lnop 8’7#P
10 2 ozt dx  Ozr 2 o’
1 0v0p  Ov0p 000
re _ 0P 4 P _ =0. 2.3.28.
00 o' <8x0 T 0x°  OxP ( )

Felhasznalva ezeket és azt, hogy

0 0

R, = axuraup_wravm (2.3.29.)
kapjuk, hogy
R . = 21"0 _ 0 e 10 00
#00 ot " gxr T 20t ot
10%v,0
RMOOO’ = naﬁRMO(f =3 i . (2330)

Mivel a gorbiileti tenzor fenti komponensei nem tiinnek el a gravitaciés hullamban,
ezért két kozeli szabadon eso test relativ gyorsuldst szenved, azaz egymasra arapaly-
erot gyakorol, amit a geodetikus deviacié egyenlete,

a® = TV(T'V,X") = —R,,"X"TT" (2.3.31.)
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ir le, ahol T az egy-paraméteres idoszerti geodetikus-sereg érintovektor-mezeje,
X pedig a geodetikus devidcié vektora. Az n,, metrikaju globalis inercialis koor-
dindtarendszerben a szomszédos, X* relativ koordinataju geodetikusokon szabadon
esO probatestek relativ gyorsuldsanak komponensei:

K 8 v 8 1%

K,nu

Ha a probatestek sebessége sokkal kisebb, mint a vakuumbeli fénysebesség, akkor a
geodetikusok T érintévektora jé kozelitéssel idoiranyn, azaz (TH) =~ (1,0,0,0,) és
kozelitleg

0 0 d> X+
T (T°=—X*)| = ~ — ¢ 2.3.33.
at< ot ) dt2 ZV:R”OO (2.3.33.)

A geodetikus deviacié egyenletének fenti alakjat ugy értelmezhetjiik, mint a
szomszédos geodetikusok X* szeparacids tavolsaganak oszcillacidjat leird egyenle-
tet. Elvileg tehat a gravitaciés hullam kimutathaté, ha pl. lézernyalabbal nyomon
kovetjiik két szomszédos, szabadon esé prébatest tavolsaganak valtozasait. Egy
masik detektalasi elv az, hogy a két probatest egy rugalmas rid két végpontja.
Ekkor a metrikanak a gravitaciés hullam okozta ingadozésai mechanikai fesziiltség-
ingadozasokat hoznak létre a rudban. Ha a gravitdcids hullam frekvencidja meg-
egyezik a rudat alkotd kozeg rugalmas sajatfrekvencidjaval, akkor rezonancia révén
a rad rugalmas rezgéseinek amplitudéja felerosodik és mérhetové valhat, ismét
lézernyalabok segitségével.

A gravitaciés hullaim kimutatdsa végiil tehat azon alapszik, hogy a globalis
Nap Metrikdji inerciarendszerben valamely fizikailag beazonosithaté tavolsdg, mint
pl. a nyugvé rud hossza periédikusan valtozik. Meg lehet mérni ezt a valtozast?
Ha olyan naiv médszerre gondolnank, hogy a hullaimz6 hosszisagu rid mellé elhe-
lyeziink egy standard vonalzot és azon olvassuk le a valtozast, akkor ez nem ve-
zet eredményre, hiszen a standard vonalzo is elszenvedi a térmetrika valtozdsainak
megfelel6 hosszvaltozasokat. Fontos azonban tudatositani, hogy a standard vonalzo
elvileg egy idealizalt merev rud, amelynek zérus a sajatfrekvencidja, ill. amelyben
végtelen a rugalmas visszatérito er¢ allanddja. A gyakorlatban a standard méter nem
egy rud hossza, hanem a fény vakuumbeli ¢ sebességének és a standard atomi 6raval
mért megfelel6 idétartamnak a szorzata. Ezért az oszcillalo hosszusagu riad hossz-
ingadozasainak mérését vissza lehet vezetni olyan lézernyalabos megfigyelésre, ami-
kor nyugvé éréakon sajatido-tartamokat kell mérni. A gravitaciés hullam-dektektorok
miikodési elveinek kidolgozasa és megépitése a modern fizika rohamosan fejlédo aga.
Napjainkban ez a detektalasi csucstechnika tette lehetové a gravitacios hullamok
kozvetlen észlelését.

42



2.3.3. A gravitaciés sugarzas forrasai

A gravitacios sugarzas altalaban akkor keletkezik, ha egy gravitalé objektum gra-
vitacidsan Osszeomlik, igynevezett kollapszust szenved. Gravitacids sugarzast nap-
jainkig binaris forrasokbdl észleltek, amikor a rendszer két tagja a kozOs energia-
kozéppont koriil keringve egyre kozelebb keriil egymashoz, majd végil osszeolvad
mikozben gravitacios sugarzast bocsat ki. Viszonylag erds gravitacios sugarzas ke-
letkezése varhaté szuperndva-robbands soran is (feltéve, hogy a szuperndva nem
tokéletesen gémbszimmetrikus vagy tengelyszimmetrikus, ami igen valészintitlen).
A gravitaciés Osszeomlast szenvedd testek kornyezetében nagyon erds a gravitacios
mez0, ugyhogy a sugarzas keletkezésének tényleges leirasa csak a teljes nem linearis
elmélet keretében lehetséges, a linearis kozelités nem alkalmazhaté. Erre nézve nin-
csenek megbizhaté modszereink.

Mégis kaphatunk némi betekintést a gravitacios sugarzas keletkezésére, ha azt
az Einstein-egyenletek linedaris kozelitésében vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy a forras
jellemz6 ¢ mérete sokkal kisebb, mint a kibocsatott sugarzas hullaimhossza. Legyen
tovabba T, a forras anyaganak energiaimpulzus-tenzora. Olyan esetet vizsgalunk,
amikor a forrdst vdkuum (azaz gravitalé anyagtél mentes végtelen kiterjedésti tar-
tomény) veszi koriil, ebben terjed a sugdrzds. A linearizdlt Einstein-egyenletek
Lorentz-mértékben a

F0Aw = —167Ty, (2.3.34.)

inhomogén hulldmegyenlet alakjat oltik. Kisméretii forras esetén ennek a megoldasa
az 1q Minkowski-metrikaju globalis inerciarendszerben

2 g
3R di? |

ret

Y (8, T) = (2.3.35.)
ahol R az ¥ pont tdvolsiga a forrastél, R > ¢ és g, a forrds gravitaciés kvad-
rupélmomentuma, amelynek id6 szerinti méasodik derivaltjat a t' =t — R retardélt
idoben kell kiszamolni.

Az (2.3.35.) egyenletet G = ¢ = 1 egységrendszerben irtuk fel, tetszéleges egység-
rendszerben az alakja:

2G dzqu,,
3Rc* dt?

: (2.3.36.)

ret

:Y/M/(ta f) =

ahol a jobb oldalt a t' =t — (R/c) retardalt idében kell venni.

Az inhomogén hulldmegyenlet minden #,,-re megoldhaté. Az Ugynevezett retarddlt meg-
oldas kifejezhetd a T}, forras segitségével, ami linedris kozelitésben a gravitacids sugérzas forrdsat
képez6 anyagnak az 145 lapos hattér-metrikaju téridében vett energiaimpulzus-tenzora:

V() = 4/A Tﬁ‘”(x/)ds‘(w’), (2.3.37.)

|7 — 2|
x
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ahol A, az x pont multbeli fénykipja, amelyen a 3-dimenziés (hiperfelilletelem) térfogatelem
dS(a') = r’drdQ. A retardalt megoldds automatikusan kielégiti a 979,, = 0 mértékfeltételt is,
mivel 0%Ty, = 0. Az elektrodinamikaban a forras altal keltett elektromédgneses mez&ét multipélus-
jarulékok soranak Osszegeként szoktuk eléallitani. Abban az esetben, amikor a forrds térbeli Ry
mérete sokkal kisebb, mint a sugdrzds A hulldmhossza, Ry < A, akkor dipélus-kozelitésrél szokas
beszélni, mert a forrds dipélmomentuma hatdrozza meg a forrastél nagy R > X tavolsagban
a sugarzas keltette elektromagneses mez6t. Most is az a célunk, hogy a gravitdcidos mezét az
Ry < X = (21/w) < R feltételek mellett vizsgdljuk. Képezzik ezért el8szor 7, (t,Z)-nek az
id6valtozo szerinti Fourier-transzformaltjat:

2 - 1 < "
Y (W, %) = E/ ¥, (t, B)e' dt. (2.3.38.)

frjuk ki explicit médon a retardalt energiaimpulzus-tenzor ¢-fiiggését,
Tw(x') = T,t-|7-72), (2.3.39.)

ami figyelembe veszi, hogy 2’ az = (¢, ¥) ponthoz tartozé multbeli fénykip tetszbleges pontja. A
(2.3.39.) mennyiség t valtozo szerinti Fourier-transzformaltja:

/ dtT,,(z') = / Ty (t — |7 — &', 7 )e™" dt

— 00 — 00

- / T (8, Z) e =T D gy — T, (w, &)™ P71 (2.3.40.)

— 0o

aminek segitségével azt kapjuk, hogy a retardalt megoldas Fourier-transzformaltja

V(0 E) = 4/%&'“%%’. (2.3.41.)

Itt az ¥ sz0rz6 azért jelent meg az integrandusban, mert a multbeli fénykupra kellett in-
tegrdlni, amelyen t' = |# — &’|. Némi egyszertisodést jelent, hogy a (tér-tér)-komponensekbdl a
Lorentz-feltétel segitségével megkaphatjuk az (id6-tér)-komponenseket,

—iwr, = =1,2,3. 2.3.42.
ZwFYO,u oV ’ H ’ < ( )

Ezért az energiaimpulzus-tenzor (tér-tér)-kompnenseinek meghatérozasdval foglalkozunk a tovab-
biakban.

Mivel a forrdstél tavol keressiik a7, (w, ) (u,v = 1,2,3) megolddst és a sugdrzas hulldm-
hossza jéval nagyobb, mint a forrds linedris mérete, ezért az *“1¥ ~| tényez6 csak elhanyagolhato

mértékben valtozik a forrason beliil, amelyre a térfogati integrdl vonatkozik. Ezért j6 kozelitéssel
haszndlhatjuk a retarddlt megoldds (2.3.41.) képletében az

iw|Z—F| iwR
e e
—_ r — 2.3.43.
|Z — 2| R ( )
kozelitést, és ezt a tényezot kiemelhetjitk az integralas jele alol:
. ein R
VoW, T) ~ 4 7 Ty (w, )32, pv=1,2,3. (2.3.44.)
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Az energiaimpulzus-tenzor (tér-tér)-komponenseinek integraljat alakitsuk &t:

3 3 I
/T“”(w,f’)d?’x/ — § /Tav(w,f/)(sgdB r_ E /Tal/(w,f/) gxla dSI/
X

a=1 a=1

3 A~

a - oTv
= (T B YL g3
g [/ ppes (T 2x")d’x / pyad d x] (2.3.45.)

a=1
A térfogati integralokat formalisan a teljes 3-dimenzids térre vessziik, de el nem tiné jarulék csak
a forrds tartomanyabol szarmazik. A jobb oldalon a szogletes zardjelben az elsé integralt a 3-
dimenziés Gauss-tétel segitségével feliileti integréalld alakitjuk. A végtelen tdvoli hatérfeliileten a
forrds anyageloszldsa zérussa valik, igyhogy ennek a tagnak a jaruléka zérus. A jobb oldalon a
szogletes zardjelben szereplé masodik integrélt az Zizo(aT”” /0z#) = 0 feltételt, pontosabban az
ebbdl adédéd

9T o 3 @
o pt Oz’
. N
—iwT™" = —z::l o (2.3.46.)
Osszefliggést felhaszndlva alakitjuk at,
/T“”(waf’)dgw’ = —ioJ/TO”w“d% = —%J/(Toyw“—i-fo“:v”)dg:v. (2.3.47.)

Mivel T“”(w,f) szimmetrikus a u,r indexekben, ezért szimmetrizaltuk a kapott kifejezést. A
tovabbi atalakitds soran ismételten felhaszndljuk a 3-dimenziés Gauss-tételt, majd a lokalis ener-
giamegmaradast. Azt taldljuk, hogy

. . 3
. . . . ozv .
/T‘“’(w,f/)dga:/ = —% (TOVI“—I-TO“J:")d?’x:—% <521T05x“6—;8 —I—To“x”)dgx
. 3 .
w 0 - » - v 1% v ~Op,v
= -5 {Z<W(Toﬁx“a¢ )—T055‘6‘x ~ 5B zhx >+T0“x }dga:
=1
3 A
o1 R
= u; /Z 927 stV dPr = — /Toox“x”dga:
w2
= _FQW’ w,v=1,23, (2.3.48.)
ahol bevezettiik a forras anyageloszlasanak kvadrupélmomentumat,
¢ = 3/T00:1:“:17”d33:, pwv=1,23. (2.3.49.)

Ha ezt behelyettesitjiik az (2.3.44.) egyenldség jobb oldaldba, akkor megkapjuk a gravitdcids
sugédrzasra vonatkozé (2.3.35.) képletet.

A gravitacios sugdrzas keletkezésére vonatkozo, a linearizalt Einstein-egyenletek
alapjan végzett vizsgalatunkbdl tehat azt latjuk, hogy a sugdrzashoz kis forrdstol
nagy tavolsagbhan a forras kvadrupélmomentumanak oszcillacidja adja a vezetd rendi
jarulékot. A dipdlsugarzas nem jelenik meg. Utdbbi érthetd, hiszen az impulzus-
megmaraddas megtiltja, hogy az anyag tomeg-, azaz energiakozéppontja oszcillaljon
a térben, vagyis hogy oszcillalé dipélmomentum keletkezzen.
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2.3.4. A gravitaciés sugarzasban tavozé energia

A gravitaciés sugarzasban tavozé energia meghatarozasa nem nyilvanval6. Ez abbol
adddik, hogy nem vilagos, mekkora lokalis energiastiriiséget kell tulajdonitanunk a
gravitaciés mezonek. Az altalanos relativitaselméletben a metrika egyszerre hor-
dozza magaban a gravitaciéos mezo dinamikai jellemzoit és a mérték-szabadségot
jellemzo6 valtozokat. A metrikat azonban nem tudjuk ugy felbontani, hogy ez a
két dolog explicit médon szétvaljon. Ennek ellenére egy izolalt rendszer teljes
energidja értelmezheté annak alapjan, hogy milyen a gravitacios mezo, azaz a
térid6 metrikdja az izolalt testtol nagy tavolsagban. Ez a teljes energia az izolalt
test anyagatol, az altala keltett gravitacios mezotol és az anyag és a gravitacidés mezo
kolesonhatésabdl szarmazé energia-jarulékokbol nem szétvélaszthaté modon tevodik
ossze. Ugyancsak értelmezhet6 az izolalt test altal keltett gravitdcids sugarzasban
tavozo energiafluxus.

Az Einstein-egyenletek az anyagmentes téridé-tartomanyban a v, metrikdban
linearis kozelitésben

G led = 0 (2.3.50.)

alakuak, ahol Gg,) az Einstein-tenzor ~,-ben linearis tagokkal bezarolag. Ha figye-
lembe vessziik a v, perturbaciéban kvadratikus tagokat is, akkor a Ricci-tenzor
és a skalargorbiilet rendre Rﬁ) 6s R® jarulékokat kapnak, amelyek a 7, per-
turbacioban kvadratikusak. Ebben a kozelitésben azonban az Einstein-tenzor nem
fog eltiinni, G((l? [Vea] + Glﬁ) [Vea] # 0, ahol Glﬁ) = Réi) — %gabR(Q). Ha azonban a v,
metrikat alkalmas 4> korrekeié hozzdadéséval médositjuk, akkor elérhetjiik, hogy

G&) [Yea + 723)] + Gg) [Yea] = 0 legyen. Mivel itt az els6 tag ~.4-ben linedris, ezért a

megfelelo feltétel a qﬁfﬂ korrekcié megvélasztasahoz

Gy a1+ G e = 0. (2.3.51.)
Ezt a feltételt atirhatjuk
GRS = 8rta (2.3.52.)
alakba, ahol
e
ta = T o c 2.3.53.
b o Cab [Ved] (2.3.53.)

formalisan olyan szerepet tolt be, mintha energiaimpulzus-tenzor lenne, ami azonban
most nem az anyagtol szarmazik, hanem a gravitaciés mezotél. Azt az értelmezést,
hogy t.-t a gravitacidos mez6 energiaimpulzus-tenzoranak tekintsiik még az is su-
gallja, hogy t.,, = tp, szimmetrikus tenzor, tovabbéa hogy be lehet latni a divergen-
cidjanak eltlinését, 0%t,, = 0, feltéve, hogy 7, a vidkuumra vonatkozo linearizalt
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1. abra. A 7, perturbacidhoz tartozo teljes energia kiszamitasakor a ¥ térszeri
hiperfeliiletre integralunk.

Einstein-egyenletek megoldasa. Mindez arra utal, hogy t,, olyan, mintha a gra-
vitacios mezonek az energiaimpulzus-tenzora lenne, ami a lapos téridéhoz képesti
eltérést kvadratikus tagokkal bezardlag veszi figyelembe. FEzt az értelmezést azon-
ban nem szabad szé szerint venni, amire két dolog is utal. A t, tenzor nin-
csen egyértelmien meghatdarozva és nem mértékinvarians, azaz megvaltozik infi-
nitezimalis lokélis koordindta-transzformdcidk sordn, v — Yab + 20(.&p)-

Mindezzel egytitt jol definidlt a v, perturbacidhoz tartozo teljes energia,
E = / tood’z, (2.3.54.)
b

ahol az integrélds a ¥ térszerii hiperfeliiletre torténik (Id. a 1. abrit). Az E teljes
energia mértékinvaridans minden olyan lokalis infinitezimalis koordinata-transzforma-
cioval szemben, amely megorzi a metrika aszimptotikus lapossagat, amennyiben az
Nab + Yap Metrika aszimptotikusan lapos, azaz a globdlis inercialis hattér-koordinata-
rendszerben ~v,,-nek a komponensei és azok derivaltjai r — oo esetén kellden gyor-
san zérushoz tartanak: v, ~ 1/r, Oy ~ 1/1% 050,y ~ 1/r%. (Ezek a
feltételek biztositjak az (2.3.54.) integral konvergencidjat.) Ekkor az F teljes ener-
gia egyértelmiien meghatarozott annak dacara, hogy t,, nincsen egyértelmiien meg-
hatarozva.

A lokélis energiadram-stiriség, —t%, szintén nem mértékinvarians. A
AE = —/taodS“ (2.3.55.)
s

teljes kisugarzott energia azonban mértékinvarians, ha a kovetkezo feltételek
teljestilnek:

1. A téridé kezdetben és hossz id6 utan staciondrius (azaz 1.+ 74 1661 fiigget-
len) és csak egy kozbiilsé id6szakban fligg az id6tél.

2. A kezdeti és a végso stacionarius tartomanyokban felvessziik a X1 és Yo aszimp-
totikusan (ha r — oo) null-hiperfeliileteket, majd az ezek kozotti téridé-
tartomany térbeli végtelenben elhelyezked6 S idoszerti hiperfeliiletére integra-

lunk (Id. a 2. &brat).
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2. dbra. A teljes kisugarzott energia meghatarozasahoz hasznélt feliiletek sematikus
abraja.

3. Feltételezziik, hogy v.-re teljesiilnek az aszimptotikus lapossag feltételei az
r — oo hataresetben a ¥, és Yy aszimptotikusan null-feliilletek mentén.

Az (2.3.53.) és (2.3.54.) osszefiiggéseket alkalmazva a gravitacios sugarzéast jellemz6
(2.3.35.) perturbaciéra hosszadalmas szamolassal adédik a kévetkezd eredmény (1d.

[1]):

3

1 PQu
AE = /Pdt, P_£Z< pre

p,r=1

2
) : (2.3.56.)
ret

ahol @, a kvadrupélmomentum-tenzor spurmentes része, Q,, = qu — ééu,,q, q =
22:1 qli. A gravitdciés sugdrzdsban tdvozé energia fluxusa rendkiviil kicsi, a [1]
tankonyvben talalhato becslés szerint az M nyugalmi tomegii, L hosszisagu, kozép-
pontja koril Q2 szogsebességgel a ridra merdleges tengely koriil forgd riud esetében
P = Z5 M2L'Q°, ahol G a Newton-féle gravitécios dllandd, ¢ vdkuumbeli fénysebes-
ség. Ha M = 1kg, L = 1m és Q = 1s7!, akkor P = 107°1J/s. Ha a rad
linedris mérete kozmikus méretlt, még akkor is nagyon kicsi marad az idéegység
alatt kisugdrzott energia. Ahhoz, hogy mérhetd effektust remélhesstink a gravitacios
sugarzas soran kibocsatott energiadram-striiségtol, olyan forrasra van sziikség, amely-
ben nagyon erés gravitdciés mezé uralkodik, mint példaul kozmikus objektumok
gravitaciés Osszeomlasa soran.
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2.3.5. Gravitacidés hullamok észlelése

1. Gravitdcios hulldmot kozvetett modon észleltek ® bindris rendszerben, amiért
Nobel-dijat adtak a felfedezéknek. A PSR B1913-16 egy pulzar® (egy erésen
magnesezett, radidhullamokat kibocsatd dipdlsugarzd, tengelye koriil forgd ne-
utroncsillag), amely egy mésik neutroncsillaggal egytitt alkot bindris rendszert.
A két neutroncsillag kozos tomegkozéppontjuk koriil kering. A pulzar a forgasa
miatt sugaroz periédikusan, ennek periédusideje pontos éraként hasznéalhatd
a megfigyelések soran. A pulzdlas peridédusideje 59 ms, az elliptikus palyan
a keringési id6 7,75 h. A megfigyelések kezdete 6ta (2018-ig kb. 40 év alatt)
fokozatosan csokken a binaris rendszer tagjainak legkisebb tavolsdga. Ennek a
megfigyelt mértéke pontosan Gsszhangban van az altalanos relativitaselmélet
alapjan végzett szamitassal, ami azon a feltevésen alapszik, hogy a binaris
rendszer fokozatosan energiat veszit gravitacids sugarzas révén. A mért és az
elméletileg becsiilt osszehizodasi sebességek aranya 0,997 £ 0.002.

A graviticios hulldmok kozvetlen kimutatasara szamos kisérlet indult kb. az
1960-es évektdl kezdve, jollehet kb. egy fél évszazadon at nem sikeriilt gra-
vitacios hullamokat kozvetlen médon észlelni. Az egyik detektdalasi elv, hogy
egy fém rid (a Weber!'%-rid esetében egy 2 m hosszt, 1 m 4tmérdjii aluminium
henger) szolgél gravitdciés antennaként. Az elképzelés az, hogy a rud rugal-
mas rezgéseinek sajatfrekvencidjaval (1660 Hz) egyez6 frekvencidju gravitacios
hulldm rezonanciat gerjeszt. A berendezést eredetileg az SN1987A szupernéva-
robbanas soran keletkezett gravitaciés hullamok detektalasa céljabol tervezték.
A detektor kb. 107'%m-es hosszvéaltozast lett volna képes érzékelni piezoelekt-
romos szenzorok segitségével. Az elv szamos tovabbfejlesztése ismeretes. Ed-
dig ezen az elven nem sikeriilt gravitaciés hullamokat észlelni.

Egy masik elvet képviselnek a lézer-interferometrias alapon miikodé detek-
torok, amelyek két tavoli, ,,szabadon es6” anyagi pont kozotti tavolsag gra-
vitaciés hullamok okozta valtozasanak kimutatasat szolgaljak. Ezen az el-
ven miikddnek a LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observato-
ry, USA) és a Virgo kollaborécié (Olaszorszag) gravitaciés hullam-detektorai.
Ezek 3 darab, a Fold kiilonboz6 pontjan elhelyezett Michelson!!-interferomé-
tert jelentenek, amelyek mindegyikének 4 km-es, egymaésra meroleges két karja
van. Az interferométer tiikkreinek tavolsdgaban az interferométeren athalado

8Russell Alan Hulse, amerikai fizikus, 1950-; Joseph Hooton Taylor Jr., amerikai fizikus, 1941-

9Az els6 pulzart 1967-ben Dame Susan Jocelyn Bell Burnell (ir asztrofizikus, 1943- ) fedezte fel,
és azt doktori témavezetjével, Antony Hewish-sal (brit rddidesillagdsz, 1924- ) kozosen publikélta.
Hewish a pulzdrok felfedezésében betoltott meghatérozd szerepéért 1974-ben Martin Ryleval (an-
gol rédiécsillagdsz, 1918-1984) megosztott Nobel-dijat kapott, Burnell a felfedezéséért 2018-ban
megkapta a fizikdban nagy attorést jelento felfedezésekért jaré dijat.

10Joseph Weber, amerikai fizikus, 1919-2000

I Albert Abraham Michelson, amerikai fizikus, 1852-1931.
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gravitaciés hullam hatasara periodikus valtozas kovetkezik be. A karok hossz-
valtozasat interferometrids tton mérik. A pontossagot jellemzi, hogy a 4
km-es karhossznak olyan kis megvaltozasat ki tudjak mutatni, ami kisebb,
mint a proton toltéssugardnak tizezred része (kb. 10719 relativ hosszisdg-
véltozas). Az athaladé gravitaciés hullam a detektor egyik karjat megnytjtja,
a masikat Osszébbhtzza, és ez eredményez valtozast az interferenciaképben.
A vérhaté legerésebb gravitdciés hulldmok is csak 107! m véltozdst tud-
nak okozni a karok hosszaban. A LIGO-Virgo egyiittmiikodés 2016-ban je-
lentette el6szor gravitacids hullam észlelését, amelyrdél bebizonyosodott, hogy
két feketelyukbdl allé bindris rendszer tagjainak egymasba zuhanasa valtotta
ki. Emlitésre érdemes, hogy amig egy ilyen binaris rendszer évmillidkig ke-
ring a kozos tomegkozéppont koriil, a kozvetleniil észlelhetd intenziv gra-
vitaciés hullamok az egymasbaolvadas el6tti kevesebb, mint egy perc alatt
emittalédnak. 2017-ben észleltek eldszor olyan gravitdcidés hulldmot, ame-
lyet optikai teleszkopokkal megfigyelheto jelenség is kisért; a sugarzéas két ne-
utroncsillag 6sszezuhandsdbol szérmazott. Azdta (2018 marciusdig) tovabbi
6 gravitaciés hullam-kisugarzast észleltek. A gravitaciés hullamok kozvet-
len detektalasa teriiletén elindult tehat egy olyan rohamos fejlédés, amely 1j
tavlatokat nyit a Vildgegyetem megfigyelésének teriiletén.

Megjegyzés: Egy fontos 1j fejlesztési irdanyt jelolt ki a LISA (Laser Interferometer
Space Antenna), az elsé {irben telepitett lézer-interferometridn alapulé gravitécids
hulldm-detektor. Ennek tovébbfejlesztése az eLISA (Evolved Laser Interferometer
Space Antenna), amely 3 darab, egy egyenld oldald haromszog csicsaiban elhe-
lyezked6, Nap kortili palyan kering6 tirdllomasbdl all. Mindegyik Grallomason 2 te-
leszkop, 2 1ézer és 2 teszttomeg talalhatd, amelyek igy vannak a masik két tirallomas
megfelel6 eszkozei felé irdnyitva, hogy mindegyik lirdlloméas egy-egy Michelson-inter-
ferométer centruma legyen. Az interferométerek karjait a platina-arany teszttomeg-
ek zarjak le, a karok hossza 1 milli6 km. Az egész rendszer mérete kb. 10-szer
akkora, mint a Hold pélydja, és kb. a Naptdl és a Foldtél egyenls tavolsagra (kb.
50 milli6 km) fog a Nap koriil keringeni.
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