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1. Homogén és izotrop kozmoldgia

1.1. A Robertson-Walker-metrika

1.1.1. A Vilagegyetem homogenitasat és izotréopiajat alatamaszto megfi-
gyelések

Az altalanos relativitdaselmélet abba a helyzetbe hozta a fizikusokat, hogy feltehették
a kérdést, létezik-e az Einstein-egyenleteknek olyan megoldasa, azaz olyan térido,
ami megfelel az altalunk megfigyelt téridonek, azaz a lathato Vilagegyetemnek. Ah-
hoz, hogy erre a kérdésre valaszolni tudjunk, sziikségiink van részben csillagaszati-
fizikai megfigyeléseink tapasztalataira, részben az anyag viselkedésére vonatkozo fi-
zikai ismereteinkre, tovabba a Vildgegyetem természetére vonatkozo feltevésekre.

A Vilagegyetemre vonatkozé megfigyeléseink az utobbi évtizedekben nagyon
jelentésen gyarapodtak. Mindevvel egyiitt azonban tudomasul kell vegyiik, hogy
megfigyelési modszereinkkel kb. addig tudunk csak ,,visszanézni” a Vilagegyetem
miultjaba, amikor megtortént az elektromosan semleges (atomokba szervezodott)
anyag lecsatolodasa az elektroméagneses sugarzasrél. Az anyag fizikai viselkedésére
vonatkozo fizikai ismereteink kb. olyan energiaskalakig terjednek ki a nagyenergias
irdnyban, ami megfelel az esetleges nagy-egyesitett elmeélet (GUT, azaz Grand Unifi-
ed Theory) energiaskédldjanak. Ennek a korldtozott ismeretnek az a kovetkezménye,
hogy nem ismerjik, mi volt az anyag energiaimpulzus-tenzora a Vilagegyetem korai
fejlodése idején.

A Vilagegyetem természetére vonatkozo elképzelések nagy mértékben valtoztak
a tudomany torténete sordn. Kopernikuszt! megel6zéen az a nézet uralkodott, hogy
a Vilagegyetem kozéppontjaban a Fold foglal helyet, s ez kitiintetett szerepet je-
lent a Fold szdmdra. Kopernikusz ismerte fel, hogy a Fold nincsen (azaz a mi

emberlakta vildgunk nincs) kitiintetett helyzetben a Vildgegyetemben. FErdemes
megjegyezni, hogy tovabbra is leirhatjuk a jelenségeket a Foldhoz rogzitett vonat-
koztatasi rendszerben, de ugyanugy megtehetjiik azt a Naphoz rogzitett vonatkoz-
tatasi rendszerben is. A hangsily azon van, hogy a Foldhoz rogzitett vonatkoztatési
rendszer nincsen kitiintetve a fizika torvényei altal semmilyen mas vonatkoztatasi
rendszerhez képest. A newtoni mechanika egyik alapelve a Galilei-féle relativitasi
elv, amely szerint minden inerciarendszer egyenértékii a mechanikai torvények szem-
pontjabol. Mar Galilei olyan példakat hozott a relativitasi elvre, amelybol kitiinik,
hogy nemcsak a mechanikai torvények, hanem a Természet torvényeinek abszolit
érvényére gondolt. Ezt végiil az inerciarendszerek vonatkozasaban az Einstein altal
kidolgozott specidlis relativitaselmélet fogalmazta meg a specidlis relativitasi elvben.
Einstein az altalanos relativitaselmétben tovabb vitte a kopernikuszi gondolatot.
Nemcsak, hogy a Fold, de a Naprendszeriink, s6t a galaxisunk, a Tejutrendszer,
amelyben helyet foglalunk, sincsen kitiintetve a Vilagegyetemben. Az altaldanos
relativitdselmeletben Einstein a természeti torvények egyetemességének gondolatat
még altaldnosabb alakba ontotte. A Természet torvényei nem tiintetnek ki semmi-
lyen koordinatarendszert a téridében, tenzoregyenletek irjak le oket, amelyek alakja
valtozatlan marad az altalénos koordinata-transzformacidkkal szemben.

A csillagészati-fizikai megfigyelések alapjan azt lehet sejteni, hogy a Vilag-
egyetem a 100 Mpc és az annal nagyobb méretskdlakon homogén és izotrép. Erre
tobb minden utal. A Vilagegyetem nagyléptékii szerkezetére vonatkozé mai ismere-

Nicolaus Copernicus, lengyel matematikus és csillagasz, 1473-1543.



teink elsésorban a Sloan Digital Sky Survey kutatasi programmnak koszonhetoek,
amely 2000 6ta egymast koveto fazisokban folyik. Ez az emberiség eddigi legna-
gyobb vallalkozasa arra, hogy minél részletesebben és pontosabban feltérképezze
a lathaté Vildgegyetemet, amelynek &tméréje kb. 28 Gpe (= 91 millidrd fényév
~ 8,8-10%°m). Bér a kb. 100 Mpc méretekben kidtlagolva a Vildgegyetem anyaganak
stirtisége allandonak latszik minden irdnyban minden helyen, a finomabb felbontés
habszerti szerkezetet mutat, amit a Vilagegyetem nagyléptékii szerkezeteként (large-
scale structure) vagy kozmikus haléként (cosmic web) szoktak emlegetni. A Vildg-
egyetem nagy, kb. 10-150 Mpc atmérdjii uregekbol all, amelyeket falak hatarolnak,
ahol a galaxisok koncentralodnak. A falakon beliil kb. 10 Mpc hosszisagu dgakbdl
allo szalas hélézatot (filament) alkotnak a galaxisok. A falak taldlkozasaindl ga-
laxisfiirtok (galaxy cluster) alakulhatnak ki, amelyek kb. 50-1000 galaxisbdl allé,
kb. 2-10 Mpc atméréji halmazok. A Vilagegyetem anyageloszldsa azonban a 100
Mpc 1éptékben méar homogénnak és izotropnak latszik. Ezt tobb megfigyelés is
alatdmasztja. A radiéforrdsok leszdmldldsa alapjan, tovabbd a hattér Rontgen?-
sugarzas és y-sugarzas megfigyelése alapjan a megfelel6 forrasok izotrép eloszlasara
lehetett kovetkeztetni. A kozmikus mikrohulldmi hattérsugarzas (CMB, Cosmic
Microwave Background Radiation) megfigyelése és részletes analizise az utébbi évti-
zedekben minden eddiginél sokkal nagyobb pontossaggal erdsitette meg azt, hogy
a Vilagegyetem izotrép. Ma 2,73 K homérsékleti hattérsugarzast észleliink; olyan
sugarzast, ami minden korabban ismert feketest-sugarzéndl nagyobb pontossaggal
koveti a Planck®-torvényt. A kozmikus mikrohulldmu hattérsugarzas azdta terjed
szabadon a Vildgegyetemben, hogy a toltott részecskék semleges atomokat alkot-
tak, azaz rekombindlédtak a hiillo és tdgulé Vildgegyetemben (a protonok és az
elektronok H-atomokat alkottak). Ett6l a rekombindciétél napjainkig a sugdrzas
homérséklete kb. 1100-ad részére csokkent a Vilagegyetem tagulasa kovetkeztében.
A kozmikus mikrohullamui hattérsugarzas jelenlegi megfigyelt hémérséklete, T =
2,7255+0.0006 K kgT =~ 0,23 meV energianak felel meg. A Vilagegyetem kiilonb6z6
iranyaibol érkez6 kozmikus mikrohulldmu hattérsugarzas homérsékletének relativ in-
gadozésa 107° nagysagrendii. Ez bizonyitja, hogy a Vildgegyetem térben nagy pon-
tossaggal izotrép. A modern kozmolégia, mint a fizika és a csillagdszat hatarteriiletén
kifejlodott 1j tudoményag alapelvként fogadja el, hogy a Vildgegyetem (térben) ho-
mogén és izotrép. Ezt nevezik kozmolégiai elvnek (cosmological principle).

1.1.2. A térben homogén és izotrép Vilagegyetem gorbiilete

A homogenitas azt jelenti, hogy ,,adott idépillanatban” a ,,tér” minden pontja
,,egyenértékll”, az izotrépia pedig azt, hogy a ,,térben” minden irdny ,,egyenértékii”,
barhol is allunk a ,,térben”. A kérdés az, hogy hogyan lehet ezeknek az allitasoknak
pontos matematikai jelentést adni, milyen kell legyen a homogén és izotrép Vilag-
egyetemnek megfelelo téridé-sokasag. Azért tettilk az idépillanat, tér és egyenértéki
szavakat idézGjelbe, mert ezeknek kell pontos matematikai jelentést adni. A kovet-
kez6 feltevésekkel fogunk élni:

1. Létezik a térid6ben térszerit ¥, (3-dimenziés) hiperfeliiletek egy-paraméteres
serege;

2. Barmely t esetén és barmely két p, ¢ € 3; pont esetén létezik olyan izomet-
ria, amely a p pontot a g pontba transzformalja; ez a térbeli homogenitas

2Wilhelm Conrad Rontgen, német mérnok és fizikus, 1845-1923.
3Max Karl Ernst Ludwig Planck, német fizikus, 1858-1947.



feltevése;

3. Barmely pontban létezik legalabb egy olyan megfigyelo, aki izotrépnak latja a
Vildgegyetemet; ez a térbeli izotrépia feltevése.

A homogenitas tehat azt jelenti, hogy a téridé rétegezhetd térszerii hiperfeliiletek
egy-paraméteres seregével, és ezeken a 3-dimenzids térnek megfeleld hiperfeliilete-
ken minden pont egyenértékii, mert barmely 2 pont izometria-transzformaciéval
egymasba atvihetd. Az izotrépia azt jelenti, hogy minden p € M téridé-pontban
létezik legalabb egy olyan megfigyelo, aki a teret izotrépnak latja. Az izotropia fel-
tevésével kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy adott 3; hiperfeliilet és adott
p € ¥, pontban az anyaghoz képest lokdlisan mozgd megfigyelok az anyag se-
bességeloszlasat mindig anizotrépnak fogjak latni. Emiatt az izotropia feltevését
koriiltekint6en kell megfogalmazni. Akkor mondjuk, hogy a téridé minden pontjaban
térbeli izotropiaval rendelkezik, ha létezik a megfigyel6knek, azaz idészerti geo-
detikusoknak az egész téridot kitolto serege az alabbi tulajdonsagokkal:

1. minden p € M térido-ponton athalad pontosan egy ilyen idoszerii geodetikus,
jelolje u® ennek az érinto-egységvektorat;

2. minden p € M ponthoz és barmely két s{, s§ € V), térszerli egységvektorhoz
létezik olyan izometria, ami a p pontot és az u® € V, érintévektort invaridnsan
hagyja, mikozben s{-t s3-ba forgatja.

Ez azt jelenti, hogy izotrép Vildgegyetemben nem lehet az u®-ra merdleges kitiinte-
tett érintévektort taldlni. A szobanforgd megfigyeloket izotrop megfigyel6knek
szoktdk nevezni.

Allitas: Az izotrép megfigyelok vildgvonalai ortogondlisak mindeniitt a X3,
homogenitasi hiperfeliiletekre.

Ha nem igy lenne, azaz a X; hiperfeliilet érintévektorainak W, C V|, altere nem lenne
ortogondlis u®-ra V,-ben, akkor u®t merdlegesen vetitve Wj,-re kitlintetett vektort kaphatnank

Wp-ben, ami ellentmondana a térbeli izotrépidnak.

Definicié: A térid6 g., metrikdja hq(t) indukalt térmetrikat indukél az
osszes 2, térszerl hiperfelilleten, azaltal, hogy a gq, értelmezéséhez hasznalt V),
érintGteret a X, hiperfeliilet érintévektorainak W, C V), alterére korlatozzuk.

Allités: A térben homogén és izotrép téridoben a tér gorbiilete allandé.

d

Jelolje ® R, a tér gorbiileti tenzorét, azaz a ¥; hiperfeliilet Riemann-tenzorat. Az indukalt

metrikaval végezhetjiik az indexek fel- és lehtizdsat. Tekintsiik tehdt az GV R, = GIR,, The'e(t)
multilinedris leképezést, ami tekinthetd gy, mint az az L : T4(0,2) — T4(0,2) leképezés, amely
az antiszimmetrikus (0, 2)-tenzorok (2-formék) 74(0,2) linedris vektorterét képezi le 6nmagdra.
(Emlékezziink 14, (3)Rade definicié szerint antiszimmetrikus az (ab) és a (cd) indexekben.) Az L
leképezés szimmetrikus, mert CIRpped = (3)Rcdab; az L leképezés tehdt onadjungdlt a T(0,2)
téren értelmezett, hqp(t) dltal generdlt természetes skaldrszorzatra nézve. Ekkor létezik az L
sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormalt bazis a 2-formék terében. Ha az ezekhez a sajatvektorokhoz
tartozé sajatértékek kiilonbozék lennének, akkor ki lehetne tiintetni a p pontban a 2-formak va-
lamelyikét, és ezen keresztiil egy vektort W,-ben. Nevezetesen ki lehetne tiintetni a kitiintetett
(0, 2)-tenzor axidlvektor-invaridnsat. Az viszont ellentmondana az izotrépia kévetelményének. Az



L leképezés sajatértékeinek tehdt azonosaknak kell lennitik, azaz az L leképezésnek az [ azonossagi
leképezés szamszorosanak kell lennie: L = K1, ahol K t¢-t6l fiiggetlen valés szam. Ez azt jelenti,

hogy

OR," = K80, (1.1.1.)
vagyis a 2; hiperfeliilet Riemann-gorbiilete

@ Rupea = Kheahpa- (1.1.2.)

A Y; hiperfeliilletek homogenitdsa miatt K-nak allandénak kell lennie a hiperfelilleten. A 3-
dimenzids térnek, azaz a 3; hiperfeliilleteknek a Gauss-gorbiilete tehat K =all.

Allitas: Eisenhart! tétele. Barmely két dlland6 gorbiiletii tér lokélisan
izomorf, ha azonos a dimenzidjuk, azonos a metrikajuk szignatiraja és azonos a K
skalargorbiiletiik.

Az allandé K gorbiiletii terek Osszes lehetséges fajtaja konnyen felsorolhato:

1. A K > 0 &llandé pozitiv gorbiilet{i terek izometrikusak a lapos, euklideszi R*
térbe agyazott R-sugari, a Descartes-koordinatarendszerben

4y + 22w = R (1.1.3.)

egyenlettel adott 3-dimenzids gombfeliiletekkel, amelyeken gombi polarkoordi-
natakban az indukalt h,, metrika

di* = diyp? + sin® Y (db? + sin® Bdp?) (1.1.4.)
alaku.

2. A K = 0 gorbiiletii terek izomorfak a 3-dimenziés lapos Euklidesz-i térrel,
amelyben Descartes-koordinatakban a metrika

di* = da*+ dy* + dz*. (1.1.5.)

3. A K < 0 alland6 negativ gorbiiletli terek izomorfak a lapos, 4-dimenzids
Lorentz-szignaturaju térbe (a Minkowski-térbe) agyazott 3-dimenzids hiper-
boloidokkal, amelyeken az indukalt metrika hiperbolikus koordinatakban

di* = dy?* + sinh® ¢(d6* + sin? 0dp?) (1.1.6.)

alak.

Az éltalanos relativitaselmélet felveti annak a lehetoségét, hogy homogén és
izotrop Vilagegyetemben a tér barmelyik fenti lehetOséget megvaldsithatja azzal el-
lentétben, hogy a newtoni fizika szerint is és a specidlis relativitdselmélet szerint is

4Luther Pfahler Eisenhart, amerikai matematikus, 1876-1965



a tér lapos, azaz nem gorbiilt, euklideszi geometridgju (K = 0). Az altaldmos relati-
vitaselmélet szerint a tér lehet allandé pozitiv gorbiiletli, K > 0. Ebben az esetben
a tér térfogata véges, azaz a Vilagegyetem zart noha nincsenek hatarai. Abban
az esetben, ha a tér alland6 negativ gorbiiletli, K < 0, akkor a tér végtelen, azaz a
Vilagegyetem nyilt. Ezzel egyiitt felmertil a jogos kérdés, hogy a Vilagegyetemiink
zart vagy nyilt.

1.1.3. Homogén és izotréop téridé metrikaja

A térid6 g, metrikdja és a térszerti 3, hiperfeliiletek hg,(t) indukdlt metrikédja
kozotti kapcsolat

Jab = —UgUp+ hap(t), (1.1.7.)

miutdn u® ortogonalis a Y; hiperfeliiletekre. Itt hg,(t) komponenseit d¢* fenti ki-
fejezéseibdl tudjuk kiolvasni a megfelel6 koordindtarendszerekben. A téridéometrika
koordinata-komponenseinek meghatarozasahoz eloszor alkalmas koordinatarendszert
valasztunk a téridében. Ehhez a kovetkezoképpen jutunk:

1. El6szor valamely rogzitett t-hez tartozo ¥, hiperfeliileten valasztunk alkalmas
koordinatakat, mint pl. fentebb tettiik: a K > 0 esetben gémbi poléarkoordina-
takat, a K = 0 esetben Descartes-koordinatakat vagy gombi polarkoordinata-
kat és a K < 0 esetben hiperbolikus koordinatakat.

2. Ezutan azonos térkoordinatakkal indexeljiik az egyes izotrop megfigyelok vilag-
vonalain elhelyezked6 kiilonb6zé pontokat.

3. Az onkényesen bevezetett t idéparamétert, ami az egyes ¥; hiperfeliileteket
indexeli atcserélhetjiik egy tetszélegesen kivalasztott izotrop megfigyel6 orajan
mért 7 sajatidére, dt = dr/a(7). A homogenitas kovetkeztében barmely két
izotrop megfigyelé azonos sajatido-kiilonbséget mér ugyanazon két >, és Yy
térszert hiperfeliilet kozott.

A fentiek alapjan a homogén és izotrop Vilagegyetemnek megfelel6 g,, metrika,
az ugynevezett Robertson®~Walker %-metrika:

dip? + sin? 1 (df? 4 sin? 0d¢?), ha K >0, azaz k= +1
ds?> = —dr’+ a2(7'){ dip? + 1p%(d6? + sin® Od¢?), ha K=0, azaz k=0 |,
dip? 4 sinh? ¢ (d6? + sin? d¢?), ha K <0, azaz k= —1
(1.1.8.)

5Howard Percy Bob Robertson, amerikai matematikus és fizikus, 1903-1961
S Arthur Geoffrey Walker, angol matematikus, 1909-2001



ahol a K = 0 esetben most gémbi polarkoordinatakat hasznaltunk. A 0, +1 diszkrét
értékeket felvevo k paramétert az egyes térgeometriak megkiilonboztetése érdekében
vezettilk be. A homogenitas és az izotrépia megkdvetelése tehat azt jelenti, hogy
a térido metrikaja Robertson-Walker-metrika. Azt reméljiik, hogy az Einstein-
egyenletek alapjan tudjuk eldénteni, mi az ismeretlen a(7) fliggvény és milyen tipusi
a tér geometriaja.

1.2. A Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-térido
(FLRW-térido)

1.2.1. A Friedmann-egyenletek

A homogén és izotrop Vilagegyetem dinamikéjat az Einstein-egyenletek megoldasa-
val kaphatjuk meg, ha az egyenletekbe egyrészt behelyettesitjiik a Robertson-Walker-
metrikat, masrészt valamilyen fizikai modell alapjan behelyettesitjiik az anyag ener-
giaimpulzus-tenzoranak explicit alakjat. A Vilagegyetemet kitolt6 anyagrol némileg
leegyszertisitve azt mondhatjuk, hogy egymassal nagyon gyengén kolcsonhatd ga-
laxisokbdl all, amelyek ezért jo kozelitéssel szabadon esnek a Vilagegyetemben;
jo kozelitéssel 6k az egyiittmozgd megfigyelok, akik a Vilagegyetemet izotrépnak
latjak. (A newtoni felfogdsban azt mondanank, hogy a galaxisok kozott gravitdcids
kolesonhatds van. Az altalanos relativitaselmélet felfogasa szerint a galaxisok gra-
vitacios hatasuknal fogva meghatarozzék a téridé geometriai szerkezetét, és ezaltal
azokat a geodetikusokat is, amelyek mentén 6k maguk szabadon esnek.) Az ilyen
anyagot pornak (dust) nevezziik, amelynek az energiaimpulzus-tenzora

Tw = pugup, (1.2.9.)

ahol p az anyag energiasiirlisége a sajat nyugalmi rendszerében, u® pedig az egyes
porszemcsék, azaz egylittmozgd galaxisok sebességvektora, a korabbi megfontolasa-
ink szerinti izotrop, egyiittmozgd megfigyelok sebessége. A fenti energiaimpulzus-
tenzor specidlis esete az idedlis (nem surlodé) folyadék

Tw = pugup+ P(Gap + uatip) (1.2.10.)

energiaimpulzus-tenzoranak, amelyben szerepel a folyadék P nyomésa is. A por
tehat olyan ideélis folyadék, amelynek a nyomdsa zérus, P = 0. A (1.2.10.) energia-
impulzus-tenzor egyuttal a sugarzas (pl. az elektromagneses sugarzds és a neutriné-
sugdrzas) lefrdséra is alkalmas. A sugdrzdsban a P nyomds és az energiasiiriiség
kapcsolata P = p/3. A mai Vildgegyetemiinkben a kozmikus hattérsugdrzas elha-
nyagolhaté hanyadat képviseli a teljes energiastiriiségnek. A Vildgegyetemnek azon-
ban volt olyan korai szakasza, amikor a sugarzas hozzajaruldsa volt meghatérozo
a teljes energiastiriiségben. A Vildgegyetem fejlodésének korai idOszaka sugarzas
uralta korszak (radiation dominated epoch) volt, jelenleg a Vildgegyetem az anyag
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uralta korszakdban (matter dominated epoch) van. A (1.2.10.) kifejezés egyuttal
a homogén és izotrép kozeg energiaimpulzus-tenzoranak legaltalanosabb kifejezése.

Az elmondottak alapjan a
Gab = 871'Tab (1.2.11.)

Einstein-egyenletekbe tehat a (1.1.8.) metrikdt és az idedlis folyadék (1.2.10.) energia-
impulzus-tenzorat fogjuk behelyettesiteni.

Figyelembe véve, hogy az (1.2.11.) egyenlet mindkét oldaldn szimmetrikus
masodrendi tenzor &ll, ez 10 darab egyenletet jelentene. Mielott tovabblépiink,
vizsgaljuk meg, hogy az izotropianak milyen kovetkezményei vannak arra nézve,
hogy hény fiiggetlen egyenletiink van. Mivel a ¥; hiperfeliilletek mindentitt orto-
gonalisak az izotrép megfigyel6k idészerti geodetikusaira, ezért az energiaimpulzus-
tenzor és az Einstein-tenzor (idé-tér)-komponensei eltiinnek, T,,us® = 0, Gus® =
0. Az izotrépia részben azt jelenti, hogy a —T,,u’ energiadram-stirtiségnek nem le-
het zérustél kiilonbozé térszerti komponense. Ezért Gou’ idSszerti vektor, de akkor
Gputu® = G, az Einstein-tenzor (id6-id6)-komponense. A térbeli izotrépia tovabbi
kovetkezménye, hogy T, (tér-tér)-komponensei 3 x 3-as diagonalis matrixot alkot-
nak, amelyben a T, = T,;,5%s” diagonalis elemek azonosak, a nem diagonélis elemek
pedig zérusok. Ennek kovetkezménye, hogy ugyanez mondhaté el az Einstein-tenzor
(tér-tér)-komponenseirdl, G, = Gqs%s® diagondlis elemekkel. Végiil tehdt 2 darab
fiiggetlen egyenletet kapunk az Einstein-tenzor 2 fliggetlen komponensére, G,,-ra és
G y-ra:

G, = Guuub =8rT.. = 8mp,
G Gapss” = 87T, = 8TP. (1.2.12.)

Latjuk tehat, hogy a tér homogenitasdanak és izotropidjanak koszonhetéen csak 2
fliggetlen Einstein-egyenletiink van.

A kovetkez6 1épés, hogy meghatdrozzuk az Einstein-tenzor fliggetlen kompo-
nenseit felhaszndlva a Robertson-Walker-metrikat, majd azokat behelyettesitjiik a
2 fiiggetlen Einstein-egyenletbe. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk

3a? 3k
%’ — —dr(p+3P), (1.2.14.)

ahol a(7) a Robertson-Walker-metrika skélaparamétere, k = +1,0, —1 rendre pedig
a zart gombi, a lapos euklideszi és a nyilt hiperbolikus térgeometrianak megfelel
paraméter. Ezek a Vildgegyetem Friedmann’-modelljének egyenletei.

"Alexander Alexadrovich Friedmann, orosz (szovjet) fizikus és matematikus, 1888-1925
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Megjegyzés: A (1.2.13.) és (1.2.14.) egyenleteket G = ¢ = 1 egységrendszerben
irtuk fel. TetszOleges egységrendszerben érvényes alakjuk:

362 3kc?

3 3P

R pYe. <p + —2>, (1.2.16.)
a C

az FLRW-téridében a skalargorbiilet pedig

6 . ..
R = W(aa+a2+kc2). (1.2.17.)

Az egyszerliség kedvéért a k = 0 esetben vazoljuk a Friedmann-egyenletek levezetését. A
Christoffel-szimbélumok el nem tiné komponensei Descartes-koordinatakban:

T T T -
r,,=r.,,=17",, =aa,

a

I, =T, = Fyyr = Fyfy =I", =17, = a’ (1'2'18')
ahol @ = da(7)/dr. Ezeket felhaszndlva a Ricci-tenzor fiiggetlen komponensei:
3.. . 2 . 2
Ry =22 Ru=a Ry ==+ (1.2.19.)
a a a
A térid¢ skalargorbiilete:
. . 2
R = —Ry +3R.. = 6<9 + “—2> (1.2.20.)
a  a
Végiil pedig az Einstein-tenzor el nem tiiné komponensei:
1 342 1 20 a®
Grr=R;s+-R=—, Gu=R.u—-—-R=——7——. 1.2.21.
+ 2 a? 2 a a? ( )
Az Einstein-egyenletek ezért
3a>
=z = 5
20 a®
g = 8T P (1.2.22.)

alakot Oltenek. Az els6 egyenletbél kifejezhetjiik Z—z-t és behelyettesithetjiik a masodik egyenletbe,
amely akkor

36— _up(p+3P) (1.2.23.)
a

alakot oOlt.

A tovébbiakban érdemes lesz megoldani a Friedmann-egyenleteket két spe-
cidlis esetben, amikor a Vildgegyetemet (a) anyag, pontosabban P = 0 nyomdsu
por uralja, és amikor (b) P = p/3 nyomdst sugirzas uralja. Lemaitre® Fried-
manntol fiiggetleniil a Friedmann-megoldassal 1ényegében egyezo megoldédst kapott
a homogén és izotrép Vilagegyetem fejlédésére. Miel6tt azonban a Friedmann-féle
megoldas részletes targyalasara ratérink, tehetiink néhény kvalitativ észrevételt a
Friedmann-egyenletekkel kapcsolatban.

8Georges Henri Joseph Eduard Lemaitre, belga pap, csillagdsz és fizikus, 1894-1966
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1.2.2. A Hubble-torvény és a sztatikus Vilagegyetem kérdése. A koz-
molégiai allando

Ha a Vilagegyetemet szokasos viselkedésli anyag vagy sugarzas vagy ezek keveréke
uralja, akkor p > 0 és P > 0, és ekkor a Vilagegyetem nem lehet sztatikus.

Az emlitett esetben a (1.2.14.) egyenletbdl 1atjuk, hogy @ < 0, és akkor @ szigoriian monoton
csokkend. Ez tugy lehetséges, hogy vagy a < 0 és a Vildgegyetem 0sszehtizédo, vagy a > 0 és a
Vildgegyetem taguld, vagy az is el6fordulhat, hogy a tdguld Vilagegyetem egy adott idépillanatban,
amikor a = 0, tagulébdl 6sszehtizodova valik.

A homogén és izotrép Vilagegyetem tagulasa vagy Oszehtuzodasa a Hubb-
le’-torvénnyel jellemezheté: Ha R két tetszdleges izotrép megfigyeld (galaxis)
tavolsdga a Y, homogenitasi feliileten (a térben), akkor a megfigyelék (tavoloddsét
vagy kozeledését jellemz0) relativ sebesség

d T
b= d—f _ f((T;a(T) = H(r)R(7), (1.2.24)
ahol H(7) az tgynevezett Hubble-paraméter. Nyilvanvald, hogy a Hubble-para-
méter csak a térszerti 2, hiperfeliiletek mentén allandé, viszont véaltozik, ahogy telik
a 7 sajatido az izotrép megfigyel6k érajan. A Hubble-torvény fontos sajatsaga, hogy
a tér barmely két, egymastol adott R tavolsagra levo pontja azonos iitemben, az R
tavolsaggal ardnyosan valtozik. A tagulasnak vagy az 6sszehiizédasnak nin-
csen tehat centruma. Ez természetes kovetkezménye annak, hogy a Vilagegyetem
homogén, hiszen egy tagulasi centrum léte kitiintetett pont létezését jelentené a
Vildgegyetemben. A tavoli egyiittmozgd megfigyelOk relativ sebessége lehet v > c,
azaz meghaladhatja a vakuumbeli fénysebességet. Ez azonban nem mond ellent an-
nak az alapfeltevésiinknek, hogy sem részecske, sem sugdarzas, azaz az energianak
semmilyen formaja nem terjedhet gyorsabban a védkuumbeli fénysebességnél. A
galaxisok v relativ sebessége két kiilonbozo objektumra vonatkozo lokalis mérés
eredménye, nem valaminek a sebessége, hanem egy ,latszélagos” sebesség.

Induljunk ki abbdl, hogy a % hiperfeliileten levé 2 pont R(7) tdvolsdgdnak négyzete és az
egyiittmozgd r# koordinataik Ax# kiilonbsége altal meghatarozott Af? egyiittmozgé tavolsdgnégy-
zet kozti kapesolat R?(7) = a?(7)A¢?, ahol két egyiittmozgéd galaxis Al tavolsaga fiiggetlen a 7
sajatidotol. A fenti Osszefliggést differencidlis alakba irhatjuk:

2
2RIR = 2a(7)daA€2=2a(T)daR—

ok (1.2.25.)
ahonnan

dR da R R,

i a(T) (1.2.26.)

draz o
adddik, amit be akartunk latni.

A Hubble-térvényre és a Vildgegyetem tagulasdnak lehetOségére el6szor La-
maitre mutatott ra. Ezt az elméleti feltételezést, ami ugyancsak 6sszhangban van

9Edwin Powell Hubble, amerikai csillagsz, 1889-1953
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a Friedmann-egyenletek megoldasaval Hubble 2 évvel késébbi felfedezése, majd az
azota napjainkig folytatott egyre pontosodd megfigyelések igazoljék.

Megjegyzés: A Hubble-torvény felfedezésének jelentésége dridsi szemléleti
valtozast hozott vilagképiinkben: fel kellett adni a sztatikus Vilagegyetem
képét. Eredetileg Einstein azt remélte, hogy az altalanos relativitaselmélet szta-
tikus Vildgegyetem képét fogja szolgaltatni. Mivel a Friedmann-megoldas nem
ilyen volt, feltette a kérdést, hogy hogyan kellene ahhoz moédositani az Einstein-
egyenleteket, hogy legyen sztatikus homogén és izotrop megoldasuk. Ebbol a célbol
modositotta az Einstein-egyenleteket,

Gab“‘Agab = 87TTab, (1227)

azaltal, hogy feltételezte egy tovabbi alapveto természeti allando 1étét, a A koz-
mologiai allandéét.

Allit4s: Lovelock!® bebizonyitotta, hogy a G, Einstein-tenzor és a gu; metrika
linedris kombindciéja a legaltaldnosabb szimmetrikus, (kovaridns) divergenciamentes
méasodrendli tenzor, amely a metrikdbol és annak els6 és mésodik derivaltjaibél
képezhetd. A (1.2.27.) egyenlet tehat az Einstein-egyenletek legdltalénosabb olyan
modositasa, ami megorzi az eredeti egyenletek fobb tulajdonsagait.

Megjegyzés: Az Einstein-egyenletek (1.2.27.) mddositasaval elérhetd, hogy
létezzen sztatikus homogén és izotrop megoldas. A kozmoldgiai dllandd bevezetésé-
nek azonban nyilvanvaléan ara van, pl. modosul a lassi mozgas és gyenge gravitacié
hatéresetében Newton gravitacids torvénye. Abban lehet reménykedni, hogy ha
A értéke kicsi, akkor ezt az eltérést nem lehet megfigyelni. Az elgondolds masik
gyengéje, hogy A értékét finoman kell hangolni ahhoz, hogy 1étezzen a modositott

3a* 3k
3a
— = —An(p+3P)+ A, (1.2.29.)

Friedmann-egyenleteknek sztatikus megoldasa. Megmutattak, hogy ez a sztatikus
megoldas rdadasul még instabil is.

Megjegyzés: Az elméleti ellenérveknél azonban sokkal silyosabban esett lat-
ba a Hubble-torvény felfedezése. Egyértelmiisitette, hogy a Vilagegyetem
nem sztatikus. A Hubble-torvényt az utébbi kb. egy évszdazad alatt végzett
nagyszamu megfigyelés igazolja. Kellden aldtamasztott tehat, hogy feladjuk azt
az elképzelést, hogy a Vilagegyetemiink sztatikus. A megfigyelések azt igazoljak,
hogy a Vilagegyetemiink tagul, és a Hubble-allandé jelenlegi értéke kb. H =~
70(km/s)/Mpc. A kozmoldgiai dllandé bevezetésének eredeti indoka tehdt megsziint.

David Lovelock, angol fizikus és matematikus, 1938-
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A modern kozmolégidban tjra felmeriil a kozmolégiai dllandé bevezetése. A ta-
pasztalatok szerint a Vilagegyetem gyorsulva tagul. Ilyen eredményre a Friedmann-
egyenletek alapjan akkor juthatunk, ha P = —p allapotegyenletli, azaz negativ
nyomasu ,,valami” létezését képzeljiik el, ami homogénan kitolti a Vildgegyetemet,
avagy azt engedjiik meg, hogy bar nincsen jelen sem sugarzas, sem anyag, de a
vakuumot A # 0 kozmoldgiai allando jellemzi.

Csakugyan, a (1.2.28.) és (1.2.29.) egyenletek alapjan felfigyelhetiink arra, hogy a tdgulds
szempontjabdl a P = —p allapotegyenletii, hipotetikus idedlis folyadék ugyanolyan
szerepet jatszik (A = 0 esetén), mint anyag és sugirzis hidnydban (p = 0 mellett) a
A # 0 kozmoldgiai dllandé. Vegyiik az egyszerliség kedvéért a lapos tér (k = 0) esetét, és
tegylik fel, hogy A # 0 és p = 0. Ebben az esetben a (1.2.28.) és a (1.2.29.) egyenletek jobb oldalai
megegyeznek, igyhogy

d2

—ai = 22 (1.2.30.)
a a

ahonnan megolddsként a H = C =&ll. Hubble-paraméterrel jellemzett a(1) = €7 Gsszefiiggés

szerinti exponencialis tagulas adédik, amelynek soran a kozmolégiai allandotdl szdrmazéd energi-
asfiriséget gy azonosithatjuk, mint a py = A/87 = 3H?/87 &llandét. A gyorsulva taguldshoz az
sziikséges, hogy A > 0 legyen, s ekkor H = /A/3.

A kozmoldgiai dllandé szerepe tehat hasonld, mint a p = — P allapotegyenletii,
pozitiv energiasiirtiségii és negativ nyomasu vakuumé, mindketto gravitacids taszi-
tasnak felel meg a mai Vilagegyetem méretskalajan. A kozmoldgiai allandé, ill.
a vakuum kicsiny pozitiv (homogén) energiasiiriisége magyarazata lehet a s6tét
energidnak, ami a Vildgegyetem teljes energiasiiriiségének jelenleg kb. 70 %-at
teszi ki, azaz annak dontd tobbségét! A kozmoldgiai allandé értékének felsé korlatja
AR 1072 m2.

Megjegyzés: A (1.2.13.)-(1.2.14.) Friedmann-egyenletek megolddsa a > 0
esetén taguld. Mivel kozonséges anyag és sugarzas esetén p+3P > 0, ugyhogy a < 0,
ezért a tagulas sebessége annal nagyobb, minél korabbra megyiink vissza az idoben.
Ezzel kapcsolatban elmondhatjuk, hogy a Friedmann-modell, csak kozonséges anyag
és sugarzas jelenlétét feltételezve a Vilagegyetemben, lassulva taguld Vildgegyetemet
eredményez; nem tudja megmagyarazni a gyorsulva tagulé Vilagegyetemre vonat-
koz6 megfigyeléseket. Ehhez vagy a A # 0 kozmoldgiai allandé 1étezésére, vagy
P = —p allapotegyenletli ,,valami” jelenlétére van sziikség, barmi is legyen annak
fizikai magyarazata.

Megjegyzés: Nem zérus kozmoldgiai dllandé esetén a (1.2.28.) és a (1.2.29.) Fried-
mann-egyenletek tetszdleges egységrendszerben érvényes alakja:

3a2 3kc?

5 = 8nGp— =+ A, (1.2.31.)
3 3P

° —47TG<p—|——2> + A, (1.2.32.)
a C

az FLRW-térid6ben a skalargorbiilet pedig tovabbra is (1.2.17.).
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1.2.3. A Nagy Bumm

Ha elhanyagoljuk a homogén és izotrép Vilagegyetem a(7) skalaparaméterének gyorsuldsét,
azaz a =all. kozelitéssel éliink, akkor a Hubble-allando jelenlegi értékébél arra kell kovet-
keztetniink, hogy

a
T = —=— 1.2.33.
! (1.2:33)

idovel ezel6tt kezdodott a Vildgegyetem taguldsa, amikor a = 0 kellett legyen. Ez a
Vilagegyetem kezdete kb. T = 13,799 + 0,021 millidrd évvel ezel6tt olyan allapot volt,
amelyben barmely két pont tavolsdga zérus volt, az anyag energiastiriisége és a Vildgegye-
tem gorbiilete pedig végtelen volt. Ezt a kezdeti dllapotot nevezziikk Nagy Bummnak
(Big Bang).

A Nagy Bumm pillanataban a Vildgegyetem és az anyag egyetlen pontba volt Gssze-
huzédva. Nincsen értelme arrdl beszélni, hogy milyen volt a Vilagegyetem allapota a
Nagy Bumm el6tt, ezen szinguldris allapot el6tt. Ezt megel6z6en nem volt téridé sem,
ugyhogy a kezdet nem egy adott térben egy pontba Osszehtizédott anyagot jelent, amely
a robbandaskor az adott pontbdl minden irdnyban szétrepiil. Ez inkabb egy valddi szin-
gularis kezdet, amelyben egyszerre sziiletik meg a Vilagegyetem és vele egyiitt a téridé.
Leginkabb egy analdgidval tehetjiik szemléletessé a kezdetet, ill. annak az id6ébeli meg-
forditasat: vegyink egy léggombot, fessiink a gumihdartya felszinére egyenletes stirtiséggel
pontokat, majd kezdjiik el kiereszteni a gazt a léggémbbdl; ekkor a léggémb felszinének
2-dimenziés vilagaban ,,é16” megfigyel6 azt veszi észre, hogy minden pont végil egy pont-
ba keriil és a pontok feliileti stirtisége végtelenhez tart; ez a Vilagegyetem kezdeti szin-
gularitdsdnak valamiféle analogonja. A Friedmann-modellben a Nagy Bumm a taguld
homogén és izotrép Vildgegyetem fejlodésének kezdeteként adédik a megoldasbdl. Volt
szamos elméleti prébalkozas az altalanos relativitaselmélet keretében annak tisztdzasara,
hogy a kezdeti szingularitds csak a homogenitds és az izotrépia kovetelményének kovet-
kezménye, avagy akkor is meg kellett legyen a Vildgegyetem torténetében, ha a homoge-
nitds és az izotrépia nem teljesiilt. Késébb a kezdeti szingularitds kérdésével részletesen
fogunk foglalkozni. Most csak elérebocsatjuk, hogy a téridére és az anyagra vonatkozo
meglehetsen altalanos feltételek mellett a kozmoldgiai modellekben megjelenik a kezdeti
szingularitds. Erre vonatkoznak Penrosenak!! és Hawkingnak!? a tételei. Az dltaldnos re-
lativitaselmélet nagyon altaldnos feltevések mellett azt mondja tehat, hogy a Viligegyetem
fejlédése szingularitassal kezdddott. Természetesen a fizikusokban jogosan fogalmazddik
meg a kétség, hogy kielégité-e az altaldnos relativitdselmélet, mint olyan elmélet, amelyik
a Vilagegyetem fejlodését szingularis kezdettel inditja.

Altaldban a fizikdban bebizonyosodott, hogy a Természet nem ,kedveli” a szin-
gularitdsokat: ha azok megjelennek egy elméletben, akkor tobbnyire azt jelzik, hogy
nem megfelel6 a jelenség lefrasara tett prébalkozasunk. Ma az a sejtésiink, hogy az
altalanos relativitaselmélet a Vildgegyetem torténetében gondolatban visszafelé haladva
valamikor érvényét veszti. Nagyjabol akkor kovetkezhet ez be, amikor addig jutunk

H1Sir Roger Penrose, angol matematikus és fizikus, 1931-
12Stephen William Hawking, angol fizikus, 1942-
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a Vildgegyetem torténetének visszafejtésében, hogy annak mérete az {p = /hG/c3 =~
1,62 - 1073 m Planck-hossz nagysagrendjébe esik. A Planck-hossz egy olyan jellegze-
tes tavolsag, amit a kvantumfizikdban szerepld h ~ 6,63 - 10734 m?kg/s Planck-allandébél
(h = h/2m), a G Newton-féle gravitdcids allandébdl és a ¢ vdkuumbeli fénysebességbél lehet
dimenziondlis megfontolassal képezni. Azt gondoljuk, hogy a Planck-hosszal 6sszemérhetd
vagy annal kisebb méretskalakon a gravitacié és a kvantumfizika egyforman fontosak,
valdsziniileg maga a gravitacié is kvantumos természetii. Ha igy van, akkor a Nagy Bumm
a Vilagegyetemnek a gravitacié klasszikus fizikai elméletébdl extrapoldlt kezdete csupén.
A Vildgegyetem torténete azonban az extrapolalt kezdetet kovetd tp idGtartami Planck-
korszakban nem érthetd meg az altalanos relativitdselmélet keretében. Jelenleg a kvantum-
gravitacionak nem létezik kiforrott és fizikai-csillagaszati megfigyelésekkel igazolt elmélete.
Egy ilyen elmélet, ha egyszer rendelkezésre fog allni, mas megvildgitasba fogja helyezni
a Vildgegyetem fejlédésének a tp id6 el6tti szakaszat; vélhetOen a kezdeti szingularitds
problémajat is megoldja majd.

1.2.4. A Vilagegyetem energiasiiriiségének valtozasa

A Friedmann-egyenletek alapjdn az energiastiriiség jellegzetes médon valtozik a por és a
sugarzas altal uralt Vilagegyetemben. Por uralta Vildgegyetemben

pa® = A&l (1.2.34.)
sugarzas uralta Vildgegyetemben pedig
pat = &l (1.2.35.)

Osszefiiggés szerint valtozik a Vildgegyetem skalaparaméterével az energiastiriiség. A
(1.2.34.) osszefiiggés értelmében az egységnyi térfogatra esé porszemcesék (galaxisok) szdma
a3-nel forditott ardnyban csokken. A (1.2.35.) osszefiiggést pedig az magyardzza, hogy a
tdgulds sordn nemcsak az egységnyi térfogatra esé fotonok szdma csékken (szintén a®-nel
forditott aranyban), hanem a fotonok energidja is csokken a-val forditott aranyban, mert
a fotonok voroseltolodast szenvednek a tagulds soran.

A por és a sugdrzds energiastiriiségének a Vildgegyetem tdguldsa miatti valtozdsa
a kovetkezoket jelenti. ElGszor is a kezdeti a — 0 korszakban a sugarzds domindlja a
Vilagegyetemet. Masodszor, mivel kezdetben a sugarzas uralja a Vildgegyetemet, ezért
elkévetkezik a Nagy Bummot (7 = 0) kévetéen egy 7., pillanat, amikor megegyezik
a por és a sugarzas energiastriisége, hiszen a sugdrzas energiasiiriisége a tagulds soran
gyorsabban csokken, mint a poré. A sugarzds és a porszerii anyag energiastiriiségének
egyenlésége kb. 7., &~ 10° évvel a Nagy Bumm utédn kovetkezett be Vildgegyetemiinkben.
A késobbiekben, azaz T > 7., esetén mdar a por uralja a Vildgegyetemet egészen addig,
amig — allando6 tagulds esetén — elkovetkezik majd egy pillanat, amikor a tagulds miatt a
por energiastiriisége kisebbé valik, mint a s6tét energia slirlisége. Ekkor az utébbi veszi at
az uralmat a kiliresedett Vilagegyetemben.

Szorozzuk meg a (1.2.13.) egyenletet a’-tel, majd derivaljuk mindkét oldaldt az izotrép
megfigyel6k 7 sajatideje szerint. Az igy kapott egyenletbe helyettesitsiikk be d-nak a (1.2.14.)
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1. abra. Az energiasiiriiség egyes Osszetevéinek alakuldsa a Vilagegyetem tagulasa
SOran: a SUZArzas prqq energiasiiriisége (pontozott vonal), a por pg.s energiasiiriisége
(folytonos vonal) és a sotét energia pg. stirlisége (szaggatott vonal); 7., és 7o rendre
a (sugarzds - por) és a (por - sOtét energia) stlirliségei egyezésének pillanatai.

egyenletbdl kifejezett alakjat. Ekkor azonos dtalakitasok utédn a
) a
p+3a(p+P) =0 (1.2.36.)

egyenletet kapjuk.

Por uralta Vildgegyetemben a nyomas zérus, P = 0, tigyhogy
p=—3Hp=—-3%) (1.2.37.)
a
adédik, ahonnan

= —-3- 1.2.38.
3&7 (1.2.38.)

SR RS

azaz pa’ =4l
Sugérzas uralta Vildgegyetemben a nyomds P = p/3, ugyhogy
P 4l
o= i (1.2.39.)
ahonnan pa* =4ll. adédik.

Ezt a fejezetet azzal zarhatjuk, hogy ha a tdgulds tovabb folyik (mint a & = 0
és k = —1 esetekben), akkor el kell jonnie annak a Nagy Bummot kovetd 7 pilla-
natnak, amikor az anyag (a por) energiasiiriisége a sotét energia siirtisége ald esik.
Ettol kezdve a sotét energia és a vele jard gravitacids taszitds uralja a kiiirese-
dett (1ényegében elhanyagolhaté anyagsiiriiséget és sugdrzasi energiasiirtiséget tar-
talmazo) Vildgegyetemet.

1.2.5. A taguld Vilagegyetem joviGje

A Friedmann-egyenletek alapjan elorejelezhetjiik a Vilagegyetem jovojét, ha az je-
lenleg tagul. Tegyiik fel, hogy az anyag P > 0 nyomdsi. Ekkor kiilonb6z6 k térgeo-
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metridk esetén a Vilagegyetem az alabbi viselkedést mutatja a jovoben.

1. A k=0 esetben (lapos térgeometria) a (1.2.13.) egyenlet 3a*> = 8mpa? alakba
frhaté 4t. A 7 — oo hatéresetben p legaldbb olyan gyorsan csokken, mint 1/a?,
azaz pa* ~ 1/a — 0 az egyenlet jobb oldalan. Ez azt jelenti, hogy a — 0, ha
7 — 00. Ilyenkor a Vilagegyetem orokké tagul, de a tagulas sebessége zérushoz
tart.

2. A k = —1 esetben (hiperbolikus térgeometria) a (1.2.13.) egyenlet 3a* =
8mpa’® + 3 alakba frhaté. Mivel 7 — oo esetén a jobb oldal els6 tagja zérushoz
tart, a tavoli jovében a — +1 adddik. A Viladgegyetem ekkor is 6rokké tagulni
fog, a tagulas sebessége allandova valik.

3. A k = +1 esetben (goémbi térgeometria) a (1.2.13.) egyenlet 3a*> = Smpa? —
3 alakba irhaté at. Ahogy 7 no, az els6 tag csokken, és ezért létezik a
skdlaparaméternek olyan kritikus a. = +/3/(8mp) értéke, amikor a tagulas
sebessége zérussa valik. Mivel az egyenlet jobb oldaldnak pozitivnak kell len-
nie, ezért teljesiilnie kell az a(7) < a. egyenl6tlenségnek. A Vildgegyetem
skalaparamétere tehdat nem néhet korlatlanul. Amikor a Nagy Bumm utani
tagulds soran eléri az a. kritikus értéket, ami az a paraméter maximalis értéke,
akkor a(7) elkezd csokkenni. A Nagy Bumm utdn véges idével a skdlaparaméter
ismét zérussa valik, a = 0 lesz. A zart gombi Vildgegyetem torténete szingu-
laritdssal ér véget, ez a ,,Nagy Zutty” (Big Crunch).

Mindezeket a kvalitativ jegyeket kozvetleniil ki lehet olvasni a numerikus ered-
ményekbol, ha megoldjuk a Friedmann-egyenleteket. Akar por, akar sugarzas uralja
Vildgegyetemet, ismerjiik az anyag P = P(p) dllapotegyenletét, ami rendre P = 0 és
P = p/3. Felhasznaljuk tovabba, hogy a por és a sugarzas uralta Vildgegyetemben
rendre 8mpa’/3 = C =4ll. és 8mpa’/3 = C' =4ll. Ekkor a (1.2.13.) egyenlet rendre

C
@ ——+k = 0, ha P=0, (1.2.40.)
e,
@ ——+k = 0, ha P=p/3 (1.2.41.)

alakot 6lt. A (1.2.14.) egyenlet mar nem fiiggetlen, miutén felhasznéltuk a p = p(a)
fiiggést. Rendre a fenti kdzonséges elsorendii differencidlegyenleteket kell megoldani
a(0) = 0 kezdofeltétellel.

Megjegyzés: A csillagaszati megfigyeléseinkbdl arra kell kévetkeztetniink, hogy
Vildgegyetemiink jelenlegi energiastirtiségének kb. 70 %-at sotét energia teszi ki, amely-
nek nem ismerjiik a mibenlétét. Az anyagnak ez a komponense gyenge és a térben homogén
gravitdcios taszitast eredményez. A sotét energia természetes jeloltje lehet a kicsiny A > 0
kozmologiai dllandd, aminek magyarazatat esetleg a bozonikus és fermionikus kvantum-
mezOk zérusponti energiainak osszjatéka jelenti. Egy masik elképzelés szerint a s6tét ener-
gia negativ nyomasu, P = wp (w < 0) allapotegyenletii idedlis folyadékként képzelhetd el,
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a[) k=-1
k=0
k= +1
0 |
0> 1, % T
NB NZ

2. abra. A Friedmann-egyenlet megoldasainak kvalitativ szemléltetése nyilt hiperbo-
likus (k = —1), nyilt euklideszi (k = 0) és zart gdmbi (k = +1) térgeometria esetén;
NB a Nagy Bumm, NZ a Nagy Zutty jelclésére szolgal. A jelentiinket 7y illusztréalja
az ido-tengelyen.

ahol w értéke id6ben lassan valtozik, ez az dgynevezett kvintesszencia. A w = —1 eset
pontosan olyan idedlis folyadéknak felel meg, ami fizikai hatdsdban megegyezik a A > 0
kozmoldgiai alland6 hatasaval, ha mas anyag nincsen jelen.

Vegyitkk a k =0, p = P = 0és A > 0 esetet. Ekkor a (1.2.29.) egyenletbdl d =
Aa/3 > 0, azaz a tagulds gyorsuld, a (1.2.28.) egyenletbdl pedig H = /A /3 =4ll. Hubble-
paraméter adddik. Ez jellemezheti a kitiresedett Vilagegyetem tagulasanak késéi szakaszat,
amikor 7 > 7¢.

Hasonlé eredményre jutunk a k = 0, P = —p (w = —1) és A = 0 esetben. Ekkor
a (1.2.13.) és a (1.2.14.) egyenletek jobb oldalai megegyeznek 8mp/3-mal, tgyhogy ismét
a (1.2.30.) egyenletet és annak a(7) = e“T megolddsit kapjuk és H = C =4&ll. a Hubble-
allandé. Mésrészt a (1.2.13.) egyenletbdl p = 3H? /8t =4ll. energiastirtiség adodik. A
(1.2.14.) egyenlet értelmében & = (87p/3)a = const.ef’™ pozitiv, a tdgulds most is gyorsulé.

Az Emberiséget joggal izgatja a kérdés, hogy a Vildgegyetem, amelyben éliink,
melyik esetet valdsitja meg. Orokké fog-e 1étezni, avagy szingularis véget fog-e érni.
Az tjabb megfigyelések azt latszanak alatdmasztani, hogy a Vilagegyetem lapos
térgeometriaju. Ha ez igy van, akkor a Vildgegyetem tagulasa orokké fog tartani.
Meg kell azonban jegyezni, hogy jelenleg a Vildgegyetem fejlodésének olyan sza-
kaszaban van, amikor a Nagy Bumm utani feljodésben még alig jelent kiilonbséget
az, hogy melyik térgeometria valosul meg. Ezért a megfigyelések hibahatarait is fi-
gyelembe véve nem lehet egyértelmii kijelentést tenni a Vildgegyetem jovGjére nézve.

1.2.6. A kozmolégiai voroseltolédas
Az, hogy a Vildgegyetem a(7) skalaparamétere hogyan fiigg az egyiittmozgd megfi-

gyelok 7 sajatidejétol, meghatarozza a fény gravitacios voroseltolédasanak mértékét
a taguld Viladgegyetemben. Jelolje a téridé P, pontja azt az eseményt, amikor az
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3. dbra. Az O egyiittmozgo megfigyeld altal P; eseményként kibocsatott w; frek-
venciaju fényjel P eseményként megérkezik az Oy egylittmozgd megfigyelohoz, aki
azt wy frekvencidjunak észleli, mikozben a Vilagegyetem taguldsa miatt a fényjel
voroseltolodast szenvedett. A szaggatott vonalak a X, és X, térszeri hiperfeliile-
teket illusztraljak.

1-es egylittmozgd megfigyeld (sajat lokalis mérése szerint) wy frekvencidji fényjelet
bocsat ki, és a téridé P, pontja azt az eseményt, amikor ezt a fényjelet a 2-es egytitt-
mozgd megfigyel6 (sajat mérése szerint) wy frekvencidjunak észleli. Legyen P, € ¥,
és P € ¥,,, ahol » > 71. Ekkor a frekvenciak hanyadosara fennéll az

Wi a(72)
Wa CL(T1>

(1.2.42))

Osszefiiggés. A tdguld Vildgegyetemben a(my) > a(7), ezért wy < wy, azaz az észlelt
frekvencia kisebb, mint a kibocsatott frekvencia, azaz a fény frekvencidja a voros
felé tolodik el. Ez a gravitacidés voroseltolédas jelensége.

Legyen u{ és u§ rendre a két, idészerti geodetikuson mozgéd megfigyel6 sebességvektora,
k® pedig a fényjel hullimvektora, azaz annak a null-geodetikusnak az érintévektormezeje, amely
mentén a fény az 1-es megfigyel6tdl eljut a 2-es megfigyel6hoz. Az egyes megfigyelék dltal mért
frekvencidk rendre wy = —kqud és we = —koul. Az izotrépia miatt létezik £ térszerti Killing!3-
vektormez§ (az adott irdny koriili elforgatdsokat generdlé egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport
orbitdjanak érintévektor-mezeje). A Killing-vektormez6nek és barmely geodetikus érintévektor-
mezejének skaldrszorzata dllandé a geodetikus mentén, dgyhogy (k%&,)|p, = (k%&.)|p, azon null-
geodetikus mentén, amelyen a fényjel eljut P;-bdl Po-be. Tudjuk tovabba, hogy k* fényszerii vektor,
ezért id6iranyu vetiiletének nagysiga meg kell egyezzen a térirdnyu (azaz a ¥;-re vett) vetiiletének
nagysdgaval, vagyis —kquf|p, = kaf®/(E%6)"?|p, és —kauglp, = ka&®/(€6)'/?|p,. A Killing-
vektor hossza pedig a skilaparaméter novekedésével ardnyosan nd, (£°€,)'/2|p, /(€%€)Y?|p, =
a(71)/a(12). Mindebbdl kovetkezik, hogy

wi kuflp k&Y

wy  keu§lp,  (€0&)1/2

_ (€)' p, _ alm) (1.2.43.)

P (E&)V2|p aln)’

(£°6)"/>
Py kf'aga

amit be akartunk latni.

BWilhelm Karl Joseph Killing, német matematikus, 1847-1923.
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Megjegyzés: A graviticiés voroseltolodas a téridé gorbiileti sugardhoz (=
1/H) képest kicsiny kiterjedésti térid6-tartomdnyokban Doppler'*-effektusként is
értelmezheto.

Ilyenkor elhanyagolhatjuk a téridé gorbiiletét. Ugy érvelhetiink, mint a klasszikus fizikaban.
A 2-es megfigyel6 sajat lokdlis inerciarendszerébél nézve azt latja, hogy a fényforras a tagulas
kévetkeztében tdvolodik, de a tdvolodds vy = HR = R/(1/H) < 1 sebessége kicsinynek tekinthetd,
ahol R a megfigyel$ és a fényforras tavolsaga. A megfigyelt és az észlelt frekvencia kiilonbsége az
emittdlt frekvencia (v/c)-szerese (¢ = 1),

w1 —wy = vyw = HRuws, (1.2.44.)

ahol elhanyagoltuk a Hubble-paraméter véltozasat. Kellden kicsiny téridé-tartoményban a ki-
bocsétés és az észlelés kozotti idé is kicsi, o — 1 < 1/H. Ekkor a = [a(72) — a(m1)]/(2 — 1) =
[a(72) — a(71)]/ R, dgyhogy

w2 L W) —aln) . aln)
-2 HR~ TR =1 = o,

(1.2.45.)

ahonnan visszakapjuk a vordseltolodasra a korabbi eredményt. Vegyiik észre, a helyes eredményt
csak akkor kapjuk meg, ha — mint azt kovetkezetesen tenniink kell — az a(7) paramétert a Po
pontban fejtjiik sorba, hiszen a 2-es megfigyel6 lokalis inerciarendszerébdl nézziik az eseményeket.
Koréabbi bizonyitasunk azonban altaldnos érvényti, barmilyen nagy téridé-tartoményban érvényes.

Megjegyzés: Be szokés vezetni a z voroseltolédasi tényezot,

oo iz _adm) e (1.2.46.)
W a(m)

A Hubble-torvényt is ebben az alakjaban fedezte fel Hubble. Az 1 + z paraméter
lényegében azt méri, hogy hanyszorosa most a Vilagegyetem skdlaparamétere az
akkori értékének, amikor a most észlelt sugarzast a tavoli objektum kibocsatotta.

1.2.7. A horizontok

Alapvet6 kérdés, hogy a Vilagegyetem mekkora részérol kaphat egy megfigyel6 in-
formaciot, és az is, hogy a megfigyel6 fizikai torténései a Vilagegyetem mekkora
tartomanyanak torténéseire lehetnek kihatassal. Egy masik fontos kérdés, hogy
a gorbilt Vildgegyetem mekkora tartomanya tekintheté jé kozelitéssel laposnak.
Ezekkel a kérdésekkel kapcsolatosak a kiilonboz6 horizont-fogalmak.

o A részecske-horizont

Tegyiik fel azt a kérdést, hogy egy tetszolegesen kivalasztott O izotrép megfi-
gyelo elvileg mennyire tudja megfigyelni a Vildgegyetemet. A Vildgegyetemrdl
tetszoleges O izotrop megfigyel6 torténetének P € M eseménye pillanataban

4 Christian Andreas Doppler, osztrak matematikus és fizikus, 1803-1853.
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4. dbra. A részecske-horizont sematikus dbraja a FLRW-téridé konform diagramjén;
n a konform id6, x az egyiittmozgd koordinata. A szaggatott vonalak azon izotrép
megfigyelok vildgvonalai, akiknél tavolabbi megfigyeloktol az O izotrép megfigyelo
nem kaphatott a jelen 7y pillanatig fényjeleket (a 0 < 7 < 7 intervallum megfelel a
véges 1. < n < 1o intervallumnak). A szaggatottan jelolt vildgvonalak jelolik ki azt
- az egylttmozgo tavolsagban ¢, sugaru — tartomanyt a >, térszerti hiperfeliileten,
amelynek hatara a jelenlegi részecske-horizont.

rendelkezhet valamilyen mérési tapasztalattal. A maximaélis mérési tapaszta-
lata azokbdl a, legfeljebb vakuumbeli fénysebességgel terjedo jelekbdl tevodhet
ossze, amelyeket mas izotrép megfigyelok kiildtek, és amely jelek elérték az O
megfigyel6t eddigi torténete soran, azaz a P esemény 7y pillanataban, vagyis
a jelenben, vagy azt megel6zoen.

Definicié: Legyen a Vildgegyetem kora 7, az ennek megfeleld térszerii hiper-
feliilet 3,, C M. Ekkor a részecske-horizont az a hatarfeliilet a téridében,
amely az O izotrép megfigyel6 vildgvonalanak P € ¥, pontjabdl , lathatd”
és ,,nem-lathato” izotrép megfigyelok vilagvonalait elvalasztja. ,,Lathatd”, ill.
,,nem-lathato” megfigyelén rendre olyan izotrép megfigyel6t értiink, aki tu-
dott, ill. nem tudott olyan fényjelet kiildeni, amely elérte az O megfigyelot a
P esemény pillanataban vagy annal korabban.

Az ember azt hihetné, hogy a homogén és izotrép Vilagegyetem kezdeti kor-
szakaban minden megfigyelé tudott jeleket cserélni minden masikkal, hiszen
a Vilagegyetem kora véges, és kezdetben egyetlen szingularitdsbdl indult a
fejlodése. Valéjaban ez még sincsen igy. A FLRW-téridében mindig
létezik részecske-horizont, ha a Vilagegyetemet sugarzas, por vagy
pornal nagyobb P > 0 nyomdasd anyag uralja.

A helyzet elemzéséhez érdemes bevezetni az izotrép megfigyel6k T sajatideje helyett az n

konform idét,
T dT/
= - 1.2.47.
v = [ (1247)

azaz dn = dr/a(7). Itt 70 helyett 7 jeloli a Vildgegyetem véltozd kordt, tovabba a FLRW-
modellben a Vildgegyetem torténete a Nagy Bummal kezdédik, tigyhogy 7; = 0. A ds? =
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—d7? + a?(7)dl* Robertson-Walker-metrika ennek segitségével dtirhaté
ds* = a*(n)(—dn* + d?) (1.2.48.)

alakba. Azt mondjuk, hogy ez a metrika konform lapos metrika, mert g, — agas
konform transzforméciéval kaphaté meg a Minkowski-metrikabol. A Robertson-Walker-
metrika szerint ezért a vektorok pontosan akkor idGszeri -, térszerii - vagy null-vektorok,
ha a Minkowski-metrika szerint is azok. A részecske-horizontnak P-t6l egyiittmozgé koor-
dindtdkban mért tdvolsaga £,(n) =n — n;, aminek a

dp(t) = a(T)/T% (1.2.49.)

fizikai tdvolsig felel meg. Az, hogy az O megfigyel§ a P esemény pillanataig kaphatott-e
jeleket az Osszes tobbi izotrop megfigyelotdl, vagy azoknak csak egy részétol, attol fligg,
hogy a fenti konform transzformécié az FLRW-téridét az egész Minkowski-téridére, vagy
annak csak egy tartomanyara képezi le. Ez azon mulik, hogy az n konform idé mekkora
intervallumot fut be, amig a 7 ,,fizikai” id6ében a P eseménynek megfelel6 pozitiv értéktol
haladunk visszafelé a 7 — 7; = 0 pillanatig, a Vilagegyetem kezdetének pillanataig. Ha
7 — 0 hatdresetben 1 — —oo, akkor a térben O-t6l végtelen (egyiittmozgd koordindtdkban
mért) tdvolsdgra (¢ = [dl¢ — oo) elhelyezkedd megfigyel6k is tudhattak P-be fényjelet
kiildeni, ha azt konform idében n = ¢ — —oo pillanatban bocsatottdk ki. Ha 7 — 0
esetén 1 — 1. véges értékhez tart, akkor a FLRW-térid6t a fenti konform transzformacio a
Minkowski-téridonek csak az 1 > 1. tartomanyara képezi le. Ekkor az egyiittmozgé izotréop
megfigyelok koziil csak azok tudhattak fényjelet kiildeni P-be, akiknek O-tdl egyiittmozgd
koordinatakban mért tavolsaga ¢ < n..

A részecske-horizont létezése tehat attol fligg, hogy a konform idét definiald integral divergél
vagy konvergdl a 7 — 0 hatdron. Az utébbi pedig azon mulik, hogy hogyan véltozik az
a(7) skélaparaméter az egyiittmozgd megfigyeldk érain mért 7 sajatids, azaz a fizikai id§
fiiggvényében. Az a(7)-fuggvény a Friedmann-egyenletek megolddsa, alakjit a térgeometria
(k értéke) és a Vildgegyetem anyagdnak Osszetétele hatdrozza meg. Vegyiink sorra néhdny
tanulsagos esetet:

1. Por wralta (tdguld) Vildgegyetem és lapos térgeometria (k = 0) esetén a (1.2.40.)

egyenletbdl
o = VCaV? = ?xr, = axt?? (1.2.50.)
adédik, tgyhogy
n / 2B o 713 730 0. (1.2.51.)
0

Ekkor a (1.2.47.) integral konvergens, tehét 1étezik részecske-horizont. Ha a Vildgegye-
tem anyaga nem por, hanem P > 0 nyomadasd mas anyag, akkor meg lehet mutatni,
hogy a(T) > apor(7), Ugyhogy ekkor is konvergens az integral és létezik a részecske-
horizont.

Por uralta Vildgegyetemben hiperbolikus térgeometria (k = —1), ill. gémbi térgeomet-
ria (k = +1) esetén a 7 — 0 hatdresetben a (1.2.40.) egyenlet jobb oldaldn &ll6 (k-t
tartalmazd) masodik tag elhanyagolhatévd valik a végtelenhez tarté elsé tag mellett.
Ezért a (1.2.47.) integral viselkedése a 7 — 0 hatdresetben ugyanaz lesz, mint a lapos
geometria esetén. Tehat ekkor is 1étezik a részecske-horizont.

24



2. Sugdrzds uralta lapos Vildgegyetemben a (1.2.41.) egyenlet alapjin
a = VCa ' = ddxr1, = axt/23%0. (1.2.52.)

Innen latjuk, hogy szintén létezik a részecske-horizont.

A hiperbolikus és gombi térgeometridk esetén a (1.2.41.) egyenlet jobb oldaldnak
masodik tagja ugyancsak elhanyagolhatova valik az els6, végtelenhez tarté tag mellett
a 7 — 0 hataresetben. fgy a viselkedés megint azonos lesz, mint lapos térgeometria
esetén, vagyis 1étezik részecske-horizont.

Megjegyzés: A gombi térgeometria zért Vildgegyetemet jelent, azaz véges térfogati Vilag-
egyetemet. Ekkor jogosnak tiinik az a kérdés, hogy megsziinik-e a részecske-horizont 1étezése
a Nagy Zutty pillanatdban. Be lehet 14tni [1], hogy por uralta zart Vildgegyetemben va-
lamely izotrép megfigyeld altal a Nagy Bumm pillanataban kibocsatott fény éppen féluton
tart a zart Vilagegyetem koriiljarasdban, amikor annak maximdlis a kiterjedése, azaz a
Nagy Zutty pillanatdig teljesen korbejarja a Vilagegyetemet. Ezért a Nagy Zutty pilla-
natdban megsziinik a részecske-horizont létezni. Ebben az egyetlen pillanatban az O meg-
figyel6 barmelyik irdnyba is néz, észlelhet olyan fényjelet, amelyet barmelyik mésik izotrép
megfigyel6 bocsatott ki.

A por uralta zart Vilagegyetem torténetének végso, szingularitast jelentd pil-
lanatat leszamitva tehat mindig létezik részecske-horizont a sugarzas, por, ill.
pornal nagyobb P > 0 nyomasu anyag altal uralt FLRW-Vilagegyetemben.
A részecske-horizont nagysdgrendje hasonléan becsiilheté meg, mint a Vilag-
egyetem 7y kora. Ha elhanyagoljuk a skalaparaméter idofiiggését, akkor a
részecske-horizont fizikai mérete

aly = an. ~ a2 = 7y~ 1/H. (1.2.53.)
a

A részecske-horizont nagysagrendje tehat a Hubble-paraméter reciprokanak
nagysagrendje (c = 1 valasztéds esetén).

Az esemény-horizont azt mondja meg, hogy a 7y korid Vilagegyetemben
mekkora annak a tartomanynak a kiterjedése, ahonnan a 7y pillanatban inditott
fényjelek még elérhetik a P megfigyel6t a Vilagegyetem teljes tovabbi torténete
soran.

Legyen a Vildgegyetem mindenkori kora a konform idében 7 és legyen 7,4, a Vildgegyetem

torténetének vége. Ekkor az esemény-horizontnak P-t0l egyiittmozgé koordinatakban mért
tavolsdga £.(1) = Nmas — 1, Ugyhogy az esemény-horizont fizikai tavolsiga

d(r) = a(T)/TW%. (1.2.54.)

Itt a FLRW-modellben lapos és hiperbolikus térgeometria esetén 7,4, — 00, gombi térgeo-
metria esetén 7,4, véges, a Nagy Zutty pillanata.

A Hubble-horizonton a mindenkori H Hubble-paraméter reciprokaval azo-
nos dg(7) = H™! tavolsdgot értik. Az elébb lattuk, hogy a részecske-horizont
a Hubble-horizont nagysagrendjébe esik. Masrészt a FLRW-téridé gorbiileti
sugara kozelitéleg H~!.
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A FLRW-modellben a skaldrgorbiilet R = 6(2 + H? + %). Ha a jobboldali zérdjeles ki-
fejezésben elhanyagolhat6 az els6 és az utolsé tag a mésodik tag mellett, akkor az allitas
teljesiil. Lapos vagy hiperbolikus térgeometria esetén a Vildgegyetem kés6i kordban ez jé

kozelitéssel teljesiil.

Megjegyzés: A részecske-horizont 1étezése a FLRW-Vilagegyetemben sajitos prob-
lémat vet fel a Vilagegyetem kezdeti dllapotéval kapcsolatban. Nevezetesen a kozmikus
mikrohulladmt hattérsugarzas nagyon alapos tanulmanyozasa soran arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy a Vilagegyetem igen nagy pontossdggal homogén és izotrép volt, amikor
a sugarzas lecsatolédott az anyagrol. Mi magyardzza ezt a nagyfoku homogenitast és
izotrépiat? Naivan azt varnank, hogy a megsziiletése utdn rendkiviil nagy energiasiirtiségii
Vildgegyetemben jelentds egyenetlenségek (véletlenszerti, kaotikus siirtiségfluktudcidk) vol-
tak. Altaldban az anyag inhomogenitasai véletlenszerii iitkdzésekben, a globalis termikus
(vagy termodinamikai) egyensily elérésével egyenlitédhetnek ki. Ez azonban valészintitlen
mechanizmus olyan Vildgegyetemben, amelyben létezik részecske-horizont. Utébbi esetben
ugyanis a Viladgegyetem kiilonboz6 darabkai nem tudnak egymassal kolcsonhatasba 1épni.
A Vilagegyetem nagyfokd homogenitdsanak és izotrépidjanak tehat valamilyen maés oka
kell legyen. T6bbféle elgondolés sziiletett az okokat illetéen. Az egyik szerint altalunk is-
meretlen okbdl a Vilagegyetem eleve homogén és izotrép allapotban sziiletett meg. Ez elég
valészintitlennek t{ind feltevés, de van olyan kozmolégiai modell, amely erre épit (a Pen-
rose altal megfogalmazott Ciklikus Konform Kozmolégia (Cyclic Conform Cosmology)),
és képes magyarazni a Vildgegyetemre vonatkozé eddigi ismereteinket. Egy masik, Mis-
ner'® nevéhez fiiz6dé elgondolds abbdl indult ki, hogy kezdetben a Vildgegyetem nagyon
kiilonbozott a FLRW-féle modelltdl és nem létezett benne részecske-horizont. A kezde-
ti inhomogenitasnak és anizotrépianak taldn olyan mechanizmusok révén kellett volna
lecsengenie, mint az anyag viszkozitdsa vagy a kvantumos részecske-keltés visszahatdsa.
Nem sikeriilt azonban megnyugtaté magyarazatot talalni arra, hogyan csengett volna le
az anizotropia, és hogyan tudott volna egy kezdetben kaotikus allapot egy homogén és
izotrop allapotba fejlédni. Az is az elképzelés ellen szdl, hogy a nagy méretskalan kez-
detben jelenlevo anizotrépia gravitacidésan onkolcsénhatéd rendszerekben nem csokkenni,
hanem noéni szokott. Pontosan ez magyarazza, hogy a sugarzas lecsatolodédsa idején jelen-
levé kb. 1075 relativ amplitudéji (azaz kb. 0,001 %-os) stirtiségfluktusciokbdl kialakult
a mai Vildgegyetem nagyléptékii szerkezete a maga kozmikus méretii iiregeivel és falaival.
Utébbi idében az az elképzelés tiinik rendkiviil sikeresnek a megfigyelések magyarazata
tekintetében, amelyik abbdl indul ki, hogy a Viladgegyetem fejlédésének korai szakaszdban
oriasi mértékben felfivodott. Ez akkortajt torténhetett, amikor a Vilagegyetem kora kb.
a 7p Planck-id6 nagysagrendjébe esett vagy kevéssel azutan. Ekkor az a skalaparaméter
eredeti értékének kb. €90 —e70-szeresére nétt meg viszonylag rovid idé alatt, amivel egyiitt
a részecske-horizont is hasonlé aranyban megnétt. Ez tette lehet6vé, hogy a kezdetben
kaotikus Vildgegyetem homogén és izotrop allapotba fejlédjon. Az utdbbi elképzelés a
Felfavédo Vildgegyetem modelljében (Inflationary Universe) fogalmazdédott meg, amely-

15Charles W. Misner, amerikai fizikus, 1932-
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nek létrejottében Guth'®, Linde!”, Starobinsky!® és Steinhardt!? jatszottak meghatarozé
szerepet.

Megjegyzés: Az anyagrdl és az alapveto kolesonhatasokrdl a fizika eddigi fejlédése
soran szerzett ismereteink alapjan a Vildgegyetem fejlodését megbizhatéan nyomon tud-
juk kévetni egészen a Nagy Bumm utdni kb. 107'% s-tél napjainkig, feltételezve hogy
mindvégig a Robertson-Walker-metrika volt érvényben. Ezt nevezziik a Vildgegyetem
fejlédését leiré Standard Kozmolégiai modellnek. Ennek a modellnek egyik lényegi
vonasa, hogy kezdetben a Vildgegyetemet a sugédrzas uralta, majd bekovetkezett egy
pillanat, amikor a kondenzdlt anyag energiasiirisége egyenlové valt a sugarzas energi-
aslirtiségével. Ezutdn a kondenzilt anyag uralta a Vildgegyetemet. A Standard Koz-
moldgiai modell elsédleges célja az altalunk ,,ma” lathaté Vilagegyetem megértése. Minél
messzebbre latunk el a térben mai egyre fejlettebb tavesoveinkkel, annal korabbra néziink
vissza a Vilagegyetem torténetében. Az égboltba ,,belenézni” nem ma4as, mint egy nagy
id6utazast csinalni.

A Nagy Bumm uténi kb. 107'* s az az idépillanat, amikor a Vildgegyetem kb.
10 TeV hémérsékleti volt. Az elektrogyenge és erés kolcsonhatas Standard Modellje
mar érvényes volt, de még joval nagyobb volt a hémérséklet, mint az a kb. 100 GeV,
amelyen az elektrogyenge kolcsonhatds szimmetridgjanak spontan sériilése bekovetkezett.
Ennél korabbi idoszakra azért nem tudunk igazan megbizhatéan extrapolalni, mert nem
ismerjiik, milyen fizikai torvények és kolcsonhatdsok érvényesek a 10 TeV feletti ener-
giaskaldkon. A Vildgegyetem sugdrzas uralta idészakaiban hasznédlhatjuk a kozmikus
hattérsugarzas homérsékletét is annak jellemzésére, hogy mennyi idével vagyunk a Nagy
Bumm utén, hiszen a homérséklet a tagulas soran maga is gravitacios voroseltolédast szen-
ved. Ha T,o = T(79) a mikrohulldmi kozmikus hattérsugarzas jelenlegi hémérséklete, ak-
kor kordbban T, (1) = T,0(1+z) volt, (hiszen ugyanigy véltozott, mint a sugdrzas frekven-
cidja). Masrészt, ha a(7y) a jelenlegi skdlaparaméter, akkor 142z = a(79)/a(7), de sugérzas
uralta Vildgegyetemben a(7) oc 71/2, mint lattuk, igyhogy T, (1) = Tyoa(ro)/a(t) o< 771/2.
Ez mutatja, hogy a voroseltolédést is és a hOmérsékletet is hasznalhatjuk ,,6raként”. A
konvencié az, hogy az igy értelmezett homérsékletet hasznaljuk akkor is a Vilagegyetem
koranak megjelolésére, amikor azt mar nem a sugérzas uralja.

A Vildgegyetem fejlédésének vazlatos leirdsa megtaldlhaté a Kozmoldgia alapjai c.
oktatasi segédlet 3. fejezetében.

16 Alan Harvey Guth, amerikai fizikus, 1947-

17 Andrei Dmitriyevich Linde, orosz, amerikai fizikus, 1948-

18 AlexeiAlexandrovich Starobinsky, szovjet, orosz fizikus, 1948-
19Paul Joseph Steinhardt, amerikai fizikus, 1952-
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2. A Schwarzschild-megoldas

2.1. A térido sztatikus, gombszimmetrikus test kornyezeté-
ben

Azt a kérdést szeretnénk megvalaszolni, hogy milyen a térido egy gombszimmetrikus,
sztatikus objektumon kiviil, ahol az energiaimpulzus-tenzor azonosan eltiinik. Ebbdl
a célbol meg akarjuk keresni az

Ry = 0 (2.1.1.)

Einstein-egyenletek megoldasaul szolgald Osszes olyan g, metrikat, amely gomb-
szimmetrikus és sztatikus téridot ir le. Eloszor pontositjuk, hogy mit is értiink
sztatikus és gombszimmetrikus téridon.

2.1.1. A sztatikus és a sztatikus és gombszimmetrikus téridé metrikaja

Definicié: A téridot stacionariusnak nevezziik, ha létezik olyan egy-paraméteres
¢; izometria-csoport, amelynek orbitai idészerti gorbék. Ez egyenértékii azzal, hogy
létezik egy idOszertt £ Killing-vektormez6. A &% Killing-vektorok a ¢; izometria-
csoport orbitainak az érintévektorai.

Megjegyzés: A ¢, izometria-csoport 1étezése azt jelenti, hogy a térid6 idébeli
eltolasi szimmetriaval rendelkezik, azaz a metrika invarians a ¢, idébeli eltoldsokkal
szemben, vagyis a £ Killing-vektormez6 szerinti Lie*’-derivéltja azonosan eltiinik,

ﬁggab = Vp&a + V& = 0. (212)

Definicié: A térid6t sztatikusnak nevezziik, ha stacionarius és létezik a &°
Killing-vektormezdre ortogondlis ¥ térszerti hiperfeliilet. A Frobenius®'-tétel értel-
mében a Killing-vektormez6 akkor és csak akkor hiperfeliilet-ortogonalis, ha kielégiti
a

§uVily = 0 (2.1.3.)

feltételt.

Sztatikus téridében természetes médon kinalkozik a koordinatarendszer alabbi
valasztdsa. A ¥ térszer(i hiperfeliileten valasszunk tetsz6leges (2!, 22, 2®) térkoordi-
natakat, valamint az 2° = 0 koordinatat. Ha £* # 0 a X hiperfeliileten, akkor

20Marius Sophus Lie, norvég matematikus, 1842-1899.
2Ferdinand Georg Frobenius, német matematikus, 1849-1917.
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a Y-nak van olyan kornyezete, amelybdl vett barmely p ponton a ¢; izometria-
csoport pontosan egy, a -t is metsz6 orbitdaja fog athaladni. Rendeljiik ekkor p-
hez azon ¢ € ¥ pont térkoordinatainak értékeit, amely ¢ pontban a p-n athaladé
orbita metszi >-t. Tovabba rendeljiik p-hez azt a t paraméter-értéket, amelyhez
tartozo ¢; izometria-transzformécio viszi at a ¢ € % pontot p-be. A ¥, feliiletet
ugy definialjuk, mint mindazon pontok halmazat, amelyeket ugyanazzal a t pa-
raméter-értékkel cimkéztiink meg. Az igy értelmezett X, felillet a X hiperfeliilet

¢ izometria altal eléalitott képe, ¥, = ¢;(X), és ezért szintén ortogondlis a &
Killing-vektormezoére. Jeloljik a Killing-vektor normanégyzetének minusz egysze-
resét V2(x!, 2%, 23) = —£%, > 0-val. Ekkor a bevezetett koordindtarendszerben a
metrika
3
ds* = —V*(a' 2® 2%)dt* + Z (2t 2%, 2%)da da” (2.14.)
p,v=1

alakot olt. Hidnyzanak a dtdxz* tipusu kereszttagok, ami annak a kovetkezménye,
hogy sztatikus a térid6, azaz hogy a Killing-vektormez6 ortogondlis a > térszerii
hiperfeliiletre. Stacionarius, de nem sztatikus esetben ezek a tagok is fellépnének.

Megjegyzés: A sztatikus térid6 idémegforditasi szimmetriaval is rendel-
kezik. Ez abbdl kovetkezik, hogy a X hiperfeliilet a ; hiperfeliiletbol ugyancsak
megkaphaté izometria-transzformdaciéval, nevezetesen ¢_; hatdsara: ¥ = ¢_,(%;).
Elofordulhat azonban, hogy id6tol fiiggetlen anyag- és sebességeloszlasi anyag je-
lenlétében a téridé nem rendelkezik idémegforditasi szimmetriaval. Ebben az eset-
ben nem teljesiil a Killing-vektormez6 hiperfeliilet-ortogonalitdsat biztosité (2.1.3.)
feltétel, a szomszédos orbitdk egymas koré csavarodnak [1]. A (2.1.3.) feltétel tel-
jesiilése sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a téridé idémegforditasi szimmetridval
rendelkezzen.

Definicié: A téridé6 gobmbszimmetrikus, ha létezik az izometria-csoportja-
nak olyan alcsoportja, amely izomorf a 3-dimenzids euklideszi térben torténo valodi
forgatdsok SO(3) csoportjaval. Ennek az orbitdi 2-dimenzids gémbfeliiletek. (Az
orbita ebben az esetben az 0sszes olyan pont halmaza, amelyeket a téridé egy adott
pontjabdl SO(3) izometria-transzformaciokkal kaphatunk.)

Az SO(3) csoport-transzformécidknak adott irdny koriili adott szogl elforgatasok feleltet-
het6k meg R3-ban. Az SO(3) csoport topolégidja homeomorf az R3-ba rajzolt olyan 7 sugart
gébmb topoldgidjaval, amelynek feliiletén a diametralisan atellenes pontok azonosak. A csoport
orbitdi (az adott szogli, 6sszes kiilonbozd lehetséges irdnyt elforgatdsoknak megfeleltetett pontok
halmazai) R3-ba dgyazott 2-dimenziés gombfeliiletek, amelyeken (6, ¢) gémbi poldrkoordinatakat

vezethetiink be.

A téridé SO(3)-izometridi ezért fizikailag forgatdsokként értelmezheték, és a
téridé gombszimmetrikus, ha a metrikdja invarians marad az SO(3) forgatasokkal
szemben. A téridé metrikdja metrikat indukal minden egyes SO(3)-orbitan, ennek

29



azonban a forgasszimmetria miatt az egység-sugaru 2-dimenzidés gombfeliilet met-
rikdjaval kell aranyosnak lennie. Igy az egyes orbitdakon indukalt metrikat kimeritéen
jellemzi az orbita A feliilete. Gombszimmetrikus téridében ezért érdemes bevezetni

az
1/2
ro= (ﬁ) (2.1.5.)

radialis koordinatat, amelynek és a gombi polarszogeknek, mint koordinatak-
nak a segitségével az orbitdk metrikaja

r2(d6* + sin? 0 de?). (2.1.6.)

Megjegyzés: Ha Y topoldgiailag a 3-dimenzids euklideszi térrel homeomorf, ak-
kor r a gbmb sugardanak tekinthet6, azaz a gombfeliilet és a gomb kozéppontja kozotti
tavolsdgnak. Ha azonban més a tér topoldgidja, pl. R x S2, akkor nincsen az orbitdknak
kozéppontja. Ekkor az r koordindta nem hordoz olyan jelentést, hogy ,,kézépponttdl mért
tavolsag”.

Allitas: Ha a térids sztatikus, gombszimmetrikus és a £ Killing-vektormezo
egyértelmiien meghatarozott (amit mi mindig fel fogunk tenni), akkor a £ Killing-
vektormez§ ortogonélis az SO(3)-orbitdkat jelenté 2-dimenzids gombfeliiletekre.

Ha &% egyértelmiien meghatdrozott, akkor invaridnsnak kell lennie valamennyi SO(3) izo-
metria-transzformaciéval szemben. Akkor viszont €% barmely orbitdra vett vetiiletének zérusnak

kell lennie, mert ha a vetiilet-vektormez6 a gombfeliilleten nem lenne azonosan zérus, akkor nem
lehetne invaridns valamennyi SO(3)-transzforméciéval szemben.

Az SO(3)-orbitdk tehat olyan 2-dimenzids gémbfeliiletek, amelyek teljes egé-
szében a £%ra merctleges Y, hiperfeliiletekben helyezkednek el. Ennek kovetkeztében
természetes modon vezethetiink be koordinatarendszert. Valasszunk egy orbitat >o-
ban, és vezessiink be rajta (6, ¢) szférikus koordindtdkat, aztdn emeljiik &t ezeket
a koordinatakat a tobbi 2-dimenzids gombfeliilletre az orbitakra merdleges geode-
tikussereg segitségével. Utdbbiak a Ve vektormez6 integralgorbéi. (Eljarasunk
hasonlé ahhoz, ahogy az (x!, 22, 23) koordindtdkat emeltiik 4t ¥o-rél a szomszédos
Y hiperfeliiletekre izotrop megfigyelék geodetikusai mentén a homogén és izotrép
Vildgegyetem példdjan.) Ha Vr # 0, akkor az (r, 6, ¢) koordinatdkat hasznélhatjuk
Yo-n, amelyeket aztdn £ integralgérbéi mentén emeliink at ¥;-re. Végil a (¢,7, 0, ¢)
koordinatdakban a sztatikus, gombszimmetrikus térid6é metrikaja

ds® = —f(r)dt* + h(r)dr?* + r*(d6* + sin® 0d¢?) (2.1.7.)

alakot 6lt, ahol f(r) és h(r) tetszéleges fliggvények, amelyek a gombszimmetria miatt
nem fiiggenek a (0, ¢) szogektol. A gémbi koordindtarendszer nem hasznalhato olyan
pontokban, ahol £* = 0 vagy V% = 0, vagy altaldban ha £* és V% kollinedrisak.

Az R, = 0 Einstein-egyenletek megoldédsa szempontjabol ez azt jelenti, hogy
a metrika 10 darab fliggetlen, 4-valtozos komponensének meghatarozasa helyett a
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feladat mindossze 2 darab 1-valtozds fiiggvény, f(r) és h(r) meghatarozasira egy-
szerlisodott.

2.1.2. Térido sztatikus, gombszimmetrikus testen kiviil

Az R, = 0 Einstein-egyenletek megoldasanak elsé 1épése, hogy meg kell hatarozzuk
a Ricci-tenzor komponenseit a (2.1.7.) metrika ismeretében, mint az egyelére isme-
retlen f(r) és h(r) fiiggvények kifejezéseit. Ezt a tetrad-médszer 2. valtozatdnak al-
kalmazdséval tesszitk. A (2.1.7.) metrikdhoz a ds*> = > w1 (€4)%(€1)a Osszefiiggés
alapjan valaszthatjuk az

( )a = f1/2(dt>av

(e1)a = h1/2(dr)aa

(e2)e = 1(dB),,

(es)a = rsinf(de), (2.1.8.)

ortonormdlt bézist. Ebben a bazisban a Ricci-tenzor R, = Ru(e,)"(e, )’ azonosan
el nem tiin6 komponensei:

R = L L4 7,
0 2/ Fhdr/Th = rfh’

11 d f W
Ry = —5———

N

1 1w 1 1
R”"_%ﬁﬁiﬁﬁ+ﬁo_ﬁ)_&& (2.1.9)

ahol ..." = d.../dr. A Ricci-tenzor t6bbi komponense szimmetria-okoknal fogva
eltiinik: a 3; hiperfeliiletek ortogondlisak a £* Killing-vektormezore, ezért azono-
san elt{innek a Ricci-tenzor (id6-tér)-komponensei, mert az Rg(eq)? vektornak nem
lehet térszerti komponense; a V,r vektormezé integrélgorbéi ortogondlisak az SO(3)-
orbitaknak megfelel6 2-dimenzios gombfeliiletekre, ezért azonosan zérus Ry és Ris;
végil a gombszimmetria miatt Rag is eltiinik és Ry = Ra3.

A (2.1.9.) dsszefiiggések kiszdmoldsdhoz elészor a konnexids egy-formakat hatdrozzuk meg a
(?7?) feltételekbdl. Ezek bal oldaldn rendre az aldbbi kifejezések dllnak:

1.
Oaleo)sy = O f /?(dt)y = §f V2 £ (dr) o (dt)y),
1
6[a(el)b] = 8[ah1/2 (d?‘)b] = §h71/2h/(d7‘)[a(d7‘)b] =0,
Oa(e2)yy = 0pr(df)y) = (dr)e(do)y),
8[a(€3)b] = 8[aT sin H(dqﬁ)b] = sin 6(dr) [a (d¢)b] + rcos 9(d9)[a (d(b)b] (2.1.10.)
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A (77?) egyenletek
Z 77“” (e#)[awb]au = _(60)[awb]00 + (el)[awb]al + (62)[awb]a’2 + (63)[awb]a’3
v

= _f1/2 (dt) [aWb]o0 + h1/2 (dr)[awb]al + T(do)[awb]UQ + TSine(d(b)[awb]US

(2.1.11.)
jobb oldalait is részletesen kiirva, az aldbbi egyenleteket kapjuk az wqu, = —way, konnexiés 1-
formakra:
1. .
S IR )ty = B (dr)awion + 7(d0) (awrjoz + 7 sin 0(do) awrjos,  (2.1.12.)
0 = fY2(dt)jawjor + r(dO)qwp)iz + 1 sin O(dd) jqwi13, (2.1.13.)
(dr)o(dO)y = 2 (dt)aWpjo2 — RY/2(dr) [aWp]12 + 7 Sin O(dP) (o w23, (2.1.14.)
sin 0(dr) (o (do)y + 7 cos0(df) (o (dp)yy = f1*(dt)awrjos — B (dr)awyjis — 7(d0) [ wpj2s.
(2.1.15.)
Proébalkozzunk azzal, hogy a (2.1.12.) egyenletet wpoa = wpos = 0-val elégitsiik ki, ekkor
1 f
wWpo1 = B m(dt)b + o (dT)b, (2.1.16.)

ahol a1 (r) egyelére meghatdrozatlan fiiggvény. Helyettesitsiik ezt be a (2.1.13.) egyenletbe, akkor
a; = 0 addédik, mert az egyenlet tobbi tagjaiban nem léphet fel a (dt)(,(dr)y tenzor. Keressiik a
(2.1.13.) egyenlet megolddsét

wpiz = ag(df)y + az(de)s,

wpiz = aa(dp)y + —sine(de)b (2.1.17.)
alakban, ahol ag, as és a4 egyelére meghatarozatlan fliggvények. A fentieket behelyettesitjik a
(2.1.14.) egyenletbe, ahonnan oy = —1/v/h adédik, tovabba azt kapjuk, hogy

asVh(dr),(dg)y = rsind(d),ws2s, (2.1.18.)

ahonnan

Vh

3—
rsin 6

(dr)y + as(do)y, (2.1.19.)

Wwp23 = —«

ahol as tovabbi meghatédrozatlan fiiggvény. Végiil a fentieket behelyettesitjiik a (2.1.15.) egyenlet-
be:

sin0(dr) (4 (dg)y + rcos0(d),(dp)y = —pY *(dr)q (a4(d¢)b] + S;%(do)bo

_r(de)[a (—043 ﬁ@ (dr)y + as (d¢)b) ,(2.1.20.)

7S

ahonnan leolvashatjuk, hogy

a5 = —cosé. (2.1.21.)



Mivel a kezdeti feltevéstink, wpge = wpos nem vezetett ellentmondéasra, azért valéban megtalaltuk
az egyetlen megoldast:

1 f 1
wpo2 = wpos =0,  wpo1 = = dt)y, wpi2 = ———=(df)y,
02 03 b1 = 5 ﬁfh( )b b12 \/E( )b
wWp13 = sin § (do) wp23 = — cos O(de) (2.1.22))
= —_——— 9 = — . . . .
b13 7h b b23 b

A Ricci-féle rotacids egytitthatokat behelyettesitjitk az Rqp,., gorbiileti 2-formak (?7?) kifejezéseibe,
ahonnan

Roppw = 26[awb]p‘y + 2Zw[aluawb”0‘l’ = —Rapp- (2.1.23.)

Sziikségiink lesz az alabbi kifejezésekre:

f! d f
20 = O—=—(dt)y = ——==(d dt
[aWh]01 [a\/f—h( )b] dr\/f_h( T)[a( )b],
20[wWpj02 = 20[,wyo3 = 0,
1 d 1 4
20 w12 = —25[aﬁ(d9)b[ = —2§ﬁ(d7°)[a(d9)b] = W(dr)[a(de)b]a
sin 6 h'sin6 2 cosf
20 = —20,——=(d = ——(d d — df)r, (d
(W13 [a\/ﬁ( ?)e) < r372 (dr)(a(d9):y 7 (d0)a ¢)b]),
28[awb]23 = _28[11 COS e(dd))b] = 2sin9(d0)[a(d¢)b], (2124)
tovabba az
2 W Willar = —2Walu0wior + 2 al1w) 10 + 20 (alu2We) |2 + 20 [als3We |3
(2.1.25.)
ékszorzatok alabbi kifejezéseire:
2 Zw[amawbﬂal = —2W[q|02Wh][12 — 2W[a|03Ws]|13 = O,
« fl
2 « = 2 = ———(dt),(df
za:w[am Wh)|a2 Wia|01Wh]|12 h\/T( )a (A0
f'sin@
2 CWhlas = 2Wia = — L 7 ()1 (d)s,
;w[am Wel a3 Wial01@e]|13 T (dt) 1o (d)y)
2Zw “w = —2wy13wW *—M(dgb) (dp)yy =0
4 a1 Wh|a2 [a]13Wb]|23 N [a(d®)p) = 0,
QZW “w = 2W412W = 26—089(d9) (do)
4 [l Wh)la3 [a]12Wh]|23 N (a(dD)y],
o 2sinf
2> Wi Whlas = —2wa)12Wh13 = — 3 (d0)[a (d)sy- (2.1.26.)
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Az azonosan el nem tin6 gorbiileti 2-formak végiil:

d_r

Rapor = dr\/f_h(dr)[“(dt)b]’

e L

Raos = —f];ii/r}e (dt)a(d)s),

Raws = ()i (a6,

Rans = (253 ataon, - 222 @o)ataon ) + 2520 a0y oy
h'siné

= a2 (dr)a(do)y),
2sin 6

Rapoz = 2sin0(d0)(do)y — (d0)(a(do)y) = 2(1 - %) sin 0(d6) (dg)y - (2.1.27.)

Ezeket felhaszndlva tudjuk meghtarozni a Ricci-tenzor komponenseit,

Ry, = ZUWRPUW = (ep)" an(eo)bRabW
= (p)"[~(€0)" Ravpo + (€1)" Ravp1 + (€2)" Rappiz + (€3)" Ravyua]- (2.1.28.)

Kiszamitasukhoz szlikségiink lesz a (dr)®(dr),, stb. kontrakciokra, amelyeket az ortonormaltsdg
(en)®(ev)a = Ny feltételébdl kapunk meg. Mivel p1 # v esetén (e,)*(ey)q = 0, ezért a (dt)*(dr)q =
(dt)*(df), = (dt)*(dd)q = (dr)*(df), = (dr)*(dd)s = (dF)*(dp)s = 0, toviabba a bazisvektorok
normanégyzeteibol

() (e0)a = Fld)(@)u = =1 > (@) (), =,
(1) (€)a = h(dr)*(dr)a = +1, = (dr)*(dr) =7,
(62)"(e2)a = r*(d6)" (AB)u = +1, = (d6)"(d6)o = 5,
(e3)*(e3)a =7 sin® 0(d¢)* (dg)a = +1, =  (d§)*(dp)s = Sy (2129)
adddik. Példaként alljon itt a Ricci-tenzor Ryg komponensének kiszrholasa:
Roo = (co)*l(ex)" Rason + (¢2)" Rutos + (€5)" Rasos
= P (1 S o ~ a0 oy
—rsin0(dg)” / ;:/1}9 (dt) [a(d(b)b}}
= £ )|~ g = S oy an
gl (d¢)b(d¢)b}
- %%dii \/~9_h " Tf;_h (2.1.30.)
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és hasonléan kapjuk meg R11, Ros és Rss kifejezését.

Az Ricci-tenzor (2.1.9.) komponenseinek felhasznédlasaval a sztatikus, gomb-
szimmetrikus testen kiviili téridoben a fliggetlen Einstein-egyenletek

11 d f  f

0 — — 2.1.31.
2\/fhd7’\/fh+rfh’ ( )
11 d f I
_ _ = — 2.1.32.
0 2 Thdr T (2.1.32.)
1y 1 1 1
0 = ‘§rfh+§w+rz<l‘z) (2.1.33,)

alakot Oltenek. Adjuk Ossze a (2.1.31.) és (2.1.32.) egyenletek megfelel6 oldalait,
ekkor a

f/ h/
0 = =4+ — 2.1.34.
43 (21.34)
egyenletet kapjuk, ahonnan In f = —Inh + In K (K =4ll.), azaz
K
f= (2.1.35.)

adédik. Ha atskalazzuk a t idSkoordinatét, dt — v/Kdt, ami megfelel az f/K — f
atskalazasnak, akkor K = 1 valaszthaté az altalanossag csorbitasa nélkiil. Helyet-
tesitsitk be h = 1/ f-et a (2.1.33.) egyenletbe,

_f/+¥ 0, = %(rf)zl, (2.1.36.)

ahonnan

f = 1+g (2.1.37.)

adddik, ahol C' =4ll. Visszahelyettesitéssel meggy6zédhetiink réla, hogy (2.1.37.) és
h =1/f megoldja a (2.1.31.)-(2.1.33.) egyenleteket. Megtalaltuk tehét a sztatikus,
gombszimmetrikus téridé metrikajat, a Schwarzschild-metrikat,

1
ds? = — (1 + g)dtz + o dr? + r2dO?, (2.1.38.)
r 1 + -

ahol d? = df? +sin? 0d¢? és C tetszéleges allandé, amelynek fizikai jelentését aldbb
tisztazzuk.

Az aldbbiakban attekintjik a Schwarzschild-metrikaja térido, azaz az iires
vakuumban az egyetlen sztatikus, gombszimmetrikus téridé néhany fontos tulaj-
donségat.
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1. A Schwarzschild-térid6 aszimptotikusan lapos, azaz az r — oo hataresetben
atmegy a Minkowski-metrikaba, ami a nem gorbiilt, sztatikus téridé metrikéja.
Ez teszi lehetévé, hogy a Schwarzschild-metrikat gy interpretaljuk, mint egy
izolalt test altal a testen kiviil keltett gravitaciés mezot.

2. Az el6z6 pontnak megfelel6 értelmezés lehetové teszi, hogy a C allandénak
a Schwarzschild-téridot keltd izolalt test tomegével kapcsolatos jelentést ad-
junk. Az r — oo aszimptotikus tartomanyban Gssze kell hasonlitani egy
probatest szabadesését, azaz geodetikus mozgasat ugyanezen prébatestnek
a newtoni gravitacié szerinti szabadesésével. Azt, hogy a prébatest milyen
geodetikus mentén esik szabadon az izolalt test altal keltett Schwarzschild-
téridoben, alabb meg fogjuk hatarozni. A newtoni gravitaciéval torténd ossze-
hasonlitasbol kideriil, hogy C' = —2M a G = ¢ = 1 egységrendszerben, ahol
M az izoldlt test tomege. Tetszbleges egységrendszerben a C = —2GM/c?
osszefiggés adddik. A Schwarzschild-metrika tehat atirhaté

2M 1
ds? = — (1 - _) dt® + - dr? + r2dQ? (2.1.39.)

. 201
T

alakba.

3. A Schwarzschild-metrika szingularis az r = 0 és az r = 2M helyeken. A szin-
gularitas alapvetden kétféle lehet. Koordinata-szingularitasrol beszéliink,
ha a bevezetett koordindtarendszer valamely pontban érvényét veszti (a térid6
valamely pontja nem fedhet6 le az adott koordindtarendszerrel). Esetiinkben
ez akkor kovetkezik be, ha vagy &* = 0, vagy V% = 0 vagy pedig £ és
Ve kollinearisak. Ilyen tipusu szingularitas 1ép fel az r = 2M helyen. Ek-
kor a térido gorbiilete véges marad. Mas, alkalmasabb koordindtarendszerre
torténd attéres utan a metrika komponenseinek szingularitdsa megszinik. A
masik tipusu szingularitas fizikai, amikor a gorbiilet végtelenné vélik. Ez a
szingularitds nem sziintethet6 meg koordinata-transzformacioval. Esetiinkben
ilyen szingularités 1ép fel » = O-ban.

A Schwarzschild-metrika koordindta-szingularitdsanak helyét, az ugynevezett
Schwarzschild-sugar értékét érdemes szamszeriien is meghatarozni,

re = 26M A 3( M )km, (2.1.40.)
Mg

c2

ahol a Nap tomege M, ~ 2-10% kg. Ezért a Nap, vagy a Fold, ill. maés
bolygok Schwarzschild-sugara mélyen ezen égitestek belsejében helyezkedik el,
ahol a vakuum-megoldas nem érvényes. Az r = r, és r = 0 szingularitdsok
csak akkor valnak érdekessé, ha az égitest teljes gravitaciés Osszeomlast,
azaz kollapszust szenvedett.
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4. Végiil érdemes megemliteni, hogy az Einstein-egyenleteknek vakuumban egyet-
len gémbszimmetrikus megolddsa van (ha nem kéveteljiik meg eleve a sztati-
kussdgot), és ez a Schwarzschild-megoldds. Ez dsszhangban van Birkhoff*?
tételével, amely szerint minden gémbszimmetrikus térido, amely megoldasa
a vakuumbeli R,, = 0 Einstein-egyenleteknek, sztatikus. Ez analég azzal az
allitassal, hogy vakuumban a Maxwell-egyenletek egyetlen gombszimmetrikus
megoldasa a sztatikus Coulomb-mez6. Ez azt is jelenti, hogy ahogy az elekt-
rodinamikaban, gy a gravitdciés mezoben sem létezik monopdlus-sugérzas,
azaz gombszimmetrikus sugarzas.

2.2. A térido sztatikus, gombszimmetrikus test belsejében

Most megkeressiik izoldlt sztatikus, gombszimmetrikus égitesten beliil a térid6 met-
rikajat abban az esetben, amikor az égitest anyaga idedlis folyadék, amelynek energia-
impulzus-tenzora

Tw = pugup + P(gap + ugusp), (2.2.41.)

ahol u® a folyadék négyes-sebessége. A sztatikussag kovetelménye miatt az u®
négyes-sebességnek parhuzamosnak kell lennie a £* Killing-vektorral, tigyhogy
W= RO = —(e0)" (2.2.42))
(—&b&)Y/
A sztatikusag és a gombszimmetria miatt most is 3 fiiggetlen Einstein-egyenletiink
van, a tobbi 0 = 0 alakt azonossag,

8mlpy = Goo;
8T = G,
87TT22 = GQQ, (2243)

ahol Ty, = (eu)*(€.)"Tup 68 G = (€)*(4)" Gap-

Az energiaimpulzus-tenzor diagonalis komponensei

Too = (e0)(e0)’Tap = uubTyy, = p,
Tii = (e1)(e1)"Tup = Ple1)(e1)"gap = m1P = P,
Tas = (e2)*(e2)"Tap = Ple2)(e2)"gab = n22P = P, (2.2.44.)

Az Einstein-tenzor komponenseinek kiszamitasdhoz felhasznaljuk, hogy a Gauss-gorbiilet

3 3
R = Y R!=Y" nuwRu =—Roo+ Ri1 + 2R, (2.2.45.)
n=0

w,v=0

22George David Birkhoff, amerikai matematikus, 1884-1944
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ugyhogy a G = Rap — % gap R Einstein-tenzor diagonélis komponensei a tetrad-bazisban

1 1 1 1
Goo = Roo— 577003 = Roo + iR = §R00 + §R11 + Roo
W11
T 9h2 g2 h)’
G = R —l R=R —ER—ER +ER — R
11 = 1~ gk =Ry —ok=ole+ o hin 22
_ ot
 rfh 12 h)’
1 1 1 1
G = Rog— =19 R=Rog— —R==Rpo— =R
22 22 27722 22 5 5 00 5 11
1 1 d / / h
= f_, 7 (2.2.46.)

2/Fhdr/Fh = 2rfh  2rh®’
Az Einstein-egyenletek tehat az aldbbi alakot oltik:

B 1 1
= —+—=(1—-— 2.2.47.
TP gt ( h)’ (2.247,)
_f 1 1
P = T 1 ok (2.2.48.)
1 1 !/ / /
8P = d_J + / h (2.2.49.)

2 /Fhdrfh ' 2rfh  2rh?

A (2.2.47.) egyenletben csak az ismeretlen h(r) fliggvény szerepel, ugyhogy ez
az egyenlet a masik két egyenlettdl fliggetleniil megoldhato h-ra:

1
ahol
m(r) — dr / () 2dr (2.2.51)
0

a gombszimmetrikus égitest r sugaron beliili tomege.

Azonos 4talakitdssal a (2.2.47.) egyenletet atirhatjuk az aldbbi alakba,

1 /rh 1 1 d 1
stp = (oY _Ltdy ] 2.2.52.
e r2(h2 * h) 2 dr [r( h)] ( )
ahonnan integralds utan
1 T
r(l - E) = 87r/ p(r')r' 2dr’ 4 2a = 2m(r) (2.2.53.)
0

adédik. Innen kifejezziik h-t, amire a (2.2.50.) kifejezést kapjuk. Ha nem akarjuk, hogy a térmetrika
a X térszeril hiperfelilleten szingularis legyen, akkor az a integraldsi allandonak a = 0-nak kell
lennie. Igy megkapjuk a (2.2.51.) kifejezést.
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A fentiekbdl gy tlinhet, hogy a = 0 egy vélasztds kovetkezménye. Valdjdban nincsen
lehet6ségiink valasztani. Az r — 0 sugard gomb felszine

j{,/w)gdA = drr?/h(r) 22 dmr? - 0 (2.2.54.)

kell legyen, ami csak akkor tud teljesiilni, ha h(r) — 1 az r — 0 hatdresetben, azaz ha a = 0.
(Felhasznéltuk, hogy a ¥ térszerti hiperfeliileten indukélt 3-dimenziés metrika determindnsa Blg =

Grr9009ss = hr?r?sin® 6, Ggyhogy az invaridns térfogatelem /) gdrdfde = v/hr? sin 0drdfds és
az invaridns feliiletelem az 7 sugart gomb felszinén dA = v/hr? sin 0dfde.)

A ¥ hiperfeliiletnek a sztatikussag kovetelménye miatt térszertinek kell lennie,
azaz teljesiilnie kell a

h(r)>0, = r>2m(r) (2.2.55.)

egyenlotlenségeknek. Ha az izolalt gombszimmetrikus test stirtisége » = R radidlis
koordinata-értéknél valik zérussa, akkor itt kell a testen beliili téridé metrikdjanak
folytonosan illeszkednie a testen kiviili Schwarzschild-metrikahoz. Mivel a = 0, a
térmetrika

m(R) = 4nm /ORp(r)r 2dr = M (2.2.56.)

esetén atmegy a Schwarzschild-metrikaba, ahol — mint azt a Schwarzschild-metrika
r — oo aszimptotikusan tavoli viselkedésébdl tudjuk,— M az izoldlt test teljes
tomege (total mass). (Ez az a silyos tomege, amivel ardnyos newtoni gravitdcids
er6t fejt ki egy tavoli probatestre a hagyomanyos newtoni felfogas szerint.) Mésrészt
a (2.2.56.) egyenl6séggel értelmezett teljes tomeg nem azonos a test p tomegstiriiségé-
b6l szamolt

B r2p(r)dr
0 (1_2m(r))1/2

T

> M

Br2p(r)dr
M, = /\/(3)gp(r)r2drd(2:47r/0 % =4
(2.2.57.)

teljes sajat tomeggel (total proper mass). (Itt megint felhasznaltuk, hogy a
térfogatelem a X térszerd hiperfeliileten \/@drdﬁwﬁ = Vhr?sin Odrdfde.) A teljes
sajat tomeg és a teljes tomeg kiilonbsége pozitiv, ami ugy értelmezhetd, mint az
izolalt testnek az

Es = E,—E=M,—M>0 (2.2.58.)

kotési energiaja, amely a test darabkainak egymassal valé gravitaciés kolesonha-
tasabol, avagy masképpen a testnek sajat gravitacios mezejével vald kolesonhatasabol
szarmazik. Ez szép példa arra, hogy béar az altalanos relativitaselméletben az ener-
gia fogalma nem jél definidlt, mégis egy (esetiinkben sztatikus, gdmbszimmetrikus)
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izolalt test teljes energiajat ki lehet egyértelmiien olvasni abbdl, hogy a test a téridot
hogyan gorbiti meg az aszimptotikusan lapos tartomanyban.

Helyettesitsiik be a h(r) fliggvényre kapott kifejezést a (2.2.48.) egyenletbe és
keressiik annak megoldasat az

f(r) = e* (2.2.59.)
alakban. Ekkor a a ¢(r) fiiggvényre a

de(r) _ m(r)+ 4rr3 P
dr r[r —2m(r)]

(2.2.60.)

differencidlegyenletet kapjuk. A ¢(r) fiiggvény fizikai jelentését abbdl olvashatjuk
ki, hogy ez az egyenlet hogyan viselkedik a newtoni hatdresetben. Ha r®P < m(r)
és m(r) < r (utébbi kovetkeztében h = 1), akkor a (2.2.60.) egyenlet kozelitSleg

o mlr)

dr r2

= E,(r) (2.2.61.)

alakot 6lt. Ha azt is figyelembe vessziik, hogy h = 1 esetén m(r) megegyezik az r
,,sugdron” belill talalhaté tomeggel, akkor a (2.2.61.) egyenletben felismerjiik a new-
toni gravitacids potencidlra vonatkozd egyenletet: a térerdsség a test kozéppontja
felé mutat (E.(r) = —d¢/dr < 0) és a gdmbszimmetrikus test centrumé&tdl r
tavolsagra olyan, mintha azt egy fiktiv tomegpont keltené, amelyet a centrumba
képzeliink akkora tomeggel, mint a test r sugdron belili részének a tomege. A
¢(r) = 31n f(r) fliggvény tehdt a newtoni gravitaciés potencial dltaldnositsa.

Végiil a h(r) és f(r) fliggvényekre kapott Osszefliggéseket felhasznalva kaphat6
meg a (2.2.49.) egyenletbél a nyomésra vonatkozd

dP m(r) + 4xr3 P

= ~(P+p) = 2m (2.2.62.)

egyenlet, a Tolman?-Oppenheimer?!-Volkoff?*-egyenlet (TOV-egyenlet). Ha a new-
toni hataresetben (P < p, m(r) < r) vizsgéljuk meg az egyenletet, akkor az

ar = —M, = [P(r+dr) — P(r)|dnr? = E.(r)p(r)4nridr

dr r2
(2.2.63.)
alakban fejezi ki a hidrosztatikai nyomds és a gravitacids eré egyensilyat, azaz a

hidrosztatikai egyensily feltételét. Ebben semmi meglep6 nincsen, hiszen szta-
tikus esetben az Euler-egyenlet a hidrosztatikai egyensily sziikséges és elégséges

23Richard Chace Tolman, amerikai matematikai fizikus és fizikai kémikus, 1881-1948
24 Julius Robert Oppenheimer, amerikai fizikus, 1904-1967
25George Michael Volkoff, kanadai fizikus, 1914-2000
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feltételét fogalmazza meg. A TOV-egyenlet tehat azt a feltételt fejezi ki,
hogy az izolalt test hidrosztatikai egyensiilyban van a sajatmaga altal
keltett sztatikus, gombszimmetrikus téridében.

A sztatikus, gombszimmetrikus, idealis folyadékbdl allo testen belil a téridé
metrikaja tehat

1
ds? = —eX0dt? + ——dr? 4 r2d?, (2.2.64.)
1— 2m(r)

T

ahol ¢(r)-t a (2.2.60.) egyenlet hatdrozza meg,

m(r) = 4r /07‘ p(r')r' 2dr! (2.2.65.)

és a (2.2.62.) egyenlet jelenti a hidrosztatikai egyenstly sziikséges és elégséges felté-
telét.

2.2.1. A csillagok kritikus tomege

A fentiek alapjan az ideélis folyadékbdl allé6 gombszimmetrikus égitest sztatikus konfi-
guriciéjat az aldbbi médon hatdrozhatjuk meg. Tekintsiik adottnak az anyag P = P(p)
allapotegyenletét. frjunk el6 egy tetszoleges p. kozépponti slirliséget és eziltal a P, =
P(p.) kozépponti nyomdst. Integréljuk a (2.2.62.) és (2.2.51.) egyenleteket kifelé, amig
valamilyen r = R mellett elérjiik az égitest felszinét, ahol P(R) = p(R) = 0 lesz. Eb-
ben a pontban ,,varrjuk 6ssze” az égitest belsejében uralkodé metrikat a Schwarzschild-
metrikdval. Ezutan integraljuk a (2.2.60.) egyenletet r = R-t6l befelé haladva, és megkdve-
telve, hogy ¢(R) egyezzen meg a Schwarzschild-metrikdnak megfelel$ értékkel az égitest
feltletén. A newtoni elméletben is hasonléképpen szoktak eljarni azzal a kiilonbséggel,
hogy a (2.2.62.) egyenlet helyett a (2.2.63.) egyenletet, a (2.2.60.) egyenlet helyett pedig
a (2.2.61.) egyenletet kell hasznélni.

A newtoni elméletbdl és az dltaldnos relativitdaselméletbdl a sztatikus, gdbmbszimmet-
rikus égitest (csillag) hidrosztatikai egyensilyéra kapott eredmények azonban kiilonboznek.
Az egyik kiilonbség a kiovetkezo: tegyiik fel, hogy a csillagot P > 0 nyomdsu (,,normalis”)
anyag alkotja és adott ennek az anyagnak a p(r) siiriiségeloszldsa (azaz, hogy mekkora
méretben mekkora tomeg hogyan oszlik el), akkor a kozépponti P. nyomds az altaldnos
relativitaselmélet szerint mindig nagyobb, mint a newtoni elmélet szerint. Ez azt mu-
tatja, hogy az altaldnos relativitdselmélet szerint adott anyageloszlds esetén nagyobb a
gravitacios vonzasbdl eredé nyomads, amit a hidrosztatikai nyomasnak kell ellensilyoznia;
ugyhogy ,,nehezebben” johet 1étre a hidrosztatikai egyenstly. Ez nagyon jelentds kiilonbsé-
get okoz példaul egy olyan hipotetikus csillag esetén, amelynek anyaga inkompresszibilis,
azaz slrlisége allandé. A newtoni elmélet szerint ebben az esetben barmilyen py és R
sugér (azaz py és M = 4nR3pg/3 csillagtomeg) esetén véges a P, kozépponti nyomds.
Ugyanakkor, mint azt el6szor Schwarzschild megmutatta, — az altalanos relativitaselmélet
szerint létezik egy olyan kritikus csillagtomeg, M, = 4R /9, hogy a P, kézépponti nyoméds
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M < M, esetén véges, de M — M, esetén végtelenné valik. Ez azt jelenti, hogy
nem létezhet olyan, inkompresszibilis anyagbdl allé (sztatikus gémbszimmetrikus) csil-
lag, amelynek tomege M > M., azaz M meghaladja a kritikus értéket. Mivel tulaj-
donképpen az M /R hényadosra létezik felsé korldt, masképpen gy fogalmazhatunk, hogy
nem képzelheto el hidrosztatikai egyensiily, ha 6sszenyomhatatlan anyaghdl til nagy tomeg
tul kis térfogatban helyezkedne el.

Az, hogy az altalanos relativitaselmélet szerint az egyensulyi allapotban levé gomb-
szimmetrikus csillagokra létezik fels6 tomegkorlat, nem csak az Gsszenyomhatatlan
anyagbdl all6 hipotetikus csillag esetén érvényes. Be lehet ltni a kovetkezéket (1d. [1]-
t a tovabbi részletekrol). Tegyiik fel, hogy a slirtiség nem negativ és radidlisan kifelé
haladva szigorian monoton csokken. Ekkor a sztatikus, gombszimmetrikus csillagokra
kétféle fels6 tomeghatér létezhet. (a) Ha adott a csillag R sugara, akkor a maximalis
csillagtomeg az a kritikus M, = 4R/9 érték, amit homogén témegeloszlds esetén ka-
punk. (b) Ha adott a P = P(p) allapotegyenlet ,.kis” p < pg siiriségek esetén, ahol
po tetszoleges, akkor létezik egy M, fels6 tomeghatar, amelynek értéke nem fiigg attdl,
hogy milyen alaki az allapotegyenlet p > pgy f6l6tt. Természetesen ekkor M, fiigg po-tdl és
attdl is, hogy milyen alaki kis nyomdsokon az allapotegyenlet. Annak, hogy a (b) tipusi
tomegkorlat fliggetlen a nagy stlirliségek esetén érvényes allpotegyenlettdl, az a jelentOsége,
hogy megbizhaté becsléseket lehet tenni a csillagok tomegére a kis nyomésokon érvényes
allapotegyenlet alapjan, amire nézve vannak megbizhaté fizikai ismereteink. Erdemes
megemliteni, hogy ha a newtoni elmélet szerint vizsgalodunk, akkor szintén talalunk felsé
tomeghatart, amennyiben minden striiség esetén adott az allapotegyenlet. Ezért abban a
szerencsés helyzetben vagyunk, hogy az altalanos relativitaselmélet a fels6é hatarra nemcsak
elvileg ad jobb becslést, hanem ez a becslés gyakorlatban is megbizhatébban végezhet6 el,
mert nincsen sziikségilink az allapotegyenletre nagy stiriiségeken, ahol azt nem ismerjiik.

A fenti tomeghatarra vonatkozé becslést alkalmazhatjuk hideg, T' ~ 0 hémérsékleti
anyagot tartalmazé csillagra. Az igy kapott fels§ tomeghatdrnak lényeges kihatdsa van
a csillagfejlédés végs6 szakaszara. Ha egy csillagban méar nem zajlanak le magreakciok
(nukledrisan kiégett), akkor energidt sugdroz, és lehtil. Amikor hideg éllapotba jutott az
anyaga, azaz a termikus mozgdsbdl szarmazoé kinetikai nyomés elhanyagolhatéva valik a
csillagban taldlhaté elfajult Fermi?®-gdzok (neutronok, elektronok) 7' = 0 hémérsékleten
sem eltiné nyomasdhoz képest, akkor vagy kisebb lehet a csillag tomege, mint a hidro-
sztatikai egyensilyhoz sziikséges kritikus tomeg, vagy meghaladhatja azt. Az elsé esetben
stabil hideg csillag marad vissza (pl. neutron-csillag, v. fehér torpe), a mésodik esetben
viszont a csillag anyaganak Shatatlanul gravitaciés 6sszeomlast kell szenvednie.

Amikor egy lényegében hidrogénbdl all6 gazhalmaz 0Osszedll és elindul egy csillag
fejlédése, akkor az anyag a gravitacié hatasara elkezd Osszezuhanni, mikézben annyira fel-
melegszik, hogy beindulhatnak a magreakcidk, amelyek a hidrogént héliumma alakitjak.
Kialakul egy hélium torzs, kozben az anyag felmelegszik és a gdz nyomdsa egyensulyt
tud tartani a gravitaciéval. Ha a csillag elég nagy, akkor a héliumbdl &llé torzs is elkezd
Osszehtzdédni és beindulnak olyan magreakciok, amelyek soran nehezebb elemek keletkez-
nek és végiil felépiilhet egy, a legstabilabb atommagokbdl, azaz vasbdl és nikkelbol allé

26Enrico Fermi, olasz, amerikai fizikus, 1901-1954.
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torzs. Az, hogy ez a fejlédési folyamat végig lejatszodik-e, avagy valamely ponton megsza-
kad, attol fligg, hogy elegendévé vélik-e valamikor az elfajult elektrongdz nyomasa ahhoz,
hogy a csillagot stabilizalja. Ha a csillag tomege kisebb, mint a kritikus M. = 5My
érték, akkor stabil képzédmény, fehér torpe marad vissza. Ha a csillag tomege nagyobb,
mint a kritikus M. érték, akkor, miutan lényegében a csillag teljes tomege beépiilt a nik-
kelbdl és vasbol all6 torzsbe, ez a rendszer nem tudja stabilan fenntartani magat, mert
ehhez nem elég a visszamaradt elfajult elektrongaz nyomaésa. T6bbé nincsenek energiafel-
szabadulassal jar6 magreakciok sem. Beindul tehat a csillag 0sszeomlasa, egészen addig,
amig az anyag striisége eléri az atommagok siirtiségét, a nukledris striiséget. Ekkor az
elfajult neutrongdz nyomaéasa és az atlagosan taszité magerOk neutroncsillag allapotban
megallithatjék, vagy lelassithatjdk az 0sszeomlast, ha a csillag tomege M < Mo =~ 2M,,.
A csillag torzsének 6sszeomldsat 16késhullam kialakuldsa kisérheti, amely kifelé, a csillag
kopenye felé halad. Ilyen lokéshullaim vezet a szuperndva kialakuldsiahoz, amikor a csil-
lag a kopenyét robbandsszeriien ledobja magdardl, és éridsi energia szabadul fel, amit az
eltdvozd anyag és sugarzas hordoz. Ezt kovetGen neutroncsillag marad vissza, ha elég ki-
csi a visszamarado csillag tomege. A csillagfejlodés végallapota tehat vagy fehér torpe,
vagy neutroncsillag dllapot, ha a csillag tomege a hideg anyagra vonatkozé (megfeleld)
fels6 tomeghatér(ok)nal kisebb.

Ha a csillag tomege nagyobb, mint a hideg anyagra vonatkozé felsé tomeghatar,
akkor a csillag teljes gravitacios 6sszeomlast szenved, amelynek a végkimentele gombszim-
metrikus esetben a Schwarzschild-féle feketelyuk kialakulasa, amirdl alabb lesz szd. Ennek
kialakulaséat is megel6zheti szupernéva-robbanas.

A neutroncsillagok 1étérél pulzdrok (periédikusan sugarzé neutroncsillagok) megfi-
gyelése révén szereztiink tudomast. Az egyik leglatvanyosabb csillagdszati megfigyelés az
1987-ben megfigyelt SN 1987A szupernéva-robbands, amelynek maradvanyait a Hubble
trteleszkép 1994 és 2009 kozott még tovabbi 15 éven at megfigyelte. Vildgosan kiraj-
zolodott a lokéshullam révén az tirbe kidobott, egyre névekvo sugart gombhéjban elhe-
lyezkedé anyag képe (a 2-dimenzids felvételeken vilagité anyaggytiri, 1d. pl. a Wikipedia
SN 1987A cimsz6 alatt az eredeti felvételeket).

2.3. Geodetikusok a Schwarzschild-téridoben
2.3.1. Gravitacios voroseltolédas Schwarzschild-téridében

Vizsgéaljuk meg a kovetkezd problémat. Legyen Op és O, két sztatikus megfigyeld,
akik a sztatikus, gombszimmetrikus égitesten kiviil helyezkednek el (szélséséges
esetben az O; megfigyel6 az égitest felszinén helyezkedik el). Az O; megfigyel6
vilagvonalanak P; pontjaban wy frekvenciaju sugarzast bocesat ki, amelyet az O, meg-
figyel6¢ vilagvonalanak P, pontjaban ws frekvencidju sugarzasként észlel. Belatjuk,
hogy ha az Oy és az O sztatikus megfigyelok radidlis koordinataja rendre ry és 7o,
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Ea —integra’lgo"rbe’i

5. abra. Gravitacids voroseltolédas észlelésének viszonyai a Schwarzschild-téridében.
A P} esemény: az r; radidlis koordinataju sztatikus O; forras k® hullamvektora
fényjelet bocsat ki az Oy sztatikus megfigyel6 irdnyaba. A P, esemény: az ry >
r1 radialis koordindtaju O, sztatikus megfigyeld észleli a fényjelet. Az O; és O,
sztatikus megfigyelok vildgvonalai egytttal a £* Killing-vektormezo integralgorbéi;
a megfigyel6k négyes-sebessége rendre uf és u$.

akkor az emittalt és az észlelt frekvenciak hanyadosa

1 - 2M
142 = 2V 1 (2.3.66.)
W2 1—2M

T2

Ez azt jelenti, hogy amennyiben az észlelé tavolabb helyezkedik el a gravitacios
centrumtol, mint az emitter, azaz ha ro > 7y, akkor az észlelt frekvencia kisebb,
mint a kibocsatott frekvencia, azaz a fény ,,voroseltolodast” szenved.

A fényjel null-geodetikus mentén terjed a téridé P; pontjabdl a P> pontba, amelynek érint6-
vektora a k% null-vektor (1d. a 5. dbrét). A sztatikus Op és O2 megfigyelSk vildgvonalai idGszerti
geodetikusok, amelyek érintéegységvektorai a Py és a P, pontokban rendre az (u1)® és az (ug)®

négyessebességek. A sztatikus megfigyel6k négyessebesége mindeniitt parhuzamos a &% Killing-
vektormezovel, értéke a P és a P, pontokban

(us)* = S S ) (2.3.67.)

V=&E |p,

Tudjuk tovabba, hogy a k* érintévektoru null-geodetikus mentén az érinté-vektormezoének és a
Killing-vektormezonek a kontrakcidja allandé, igy

kal®|lpy = ko€l (2.3.68.)

A fentiekbol kovetkezik, hogy

) —kq(u2)?|p, - /—§b§b|P1'

w1 —ka(ul)a|P1 _ Vv _€b§b|P2 (2.3.69.)
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Masrészt viszont a Schwarzschild-metrikabdl kiolvashatjuk, hogy

&8 = gu= —<1 - g) (2.3.70.)

Ezt behelyettesitve a frekvencidk hanyadosanak kifejezésébe, megkapjuk a voroseltolédés igazolni
kivant Osszefliggését.

Megjegyzés: Aszimptotikusan tavoli emitter és vevd esetén a voroseltolédast
ugy interpretalhatjuk, mintha a foton hw energiaja csokkenne, ahogy kijut a csillag
altal okozott vonzd, gravitacids potencidlgddorbdl, azaz mintha a foton Aw + U,
teljes energidja allandé lenne, ahol U, a newtoni gravitacié értelmében vett negativ
potencidlis energia.

frjuk at a voroseltolodas képletét wi = w, wy = w — Aw jelolések bevezetésével M < ry < ro

esetén
M M M M
hd ~ (1——) (1——) ~l+— - — (2.3.71.)
w— Aw ro 71 71 T2
alakba, ahonnan
—A A M M
el PR T AP T (2.3.72.)
w w 1 T2

adédik. Innen a relativ frekvenciaeltolodasra azt kapjuk, hogy

Aw GM GM
— = = - = 2.3.73.
w c2r 2y’ ( )
ahol visszairtuk a G és ¢ allanddkat. Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat Aw-val,
hw GM GM
—hAw = (hwy) — (hwl)—2 <—— + —>, (2.3.74.)
C 1 T2
azaz
hw GM hw GM
hwoy — ——— = hwy — —&——, (2.3.75.)
C 1 C (]

GmyM
I3

ahol hw/c? = my a foton tomege, U, = —
energigja.

pedig a newtoni értelemben vett potencialis

A voroseltolédést elészor a Fold felszinén igazoltak a Mossbauer®”-effektus fel-
hasznilasdval a Pound?®-Rebka?-féle kisérletben 1960-ban kb. 1% pontossiggal.

s

Késobb, 1979-1980-ban a gravitacios voroseltolédast kb. 0,01% pontossdggal iga-
zoltak gy, hogy rakétaval lottek fel egy hidrogén-mézert 10000 km magasra és a
mézer-sugarzas frekvencidjat mérték nagy pontossiggal a Foldon (Vessot®® és Levi-
ne3!).

2"Rudolf Ludwig Mé&ssbauer, német fizikus, 1929-2011
28Robert Vivian Pound, amerikai fizikus, 1919-2010
29Glen Anderson Rebka Jr., amerikai fizikus, 1931-
30Robert Frederick Charles Vessot, amerikai fizikus, 1930-
3IM. W. Levine
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Megjegyzés: Megbecsiilhetjiik, hogy mekkora a csillag felszinérdl érkezé fénynek a
csillag sajat gravitaciés mezeje miatti maximalis voroseltolédasa. Ha a csillag sztatikus,
gbémbszimmetrikus, strisége nem negativ és szigoriian monoton csokken a radialis koor-
dindtaval, akkor létezik a felsé tomegkorlat, (M/R)max = 4/9, ezért a csillag felszinén
emittalt fény legnagyobb lehetséges voroseltolddasi tényezdje

W1 |p= 1
Zmax = < —1=M—1=7—1:2. (2.3.76.)

W2 | max Walr—oo 1— QQT%
Ennek a becslésnek az alapjan mondhatjuk, hogy ha z > 2 voOroseltolédasi tényezével
észleliink valamely csillaghdl szarmazoé fényt, akkor annak a voroseltoléddsa nem irhatéd
kizardlag csak a csillag felszinén és a kozelében uralkodé gravitacié rovasara.

2.3.2. Az id6szerii és a null-geodetikusok egyenlete

El6szor is vegyiik észre, hogy ha egy geodetikus kezdopontja és kezdeti érintdje a
0 = 7/2 ekvatoridlis (azaz egyenlit6i) sikban vannak, akkor az egész geodetikus eb-
ben a sikban fekszik a Schwarzschild-metrika 6 — m — 0 tértiikrozési szimmetriaja
miatt. Ekkor viszont barmely mas geodetikust be tudunk forgatni forgasi izometria-
transzformacioval az ekvatoridlis sikba. Ez annak a newtoni mechanikaban is érvé-
nyes allitasnak az altalanositésa, hogy centralis gravitacios mezében mozgo prébatest
palyaja sikmozgés, amelynek sikjat a kezdeti helyzetvektor és sebességvektor fesziti
ki. Elegendé tehat csak az ekvatoridlis geodetikusokat vizsgalnunk.

Paraméterezziik az idoszerii geodetikusokat a 7 sajatidovel, a null-geodetikusok
esetében jelentse 7 az affin paramétert. A geodetikus paraméteres egyenletrendszere
gombi koordindtékban (1) = (¢(7),r(7),0 = 7/2,¢(7)), az érinté-vektormezd
pedig ut = dz*/dr = i*. Az ekvatoridlis sikban futé idészer(i geodetikusok és
null-geodetikusok esetén

M\ - 1 .
gaun? = —k = _(1 — —)t2 + T 72 4+ r2¢?, (2.3.77.)

r
T

ahol

o {+1 id8szerti geodetikus, (2.3.78.)

0  null-geodetikus

esetén. Felhasznaljuk tovabba, hogy a geodetikus mentén az érintovektor és a
Killing-vektor kontrakcigja allando, jeloljiik ezt E-vel,

M\ ;
E = —&uy = —gal'u’ = —gyu’ = (1 - —)t. (2.3.79.)
r

Megjegyzés: Az E allando fizikai jelentését a geodetikus aszimptotikus vi-
selkedésébol olvashatjuk ki. Az infinitezimalis sajatidé-tartam dr = /1 — %dt,
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ugyhogy az r > M aszimptotikus tartoméanyban F = /1 — % ~1—(M/r). Trjuk
vissza a G és ¢ dllanddkat a természetes egységeikban, akkor E ~ 1 — (GM/c*r)

adédik. Iddszerti geodetikus esetén szorozzuk az egyenléség mindkét oldalat mc3-tel,
ahol m a szabadon es6 prébarészecske tomege. Ekkor az

mc2 _ GMm
E ~ — 7T 5 (2.3.80.)

mc?
aszimptotikus Osszefiiggést kapjuk, azaz F a részecske egységnyi tomegre vo-
natkoztatott teljes energidja a gombszimmetrikus, sztatikus égitest gra-
vitaciés terében, a centrumtdl nagy tavolsagban. Ugy is interpretalhatjuk ezt,
hogy a végtelen tavoli megfigyelonek ekkora energiat kell adnia az m tomegii részecs-
kének ahhoz, hogy az geodetikus palyara alljon. Null-geodetikus esetén az E ~
1 — (GM/c*r) egyenléség mindkét oldaldt a foton hw energidjéval szorozzuk, és ak-
kor £ ~ [hw — (GMhw/c*r)]/hw a fotonnak a gravitdciés mezében az egységnyi
hw-ra vonatkoztatott teljes energiajat jelenti. Ennyi lesz a ,,szabadon es¢” foton
energidja, amelynek vildgvonala a geometriai optikai fénysugar pélydja a téridében.

Az ekvatoridlis sikban metrika a térbeli SO(3) izometria miatt rendelkezik
az ekvtoridlis sikra meroleges tengely koriili elforgatdsi szimmetridval. Ahogy a
térido idobeli eltolasi szimmetridja eredményezi az F mozgasallandot, ugy a térbeli
forgatassal szembeni szimmetria is eredményez egy L mozgaséllandot. Legyen ¢ =
(0/0¢)* az elforgatdssal szembeni szimmetridhoz tartozé Killing-vektor. Ekkor a
megfelel6 mozgéasallandé a geodetikusok mentén

L = gab?/)aub = g¢¢q5 = 7“2c25, (2.3.81.)

ami id6szerti geodetikus esetén az egységnyi tomegre juté palyaimpulzusmo-
mentumként, null-geodetikus esetén a foton AL palyaimpulzusmomentumaként
interpretalhaté. A (2.3.81.) egyenlet lényegében Kepler® I. torvényének altala-
nositasa, csak most nem kothetd hozza a feliiletsebesség fogalma, mert a térgeomet-
ria nem euklideszi.

Fejezziik ki i-ot és ¢-ot rendre E-vel a (2.3.79.) és L-lel a (2.3.81.) egyenléségek-
bél, és helyettesitsiik be a kifejezésiiket a (2.3.77.) egyenletbe. Ekkor a geodetiku-
sok radialis mozgasara az alabbi egyenletet kapjuk:

EI2 ,r',2 L2
_1 _2M + 1 2M + s = —hK, (2.3.82.)
amit atrendeziink az
1., 1 2M L? 1,
ST tsll—— = = -F 2.3.83.
2r +2< T)<T2+/€> 5 ( )

32Johannes Kepler, német matematikus, csillagész és asztrolégus, 1571-1630.
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alakba.

A kapott (2.3.83.) egyenlet megoldasaban a kovetkez6 klasszikus mechanikai
analdgia van segitségiinkre. A (2.3.83.) egyenletet atirhatjuk

1
57‘~2+v(r) = e (2.3.84.)

alakba, ahol € = E?/2 és bevezettiik a

kM L? H_ML2

r +ﬁ+2 r3

V(r) =

(2.3.85.)

,,potencidlt”. A k = 1 esetben a (2.3.83.) egyenlet a (2.3.84.) alakban olyan, mint
egy egységnyi tomegli részecske € = E?/2 energidjanak kifejezése a klasszikus me-
chanikaban, ha a részecske V (r) potencidlmez6ben mozog. A Kepler-probléma new-
toni gravitacié alapjan torténé targyalasa sordn ugyanilyen alakiu egyenletre jutot-
tunk. Akkor is be tudtunk hasonléan vezetni egy ,.effektiv’ potencidlt, amelyben a
(2.3.85.) egyenl6ség jobb oldalan &ll6 elsé és mésodik tag szerepelt csak. FEzek je-
lentése rendre a gravitaciés mez6é newtoni értelemben vett potencialja a centrumtol
r tavolsagban és az tgynevezett centrifugalis energia (potencidlgat). Az altalanos
relativitdselméletben tovébbi két tag jelenik meg a ,,potencidlban”: a (2.3.85.) kife-
jezés harmadik tagja, ami egy additiv allandé, és a negyedik tagja, ami kis radialis
tavolsagok esetén vonzo jellegével | feliilirja” a taszitd jellegii centrifugdlis gatat.

2.3.3. A Kepler-torvények altalanositasa

Vizsgédljuk el6szor az idészerii geodetikusok (k = +1) esetét. Lattuk, hogy a
Schwarzschild-téridében az idészerli geodetikusok beforgathatok az ekvatoridlis sikba,
azaz sikgorbék. Ezeken a szabadon eso prébarészecske mozgasat az L =all. egységnyi
részecske-tomegre vonatkoztatott palyaimpulzusmomentum jellemzi. Ez Kepler 1.,
a feliiletsebesség dllanddsagat kimondd torvényének altalanositasa.

Nézziik most, hogy mit mondhatunk el a szabadon esé részecske palyajardl, az-
az mi lesz Kepler II. torvényének altalanositasa. A (2.3.85.) potenciél széls6értékének
helyeit a dV/dr = 0 egyenletbél olvashatjuk ki, amelynek gyokei

2

Ry = L—(1 + /1 — 12(M2/L2)). (2.3.86.)

2M

Amennyiben a palyaimpulzusmomentum kicsi, azaz L? < 12M?, akkor nincsen valés
gyok. A potencidl r — oo esetén tart V. — 1/2-hez; csokkend r radiélis koor-
dindtéval szigortian monoton csokken, r — 0 esetén tart —oo-hez (1d. a 6. dbrat).
Ekkor a végtelenbdl E? > 1 relativ energidval inditott, szabadon es6 részecske be-
esik az r = 2M feliiletre, majd onnan tovabb az r = 0 szingularitasba. Ez a
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6. dbra. A Schwarzschild-téridében szabadon esé probarészecske radialis mozgasat
meghatarozé effektiv V(r) potencidl az r radidlis koordinata fiiggvényében kis L
pélyaimpulzusmomentum, azaz L? < 12M? esetén, ahol M a sztatikus, gombszim-
metrikus égitest teljes tomege.

7. abra. A Schwarzschild-téridében szabadon es6 préba-részecske radidlis mozgdsat
meghatarozé effektiv V' (r) potencidl az r radidlis koordindta fliggvényében nagy L
pélyaimpulzusmomentum, azaz L? > 12M? esetén, ahol M a sztatikus, gombszim-
metrikus égitest teljes tomege.
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kovetkezménye, hogy kis radidlis tdvolsdgokon a (2.3.85.) potenciél negyedik tagja
feliilirja a centrifugalis gatat.

Ha L? > 12M?, akkor R_ és R, is valés. A V(r) potencidlnak r = R_ helyen
maximuma, az 7 = R, helyen minimuma van. A r — 0 hataresetben a potencial
most is —oo-hez, az r — +00 esetben 1/2-hez tart. Létezik egy geodetikus, amelynek
vetiilete a 3 térszerti hiperfeliiletre » = R, sugaru stabil korpalya, tovabba egy
olyan iddszerli geodetikus, amelynek vetiilete az r = R_ sugaru instabil korpélya.
Ha L > M, akkor R, = L?/M? megfelel a newtoni elmélet szerinti koralaki Kepler-
palyanak. Altalénosségban a kovetkezoket mondhatjuk el:

1. Konnyen belathatjuk, hogy R, > 6 M, mivel fennallnak az

R, I? 12017 12017
e 2 (1o sy 1o s (2387
6M 12M2< " L2 )> - o (2387

egyenlotlenségek. Ez azt jelenti, hogy nincsen r = 6 M-nél kisebb sugaru stabil
korpélya.

2. Az instabil korpalya sugarara fennall a 3M < R_ < 6M egyenlGtlenség, vagyis
nem létezik semmilyen r = 30 -nél kisebb sugaru korpélya.

3. Kiszamolhatjuk a részecske egységnyi tomegre vonatkoztatott teljes energiajat
valamely R sugaru (stabil vagy instabil) kérpalyan. Ekkor 7 = 0 miatt

1

§E2(R) = V(R) L (= 2M)”

i (2.3.88.)

ahol felhasznaltuk, hogy a dV/dr|,—r = 0 egyenletbdl L? kifejezheté R és M
segitségével. Innen az R sugard korpalyan mozgo részecske egységnyi tomegre
vonatkoztatott teljes energidjara

R—-2M

E(R) = B30 (2.3.89.)

adodik. A legbels6bb R, = 6 M sugari, azaz legkisebb energidju stabil korpalyan
a részecske egységnyi tomegre vonatkoztatott kotési energiaja

Eg(R=6M) = 1—ER=6M)=1-+/8/9~0,06. (2.3.90.)

Altaldban az R > M palydn mozgo részecske gravitacidsan sugaroz, energiat
veszit és a sugarzas visszahatasa kovetkeztében letér a geodetikusrol. Spiralis
palyan fokozatosan megkozeliti az R = 6 M sugari legbelso stabil palyat, ott
instabilla valik a mozgasa és bezuhan a szingularitasi centrumba. Kozben,
amig R = 6M radialis ,,tavolsdgra” keriil a centrumtol, energiaja kb. 6%-
at vesziti el gravitacids sugarzassal. Alabb latni fogjuk, hogy az r < 2M,
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fo—

3M r

8. abra. A Schwarzschild-téridében haladé fénysugar radialis mozgasat meghatarozo
effektiv V' (r) potencidl az r radidlis koordinata fliggvényében.

azaz a Schwarzschild-sugaron beliili tartoméanybdl mar semmilyen sugarzas, a
szabadon es6 részecske mozgasara vonatkozo semmilyen informacié nem juthat
el a végtelen tavoli megfigyel6hoz.

4. Ha a részecske csak kicsit odabb helyezkedik el az r = R, stabil korpalyat
jelento radidlis koordinataju helytol, akkor radialis iranyban oszcillaciok 1épnek
fel, amelyek harmonikusak és frekvenciajuk

2
w? = % : (2.3.91.)
dr® |,_ R,

Ugyanakkor a korpalydn torténdé mozgas keringési frekvencidja wy = qB, amely-
re w; = L?/Ri. Meg lehet mutatni, hogy a newtoni hatdresetben w, ~
wg. Ha w, = w, lenne, akkor zart palydk alakulndnak ki, a bolygémozgés
Kepler-palyai. A newtoni gravitacié alapjan meghatarozott kotott Kepler-
palyak valoban zartak, ellipszis-pdlydk. Az altalanos relativitaselméletben
a radialis oszcillacidk és a keringési frekvencia eltérése miatt a palyak nem
zartak. A kozel koralaku palyak esetén a palyanak a centrumhoz legkozelebb
es6 pontja (a perihélium) precesszal w, = wy — w, szogsebességgel. Ezen
az elven lehet meghatdrozni a Merkir megfigyelt, 43 ivmdasodperc/100 év
anomalis precesszidjat, ami sokaig rejtély maradt, miutdn a newtoni gravitacié
alapjan a tobbi bolygd perturbalé hatasat figyelembe véve sem sikeriilt a pe-
rihélium-elforduldst kielégitéen megmagyardzni. (A Merkdr teljes perihélium-
elfordulasa 574,10+ 0,65 ivmésodperc/100 év. Az altalanos relativitaselmélet
szerinti anomaliat is figyelembe vevé szamitasok ezzel hibahataron beliil egyezo
eredményt adnak.)

2.3.4. A fénygodrbiilés

Vizsgéljuk most meg a null-geodetikusokat (k = 0). Az effektiv potencial alakja
figgetlen L-t6l, r — oo esetén zérushoz, r — 0 esetén —oo-hez tart az értéke, és
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9. dbra. A Schwarzschild-téridében halad6 fénysugar d¢ szogi eltériilése a kriti-
kusndal nagyobb b > b. latszélagos impakt-paraméter esetén; M az eltériilést okozo
sztatikus, gombszimmetrikus égitest teljes tomege.

r = 3M helyen maximuma van,

L2
(Id. a 8. abrét). Ezek szerint fotonokra létezik r = 3M sugarral korpalya, azaz
olyan fénysugar, ami kort ir le a sztatikus, gémbszimmetrikus égitest koril. Ez a
korpélya azonban instabil. Ahhoz, hogy a fénysugar ezt a korpélyat irja le, legaldbb
akkora FE relativ energia sziikséges, amelyre fennall, hogy
1 L?M L?

—FE? = V(R=3M)= — = 2TM?2. 2.3.93.
5 (R=3M) GBI azaz o 7 (2.3.93.)

Lapos téridében a b = L/FE hényados éppen az impakt paraméter, azaz az a leg-
kisebb tavolsdg, amelyre a fénysugdr megkozeliti az origét (az r = 0 radidlis ko-
ordindta-értéket). Mivel a Schwarzschild-metrika aszimptotikusan lapos, ezért a
b = L/E paraméter a latszdlagos impakt paraméter szerepét jatssza az aszimp-
totikusan tavoli megfigyel6 szamara az olyan fénysugarak esetén, amelyek az aszimp-
totikusan tavoli (r > M) tartoméanybdl indulnak. A b paraméter azonban a gorbiilt
Schwarzschild-téridében nem hordozza tébbé a ,,centrum megkozelitésének legkisebb
tavolsaga” jelentést. A fentiek alapjan a gravitald test mindazokat az aszimptotiku-
san tavolrdl indulé fénysugarakat be fogja fogni, amelyek energidja nagyobb, mint
az effektiv potencial maximumdhoz tartozé E érték, azaz amelyeknek a latszolagos
impakt paramétere b < b, ahol a kritikus érték b, = v/27M.

Azok a fénysugarak, amelyeknek a latszdélagos impakt paramétere nagyobb,
mint a b, kritikus érték, nem fogédnak be, hanem ujra eltavolodnak a végtelenbe
(Id. a 9. 4brat). Ekozben az eredetileg ¢_o irdnyban (az ekvatoridlis sikban) in-
dulé fénysugar a centrumon toérténo szérdédas utan a ¢, o, irdnyban fog a végtelenbe
tavozni. Ez azt jelenti, hogy ha egy tavoli csillag a megfigyelohoz képest a ¢_
irdnyban helyezkedik el, akkor a megfigyel6 a csillagot az eredeti helyzetéhez képest
0¢p = A¢ — 7 iranyban fogja észlelni, ahol A¢ = ¢ — ¢_o, ha a csillaghdl in-
dulé fénysugarnak , menetkézben” el kellett haladnia pl. a Nap felszine mellett.
Ezt a jelenséget nevezik fénygorbiilésnek. Az aszimptotikusan egyenes palyan ha-
lad6 fénysugar a gravitald centrum kozelében elhaladva eredeti iranyatol eltériil d¢
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szoggel. Ha a fénysugar nem ,,érezné” a gravitacié hatdsat, akkor A¢ = 7 lenne
(pl. Minkowski-téridében, amikor elhanyagoljuk a gravitalé centrum téridét gorbité
hatdsat). A Schwarzschild-metrikdji téridében azonban az eltériilés A¢ > m lesz. A
fénysugdr végtelen tavoli megfigyeld &ltal észlelt szogeltériilése az M/b < 1 esetén
elsorendit pontossaggal

4GM
= 2.3.94.
06 = (2:3.91)

ahol visszairtuk G-t és c-t természetes egységeikben. A Nap mellett elhaladé tévoli
csillag fényének eltériilése 6¢p ~ 1,75 fvmasodperc. Ezt el6szor 1919-ben az Ed-
dington®-expedicié mérte meg kb. 10%-os hibdval teljes napfogyatkozds idején.
Kvazéarokbdl érkezo radiohullamok eltériilését figyelték meg késobb teljes napfogyat-
kozés idején, amint a Nap mellett elhaladnak, {gy Fomalont3* és Sramek3® 1976-ban
1% pontossiggal igazoltak a (2.3.94.) Osszefliggést.

A fénysugdr eltériilésének mértékét az aldbbiak szerint hatarozhatjuk meg. Induljunk ki a
(2.3.84.) egyenletbdl, amely x = 0 esetben az

1 1 2M\ L? 1
eyl <1 _ T) = (2.3.95.)

alakot oOlti, ahonnan

2
P = e (22 23.96)

Mésrészt, mivel ¢ = L/r2, azt kapjuk, hogy

do L L2 ~1/2
- = = <E2 - T—3(r - 2M)) : (2.3.97.)

A fénysugar fordulépontja azon r = Ry radidlis koordinataértéknél van, amelyre V(Rg) = E?/2,
ahonnan (Ry — 2M)/R} = 1/b2, azaz R} — b*(Ro — 2M) = 0 adédik. Az utébbi egyenletnek a
legnagyobb gyoke a keresett Ry,

Ry = 2—bcos laurccos —\/ﬁM . (2.3.98.)
/353 b

Szimmetriaokok miatt a fordulépontig elszenvedett eltériilés megegyezik a fordulépont utani elté-
riilléssel, igyhogy a teljes A¢ szogvéltozds

° dr 1/Ro du
2 = 2| T o, T )

El6szor is ellenorzésképpen meghatarozhatjuk az eltériilést lapos téridében, ami az M = 0
esetnek felel meg. Ekkor Ry = b, és azt kapjuk, hogy A¢ = 2arc sin(b/Rg) = 7, ahogy azt varjuk,

33Sir Arthur Stanley Eddington, angol csillagdsz, fizikus és matematikus, 1882-1944)
34Edward Fomalont, amerikai csillagdsz és fizikus, 1940-
35Richard Sramek
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amikor a fénysugdr nem tériil el eredeti irdnydtél. Ha M # 0, akkor az M /b < 1 paraméterben
els6 rendben megkapjuk a keresett képletet a fénysugdr d¢ = A¢ — w szogeltériilésére.

Meg kell emliteni, hogy a fénygorbiilésnek tulajdonithaté a gravitaciés len-
cse-effektus. Ilyenkor valamilyen kiterjedt égitest, galaxisfiirt (galaxy cluster) vagy
galaxis szolgal gravitacids lencseként, amelyen athaladva a tavoli objektumbdl érkezo
fénysugarak a gravitacio hatasara hasonléan gorbiilnek, mint az optikai lencsékben.
Bér a jelenség elvi lehetosége mér az 1920-as években felvetddott, elsé megfigyelése
1979-ben tortént Walsh®® és csoportja éltal: a ,,Twin Quasar” (Iker-kvazar) volt
az els6 olyan objektum, amelynek kapcsdn a gravitdacids lencse-effektust sikeriilt
igazolni. A jelenség abban &ll ebben az esetben, hogy a gravitaciés lencse egyet-
len objektumrdl kettés képet allit el6. A képek szogtavolsaga szokatlanul kicsi,
kicsi a kiillonbség a voroseltolédasukban és hasonlé a spektrumuk. A lencseként
szolgalo galaxist is sikertilt azonositani. Az utobbi évtizedekben a gravitacids lencse-
effektus vizsgalata kiterjedt, és felhasznaldst nyer tavoli galaxisok, galaxisfiirtok fel-
kutatasaban.

2.4. A Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztés. Gravitacios Ossze-
omlas

2.4.1. A szingularitasokrodl altalaban

Altalaban a sztatikus, gombszimmetrikus égitestek anyaga kitolti az » < 2M tar-
tomanyt vagy tul is terjed rajta, ugyhogy a vakuumban érvényes Schwarzschild-
megoldas szingularitdsai érdektelenek. Abban az esetben azonban, ha a gomb-
szimmetrikus égitest elég nagy tomegli ahhoz, hogy teljes gravitacids Osszeomlast
szenvedjen, akkor a vakuumra vonatkoz6 Schwarzschild-megoldas az r < 2M tar-
tomanyon is érdekessé valik. A szingularitas dltalaban, — mint mar emlitettiik —
kétféle lehet:

1. walodi fizikar szingularitds, amikor a Riemann-tenzorbol képezett valamely
skalar, pl. Rapeq R4 vagy R végtelenné valik;

2. koordindta-szingularitds, amikor a valasztott koordinatarendszer nem alkalmas
a téridé-sokasag valamely tartomanyanak lefedésére.

A 2. esetben az ,,eredeti” koordinatarendszer szerint nem szingularis (M, g,p) téridé-
tartoméanyt alkalmas 1j koordinatarendszert valasztva kiterjesztjiilk egy nagyobb
(M , Jap) téridé-tartomanyra, ahol M C M. A Schwarzschild-téridének r = 0-ban
valddi fizikai szingularitdsa van, ahol RgpqR™? — oo; r = 2M-nél viszont koor-
dinata-szingularitasa van, ahol £* parhuzamos a V% vektorral.

36Dennis Walsh, angol csillagasz, 1933-2005
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2.4.2. Példa a kiterjesztésre: a 2-dimenziés Rindler-térido

A 2-dimenziés Rindler-térid6 metrikaja
ds®> = —z?dt* + da?, (2.4.100.)

ahol a koordinatdk a —oco < t < 00 és 0 < = < oo intervallumokat futjdk be. A met-
rikdnak az z = 0-ban szingularitdsa van, hiszen —g = 22 - 1, és ezért a ¢"¥ inverz metrika
az x = 0-ban szinguldris. Ez koordinédta-szingularitds, mivel taldlunk olyan 1j, alkal-
masabb koordinatarendszert, amelyben az x = 0-nak megfelel6 helyen nincsen szingu-
laritas. Az 14j koordindtarendszert a kovetkez6 médon keressiik. 2-dimenziéban a null-
geodetikusoknak pontosan 2 kiilénboz6 serege létezik, az dgynevezett befutd és kifutd
null-geodetikusok. Sem a befutd, sem a kifuté geodetikus-sereghez tartozd geodetikusok
nem metszik paronként egymast, ugyanakkor a két geodetikus-sereg teljesen behaldzza a
térid6t (azaz a téridé minden pontjan pontosan egy befuté és egy kifuté null-geodetikus
halad at). Ezeknek a geodetikusoknak az affin paramétereit keressiik meg az eredeti térid6-
tartomanyban, és terjesztjik ki egy nagyobb téridé-tartoméanyra.

A k% érintévektor-mezdvel rendelkez6 null-geodetikusok egyenlete:

0 = gak®® = -2+ i? (2.4.101.)
ahol ... = d.../d\ a X\ affin paraméter szerinti derivélast jeloli, a null-geodetikusok
érintéjének komponensei (k! = £,k* = ). Atrendezés utén a null-geodetikusok egyen-
lete

dt\* 1
— = — 2.4.102.
(daz) x2 ( )

alakot olt, s ennek megoldasai
t = £hhae+C, (2.4.103.)

ahol C =allandé és konvencié szerint a + és a — elGjel rendre a kifuté és a befuté null-
geodetikusoknak felel meg.

Vezessuk be az
u=t—Ilnzx, v=t+lnzx (2.4.104.)

fénykip- vagy mas szoval null-koordinatakat, ahol —oco < u, v < +00 megfelel az x > 0
tartomanynak. A null-koordinatdkkal kifejezett metrika:

ds* = —e'“dudv. (2.4.105.)

Az u =all. és a v =4all. egyenletek rendre a kifuté és a befuté null-geodetikusok egyenletei.
A null-koordindtak olyan koordindta-rendszerre tortént attérést jelentenek, amelynek u-
és v-tengelye rendre a v = 0 befuté és az u = 0 kifuté null-geodetikus.

55



10. abra. A 2-dimenziés Rindler-térido kiterjesztése, az 1. szektor felel meg az eredeti
Rindler-téridének.

Ezutén bevezetiink olyan U(u) és V' (v) 1j koordinatakat, amelyek rendre a befuté és
a kifut6 null-geodetikusoknak az affin paraméterei. Hasznaljuk ki ehhez, hogy a Rindler-
téridében létezik ,,idébeli” eltoldsi szimmetria. Ehhez a (9/0t)* Killing-vektormez6 tar-
tozik. A null-geodetikusok mentén létezik az F allandé:

, dt

—. 2.4.106.
Y ( 06.)

a\" .
E = —gabk‘”(@) =—guk' =2*t=1

v

Masrészt t = %(u +v) és v —u = 2Inz, amibdl 22 = e?~%, vagyis a null-geodetikusokat

jellemz6 allandé

1 du dv
E = —e" " —=+-—). 2.4.107.
2°¢ (d)\ * d)\> ( )
Kifuté null-geodetikusokon u =4ll., azaz E = %e”_“g—K, ahonnan % = %ev_“, amibdl

integralassal az affin paraméterre A\ = %e‘“ [evdv = %e”_“ + const. addédik. A kifuto
null-geodetikusokon hasznalhatjuk tehat a

Viv) = € (2.4.108.)

affin paramétert, 0 < V(v). Befuté null-geodetikusokon v =4ll., azaz F = %e”_“%,

v—Uu

1 (14 . _ 1 v [ —ug, —
ahcl)nnan o = spe’ ", amibdl integrédlassal az affin paraméterre A = 5pe e tdu =

—spe’ " + const. adédik. A befuté null-geodetikusokon hasznalhatjuk tehat az
Ulu) = —e* (2.4.109.)

affin paramétert, U(u) < 0. Az affin paraméterek egyik oldalrél korldtos tartoménya
mutatja, hogy az eredeti 2-dimenziés Rindler-térid6 aszimptotikusan nem teljes, metrikaja

ds® = —dUdvV. (2.4.110.)

A térid6-tartomany kiterjesztése azaltal torténik, hogy az 4j (U, V') koordinédtékat
az egész valds szamegyenesen hagyjuk futni, —oo < U, V < 4+00. Ezutan bevezetjik a

- %(U+V), X = %(V—U) (2.4.111.)
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Minkowski-koordinatakat, amelyek szintén barmely értéket felvehetnek a valds szamegye-
nesen, és segitségiikkel a kiterjesztett térido-tartomanyon a metrika

ds? = —dT*+dXx> (2.4.112))

alakot Olt, ami azonos a Minkowski-metrikdval. Az eredeti (¢, =) Rindler-koordinatakat
kifejezziik a Minkowski-koordinatakkal:

r=+VX?2-T? t=arth(T/X). (2.4.113.)

Ebbdl 1atjuk, hogy a Rindler-téridé a Minkowski-téridének az X > |T'| szektora, az [
szektor, a kiterjesztés utan kapott Minkowski-téridének azonban még 3 masik szektora is
van: II:T > |X|, II]: =T > |X|,IV:-X > |T|.

2.4.3. A Schwarzschild-metrika kiterjesztése

A Schwarzschild-térid6 a 2-dimenziés Rindler-térid6hoz hasonléan terjesztheto ki.
Ez annak készonhetd, hogy a gémbszimmetria miatt elegendé a kiterjesztést a (t,7)
sikon vizsgalni. Ezen a sikon a metrika

2M 1
ds® — _<1 _ T) dt? + — Mdrz' (2.4.114.)

A koordindtarendszer a —oo < t < 400 és 2M < r tartomanyon értelmes. A 2-
dimenzids (t,r) sikon a null-geodetikusoknak megint 2 serege van: a kifelé és a befelé
futé radiélis (¢, 6 =4ll.) null-geodetikusok, amelyek egyenletei

2M . 1
0 = gak'k" = (1 - —)t2 T i, (2.4.115.)
T — 27

ahonnan azt kapjuk, hogy

dt 1
Vezessiik be az
re = r+ 2M1n<ﬁ - 1) (2.4.117.)

Regge3”-Wheeler®-féle teknésbéka-koordindtakat. Ezeknek a segitségével a radidlis
null-geodetikusok egyenlete
dt dr,

— = 4+ 2.4.118.
dr dr ( 8)

3TTullio Eugenio Regge, olasz fizikus, 1931-2014
38 John Archibald Wheeler, amerikai fizikus, 1911-2008
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alakot olt, és konnyen integralhato:
t = dr,+0C, (2.4.119.)
ahol C' tetszéleges alland6. Most is bevezetjiik az
u=t—r, v=t+r, (2.4.120.)

null-koordinatdkat. Segitségiikkel r, = %(v — u), ami azt jelenti, hogy ezdltal r is

adott implicit médon, mint u és v kifejezése; tovabba

2M
ds* = — (1 - —)dudv. (2.4.121.)
r
Hasznéljuk fel, hogy
"= " (1= 2M _ lremm)/2M
2M 2M r ’
2M 2M
—(1——) = T erAMm/AM e (9.4.122))
r r
és irjuk at a metrikat
2M
ds® = —T—e/2PM =AM gy gy (2.4.123.)
T
M _—r/2M

alakba. Ezzel elértiik, hogy a metrikat a —276 csak r-t6l fiiggd, r = 2M helyen
nem szingularis tényez6 és a csak u-tol és v-t0l fliggd tényezd szorzatara bontottuk.

A Rindler-térid6 kiterjesztése soran a null-geodetikusok menti affin paramé-
tereket vezettilk be 1j U és V koordinatakként. Az analdgia alapjan most az 1j
koordinatédkra az

Uu) = —e "M <0, V(v)=e""" >0 (2.4.124.)
munkahipotézissel éliink. Ekkor dU = ﬁU du, dV = ﬁ‘/dv miatt

3
ds? = —%e”/wwdv (2.4.125.)

addédik. Itt ha r — 2M felilrol, akkor r, — —oo miatt u — oo és v — —o0,
valamint U — 0 alulrdl és V' — 0 feliilr6l. Az (U,V) koordindtakban tehat a
metrika az r = 2M helyen véges.

A kovetkezd 1épésként kiterjesztjiik az U és V' koordinatak intervallumat min-
den olyan valds értékre, ami r > 0-val kompatibilis. A szingularitds r = 0-ban
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fizikai, azt mar nem tudjuk tovabbi koordinata-transzformaciéval eltiintetni. Fz-
utén, a kiterjesztés utolsé lépéseként, bevezetjiik a Kruskal®*-Szekeres-féle

- %(U+ V), X = %(v — ) (2.4.126.)

koordindtdkat. Ezekben a koordindtdkban barmely (7}, Xo) térid6-ponthoz tar-
tozé fénykip egyenlete T'— Ty = +(X — Xj) (a (T, X) ,,stkon” szemléltetve 45%-os
egyenesek). A Kruskal-Szekeres-koordinatak segitségével a Schwarzschild-téridé
Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésének metrikaja

32M3 e—r/2M
r

ds* = (—=dT? 4+ dX?) + r*(d6* + sin® 0d¢?®), (2.4.127.)
ahol visszairtuk a metrika gombi szogektdl fiiggo részét. A metrika kifejezésében sze-
repl6 r koordindta implicit médon fiigg a (T, X)) koordinataktol. Az implicit fiiggést
az eredeti (t, r) koordindtdk és a Kruskal-Szekeres-koordinatak kozti kapcsolat,

(ﬁ - 1) er/?M — X2 _ T2 2;\4 —1In i(( j; = 2ar th%, (2.4.128.)
hatdrozza meg. Innen latjuk, hogy az r > 0 feltétellel a (T, X) koordinata-sik
azon tartomanyai vannak osszhangban, amelyek az X? — T2 > —1 feltételnek eleget
tesznek. Ezért a pozitiv, ill. negativ iranyba nyil6, megfelelé 2 forgasi hiperboloid
és annak annak belseje ki van zdrva a kiterjesztett téridébdl. Az X? — T? = —1
hiperboloidok felszine felel meg az r = 0 szingularitasnak, ezek ezért nem tartoznak a
kiterjesztett téridé-sokasaghoz. A térido-sokasdgnak a 2 hiperboloidon kiviili részét
a T = +X 2-dimenzids hiperfeliiletek négy tartomanyra osztjak (1d. a 11. &brat):

o [ tartomdny: X > |T'| megfelel az r > 2M radialis koordindta-értékeknek, ez
az eredeti Schwarzschild-téridonek a Schwarzschild-sugaron kiviili tartomanya.
Az X =T és az X = —T hiperfeliilet rendre az r = 2M, t = +o00 és az
r = 2M, t = —oo hiperfeliillet. Ez a tartomany r — oo esetén aszimptoti-
kusan lapos. Az r =4ll. és a ¢t =4all. hiperfeliileteket a (7, X) sikon rend-
re X > 0 irdnyba nyilé hiperboldk és csokkend r esetén az origéba befutd
egyenesek abrazoljak. Az I. tartomanybol inditott barmely idGszeri gorbe
athalad az r = 2M, t — +oo hiperfeliileten. Amikor ezt a feliiletet pl. egy
szabadon es6 részecske megkozeliti (iddszerti geodetikuson mozog), akkor a
részecske altal mért véges, kicsiny A7 sajatidé-tartamnak végtelenhez tarto
At = At/\/1 — (2M/r) idétartam felel meg az aszimptotikusan tévoli, nyugvd
megfigyel6 érajan. A részecske a sajat oraja szerint tehat véges id6 alatt bele-
esik a II. tartomanyba, amit a végtelen tavoli megfigyel6 végtelen ideig tartd

39Martin David Kruskal, amerikai matematikus és fizikus, 1925-2006)
40Szekeres Gyorgy (George Szekeres), magyar-ausztral matematikus, 1911-2005
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11. abra. A Schwarzschild-térid6 Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésének 2-dimenzios
abraja. Az abra minden pontja a (6, ¢) gombi szogek tekintetében egy 2-dimenzids
gombfeliiletnek felel meg. Az I. tartomany az eredeti Schwarzschild-téridének a
Schwarzschild-sugéron kiviili tartomanya, a II. tartomany a feketelyuk tartomanya
(az eredeti Schwarzschild-téridének a Schwarzschild-sugéron beliili tartoménya). A
kiterjesztés eredményeként jelent meg az aszimptotikusan lapos IV. tartomény és a
II1. tartomany, a fehérlyuk tartomanya. A satirozott részek nem tartoznak hozza a
kiterjesztett térido-tartomanyhoz.

kozeledésnek észlel. Hasonldan egy a centrum felé az . tartomanybdl elinditott
fénysugar sem ,,észlel” szingularitéast, és belép a II. tartomanyba. Ekozben — az
el6z6 megfontolast alkalmazva — az aszimptotikusan tavoli megfigyel6 szaméara
frekvenciaja zérussa valik a belépés pillanataban.

o [I tartomdny: az |X| < T, T < vX?+1 tartomany, ami az eredeti koor-
dinatakban a 0 < r < 2M tartomany. Ez a feketelyuk tartomanya. Ebben
a tartomanyban az r =all. és a ¢t =all. hiperfeliileteket a (7', X)-sikon rendre
pozitiv T iranyba nyilé hiperboldk és az origdébdl csokkend r-rel kifutd egye-
nes szakaszok szemléltetik, utobbiak az r = 0 szingularitasban végzédnek. A
tartomany barmely pontjaban a fénykup lokdlisan tgy helyezkedik el, hogy
sem fényjel, sem részecske a tartomanybdl kilépni nem tud, hanem ,.életét”
az v = 0 szingularitasba befutva végzi véges sajatido elteltével. A fekete-
lyuk tehat olyan térido-tartomény, amelybdl sem részecske, sem fény nem 1ép
ki, ugyanakkor a feketelyuk felé radidlisan tartd részecskék és fénysugarak
akadélytalanul 1épik at az I. és a II. tartomény kozti hatart.

e [II. tartomdny: a |X| < =T, T > —v/X?+ 1 tartomény, ami a feketelyuk-
tartomanynak egyfajta ,,idotikrozottje”, az ugynevezett fehérlyuk tartoma-
nya. Barmely részecskének, vagy fényjelnek, amely a III. tartomanyban jelen
van, véges sajatidé alatt kellett , kilépnie” a T = —v X2+ 1 (r = 0) szingu-
laritasbol, és akadalytalanul elhagyhatja a III. tartomanyt a IV. tartomany
irdnyaban.

o [V. tartomdny: a —X > |T| tartomany, amely az I. tartomanyhoz hasonléan
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12. dbra. A Schwarzschild-féle féregjarat (azaz az Einstein-Rosen-hid) szemléltetése
a Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésében a t = 0 hiperfeliilet to-
poldgidja révén. Az dbran az egyik dimenzié el van nyomva, azaz az R x.S? topolégidt
R x S! topoldgidval szemléltetjiik, tigyhogy az abran az r =4ll. korok valéjdban 2-
dimenzids gombfeliileteknek felelnek meg. Az r = 2M-nél lathatd | ,nyak” folotti és
alatti rész rendre az aszimptotikusan lapos I. és IV. tartomanyhoz tartozik.

aszimptotikusan lapos tartomény. Erdemes azonban tudatositanunk, hogy
nincsen sem olyan iddszerii geodetikus, sem olyan null-geodetikus, amelynek
mentén Osszekottetés lenne az . és a IV. aszimptotikusan lapos tartomany
kozott. Ez abbdl latszik, hogy a jovobeli fénykipoknak a 11. abra barmely
pontjaban olyan ,,felfelé nyil6 ékek” felelnek meg, amelyeket a jovéiranyd null-
geodetikusoknak megfelelé £45°-0s egyenesek rajzolnak ki. Kovetkezésképpen
az I. tartoméanybdl radialisan befelé inditott idészerti vagy fényszeri gorbe,
azaz minden befelé inditott részecske vagy fénysugar a II. tartomanyba lép
be és életét az r = 0 szingularitdsban végzi, ahelyett, hogy atléphetne a IV.
tartomanyba. A t = 0 hiperfeliilet térbeli topoldgiai viszonyait, az tigynevezett
Schwarzschild-féle féregjaratot, (wormhole) vagy mas nevén az Einstein-
Rosen*'-hidat (bridge) a 12. dbra szemlélteti 3 helyett 2 dimenziéban.

Az valészintsithet6, hogy a kiterjesztett Schwarzschild-téridé III. és IV. tartomanya
nem fizikai. Az . tartomédny barmely sztatikus, gémbszimmetrikus égitesten kiviil
(ami &ltaldban a Schwarzschild-sugardn kiviil helyezkedik le) megvalésul. A II. tar-
tomany pedig abban az esetben valik legalabb részben fizikaiva, ha az égitest tomege
meghaladja azt a kritikus értéket, amelynél nagyobb tomeg esetén bekovetkezik a
teljes gravitacids osszeomlas (kollapszus). Az utébbi esetet szemlélteti a 13. bra.

4INathan Rosen, amerikai-izraeli fizikus, 1909-1995.
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13. abra. Gombszimmetrikus égitest teljes gravitacids osszeomlédsa esetén megjelenik
a Schwarzschild-féle feketelyuk tartomanyanak egy része. A vizszintesen satirozott
tartomanyt az 0sszeoml6 anyag foglalja el.
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