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1. gyakorlat

1. A specidlis relativitdselmélet szerint az mg > 0 nyugalmi témegii, adott K inercia-
rendszerben p impulzusi részecske energidja K-ban

E = +y/mic* + p?c?, (1.1)

ahol ¢ a fénysebesség vdkuumban. (Utébbi minden inerciarendszerben és minden
irdnyban azonos!) Ha a részecske nyugalmi tomege nem nulla, azaz mgy # 0, akkor
a K inerciarendszerben a részecske v sebessége és p impulzusa kozott a

p=m(v)v (1.2)
kapcsolat all fenn, ahol
mo
mv) = —,— 1.3
(v) — (1.3)

a részecske mozgdsi tomege. A fentieket felhaszndlva

2

(a) lassa be az Einstein &ltal felfedezett hires F = m(v)c® Osszefliggést;

(b) mutassa meg, hogy mo = 0 nyugalmi tomegi részecske esetén az E és p kozti
Osszefiiggés Osszhangban van a de Broglie-féle A = h/p Gsszefiiggéssel.

Megoldas:

(a) Ha mg # 0, akkor

(b) Ha mo = 0, akkor E = pc adédik, ugyanakkor a de Broglie-Gsszefliggésbél kapjuk,
hogy

h
A= = = ek (1.5)

E = pc=hke=hw. (1.6)
Ez a helyes kifejezés a foton energidjara.

2. A Compton-szérast w korfrekvenciaju Rontgen-sugarzasboél szarmazoé foton és
kezdetben nyugalomban levé m, nyugalmi tomegii elektron iitkozésének te-
kintve, irja fel az iitkozésre az energia- és az impulzusmegmaradas torvényeit.
Mutassa meg, hogy ezekbdl kovetkezik a Rontgen-sugarzas korfrekvenciajanak
csokkenésére vonatkozo

2h 0
! e ww' sin? 3 (1.7)




Osszefiiggés, ahol W' a szért Rontgen-sugdrzds korfrekvencidja, 6 pedig a foton
eltériilési szoge. Lassa be, hogy a sugarzas hullaimhosszanak novekedése ekkor

N — )\ = 2\gsin? g, (1.8)

ahol A a beérkez6 és X' a szért Rontgen-sugarzas hulldmhossza és A\¢ = h/(mec)
az elektron Compton-hullamhossza!

Megoldas:
Az energiamegmaradds torvénye értelmében:

MeC?

1—(v/e)?’

ahol ¥ az elektron sebessége a végallapotban. Az impulzusmegmaradés torvénye értelmében:

w4+ mec® = hw' + (1.9)

—

V1= (/e

ahol |k| = k = w/c, |K'| = K'w'/c. Legyen (k,k')/ = 6 és (7,k)Z = o, ekkor Descartes-
komponensekben

—

hk+0 = hk + (1.10)

k= (k,0), k' = (kK cosf,k sinf), 7= (vcosa,—vsina), (1.11)

és az impulzusmegmaradds torvényébdl az alabbi 2 egyenloséget kapjuk:

hk = RE cosf + —elOB
1—(v/c)?
N hk—hk’cosﬁz%, (1.12)
— \v/C
0 = hk'sing— —2el%e
1—(v/c)?
= hk'sing = /S (1.13)

V1= (/e

A fenti médon dtrendezett 2 egyenlet mindkét oldaldt emeljiik négyzetre, majd adjuk &ssze
a megfelel6 oldalakat:

M e H2(K')? — 2h2kK cos 0 (1.14)
1—(v/e)? ’ '
m2v?c? 9 9 . o0
m h (w — w') + 4ww’ Sin 5 . (115)
A bal oldalon all6 kifejezést azonosan dtalakitjuk:
m2v?c? _ m2ct(v/c)? L2 (v/e)? —1+1 _ mict m2d. (1.16)
1—(v/e)? 1—(v/c)? 1—(v/e)? 1—(v/c)?
Az energiamegmaradds torvényébdl rendezéssel kapjuk, hogy
2
MeC
—— = hw-—w)+me?, 1.17
L = ) (1.17)



amit négyzetre emelve

m2ct 2
——— = [A(w—-w)? e 1.18
= (0/0? [ (w—w) +mc] ( )
adédik. Azt talaljuk tehdt, hogy
m2v?c? m2ct 94

=@/ ~ 1= °
= [h2 (w—w)?+ m602]2 —m2ct
= I (w—uw)?+ 20w — W )mec?. (1.19)

frjuk ezt be az (1.15) egyenlet bal oldaldba:
0
I (w— W)+ 20w — W mec® = B |(w —w')? + 4w’ sin® 3| (1.20)

Innen kapjuk, hogy

2h 0
w—uw = mec2ww'sin2§. (1.21)

Hasznaljuk fel, hogy w = 2mc¢/ ), és {rjuk at az eredményt a hullimhossz megvaltozdsdra:

2wre  2me 2h 2mc)? |, 0
AN me AN S (122)
ahonnan —gﬁé—vel szorozva kapjuk, hogy
41h 0 h 0
/ 2 102
A=A MeC S 2 MeC s 2 (1.23)

. A Planck-féle sugarzasi torvény,

du < ————dw (1.24)

felhasznédlasaval mutassa meg az alabbiakat:

(a) A feketetest egységfeliiletén idGegység alatt kilépé energia ardnyos a fe-
ketetest T hémérsékletének 4-dik hatvanyaval: j. oc T

(b) A feketetest azon az wy,x korfrekvencian sugaroz maximalis intenzitdssal,
amelyre fennall a

kpT o ‘wmax (1.25)
Wien-féle eltolédasi torvény.
(a)

* hw3d
Jje = cuzc/duoc/ 7w (1.26)
0 e

hw
ET — 1
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Az integral véges, mert az integrandus w — oo esetben exponencidlisan lecseng. Az

integral T-fliggését explicit médon latjuk, ha bevezetjik a £ = k’j;—“’T 1j integralasi

valtozot. Az integraldsi hatarok tovabbra is & = 0 és £ — oco. Az 4j véltozoval az
integral:

. kpT\ kpT [ &d¢

h T°. 1.27

]EO((h>h/()ef—1O( (127)

(b) A du(w)/dw figgvény maximum helyét keressiik. A £ véltozd segitségével ez ott van,
ahol az

53
= 1.28
16 = 2 (1.28)

fiiggvénynek maximuma van. A széls6érték sziikséges feltétele:

df(€) 3¢ S & £et
0 = — — $ — 3— 1.29
d¢ et —1 (65—1)26 es —1 e —1 (1.29)
Innen egyetlen £ # 0 gyok adédik, mint a
(3—-€e* = 3 (1.30)
egyenlet ., megolddsa. Azt kapjuk tehdt, hogy wmax o kpT/h. A megfelel§
hulldmhossz
A 27c _ 2mch _ hc ~ 2,9-1073 Krn' (1.31)
Wmax gmakaT gmakaT T

4. Eljiink Planck hipotézisével, hogy a linedris harmonikus oszcillator csak e
energiaadagokban tud energiat felvenni, azaz az energidja csak a diszkrét
en = neg értékeket veheti fel, ahol n = 0,1,2,.... Hasznaljuk fel Boltzmann
allitasat, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy részecske a T hémérsékletii
kornyezetével termikus egyensilyban e, energiat vesz fel,

__&tn
e kpT

W, = ————. (1.32)

Dm0 € T
Hatarozzuk meg az oszcillator € atlagenergiajat, amikor termikus egyensilyban
van a T hémérsékletii kornyezetével! Mi az eredmény, a ¢y — 0, és mi akkor
ha g9 = hw(# 0), ahol w az oszcillator korfrekvencidja?
Megoldas:

Az oszcillator energidjanak varhaté értéke

o o
F o= annm:%. (1.33)
n=0 Enzoe .

Legyen £ = e *8T  ahol 0 < £ < 1. A nevezSben lev6 Osszeg mértani sor Gsszege:

o0

_ neg > n 1
e FpT — 7;35 :—1_5, (1.34)

n=0
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A szamlaléban levd Gsszeg ennek € szerinti derivéltjdval fejezhetd ki:

00 neg 00 (o'} 1
Z e FETngy = ¢ ZN€" = Eoéznﬁnfl = 505— Zgn = Eogd_l—
€0
= = 1.35
i—ép (1.85)
Azt kapjuk tehat, hogy
_ €0§ / 1 €0 €0
£ = = = 1.36
1-8%/ 1-¢ 1-¢ eFsT — 1 ( )

Az ¢y — 0 eset a klasszikus harmonikus oszcillditornak felel meg, amikor az oszcilldtor

folytonosan vehet fel energiat. Ekkor a nevezében élhetiink az eFsT 0 1 + k
kozelitéssel és azt talaljuk, hogy

g = kpT. (1.37)

A T hémérsékletii kornyezettel termikus egyensilyban lev klasszikus oszcillator dtlagener-
gidja nem fligg az oszcillator frekvencidjatél. Ha a feketetestsugdrzas a klasszikus fizika
torvényeit kovetné, akkor a benne résztvevé minden oszcillator-moédus atlagenergidja kT
lenne.

Ha Planck hipotézisével éliink, hogy az w korfrekvencidju linedris harmonikus oszcillator
csak g = hw energiaadagokat képes felvenni, akkor

Hw) = —@ (1.38)

eksT — 1

Az infravorés médusok esetén hw < kT, igyhogy a nevezében az exponencidlis fiiggvényt
megint sorba fejthetjiik, akarcsak a klasszikus esetben, és ezekre a médusokra visszakapjuk a
klasszikus ) ~ kpT atlagenergiat. Ugyanakkor az ultraibolya fiw > kpT médusok esetén
a nevezében az exponencidlis mellett a —1 tag elhanyagolhaté és ezeknek a médusoknak az
atlagenergidja,

_ _hw
gUV) ~  hwe FsT (1.39)
exponencialisan elnyomoddik a novekvo frekvencidval.

5. Vizsgaljuk L oldalélii kocka alakt, idedlis vezetovel hatarolt iireg belsejében a
feketetestsugarzast! Hatdrozzuk meg az [w, w+dw] kérfrekvencia-intervallumba
es6 allohullamt médusok g(w)dw szamat! Hasznéljuk fel, hogy az elektromos
térerosség eltiinik az tireg falain.

Mivel az elektromos térerdsségben kialakulé allohullamok amplitidéja az iireg falain eltiinik,
ezért csak olyan alldhullaimi médusok tudnak kialakulni, amelyek esetén a félhulldimhossz
egész szamszorosa fér ra az egyes oldalélekre. Legyenek a Descartes-koordinatarendszer ten-
gelyei parhuzamosak a kocka oldaléleivel. Legyenek a k hulldmvektor Descartes-komponensei
k; (i =1,2,3), ekkor az egyes irdnyokban a lehetséges hulldmhosszak \; = 27 /k; és az elek-
tromos térerdsségre vonatkozd hatarfeltételek el6irjak, hogy

s

m
i 1.40
) = (1.40)



Ez azt jelenti, hogy a k;-k csak a diszkrét

ki = nis, ni=0,1,2,... (1.41)
L
értékeket vehetik fel. (Vigydzat: ez nem kvantdlds, csupdn a klasszikus fizikdban is érvényes
kovetkezménye annak, hogy véges térfogatban vizsgaljuk az allohullamokat. Végtelen tér-
fogat, azaz L — oo esetén a hulldmszdmok folytonosan minden értéket felvehetnek.)

Hatérozzuk meg azon médusok N(w) szdméat, amelyeknek az w’ korfrekvencidja nem na-
gyobb, mint az adott w, w’ < w. A megfelel§ k' hullimvektorokra teljesiil a

3 W2
D) < (1.42)
=1
azaz a
3
L2 W2
2 — 2

egyenlotlenség. Ha elképezelink egy Descartes-koordinatarendszert, amelyben az egész
szamok (n1,n9,ns) szdmhdrmasaival kijelolt pontokat dbrézoljuk, akkor egységnyi oldaléli
kockakbol felépitett rdcsot kapunk. Azok a racspontok, amelyek az w’ < w feltételnek eleget
tevé médusokhoz tartoznak, az R sugart gomb nyolcaddban helyezkednek el, igy szamuk

1 4R® L3P

Nw) = 25 3 =32

(1.44)
A 2-es szorzé a médusok kétféle polariziciés irdnyat veszi figyelembe. A mddusok frekvencia
szerinti g(w) sfirliségét megkapjuk, ha N(w)-t w szerint derivaljuk:

dN(w) I3

glw) = T = s (1.45)

Latjuk, hogy g(w)dw o w?dw.
. Tekintsiik a monokromatikus anyaghullamokbodl szerkesztett
ko+Ak )
W(a,t) = / ke =)0 g (1.46)
ko—Ak

hulldamcsomagot, ahol kg > Ak és a a diszperzios relacié jo kozelitéssel

dw(k
dk g,
alak, ahol
_ du(h)
vy = - (1.48)

a csoportsebesség. A k szerinti integral elvégzésével lassa be, hogy

D(a,t) = 2202 gilkor—w(ko)) Ak (1.49)

z
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ahol z = (v —v,t)Ak. Vajon mi térténne, ha a diszperzids relacié kvadratikus
tagjat is figyelembe vennénk?
Megoldas:

Helyettesitsiik be a csonkolt diszperziés relaciot az integrandusba, térjiink &t a € = k — ko
integraldsi valtozora, és végezziik el az integraldst:

Ak Ak
1/)($, t) _ / ei(kg+§)x7iw(k0)t7ivg5td§ — ei(kngw(kg)t) / ei(vagt)fdé-
— Ak —Ak
_ pikoz—w(ko)t) ellemugt) Ak _ gmile—u Ak _ 25111((117 — vgt)Ak) pilkoz—w(ko)t) A Js
i(x — vgt) (x — vgt)Ak
= 9SINE itkor—w(ho)t) A (1.50)
V4

A hulldmcsomag fomaximuma a z = 0 feltételnek tesz eleget, ahonnan latjuk, hogy ez a
maximum az ¢ = v4t Osszefliggésnek megfelelden egyenesvonalu egyenletes mozgast végez
a csoportsebességgel azonos sebességgel. A (sin z)/z fiiggvény 27 peridédussal és 1/z szerint
csillapodé amplitidoval oszcillal. Ha a hulldimcsomag szélességét gy definidljuk, mint egy
ilyen periédus hosszat, akkor Az = 27 = Ak - Az addédik a hulldmcsomag térbeli Ax
kiterjedésére. Szorozzuk h-sal ezen egyenl6ség mindkét oldalat, akkor azt kapjuk, hogy

Ap-Ax = h (1.51)
Vagyis a térben és az impulzustérben lokalizélt a hulldimcsomag, de minél jobban lokalizalt

az egyikben, annal kiterjedtebb a masikban.

Ha figyelembe vennénk a diszperzids relacié kovetkezd tagjat, akkor azt talalndnk, hogy a
térbeli Az szélesség az id6 mildsaval n6: a hulldmcsomag elkezd szétfolyni.

. Bohr azt feltételezte, hogy a H-atomban az elektron korpalyan mozog, de
csak diszkrét energiakat vehet fel tigy, hogy az elektronhullam A\ hullamhossza
n=1,2,... egész szamszor férjen ra az elektronpalya keriiletére:

2RT = nA. (1.52)

Vegyiik ehhez hozza azt, hogy az elektront a Coulomb-erd tartja korpalyan,
azaz

v? e?

R 1.53
Me = o (1.53)

(Az egyszeriiség kedvéért CGS egységrendszert hasznaltunk.) Hatarozzuk
meg, hogy milyen diszkrét elektronpalydk (R, és v,) lehetségesek, és ezek-
hez mekkora FE,, energiak tartoznak!

Megoldas:

Newton 2. torvényébdl kapjuk, hogy

R = — (1.54)

11



amit behelyettesitiink a kvantalasi feltételbe:

e? h h
= n——n

2 5T ,
mev P mev

(1.55)

ahol felhasznaltuk a de Broglie-féle Osszefliggést. Innen megkapjuk az elektron keriileti
sebességének lehetséges v, diszkrét értékeit:
2e27

v — (1.56)

A megfelel6 palyasugarak:

R, = = (1.57)

Az elektron kinetikus energidja:

1 2 . 4,2
K, = gmevi = 7222; , (1.58)
potencidlis energidja
e? dmeern?
U, = R T T e (1.59)
Ezért az elektron lehetséges energiaszintjei:
2meetn?  E

ahol Ey =~ 13,6 eV. Az alapéllapot energidja —Ej.

. A Young-féle kettOsréses kisérletben milyen iranyokban kapunk maximumokat
az interferenciaképben?

Essen monokromatikus sikhulldm merélegesen arra a siklapra, amelyen két d szélességii,
egyméastol £ tavolsagra levd parhuzamos csik képviseli a réseket. Az interferenciaképet
a rések sikjatol L tavolsagra vizsgaljuk az optikai tengelytdl merolegesen mért elGjeles y
tavolsag fliggvényében, az optikai tengelyhez képest kicsiny 6 hajlasogek esetén. Tipiku-
san teljesiilnek a d <« ¢ <« L feltételek. A résekbdl hengerhulldimok indulnak ki, ame-
lyek utkiilonbsége allandé az id6ben a felfogd ernyé minden y koordindtaju P pontjaban.
Legyen P tavolsiga az egyes résektél ri és ro, és az optikai tengely és a rések sikjanak
metszéspontjatél R. Az egyes hullamok kozti ttkiilonbség As = ro — 11 = fsinf és
rr=R-— %é sinf, ro = R+ %é sinf. A P pontban a hullimmennyiség

1 . , ,
P - ezkrl +ezkr2)e—zwt
“) = 7z
1 —ikiAs iklAs> i(kR—wt)
~ —le 2T+ e"2 e
\/ﬁ(
2 1
~ —cos| =kAs ], 1.61
() oy
ahol
As = zsmezwwtgeze% (1.62)

12



Ezért a intenzitds a felfogd ernyd mentén

2 & o2 L
[Y(P)|* =~ 7 €08 <2ka> (1.63)

Az intenzitdsmaximumok olyan v, helyeken vannak, amelyekre a cos?

egész szamu tobbszorose:

o argumentuma

oL
%kyn:mr, = yn:n%, n=041,42,... (1.64)

13



2. gyakorlat

1. Léssa be, hogy a Hilbert-téren értelmezett belsé szorzat az elsé tényezGjében anti-

linearis!
Megoldas:
Azt kell beldtni, hogy tetszbleges [11), |1)2), |¢) € H vektorok esetén teljesiil, hogy

(11 + eatha|d) = i (r]d) + c3(¥2|9). (2.1)
Abbdl indulunk ki, hogy a belsé szorzat a méasodik tényezéjében linedris, ezért irhatjuk,
hogy

(exths +catald) = (Glern + cata)” = ( (B} + c2<¢|wz>)

= (BY1)" + (Plh2)” = 1 (th1]d) + c3(P2[). (2.2)
2. Mutassa meg, hogy a belsé szorzatra érvényes a
(0. Ap) = (ATg,v) (2.3)
szamolasi szabaly.
(6. Ap) = (0lA|) = (W|AT|9)" = (v, AT)" = (AT9,¥). (2.4)

3. Legyen {|f.)} C H linedrisan fliggetlen vektorrendszer. Konstrualjon ebbol
olyan ortonormalt vektorrendszert, amelynek egyik eleme |p1) = ¢|f1), ahol ¢
alkalmasan vélasztott normélasi tényezd!

Megoldas:

A linearisan fiiggetlen vektorrendszer mindig megszamlalhaté részhalmaza H-nak, ezért az
aldbbi rekurziv eljardst lehet alkalmazni. Nyilvanvaldan |f1) normdja /{f1|f1), ezért

B |f1)
bl = R 25)

Az |f2)-bdl gy kapunk [p1)-re ortogondlis |f2) vektort, hogy levonjuk belble |fs)-nek a
|p1) irdnyt vetilletét: |f2) = |f2) — (w1]|f2)|¢1). Normalds utdn megkapjuk az ortonormalt
vektorrendszer 2. vektorat:

|f2)

(falf2)
Ha megkaptuk az els6 k darab |¢1),...|pkr) ortonormélt vektort, akkor a (k + 1)-diket gy
kapjuk meg |fx+1)-b6l, hogy utébbit merdlegesen vetitjik az |p1), ... |pr) dltal kifeszitett
altérre és a vetiiletet kivonjuk |fx41)-b6l, majd az igy kapott vektort norméljuk:

k
i) = |fern) = D (ol fern)len), (2.7)
i=1

_ | frs1) 98
|k+1) Tiali (2.8)

Ezt folytatjuk, amig fel nem hasznéljuk az eredeti linearisan fliggetlen vektorrendszer osszes
vektorat.
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4. Legyen {|pr)} C H ortonormalt teljes rendszer és [1) = ailp1) + as|ps),
|@) = b1|p1) + ba|p2) vektorok H-ban, ahol ag, by € C.
(a) Hogyan szoritja meg a normalasi feltétel a kifejtési egyiitthatokat?
(b) Milyen amplitudéval talalhaté meg a |¢) dllapot a [¢) allapotban?

(c) Legyen B = 3. By|pn){@a| fizikai mennyiség operdtora, ahol B, € R.
Ha a |¢) allapotu rendszeren végrehajtjuk a B fizikai mennyiség mérését,
akkor az egyes lehetséges B, mérési eredmények milyen valdszintiséggel
fordulnak el6 és hogyan valtozik meg a rendszer allapota?

(d) Hatarozza meg, hogy mi a B mennyiség varhaté értéke és szérasnégyzete
a |¢) allapotban?

Megoldas:
(a) A normélési feltétel a |1) dllapotra:

1= (@) = (aj(pr| + a5(pa|)(ar]@1) + azl@2)) = la1|? + |az|*. (2.9)

Hasonléképpen = (p|d) = [b1|? + |ba]?.
(b) A |¢) llapot a |¢b) dllapotban (¢p|¢)) amplitidéval taldlhaté meg:

(@) = D brajlpile;) = bia;di; = bjar + bas. (2.10)

(c) A B mennyiséget a mérés wy, = |(pn|t)|* = |an|? valésziniiséggel taldlja B, értékiinek.
Esetiinkben a B és a By eredmény fordul csak els, rendre wy = |a1|? és we = |az|?
val6szinliséggel, a tobbi érték el6fordulasi valdszinlisége w,~> = 0. Kozvetleniil a
mérés végrehajtdsa utdn a rendszer a |¢1) (Jp2)) dllapotba keriil, ha a mérés eredménye
Bl (BQ) volt.

(d) A B mennyiség varhaté értéke a |) dllapotban

B = (¥|BlY) =Y wiBi=a1*By +|as|*Ba, (2.11)

a szérasnégyzete pedig

(|(B — B)*|v) = (|B|v) — (| Bl¢)*
= ZwiBf — B%=|a1*B} + |a2|* B3 — (|a1* By + |aa|* B2)?. (2.12)

(AB)?

5. Legyen S C H a Hilbert-tér altere. Ekkor tetszbleges |¢) € H egyértelmiien
felbonthaté |¢) = |¢) + |¢) alakban, ahol |¢) € S és |¢) ortogondlis |p)-re,
azaz (p|o) = 0. Legyen P a8 C H altérre merSlegesen vetité linedris operdtor
(projektor), amit az definidl, hogy tetszéleges |¢) € H esetén }3|w) = |p).

(a) Mutassa meg, hogy P onadjungalt és fennall a p2=p operatoregyenléség!

15



(b) Legyen {|@x)} ortonormalt teljes rendszer a S altérben. Mutassa meg,
hogy

Z | @) (Pl (2.13)

Megoldas:

(a) A P operator akkor és csak akkor énadjungalt, ha tetszéleges [¢1), [th2) € H esetén
fennéll, hogy

(ol Pln) = (o] P[ehn). (2.14)
A bal oldali kifejezés:
(ol Pln) = (alr) = ({2l + (B2) 1) = (w2lon). (2.15)
A jobb oldali kifejezés:
(Wol PTln) = (1] Plipa)* = (¥rl2)* = (p1lp2)* = (alin)- (2.16)

A (2.14) egyenldség tehét fenndll.
Meg kell tovabba mutassuk, hogy tetszéleges |1)1), [1h2) € H esetén

(Wal PPln) = (walPlin). (2.17)
Itt P2|yy) = PP|ih1) = Plp1) = |¢1) = Plyy), tgyhogy az egyenléség valéban
teljesiil.
(b) Képezziik a kordbbi jeloléseket haszndlva az aldbbi métrixelemet:

(Wol S Ioe) Beltn) = S (wnlon)@iltn) = S (ealen(@nlen),  (2.18)
k

k k

mert minden |@y) ortogondlis minden S| -bél vett vektorra. Mivel {|@g)} ortonormalt
teljes rendszer az S altérben, azért 1éteznek olyan cq; (o = 1,2) komplex szdmok,

hogy
o) = Y carl®r). (2.19)
k
Ekkor
(Prler) = cun és (p2|@r) = cii, (2.20)
tgyhogy

(W2 > 1@K) (@rltn) = > {pal@n)(@eler) Zc%cw- (2.21)
k

k

Masrészrdl irhatjuk, hogy

(Wl Pln) = (palr) = hyCim(Pnl@m) Zc%cln (2.22)

n,m
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Ez azt jelenti, hogy
(12 Z PR} (@rltn) = (da| Plp) (2.23)
k
tetsz6leges |11), |12) € H esetén, vagyis
> lee)ekl = P, (2.24)
k

amit igazolni akartunk.

6. Legyen c € C és 121, B, C linedris operatorok. Igazolja a kommutator alabbi
tulajdonsagait:

(a)
[c,A] = 0; (2.25)

(b)
[cA,B] = [A,cB]=c[A,Bj; (2.26)

()
[A,B] = =[BA] (2.27)

(d)
[A,B+C] = [A B]+[AC]; (2.28)

(e)
[A,BC] = BI[A,C]+[A, B|C; (2.29)

(f)
[A,[B,C)] +[B,[C,A] +[C,[A,B]] = 0. (2.30)

A megoldas soran explicit médon ki kell irni a kommutétorokat,
[A,B] = AB- BA, (2.31)

és ki kell hasznalni, hogy az operatorok linedrisak, azaz A(c|y))) = cAly). A ¢ komplex
szadmot az (a) feladatban cl -nek, az azonossagi leképezés operatora c-szeresének kell tekin-

teni.
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7. Lassa be, hogy ha
[A,[A, B]] =0, (2.32)
akkor teljesiil, hogy
[A™, B] = mA™ (A, B). (2.33)

Megoldas:

Az m =1 esetben a (2.33) azonossédg trividlisan teljestil,

Az m = 2 esetben:
[A2, B] = A?B— BA? (2.35)
Fejezziik ki itt A2B-t a (2.32) feltételbdl:
0 = [A[4B]=AMAB-
= A’B=2ABA - BA®. (2.36)
Ezért fennéll, hogy
[A2, B] = A?B - BA%=2ABA—-2BA?=2[A, BJA =24[A, B, (2.37)

ahol az utols6 egyenldség felirdsakor ujra felhaszndltuk a (2.32) feltételt. Ezzel belattuk,
hogy a (2.33) egyenldség m = 2 esetén is fenndll.

A tovabbiakban a bizonyitast tetszoleges m-re teljes indukciéval végezziik el. Feltessziik,
hogy (2.33) igaz m-re, és beldtjuk, hogy akkor (m + 1)-re is igaz. Szorozzuk a (2.33)
egyenléség mindkét oldaldt balrdl A-val és adjunk hozza mindkét oldalhoz A™[A, B]-t:

A[A™ B]+ A™[A,B] = (m+1)A™[A, B]. (2.38)

Alakitsuk 4t azonosan a (2.38) egyenldség bal oldaldt:

A[A™ Bl + A™[A,B] = A™"'B— ABA™ 4+ A"T'B - AmBA
= A™[A,B] - ABA™ + Amt'B = [A, BJA™ — ABA™ + A" B
ABA™ — BA™' — ABA™ + Amt1B = [A™*! D). (2.39)

Ezzel a (2.38) egyenldséget a (2.33) alakra hoztuk.

8. Igazolja, hogy ha az A és B linedris operdtorok kommutélnak a kommutétorukkal,
azaz

[A,[A,B]] = [B,|A,B] = 0, (2.40)
akkor igaz, hogy

eAB = AeBealAB] (2.41)



Megoldas:

Képezziik a T(s) = esAesB operatort, ahol s € R folytonos paraméter. Derivéljuk ezt s
szerint:

L AetAesB 4 g3 AfesE _ fosAesB | oA fo-sdgseb
= (A+ e Be T (s). (2.42)
Itt a jobb oldalon a zardjelben irhatjuk, hogy

eABeA = ABeA L B Bede A= B+ eSA[B, 67514], (2.43)

ahol - az el6z6 feladat eredményét felhasznalva:

(B, — [sz (—21!4)"] -3 (—;!)” B,A" =-%" (_;)nnA"_l[A,B]

n=0 n=0 n=0

= se*A[4, B). (2.44)
Irjuk ezt vissza (2.43)-ba,
eABeA = B+ eSA[B, eiSA] = B+ s[A, B, (2.45)

majd az utébbit helyettesitsiitk be a (2.42) egyenl8ség jobb oldaldba. Ekkor a

= (A+B+s[A B)T(s) (2.46)

differencidlegyenletet kapjuk a T(s) operatorra. A kezdéfeltétel

T0) = I (2.47)
Az A+ B operator kommutal az [A,E] kommutatorral. Ezért a differencialegyenletet

formélisan ugyanigy oldhatjuk meg, mintha nem operatorokra vonatkozna. Mindkét ol-
dalt integralva kapjuk, hogy

® d . - A 1 5. 4 =«
/ ds'——InT(s') = (A+ B)s+ =s*[A,B], (2.48)
0 dS/ 2
ahonnan
. . 1 . . . . 1 . . .
T(s) = exp{(A + B)s + 532[14, B]} =exp{s(A+ B)} exp{532[A, B]} (2.49)
Végiil s = 1 helyettesitéssel kapjuk, hogy
P P 1 R
eATE = 4P exp{—§sz[A,B]}. (2.50)
Ezt akartuk belatni.

. Legyen [¢)) a vizsgalt kvantumrendszer tetszéleges allapota és f a rendszeren
mérhetd, diszkrét spektrumu fizikai mennyiség operatora. Az f mennyiség
vérhaté értéke a [¢) allapotban f = (|f|). Mutassa meg, hogy ez a
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10.

11.

definicié Osszhangban a varhaté érték valdszintiségszamitasban hasznalatos
értelmezésével.

Megoldas:

Az f operator 6nadjungalt, ezért létezik a sajatvektorainak az ortonormaélt teljes rendszere,
{|¢n)} a Hilbert-térben, és

f|90n> = fulen) (2.51)

teljestil minden n-re valamilyen f, sajitértékkel. Ekkor a |¢) dllapot kifejthetd ezen orto-
normalt teljes rendszer szerint:

> enlen). (2.52)

Ezt felhaszndlva a varhatd érték:

f= @ifly)y= Zc Cm{nl flom) = Zc o e ()

Zc o fmOn m _Z|cn| fn_anfn (2.53)

Itt f,, a mérés lehetséges eredményei és w,, = |c,|?> annak a valdészintisége, hogy f mérése

a |¢) dllapotd rendszeren az n-edik eredményt adja. A kapott képlet pontosan a vérhaté

érték kiszamitasanak modja a valdszintiségszamitas szabalyai szerint.

Mutassa meg, hogy a

(AP = @I = @) Ie) (2.54)
szorasnégyzet azonosan atirhaté a

(Af) = @I) = (@l f10)? (2.55)
alakba.
Megoldas:

(A2 = WIf — @IFl)2w) = (f* = 2ff + )
= (f) —2ff+ PP =(Ff) -/~ (2.56)

A~

Lassa be, hogy ha A és B 6nadjungalt operatorok és |¢)) € H tetszOleges
allapot (amelyen A és B értelmezve van), akkor teljesiil a

A AB > [~ llA, By 257)

~

hatarozatlansagi relacié. Mutassa meg, hogy az A = r, B = p, speciélis
esetben visszakapjuk a jol ismert Heisenberg-féle hatdarozatlansagi relaciot:

7—; < Az Ap,. (2.58)
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Legyen ¢ € R valtozo, b € R tetszoleges paraméter, és képezzik a
o = (ed-D+ad- ) (2.59)

vektort. Definicidjandl fogva |¢) a Hilbert-tér vektora, de akkor a norméajinak a négyzete
nem negativ:

0

IN

(19)
(oIt~ )~ in(B" - B)) (&4 - )+ i B>)|w>

(| (sui _A) (B B)) (g(A )& ib(B — B)

(|€2(A — A)? +b*(B — B)? + ib¢[A — A, B — B]|))
E2(AA)? 4+ b*(AB)? +ib&(W[A, B]|v). (2.60)

A kapott egyenlGtlenség jobb oldala a & valds valtozo masodfoku polinomja. Az egyenl6tlenség
azt fejezi ki, hogy a megfelel6 masodfoki egyenletnek nincsen 2 kiilonb6z6 valés gyoke. Ez
akkor és csak akkor kovetkezik be, ha az egyenlet diszkriminansa nem pozitiv:

—b2(Y[A, Bl|yp) — 4(AA)**(AB)? < 0. (2.61)

Innen rendezés utan adodik a keresett egyenlétlenség.

Az A =&, B = p, esetben [#,p,] = ih, igyhogy ekkor

J-swid Bl = /22 (2.62)
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3. gyakorlat

1. Mutassa meg, hogy az U unitér operdtor megérzi a bels6 szorzatot!

Megoldas:
Legyenek [1)), |¢) tetszOleges dllapotvektorok. Azt kell megmutatni, hogy
(U, Uy) = (6.9), (3.1)
ahol UTU = I. A (2.3) szabély felhasznalisaval irhatjuk, hogy
(U, U%) = (,UT0%) = (#lUTUJw) = (8lw) = (6, %). (3:2)

2. Mutassa meg, hogy ha az U(t,t) = exp <—% 7 (t — to)) evoliciés operator

unitér, akkor a H Hamilton-operator 6nadjungalt!
Megoldas:

Legyen t — tg = §t tetszOleges infinitezimalis id6étartam, akkor jé kozelitéssel
Ulto + 6t t) = I— %ﬁét +O((5t)?), (3.3)

és a dt-ben els6 rendii tagokkal bezarodlag

I

[U(to + 6t, t0)] U (to + 6t, to) = (i + %HT& + .. ) (f - %fl&t +.. )
- f+%(HT—ﬁ)6t+..., (3.4)
ahonnan kovetkezik, hogy Ht =H.

3. Mutassa meg, hogy a ((t)| bravektorra vonatkozé Schrodinger-egyenlet:
—ihd (1) = (V(0)|H. (3.5)

Megoldas:

Az éllapot unitér idébeli fejlédése sordn a belsd szorzat dllandé: (H(t)](t)) = (¢(0)](0)),
ahol [1(0)) és |#(0)) tetszdleges kezdeti dllapotok. Derivéljuk ezt a feltételt a t id8 szerint:

0 = (9:e))y) + (dl(l4)),
= (9(o))Y) = —(dl(0]¥)). (3.6)

Szorozzuk a kapott egyenléség mindkét oldalat ifi-sal és hasznaljuk fel a ketvektorra vonat-
koz6 Schrodinger-egyenletet:

(iR (@())(1)) = —(@()](ihds|(t)) = — (@) H|e(2)), (3.7)
ahol |¢(t)) tetszbleges, igyhogy

iho (1) = —(p(t)|H. (3.8)
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4. Legyen f az id6tol explicit modon nem fiiggo fizikai mennyiség operatora. Mu-
tassa meg, hogy az f fizikai mennyiség varhaté értéke stacionarius allapotban
megmaradd mennyiség!

Megoldas:
Legyen |, (1)) = exp<—%Ent> ©n(0) a H Hamilton-operator E,, energia-sajatértékhez tar-

tozé sajatallapota. Azt kell belatni, hogy (¢n ()| flen(t)) =4ll, ha d:f = 0. Képezzik a
(pn ()| flon(t)) varhaté érték idé szerinti derivaltjat:

Ll len®) = @rlon®Dflen(®) + lonDI@OPlion(®) + lon)| F(@Lon(t))
+=Enlpn®)Iflon(®) +0 = T Enloa®|flea®) =0, (3.9)

azaz a (©n ()| flon(t)) vérhaté érték megmaradé mennyiség.

5. Lassa be a Dirac-delta aldbbi tulajdonsagait:

(a) oz )25(— ).

(b) zé(x) =

(c) d(ax) = |a| 1§(x), ha a # 0 valds szam.
)

(d) f(x)o(x —a) = f(a)d(x — a), ahol f(z) az x = a helyen nem szinguldris

valos fiiggvény és a € R.

(e) zd'(z) = =d(x).
f) [ dzé(a—2)d(x —b) = 6(a —b).

Megoldas:

A bizonyitdshoz abbdl indulunk ki, hogy a Dirac-delta egy funkcional magja. Vegytink ezért
egy tetszbleges g(x) ,,jé Vlselkedesu”1 valds fiiggvényt.

(a) Az x — —x valtozé-transzformdcié elvégzésével irhatjuk, hogy

/jo des(—z)g(z) =" —/m dy5(y)g(—y)=/jo dys(y)g(—y)
= ¢(0) :/ dxo(x)g(x). (3.10)

/00 dx x6(z)g(x) = /00 dxéd(z)[zg(x)] = [zg(2)]z=0 = 0. (3.11)

— 0o — 00

(c) Hajtsuk végre az x — y = |a|z valtozé-transzforméciot:

/_ ™ dws(az)g(z) A / h | S(w)al/lal) = o / dys(y)g(y/al)
W = m/_oo dxd(z)g(x). (3.12)

LA g(z) fiiggvény végtelen sokszor differencidlhaté és |z| — oo esetén x™d,,g(x) zérushoz tart
minden n, m pozitiv egész szam esetén.
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(d)

| ss@ite—agte) = [ aste - @) = S@g

— fa) [ debe - ag(o) = [ delf(@)0e - allg(o)
(3.13)
(e) Hajtsunk végre parcidlis integraldst:
| dmi @) = e - [ @)
= 0= [ dss@)f(@) +of (o)
= [ asb@)pe) - [ dalab@) s
~ [ al-s@)se) (314)
ahol az utolsé egyenléség felirdsakor felhasznéltuk a (b) tulajdonsdgot.
6. Mutassa meg, hogy a Dirac-delta Fourier-el6allitasa
) = = [ cikeqy (3.15)
2 J_ o
Legyen f(x) tetszlleges ,,jé viselkedésti” fiiggvény; ennek a Fourier-eléallitasa
f@) = = [ ke fh), (3.16)
27 J_ o
ahol
flk) = / dze™* f(x) (3.17)
az f(z) fiiggvény Fourier-transzforméltja. A fentiek segitségével irhatjuk, hogy
| dog [ aetpw) = o [ k) =500 = [ desta) s,
oo 2T J_ 21 J_ oo
(3.18)

ahol az elsd és a masodik egyenléség felirdsdhoz felhaszndltuk a Fourier-transzformécié (3.17)

és az inverz Fourier-transzformécié (3.16) képleteit.

7. Mutassa meg, a Dirac-delta Fourier-eldallitasdnak segitségével, hogy

/00 dzo(x —a)d(x — b) = d(a — b). (3.19)

—00
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A Dirac-delték helyére helyettesitsiik be a Fourier-el6allitdsukat:

o0 o0 oo /
/ dzd(r — a)d(x — b) / da:/ dk/ a etkla—x) ik’ (z=0)

/ _/Oo d_kleikafik’b/ dxei(k’fk)z
oo 2m J_ o 2T oo

T dk [ dE ’

= / %eik(‘kb) =d(a—D).
oo 2m

25
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4. gyakorlat

1. Mutassa meg, hogy koordindta-reprezentaciéban az & <> -, p, < ;iam megfeleltetés
kielégiti a Heisenberg-féle kanonikus [Z, p,] = ih csererelacidt!
Megoldas:
Legyen 9 (z) tetsz6leges koordindta-hullamfliggvény; akkor

(b=} & a200() ~ 20, (w0i)) = 2 (020 - 0 - s010)
= il(2). (4.1)

2. Lassa be, hogy az & <+ x koordinataval torténo szorzas a koordinata-reprezen-
taciéban onadjungdlt operator, mint a tetszbleges [a,b] intervallumon értel-
mezett négyzetesen integralhaté fiiggvények Lo([a, b, dx) terén haté operétor!
Megoldas:

Legyenek ¢(x), ¥(x) € Lao([a, b], dz) tetszéleges hullamfiiggvények! Azt szeretnénk beldtni,
hogy teljesiil a formélisan

(@lz'ly) = (elzly) (4.2)
alaki azonossag. frjuk ki a bal oldalt részletesen:

*

_ / drg* (x)a(x) = (9|E[y). (4.3)

a

ity = (Wlale)* = [ / b d:cw*@)w(:c)]

Az intervallum akar egyik, akdr mindkét irdnyban végtelen is lehet, a levezetés, akkor is
érvényes.

3. Lassa be, hogy a p, <« %890 operéator 6nadjungdlt, mint az z € (—o0,00)
szadmegyenesen értelmezett négyzetesen integralhaté fliggvények Ly (R, dx) terén
hato6 operator.

Megoldas:
Legyen ¢(z), ¥(x) € L2(R, dz) tetszleges hulldmfiiggvények. Azt szeretnénk beldtni, hogy
(pLlv) = (slplv)- (4.4)
frjuk fel a bal oldali méatrixelemet koordinata-reprezentdcidoban, majd integréljunk par-
cidlisan:
A ~ * * * h : > h *
WLl = W) = | [ dev' @200 =~ [ dob(@)20.6" ()
h * [ee] > *
— Hwwerwr. - [ ao @) (45)

Itt [)(z)¢* (2)]> = 0, mert a négyzetes integralhatésag miatt [~ dz|¢(z)|? < +oo, ami
azt jelenti, hogy [ (z)|? < 1/|z| kell legyen, ha |#| — oo, vagyis a hulldmfiiggvények a
térbeli végtelenben nullahoz kell tartsanak. Ezért azt talaljuk, hogy

Witly) = 3 [ an @ouia), (1.6)

ami a bizonyftani kivdnt (4.4) egyenléség jobb oldaldnak koordindta-reprezentdcids alakja.
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4. Mutassa meg, hogy a p, <> 29, hozzdrendelésnek az (z[p,|2') = —(1/i)0,d(2'—
x) ,,matrix” (azaz integral-magfiiggvény) felel meg! (Ez példa arra, hogy a
linearis differencidloperatoroknak alkalmas magfiiggvénnyel definidlt linearis
funkciondlok feleltetheték meg.)

Bizonyitas:

Legyen ¢ (z) € La(R, dz) tetszdleges hullamfiiggvény, ekkor

(elpal) = /OO 0 (alpo ') (& ) = — /OO da (h/0)0,6(a’ — eyi(a’)

— 00 — 00

(h/i) /700 dr' 8,0(x" — z)v(z") = (h/i)0y /700 dz'5(x’ — x)(z")
(h/1)0x%(). (4.7)

5. Lassa be, hogy az

I = /_ dz|z) (x| (4.9)

egységfelbontasok és az impulzusoperator koordindta-reprezentaciobeli sajat-
fiiggvényeinek (x|p,) = eiP=" alakja (azzal a vélasztdssal, hogy a normaldsi
egylitthaté 1) dsszhangban van az

(xl2")y = 0(x —2') és (p.|p.) = 2whd(p, — P) (4.10)
,;ortonormaltsagi” feltételekkel!
Megoldas:
A (4.8) egységfelbontds segitségével kapjuk, hogy
I R = e
e %/ N R ] (4.11)

A (4.9) egységfelbontds segitségével kapjuk, hogy

< / o * d I\ > d 7%pzz+%p,’x Y px_p;
Pelpy) = z(pe|7)(z[p,) = e ot =

oo oo 2rh

27hé (pe — ply)- (4.12)

6. Legyen a fizikai rendszer koordinata-hullamfiiggvénye Gauss-fliggvény:
W) = Ne ™ a>0. (4.13)

a) Hatarozza meg az normalasi tényezot, hogy =1 legyen!
Haté N Alasi té 6t, h 2=11 !
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(b) Hatarozza meg a hullamfliggvényt az impulzus-reprezentéciéban!

Fel kell hasznalni az aldbbi Gauss-integrélokat:

[eS)
/ dre " =
—00
[

/ dxe—axz—l—bx —

—00

(a) A normadlasi feltétel

e e B Y e e (B T)

ahonnan egységnyi abszolit értéki e’® fizisfaktor erejéig

N::(%YM (4.17)

s

. a>0 (4.14)

exp<§%). (4.15)

Megoldas:

adodik.

(b) Az impulzus-reprezentéciéban a 1(p,) hullamfiiggvény a 1(z) koordindta-hulldm-
fiiggvény Fourier-transzformaltja:

walt) = )= [ detpala)oto) = [ dee i)

— 00 — 00

N/ dae rPer—azt (4.18)

Ez nevezetes Gauss-integrédl, amelynek eredménye:

~ T ) 2 T pi
Y(pz) = N Eexp{<—ﬁpz) @}_N Eexp(—4ah2), (4.19)

vagyis az impulzus-hullamfiiggvény is Gauss-fiiggvény.

7. Az m tomegl, p, impulzusu részecske staciondrius ,,allapota” a

_ # (paw—Et) — ﬁ
Y(x,t) = Nen , FkE= o (4.20)
de Broglie-hullim. Hatérozza meg, hogy milyen p(z,t) valésziniiségi stiriiség
és j.(x,t) valésziniiségi dramsiirliség tartozik ehhez az ,,allapothoz”? (Meg-
jegyzés: Ez a hullamfiiggvény nem integralhato négyzetesen, azaz nem valodi
fizikai dllapotot ir le, ezért all itt idéz6jelben az allapot szd.)
Megoldas:

A valdsziniiségi stirliség:

[W(z, ) = IV]? =4, (4.21)

p(x,t)
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ami az z-tengely mentén homogén és idében allandé. Ezért az ffooo pdx integral nem véges,
vagyis a de Broglie-hulldm nem valédi fizikai allapot, nem normaéalhato.

A valdsziniiségi dramsiiriiség:
@ 0) = (0 D)
z\ T, = 7 - T
J 2m
= Dy <_eh<pIxEt> L R [ %pzehmzm))

1

o ih 2 Dz 2 Dz
— WP (=25 ) = W = 22— plug). (4.22)

ahol (vr), a fdzissebesség. A valdszinfiségi dramsiirliség is homogén az x-tengely mentén és
idében allandé.

. A Ap = hAk bizonytalansaggal py impulzusu részecskét a

sinf[(x — v,t) Ak

£ (poz—Eot) (4 23)
eh .
(x — v t)Ak

(x,t) = N

hulldmcsomag irja le a diszperzids reldcié linedris kozelitésében, ahol v, a cso-
portsebesség (1d. az 1. gyakorlat 6. feladatét!). Hatérozza meg az ehhez
az allapothoz tartozé p(z,t) val6sziniiségi stiriiséget és j,(x,t) valdszintiségi
aramsuriséget! Ez valodi, azaz normalhaté fizikai allapot?

Megoldas:

Vezessiik be a z = (vyt — ) Ak jelolést. A valdsziniiségi siirtiség:

. 2

plat) =l =R (222 (4.21)
Ez a z = 0 helyen fémaximummal és 1/22-tel ardnyosan csokkend amplitiddji mellékmaxi-
mumokkal rendelkezo fiiggvény. Az egész mintdzat alakja idében nem véltozik, ami a disz-
perzids reldcid linedris kozelitésének a kovetkezménye, és a mintdzat a v, =4ll.= dE/dp|p=p, =
po/m csoportsebességgel egyenes vonali egyenletes mozgdst végez. Ha |z| — oo és t tetszo-
legesen rogzitett pillanat, akkor p ~ 1/2? szerint lecseng, ezért a hullamcsomag négyzetesen
integralhato:

o0 r—z=(x—v N|2 > SiIlZ 2 7'l'|./\/'|2
1 = d p2 Tt Ak | / P i 42
| dsluta) (™ L )

ahonnan egységnyi abszolut értéki fazisfaktor erejéig

= — 4.26
N - ( )
Itt felhaszndltuk az
®©  gin?z
- dz e = 7 (4.27)

nevezetes integralt.
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10.

A valésziniiségi dramstiriiség meghatarozasihoz szitkségiink van a hullamfiiggvény x szerinti
derivaltjara:

o) = N{(iSinZ>Ak+smzipo} £ (poz—Et) (4.28)
dz =z z h
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
L(2,t) = zh NP sin z ismz _sinzi
Jx T, - 2 dz = P hpO
sin z d sin z sin z 4
_ Ak 4+ 222
() or ﬁpo]}
ih N2 sinz\ ¢ 2P0
T INP2( 22 ) = WPE = o, (4.29)

mert vy = dE/dp|p=p, = po/m.
Mutassa meg, hogy impulzus-reprezentacioban a

. h 0
Pz £ Doy T —=
i Opy

(4.30)

megfeleltetések kielégitik a Heisenberg-féle [z, p,| = ih reldcidt.
Megoldas:

Legyen ¢(p.) € Lo(R,dp,/(21h)) tetszéleges. Akkor a fenti megfeleltetésekkel frhatjuk,
hogy

h 0 ~ h 0 - h -
<pm|[f7ﬁw]|¢> = —za—m(pmlﬁ)'i‘pm;a—pzlﬁ:—;?ﬁ

A fizikai rendszer [¢)) allapotét a rogzitett K inerciarendszerben a ¢ (x) hulldm-
fiiggvény irja le. Legyen tovabbs adott a T'(a) = exp —Lap, | linedris onad-

jungalt operator, ahol a € R folytonos paraméter. Mutassa meg, hogy a
Y (x) = T(a)y(z) hullimfiiggvény az ugyancsak |1) allapoti, de az z-tengely
mentén pozitiv irdnyban a-val eltolt fizikai rendszert irja le a K inerciarend-
szerben. Laéssa be, hogy ha nem a fizikai rendszert toljuk el, hanem a K
inerciarendszert toljuk el —a-val az z-tengely mentén, akkor a |¢) dllapotu
fizikai rendszert az eltolt K’ inerciarendszerben a v () = T'(a)(x) = ¢/ (z)
hullamfiiggvény irja le.

Legyen ¢(z) € Lo(R, dz) tetsz6leges hullamfiiggvény. Hassunk ré a 7'(a) unitér operétorral:

riwe) = oo oo =3 (o) o =3 5

= Y(z—a), (4.32)

mert az utolsé egyenléség bal oldala éppen ¢ (x — a) Taylor-sora az x helyen.
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Tegyiik fel, hogy a K inerciarendszer rogzitett és az S fizikai rendszert eltoljuk a z-tengely
mentén pozitiv irdnyban a-val. Ekkor a fizikai rendszer valamely adott pontja a K inercia-
rendszer P pontjdbdl annak P’ pontjdba keriil. Ha az eredeti rendszer dllapotdt a ¢(x), az
eltolt fizikai rendszer ugyanezen dllapotat pedig a ¢’ (x) hulldmfiiggvény irja le, akkor annak
az egyenlGségnek kell teljesiilnie, hogy

Y(P) = Y(P), (4.33)
ahol P az x koordindt4jt pont, P’ pedig az 2/ = & + a koordinat4ju pont. Irhatjuk tehat,
hogy

P(r) = YP(r+a), = ¥ (x)=v(E—a) (4.34)
azaz a hullamfliggvény megvaltozasa az eltolas kovetkeztében
V(o) = (@) = v(@-a) =) =T(a)y). (4.35)

Az eltolasnak ez a felfogdsa az tigynevezett aktiv szemlélet.

Miésrészrél, ha az S rendszer adott &llapotdt a K inerciarendszerben a ¢ (x) = (x)
hullamfiiggvény irja le, és ugyanezt az allapotot a K-hoz képest a z-tengely mentén ne-
gativ irdnyban a-val eltolt (azaz a —a-val eltolt) K’ madsik inerciarendszerben a g (x)
hullamfiiggvény irja le, akkor teljestilnie kell, hogy az S fizikai rendszer P pontjdban

Vr(P) = Yk (P). (4.36)
A fizikai rendszer adott pontjdnak K-ban x a koordindtdja és K'-ben ' = z + a, ezért
’@/JK/(LL'-F(I) = ’lﬁK(iL'), = ’lﬁK/(LL') :¢K(x—a), (437)

ugyhogy a hullamfiiggvény megvéltozdsa a koordinatarendszer eltoldsa miatt
Vir(@) =Yk (z) = Yr(r—a) - Pr(r) =Pz —a) —p(z) = T(a))(z). (4.38)

Az eltolas értelmezésének ez a passziv felfogdsa.

Latjuk, hogy a hullamfiiggvény megvaltozasa mindkét szemlélet szerint azonosnak adédik.

5. gyakorlat

1. Léssa be a palyaimpulzusmomentum operatoranak [ =i x ﬁ definicidja alapjan,
hogy teljesiilnek az aldbbi csererelacidk:

[0y, b)) = ihl,, [0y,0.) = ihly, [L,0,] = ihi,, (5.1)

azaz

A~

Ui 0 = iheigmbm 5.2
J J

ahol az azonos indexekre Osszegzés van és {1 = {,, o = {,, {3 = [, tovdbba a
3-dimenziés Levi-Civita-szimbdlum

+1, ha (jkm) = (123), (231), (312)
{ -1, ha (jkm) = (321),(213), (132) . (5.3)
0 egyébként

Ejkm
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Ervényes az alabbi azonossag;
EijkEmnk = Oim0jn — Oindjm. (5.4)
Célszerii felhaszndlni, hogy a €= a x b vektorszorzat Descartes-komponensei
¢ = Ejkmkbm. (5.5)

Ez vektoroperatorokra is érvényes a tényezok ilyen sorrendjében.

Megoldas:
Mivel
éj = Ejkmjkﬁmu (56)
azért irhatjuk, hogy
[éj ék] = [EjmTaA’:mﬁra Eknsjnﬁs] = EjmrEkns [imﬁru jnﬁs]
= Ejmr€kns (i'mﬁrfi'nﬁs - jnﬁsjmﬁT) (57)

Hasznaljuk fel az [, pr] = ihd i, kanonikus cserereldciékat:
[éjv ék] = E&jmrEkns <-im (jnﬁr - Zhanr)ﬁs - jn (jmf)s - Zh(gms)ﬁr)

= E&jmrkns (i'mi'nﬁrﬁs — TnZmPsPr + Z.7:0(6msi'n]§r - 5nrjmﬁs))
= Z.h(gﬁnr Eknminﬁr — Eimn€kns jmﬁs)

=€rjm =€skn

= Z.7:0<(5r165jn - 5rn5jk)i'nﬁr - (6j55mk - 6jk6ms)jm]§s)

= &Pk — OjkEnPn — TkD; + OjkEmbm)

= h(Z;pr — Tkp;) = 1he jrmlm, (5.8)

hiszen

iﬁé‘jkmém = ihsjkmemrsfirﬁs = ih(djréks — 5j55kr)jrﬁs = Zh(iﬁjﬁk — :fkﬁj) (59)

L2
2. Mutassa meg, hogy [(;,¢ ] = 0!
Megoldas:

i) = [&-,Zf?]
= YU B =Dl - 2y)

J J
= (éjéi + ihgijily)l; — éf@i)
jéiéj + ihaijkékéj — é?él)

= (03l + iheijply) + ihegilil; — 20;)
= ihegr(Gln + Ikl;) = 0. (5.10)

Il
[
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Az utolsé eldtti egyenléség jobb oldalan egy antiszimmetrikus és egy szimmetrikus tenzor
kontrakcidja all, ezért az eredmény zérus:

Eijk(éjék + ékéj) = Eijkéjék + Eikjéjgk = (&'jk — Eijk)éjék =0. (5.11)

3. Mutassa meg, hogy az b, =1, ii@y léptetd operatorok eleget tesznek az alabbi
kommutatoros azonossagoknak:

(a)

[0,,0_] = 2ni., (5.12)
(b)
[gzu g—i—] = hg—i—v (513)
(c)
[0.,0_] = hi_, (5.14)
(d)
L2
0,0 ] = 0. (5.15)
(a)
[£+,é_] = [Em + léyggz - Zéu] = _i[Amu Ay] + i[Ayvgw] = 2i[Ay7 Aﬂﬂ]
= 2i(—ih)l, = 2hi,. (5.16)
(b)
(c)
(0., 05] = [lo by +ily) = [0.,0,) £i]l.,0,)
= ihly +i(—ih)l, = £h(l, +il,) = +hi.. (5.17)

A . 2,2
(d) Mivel ¢, és £, kommutalnak ¢ -tel, azért ez a kommutétor nyilvanvaléan nulla.

4. Mutassa meg, hogy az %5:0 i operator az infinitezimélis (5_{0 = 110y szogl el-
forgatast generalja, ahol 77 az elforgatas iranya, d¢ az elforgatas infinitezimélis
szoge!

Megoldas:

Hattassuk ezt az operdtort tetszbleges ¥ (7) koordindta-hullamfiggvényre:
i~ o i~ [ e 2\ L
Lo () = 26 (r x ZV)W) — 3¢ (r x V>w<r>, (5.18)
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ahol
5 - (Fx 6) = bpicinm;Ok = (erij00it;)0k = (6 X 7) - V, (5.19)
ligyhogy
- DulR) = (% x 7)) = B+ 57) — (i), (520)
ahol 677 = 6_327 X 7 az 7 vektor megvaltozasa a fizikai rendszer elforgatasa kovetkeztében.

5. Legyenek 7; és jg az egyes részecskék teljes impulzusmomentumainak operato-

rai. Mutassa meg, hogy a két-részecskés rendszer J teljes impulzusmomen-
tumanak operatorara érvényesek az alabbi csererelaciok:

(a) [J;, Ji] = ihe jrmm,
(b) [Ji, J?] = 0.

(A kétszer el6forduld azonos indexekre Gsszegzés van.)

A kommutatorok kiértékelése soran figyelembe vessziik, hogy az egyes részecskék impul-
zusmomentum-operatorai az egyik és a masik részecske allapotainak Hilbert-terén hatnak,
valamint azt, hogy adott részecske impulzusmomentum-operatorai a szokasos csererelaciékat
elégitik ki.

(a)
[, Jk] (s =+ Jaj» Juk + Joi] = [rgs Jikl + g Jow] + [2gs Jk] + [z Jok)
= ihejkmiim + 0+ 0+ ihejrmiom = ihEjrm Im. (5.21)
(b)
[ji’ j2] = L +52ij12 +;1 ';2 +;2 ~]%1 +;22]

= [ 1%+ Uvis J1sld2s + il J15] + Julis os) + Uis dasling + Lz Jo°
= 0+idegjrjingz; + Jejiheiriie + Jrjiheijpgor + itheijpjorjiy + 0
2ihei ik 1k 2y + 2i€ik 015 )2k

= 2ih(ciji + €inj)Jikgoj = 2ih(Eijk — €ijr)Jikj2j = 0. (5.22)

6. Legyenek j; és j» az egyes részecskék teljes impulzusmomentumainak operato-

rai. Mutassa meg, hogy a két-részecskés rendszer J teljes impulzusmomen-
tumanak operatorara érvényesek az alabbi csererelaciok:

(a)

[5127j2] = [5’227"?2] = 07 (523)
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(b)
0 L =100 = 0. (5.24)
Megoldas:

ol

9 > 5 505 2
101 T J2 +d2 - g+ 93]
o

S
(V]
<
N
I
'Cldp

= | 2] + [312751i] j2i +j2i [312751i] + [5127322]
—0 ~——"0 ~——" ~——
= 0. (5.25)

BE

<

Hasonléan adédik a mésik kommutétor eltiinése is.

Itt figyelembe vettiik, hogy az egyes részecskék péalyaimpulzusmomentumainak opera-
torai az egyes részecskék H; és Ho Hilbert-terein hatnak, mig a két-részecskés rendszer
impulzusmomentum-operatorai a H = H; ® Ha tenzori szorzat Hilbert-téren.

(b)

> A S >

[jlza‘]z] = []125512 +52Z]:[5125512]4_[]125522] =0+0=0. (526)

7. Legyenek jl és ]'2 az egyes részecskék teljes impulzusmomentumainak operé-
torai. Hogyan bonthatd fel a két-részecskés rendszer H = H,®Hs Hilbert-tere
paronként ortogonalis alterek direkt osszegére az eredo teljes impulzusmomen-
tum (J, M) kvantumszamainak megfeleléen? Ha j; = 2 és j, = 1/2, akkor
melyek a lehetséges eredd teljes impulzusmomentum szerinti sajatallapotok,
azaz (J, M) lehetséges értékei?

Megoldas:
A H = H1 ® Ha tenzori szorzat Hilbert-tér az impulzusmomentum sszeaddsanak szabdlya
szerint

H = IHUl*j2| ® H|j1*j2\+1 D...d Hjl-l‘jz—l D Hjl-i'jz (527)

modon bonthaté fel paronként ortogonalis alterek direket Gsszegére. Ennek értelmében J
lehetséges értékei

J o= |j1—gols ldi—gel+1, ... Jit+je—1, j1+jo, (5.28)
és M minden esetben 2J + 1 kiillonbo6z6 értéket vehet fel:

M = —J, —J+1, ..., J, J. (5.29)

Ha j; = 2 és jo = 1/2, akkor |j1 — j2| = 3/2 és j1 + j2 = 5/2, ezért a lehetséges (J, M)
értékek:

J 3/2 5/2

M | -3/2 -1/2,1/2, 3/2 | -5/2,-3/2, -1/2, 1/2,3/2,5/2
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6. gyakorlat

1. Ha az elektron az atomban R sugari korpdlyan v &alland6é nagysagu keriileti se-
bességgel keringene, akkor ez a koraram mekkora [ magneses dipélusmomentumot
hozna létre? Mi lenne a (i dipélusmomentum és az £ palyaimpulzusmomentum kozti
kapcsolat?

Megoldas:

Legyen a z-tengely a korpéalya sikjara megéleges, a kor kdzéppontjan athaladd tengely. A
palyaimpulzusmomentum merdéleges a korpélya sikjara és £, = Rmw, ahol m az elektron
nyugalmi tomege. A ¢ = —|e| t61tésii elektron olyan i erésségii koraramot képvisel, amelyre
iT = —|e|, ahol T a keringési id8, T = 2Rm/v. Az i erésségli kordram z-irdnyd mdagneses
momentumot hoz létre:

—lel _lelv le| Rv le]

1
. = —iRr=_"ER— R — 1
H cl T cT T c2Rm T 2c 2me

l,. (6.1)

(Itt CGS egységrendszert haszndltunk; ¢ a vdkuumbeli fénysebesség, megjelenése tiikrozi,
hogy a mégneses momentum relativisztikus eredet{i.) A magneses momentum tehdt ardnyos
a palyaimpulzusmomentummal, azzal ellentétes iranyu az elektron negativ toltése miatt, és
az ardnyossagi tényezo

le]

= . 6.2
ge 2me (6.2)

Megjegyzés: A tapasztalat szerint az elektron spinjétol is szarmazik magneses momentum

(1d. Stern-Gerlach-kisérlet), u, = —gs$., de itt az ardnyossdgi tényezd gs = 2g;.

2. A Pauli-matrixok:

0 1 0 —2 1 0
Oy =01 = 1 0/ Oy = 09 = i 0 ) 0, =03 = 0 1)

(6.3)

azaz tomorebben

- S 6y —ibi
7 = (5j1+z'5j2 5y ) (6.4)

Lassa be az alabbi azonossagokat:

(a) 07 = I, ahol I az egységmétrix és j = 1,2, 3;
(b) —ioy0905 = I

(c) deto; = —1;

(d) tro; = 0;

(e) [0}, 0k = 20 jkmOm;

(f) {oi,0;} = 0i0j + 0j0; = 2551, ;

(8) 0jok = 1€ jkmOm + il
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Megoldas:

(a)

0_2 _ < 6j 6j1 — Z'(Sjg) ( 6j (5]‘1 — i6j2>
J dj1 + 02 —dj3 051 + 102 —d;3
_ < (0j3)% + (6;1)% + (d;2)° 0;3(01 — 1052) — (051 — i6;2)d; >
(01 +10j2)053 — 053 (051 + idj2) (051) + (0j2)* + (9;3)°

= ((1) ?); (6.5)
B

Sy G —id; . -
deto; = det (5 Wy VIR <) = (5 06 + 0
= —(03)* = (6;1)* = (8;2)* = —1; (6.7)
(d)
tI‘O'j = 5j — 5j3 = 0; (68)

(e) Explicit médon kiirva az aldbbi azonossdgokat kell beldtni:
[01,02] = 2io3, [02,03] = 2i01, [03,01] = 2i0s. (6.9)

Ezek a kommutator definicidjanak és a matrixszorzasoknak az elvégzése utan azonnal

adddnak.
(f) Explicit médon kiirva az aldbbi azonossdgokat kell beldtni:
{0’1,0’2} = {0’1,0’3} = {0’2,0’3} = 0, {O'l',O'i} =2I. (610)

Az antikommutator definiciéjat felhasznalva és a métrixszorzasokat explicit médon
elvégezve azonnal adddik a kiillénb6z6 Pauli-métrixok antikommutédtorainak eltiinése,
ugyanakkor

{0500}y = 202 =2I (6.11)

3

(g) Az el6z6 két pontban belatott azonossigokat felhasznalva kapjuk, hogy

1
ojor = 3 <[O’j, or) + {04, O'k}) = 1€ kmOm + L6k. (6.12)

. Legyen 71 tetszOleges egységvektor. Bizonyitsa be, hogy & - 77 paros hatvanyai
az I egységmatriksszal, paratlan hatvanyai (& - 7)-nel azonosak!.
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Megoldas:

Az altaldnossag csorbitasa nélkiil valaszthatjuk a Descartes-koordindtarendszer z-tengelyét
az 7 egységvektorral egyirdnytnak, 7 = (0,0,1). Ekkor & - i = o3 diagondlis mdtrix,
amelynek a négyzete az egységmatrix. Ebbol rogton kovetkezik, hogy n = 1,2, ... esetén

(G- =" =1"=1, és (G-70)*" T =" =Jo, =0, =51 (6.13)

. Léssa be az €* = cos a + i sin a Euler-féle azonossag altalanositasat:

S
10-Nx

e = cosa+1i0-nsina, (6.14)

ahol a € [0, 27|, 71 tetszOleges egységvektor és & = (01, 02, 03) a Pauli-métrixok-
bol képezett vektor.

Megoldas:
A matrix-azonossag belatdsanak egyik maddja, hogy az azonossdg mindkét oldaldt hattat-
juk az s = h/2 spinfll részecske spindllapotainak 2-dimenziés Hilbert-terében vélasztott

bazis mindkét vektorara, és megmutatjuk, hogy az egyenldség fennall. Valasszunk olyan
Descartes-koordindtarendszert a 3-dimenzids térben, amelynek z-tengelye az 77 egységvek-
torral azonos irdny1, azaz amelyben 77 = (0,0, 1). Ebben a koordinatarendszerben &7 = o3.
Valasszuk a 2-dimenziés Hilbert-térben az 5, = %03 operator sajatvektorait bazisnak:

00020 e

Ezek egytuttal os-nak is sajatvektorai rendre a +1 és —1 sajatértékkel:

S N e A

Kovetkezésképpen irhatjuk, hogy

G- 1 _ o3 1 _ ia 1 _( +isi ) 1 _( +id- s ) 1
e 0 = € 0 =€ 0 = (COos & 7811 ¢ 0 = (COS ¢ 10 - NsSIn 0)°

(6.17)

i(?-ﬁozo _ iUgaO _—iaO_( i )0 _( iz = )0
e 1 = € 1 =€ 1 = (COS & 7SI &« 1 = (COS ¥ 10 - N SIN & 1/

(6.18)

Latjuk tehat, hogy a feltételezett matrix-azonossag mindkét bazisvektorra hatva teljestil,
ezért matrix-azonossagként is teljestil.

A megoldés egy masik médja, hogy részletesen kifrjuk az €' matrix Taylor-sorat, és
abban a paros és paratlan kitevGjiithatvanyokat kiillon-kiilon 6sszegezve felismerjiik cos o és
sin a Taylor-sorat:

2 o (16 - T)" = (16 - i) SN (i - o) Rt
weno — - 7 -_ 6.19
¢ > > 2k)! 2 2k 1 1) (6.19)
m=0 =0 k=0
Felhasznaljuk a 6. gyakorlat 4. feladatanak eredményeit, és irjuk, hogy
0 (_1)ka2k 0 (_1)ka2k+1

ei&a'ﬁa = —_— + ’LE * ﬁ Z ~
| |
2< " (2K)! 22k + 1)

=cosa+id - -fisina.  (6.20)
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5. Tekintsiik az s = h/2 spinfi részecske spinallapotainak H Hilbert-terét! Ve-
zessiik be az §, operator sajatallapotaira a

H=(5) =) (6.21)

(a) Mutassa meg, hogy tetszéleges |x) spinéllapot parametrizalhat6

jeloléseket.

Ix) = cos%|+)+ewsin%|—) (6.22)

alakban, ahol o € [0, 7] és ¢ € [0, 27].

(b) Léssa be, hogy a tetszdleges spindllapotban a spinvektor 5 = (x|5]x)
vérhaté értéke szemléltethet6 az R = /2 sugart gomb kozéppontjabdl a
gomb feliiletének azon P pontjaba mutato vektorral, amely a z-tengellyel
a € [0, ] szbget zar be, és amelynek az (z, y)-sikra vett meréleges vetiilete
az x tengellyel ¢ € [0, 27| szbget zar be.

(c) Mennyi a h/2 spinti részecske spindllapotai Hilbert-terének dimenzidja?
Hény allapot van ebben a Hilbert-térben?

Megoldas:
(a) Az §, operétor sajatvektoraira fenndll, hogy
R 1
Sy = i§h|j:> (6.23)
és ortonormaltak,
(HH = (-l =1, (=) =0, (6.24)
és teljes rendszert alkotnak, vagyis tetsz6leges |x) spinéllapot
IX) = c1l+) + c2| =) (6.25)

alakba frhat6. A (x|x) = 1 normadldsi feltétel értelmében az kifejtési egyiitthatdk
eleget kell tegyenek a

] +[eo” = 1 (6.26)

feltételnek. Ez nyivanvaldan kielégithetd vigy, hogy |c1| = cos(a/2), |ca| = sin(a/2),
ahol a € [0,7]. Ezenkiviil a ¢; és ¢2 komplex szdmok fazisa kiilonbozhet egymdstdl
p-vel, ahol ¢ € [0,27]. Az &ltaldnossig csorbitdsa nélkiil valaszthatjuk c; fazisdt
nulldnak, mert az llapotvektor szorzasa tetszéleges e szammal nem véltoztatja meg
anorméat. A fentiek alapjén (6.22) a spinédllapot parametrizaciéjanak altaldnos alakja.
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(b) Kiszdmoljuk az egyes spinvetiiletek (x|3;|x) varhato6 értékeit, és leolvassuk, hogy ezek
olyan vektor komponensei, amelyet a leirt médon lehet szenléltetni.

h o ; o h o I o
3 — - — Ve i — 2 —1p 1P a2
<x|sz|x) 5 (<X|+> COS 5 <x| )e Sin 2) =3 (cos 5 e "fe'rsin —2>

h
= eosa. (6.27)

Ahhoz, hogy kiszdmitsuk (x|8z]x)-t és (x|3y|x)-t sziikséglink van arra, hogy 8, és §,
hogyan hatnak a |£) bézisdllapotokra:

S.14) = h (? (1)) (é) = ((1)) =|-) (6.28)

[\

sl = 5 (5 o) ()= () =1 (6.29)
w30 DO-O- o
sl = 500 0)= ()= (631)

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

. h o o . O
Xl3zlx) = 5| {xI=)cos 5 + (x|+)e sin
2 2 2
h ; ‘ hl,. .
= 3 (e_“" sin%cos% + cos %e“" sin %) =3 5(6“" +e ")sina
ho.
= gsina cosy, (6.32)
(Wb = 5 ((d-dicos S — (e sin g
Xlsyba) = 5| l=dicos 5 — (x|+)e™ sin 5
_ e~ sin 2icos = — cos —e'® sin —
2 2 2 2 2
Rl - ; h
= 552'(6_“" —e'¥)sina = = sina sing. (6.33)

(¢) A Hilbert-tér 2-(1/2) + 1 = 2-dimenzids, de a (6.22) parametrizdcié mutatja, hogy
kontinuum sok dllapot taldlhaté benne.

6. Ha elfogadjuk a H-atom Bohr-féle modelljét (1d. 1. gyakorlat 7. feladatat), ak-
kor a korpalyan mozgé elektron magneses momentumot létesit (1d. 6. gyakor-
lat 1.feladatat). Hogyan mozogna ebben az esetben az elektron v palyaimpulzus-
momentuma homogén B magneses indukcidju kiilsé térben a klasszikus fizika
torvényei szerint? Tegyiik fel, hogy a t = 0 idépillanatban (E L)L = 0.
Megoldas:

Az impulzusmomentum-tétel értelmében:
ar .
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ahol M a kiils6 magenese tér altal a i = —gg[ magneses momentumra kifejtett forgatényo-
maték,

M = jixB=-glxB=3&x/, (6.35)
ahol bevezettiik az
& = gB (6.36)
vektort. A mozgasegyenlet tehat

v -
— = Wx/ 6.37
pr (6.37)
alakot 6lt. Legyen a z-tengely parhuzamos és egyirdnyu a B magneses indukcioval. Ekkor
az M forgatényomaték merbleges a z-tengelyre, azaz a mozgéas soran benne marad az (x,y)-

sikban. Ebbé&l kovetkezik, hogy M, = 0 a mozgas sordn, vagyis d;; = 0, ugyhogy ¢, =a4ll.

Az 0 hosszat sem véaltoztatja meg a méagneses tér, mert

dr? Sl o o

mert (J x ¢) merbleges f-re. Ez azt jelenti a mozgds sordn ¢, azaz ji és a B mégneses indukcié
altal bezart szog alland6 marad.

A mozgdsegyenlet a vektorok x és y kompenenseire:

al,

al
Vezessiik be az X = /¢, + if, komplex értékii fiiggvényt, majd szdrmaztassunk le erre

elsérendii differencidlegyenletet tigy, hogy a (6.39) egyenlet megfelel oldalaihoz hozzdadjuk
a (6.40) egyenlet megfelels oldalainak i-szeresét:

dd_)t( = wX. (6.41)
Ennek az egyenletnek a megolddsa X oc Ae™te vagyis azt taldljuk, hogy
l, = Acos(wt+a), £,=Asin(wt+a), AeR, ac]l0,2n] (6.42)
Masrészrél
C 2 =A=07 -2 =4l (6.43)

valoban allandé. Ez azt jelenti, hogy az 7 vektor (z,y)-sikra vett mer6leges vetiilete dllandé
hosszusagi és w = gy B szogsebességgel korbefordul. Az 7 tehét a B vektorral 4llandé 6
szoget bezarva jar korbe egy 6 nyilds kettds kip palastjan, a ii vektor meg ugyanezt csinélja

a palast z < 0 térfélre eso részén. Ez a Larmor-precesszié.

. Hogyan mozog az elektron spinvektordanak § varhaté értéke homogén B mag-
neses indukciéji kiilsé térben? Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban (
« és § benne van az (z, z)-sikban.
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Megoldas:

A kezdeti feltételek meghatérozzék az elektron |x(0)) spindllapotdt a ¢ = 0 id6pillanatban
(1d. a (6.22) parametrizaciot):

x(0) = cos%|+>+sin%|—). (6.44)

Az elektron allapotat a tetszoleges ¢ > 0 id6pillanatban gy kapjuk meg, hogy hattat-
juk |x(0))-re az U(t,0) evolicids operdtort. Az elektron spinjéhez i = —gs;5 mégneses
dipélmomentum tarsul, amelynek Hamilton-operdtora kiilsé homogén mégneses indukciotér-
ben

H = —ji-B=g;5 B (6.45)

Az &ltaldnossag csorbitasa nélkiil valaszthatjuk a z-tengely irdnyét a B-vel egyiranyunak,
ekkor

H = g.B3, =ws, (6.46)

adédik, ahol bevezettiik az w = g, B jelolést. A Hamilton-operator segitségével az evolicids
operator:

Ut,0) = e~ hHE = = hwss (6.47)
Az elektron spinallapota a ¢ idopillanatban:

X(O) = T@ONO) = 0(t.0)(cos314) +sin 1) )

= cos 2 U(t,0)|+) +sin %U(t, 0)|=) = e~12%* cos %|+> + et gin %|—>(6.48)

[\)

Most kévetkezik az § = (x(t)|5]x(t)) vérhat6 érték kiszdmitésa:

.= (0l h(0) = 5 (O s - (o))t )

5, =
h +i%wt coS o —i%wt oS o —i%wt si o i%wt si o
= —|le —e ——e in—e in—
2 2 2 2 2
I h
= 3 <cos2 % — sin? %) = g cosa. (6.49)

Az 5, és 5, kiszamitdsdhoz felhasznaljuk a (6.28)-(6.31) azonossagokat:

h

Se = (X®)5:x(®) = 3

3 (1) 3 con g 4 (Dl 4)etsin D )

. h . aCO « 7iwt_|_ : aCO « Twt

= S(singcos e sin 7 cos e
ho.

= gsina cos(wt), (6.50)

és hasonlé moédon kapjuk, hogy
_ . oo
5y = (x()|5ylx(t)) = 5 sina sin(wt). (6.51)

Azt kaptuk, hogy az § vektor a B magneses indukcioval allandé o szoget bezarva w = gsB
allandé szogsebességgel precesszal B koriil.
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7. gyakorlat

1. Az m tomegii részecske x-tengely mentén torténé szabad mozgéséat a 1 (z, t) hulldm-
fiiggvény irja le, amely a t = 0 idépillanatban az f(z) hullamcsomaggal azonos.

(a) Hatarozza meg a kezdeti dllapot impulzus-hulldmfiiggvényét!
(b) Hogyan fejlddik a hullimcsomag az idében?
(c) Hatérozza meg 1(x,t) explicit alakjat, ha a kezdeti dllapot a

Po+Ap i
P(x,0) = N dpenP® (7.1)
po—Ap

hullamcsomag, ahol Ap < pg.
(d) Hatérozza meg 1(x,t) explicit alakjat, ha a kezdeti dllapot a

W(z,0) = Ne o7 (7.2)

hulldimcsomag, ahol 0% > 0 alland6. Hogyan valtozik a Az hely- és a Ap
impulzus-hatarozatlansag az ido fliggvényében?

Megoldas:

(a) A kezdeti allapot ¥ (p, 0) impulzus-hullamfiiggvényét Fourier-transzforméciéval kapjuk
meg 9 (z, 0)-bol:

D(p,0) = / dze™ 7Py (x,0) = / dze™ 777 f (). (7.3)

— 00 — 00

(b) A t(z,t) hullimfiiggvény az idéfiiggé Schrodinger-egyenletnek,

ihopp(z,t) = —%agw(x,t) (7.4)
a (x,0) = f(x) kezdbfeltételhez tartozé megolddsa. Helyettesitsiik be a
vt = [ ghetien) (75)
Fourier-integral alakot a Shrodinger-egyenletbe. Akkor az
Lo p? -
hogh(p,t) = 5 —¥(p.1) (7.6)

kozonséges elsérendi differencidlegyenletet kapjuk a z/NJ(p, t) impulzus-hullamfiiggvényre.
Ennek megoldésa:

- 2

b(p,t) = d(p,0)e Fimt, (7.7)

ahol a z/;(p,O) kezdeti feltételt az (a) pontban meghatdroztuk. A hulldmcsomag
idofejlédését tehdt a
*© dp ~ i 2
vat) = [ SEdp.0jet e (78)
oo 2Th

hullamfiiggvény irja le.
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(¢) Az (7.1) éllapothoz tartozé impulzus-hullamfiiggvény:

- o0 ; o0 i pot+Ap .
Y(p,0) = / dxe” "PPe)(x,0) = ./\// dxe_ﬁpw/ dger®*
—0o0 —0o0 po—Ap
po+Ap 00 . po+Ap
= N dq/ dren (a=p)z N/ dq2mhdé(p — q)
0—Ap —oo 0—Ap
_ { 2rhN° ha  p € [po — Ap, po + Ap] (7.9)
0  ha p¢l[po—Ap,po+Ap] " '
A normalési tényez6t a normélasi feltétel hatdrozza meg:
< dp - ) ) po+Ap )
U= [ R0 = WEem) [ dp = NP (erhz2ap,
—oo 4T po—Ap
= N =[(2rh)24p] "/ (7.10)

egységnyi abszolut értéki komplex fazisfaktor erejéig. A hulldmcsomag idébeli fejlodését
a (b) pont eredménye értelmében a

° dp
vet) = [ ghpojeton £
+A v
= 27hN " pﬁe%(mf%t)
0—Ap 2mh
po+Ap

. 2
= [(2wh)2Ap] /2 / dpe® (Pr— 351 (7.11)
P

0o—Ap

hullamfiiggvény irja le. Ez nem més, mint monokromatikus de Broglie-hullamok
szuperpozicidja, amelyek impulzusa a keskeny [po — Ap, pg + Ap] intervallumra van
korlatozva. Korabban lattuk, hogy ennek a hulldmcsomagnak a maximuma, ponto-
sabban [¢(z,t)|? fémaximuma a v, = = po/m csoportsebességgel mozog.

)

dE
d_p|10:170
A kezdeti dllapot impulzus-hulldmfiiggvénye:
/ ° p2do
o 2h?

- ; 22
¥ (p,0) dre” 1P*Ne~ 1027 = NVdro? exp (—

D202
= N\/47r02exp( 2 ) (7.12)
A (b) pont eredményei értelmében:
- - i p? ot 202
Jt) = w<p,o>emt—fw4mzexp[ <h2 h—)] (7.13)
o dp i -~ it 202 i
) = #po Vire? [ 22 S A
ve) = [ et i — AR [ |- (Gon 4 ) + el
NViro? T { z? }
o — | (7.14)
27h 2+ 5 202 (3% + 525)

Felhasznéltuk a nevezetes Gauss-integrélokat (1d. 4. gyakorlat 6. feladatét). Erdemes
elvégezni az aldbbi azonos atalakitast:

1 202 it
“h2 2mh
202 - 404 $2 ) (715)
R + 2mh Rt + 4m?2h?
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ezutan

H = NViro? 202 2:}15 __x_2 2;%22_2:}15
1/1(557 ) - 2h 7T4a-4 +2 exp 252 Aod t2
& Rt + 4m2h? - RE + 4m2h?
2 .
N\/m 20’2 it [ 22h2 2L2 it
= ok 4(74 2:572“5 XpI=3 h4 hzgf
Tt TRz 0"+ 16m2
207 ifit
NVIr? [ 32 i 1 #'2<1 B 4fm—2>
21h 4‘74 £2 8 ]
HE + Am2h2 L 1+ 16?‘;215204
NI (B g2 g
= o 7T4a’4 2 exp 402 W . (716)
Rt + 4m2h? + 16m20t
Hatarozzuk most meg elészor Ax-et és Ap-t a kezdeti dllapotban:
0o .’II2
Az)i, = dzz®|N|? -l
oy = [ WP -5
d > x2
2
= - _— d —— 7.17
N s | e (—5) (717

ahol

202

/OO d:vexp(—x—2> = V2r02, (7.18)

— 00

‘i Lo am) = e

\/El <i> o =V2r®  (7.19)

2\ 202

és a normalési feltételbol

1 = /OO dz|y(z,0)* = |NV)? /Oodxexp< ) IV PV2r0?

— 00

= N2 = (2r02)7 V2, (7.20)

Azt talaljuk igy, hogy

(An)i, = (2r0%)/*V2m0® = o, (7.21)
A kezdeti
2 z?
L ) (1.22)

valészinfiségi stirtiségben szerepld o2 paraméter fizikai jelentése tehat a helybizonyta-
lansag négyzete. A tetszéleges t idépillanatban a valdszintliségi sliriiség:

2

W@m2mem@%§, (7.23)
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ahol
h2t?
2 _ 2
Oy = O (1 + m) (724)
Ez azt jelenti, hogy tetszOleges t > 0 pillanatban

(Az)? = o> 02, (7.25)

azaz az id6 mulasaval né a helybizonytalansdg, mas széval a hullamcsomag szétfolyik
a koordinatatérben. Ez a szétfolyas tisztan kvantumfizikai jelenség, amire az utal,
hogy o2 — 0% o hZ.

Vizsgaljuk még meg a kezdeti hulldimcsomag impulzustérbeli szélességét. Ehhez ele-
gend6 észrevenni, hogy

~ 4p20? p?
2 —
[¥(p,0)]° exp<— 2 ) = exp (— 557 ) (7.26)

P

ahonnan az el6zoekkel analég médon leolvashatjuk, hogy

h2
(Ap)icg = o5 =53 (7.27)

Mivel

= [¥(p,0)|?, (7.28)

~ k3

WmMQ—'wmmh%f

azért a hullamcsomag szélessége az impulzustérben nem valtozik az id6 fliggvényében,
azaz

(Ap)* = (Ap)is,. (7.29)

Azt talaljuk végiil, hogy

h2t? K2 K2 K22
2 2 _ 2 _
<M“N”-”O+Emﬁkﬁ—§@+ﬁmﬁ> (7:30)

alakban teljesiil a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relacio.
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8. gyakorlat

1. A

_ Vo, ha z<—a, a<zx
Vie) = { 0, ha —-a<z<a (8.1)

potencialgédérben m tomegi részecske mozog; V és a > 0 allanddk.

(a) Keresse meg a kotott staciondrius dllapotokat!

(b) Milyen mély legyen a potencidlgddor, hogy a rendszernek legaldbb egy kotott
allapota legyen?

(¢) Mutassa meg, hogy V) — oo esetben ugyanazokat a kotott allapotokat taldljuk,
mint amelyeket akkor kaptunk volna meg, ha kezdettol fogva feltettiik volna,
hogy Vj — oo és igy oldottuk volna meg az id6tdl fiiggetlen Schrodinger-
egyenletet!

Megoldas:

(a) Vezessiik be az egyes koordindta-intervallumok aldabbi elnevezését:

I : —a<x<a,
I : x< —a,
I1r @ a<u. (8.2)

Az 1dé6t6l fliggetlen Schrodinger-egyenlet az egyes tartoményokban:

h2
I =g —v(n) = B (w), (8.3)
2
II, IIT —;—m T (@) = (E = Vo) (), (8.4)

ahol kotott dllapotok esetén 0 < F < Vj kell legyen. A potencidlnak véges szakaddsa
van az x = +a helyeken. Ezeken a helyeken 1" is szakaddsos, mert 1)(+a) dltaldban
nem zérus. A potenciédl szakadasi helyein a hulldmfiiggvény folytonos és folytonosan
differencidlhaté, azaz

Yri(—a) = Yr(—a), Yr(a) = Yrrr(a), (8.5)
1%1(_@) = w}(—a% 1//1(@) = 1%11(@)' 8.6

Ezek a hatérfeltételek kiegésziilnek azzal, hogy a hullamfiiggvény négyzetesen in-
tegralhato kell legyen, s ezért eleget kell tegyen a

Y — +o0) = 0 (8.7)
hatarfeltételeknek is.
Vezessiik be a
2mE 2m(Vo — E
k=t s k= m(ho ) (8.8)
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jeloléseket. Ekkor az egyes tartomanyokban a Schrodinger-egyenlet dltalanos meg-
oldésa:

I : r(z) = Acos(kz) + Bsin(kz),
IT : r(z) =Ce™ + C'e™ ",
117 ’Q/J]]](,T) = De ™ 4+ D'e’”, (89)

ahol A, B, C, C', D, D’ 6 darab &llandé; értékiiket az 5 darab hatéarfeltétel és a
l¥||? = 1 normélasi feltétel egyértelmiien rogziti, ha adott az E energia, ami azonban,
mint aldbb latni fogjuk, csak diszkrét értékeket vehet fel.

A (8.7) hatarfeltételekbél azonnal addédik, hogy C' = D’ = 0 kell legyen. Ekkor a
(8.5) és (8.6) feltételek az aldbbi alakot oltik:

Ce "™ = Acos(ka) — Bsin(ka), (8.10)
kCe™"* = Aksin(ka) + Bk cos(ka), (8.11)
De " = Acos(ka) + Bsin(ka), (8.12)
—kDe™ " = —Aksin(ka) + Bk cos(ka). (8.13)

Adjuk 6ssze, illetve vonjuk ki egymasbél a (8.10)+(8.12), (8.11)—(8.13), (8.10)—(8.12),
(8.11)+(8.13) séma szerint az egyes egyenletek megfelel oldalait:

(C+ D)e ™ = 2Acos(ka), (8.14)
k(C+ D)e ™ = 2Aksin(ka) (8.15)
(C—D)e " = —2Bsin(ka), (8.16)
k(C — D)e™™ = 2Bkcos(ka). (8.17)

Kiilénbo6z6 tipusi megoldasokat kapunk, ha C' 4+ D # 0 és ha C — D # 0:

Ha C+ D #0,

akkor (8.14) és (8.15) értelmében A # 0. A (8.15) és (8.14) egyenletek megfeleld
oldalainak hanyadosat képezve a

k = ktg(ka) (8.18)

egyenlet adédik a E energia diszkrét értékeinek meghatdrozéséra. A (8.16) és (8.17)
egyenletek trividlisan kielégiilnek, ha C' = D és B = 0. Mivel az inhomogén linedris
egyenletrendszerek megoldasa egyértelmi, azért meg is talaltuk ¢ megolddsok egyik
osztalyét:

1/)](:E) e ACOS(]{II), 1/)]](I) =Ce", Yy =Ce "%, (819)
A (8.18) egyenlet minden gyokéhez tartozik egy ilyen tulajdonsdgi megoldds. Ezen
megolddsok ¢ (z) = ¥ (—x) tulajdonsdgu, az z-tengelynek az origéra torténd tikrozésével
szemben invarians hullamfiiggvény allapotokat jelentenek, vagyis paros hullamfiiggvénnyel
leirt pozitiv paritdsi dllapotokat. Itt (8.14)-bol
C = Ae™cos(ka) (8.20)
és A értékét az
1 a 9]
1 = / dz|C2e** / dz| A|? cos? (kx) + / dz|CPe 2"  (8.21)

o0 —a
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normadlasi feltétel rogziti.

HaC-D#0,

akkor a (8.16) és (8.17) egyenletekbdl adddik, hogy B # 0. A (8.17) és (8.16) egyen-
letek megfelel6 oldalait elosztva egymassal a

k = —kectg(ka) (8.22)

egyenletet kapjuk az F energia lehetséges értékeinek meghatérozdsara. A (8.14), (8.15)
egyenletek trividlisan kielégiilnek, ha C' = —D és A = 0. A (8.22) egyenlet minden
gyokéhez tartozik egy

Yr(x) = Bsin(kx), ¢r(z) = Ce™, ¢rr(x) = —Ce ™ (8.23)

alaki, paratlan hullamfiiggvénnyel leirt negativ paritdst megoldds, amelyre ¢ (—z) =
—(x). A (8.16)-bdl

C = —Be"sin(ka), (8.24)
és B értékét ismét a normalasi feltétel rogziti:
1 = / dz|C|?er® +/ dx|B|? sin?(kx) +/ dz|CPe 2. (8.25)

Hétra van még a diszkrét E értékek megkeresése, ami a (8.18), illetve (8.22) trigomo-
metrikus egyenletek numerikus megoldédsaval lehetséges. A megolddsok létezése azon-
ban geometriailag is szemléltethet6. Ehhez vezessiikk be a £ = ka > 0ésn = ka >0
jeloléseket, majd k és k definicigjat felhasznalva irjuk, hogy

2mVy  2mE  2mVj
a— T T~ — k2 (8.26)
2mV,
K2+ k2 ’ZQ 0 (8.27)
2ma?V;
E+n? = m;; =2 (8.28)

Az r sugart kornegyed egyenletét kaptuk az (£,7n) sikon. A megolddsoknak ezen a
negyedkoriven kell elhelyekedniiik ott, ahol pozitiv paritds esetén az

n o= &tgd), (8.29)

negativ paritas esetén az

n = —ctgé (8.30)

gorbék metszik a negyedkorivet. Pozitiv paritdsi allapotok esetén a tgé a & =
7w/2, 3w/2, ... pontokban 4oo-hez tart, a £ =0, m, 2,... pontokban pedig eltiinik,
ugyhogy a metszéspontok a [0,7/2], [m,37/2],... intervallumokban lehetnek vala-
mely & < r pontokban. Ha r < /2, akkor is van pontosan 1 darab metszéspont,
tgyhogy legalabb 1 pozitiv paritdst kotott allapot barmilyen sekély potencidlgdédorben
is 1étezik.

Negativ paritasu dllapotok esetében —ctgé zérushelyei £ = n/2, 37/2, ... és az § =
7w, 27, ... helyeken tart 4oo-hez, ezért a metszéspontok a [7/2, 7], [37/2,2x7],...
intervallumokban lehetnek valamilyen £ < r helyeken. Ha azonban r < 7/2, akkor
nem lesz egyetlen metszéspontja sem a (8.30) gorbének és a (8.28) negyedkorivnek;
ilyenkor nem léteznek negativ paritasi kotott allapotok.
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(¢) A Vy — oo esetben r — oo, ami egytttal azt is jelenti, hogy a metszéspontok oda
cstisznak el, ahol a pozitiv paritast esetben tgé — oo,

kna = (2n—1)g, n=1,2,..., (8.31)
negativ paritasu esetben meg oda, ahol —ctgé — +o0o,
kna = nm, n=12,.... (8.32)
Ezek egylittesen olyan FE,, energiakat jelentenek, amelyekre
kna = ng, n=12,...
= ky= n% = n% (8.33)

ahol L a potencidlgddor szélessége. Ezzel visszakaptuk, hogy olyan allohulldmok ala-
kulnak ki, amelyek félhullaimhossza egész szamszor fér rd az L szélességre:

2w 2L An

Ezek a megoldasok pontosan azok, amelyeket akkor kaptunk, amikor az id6tol fiigget-
len Schrodinger-egyenletet ,,végtelen potencialfali dobozba” zart részecskére oldottuk
meg (1d. a jegyzetet).

2. AV(z) =0, haz € [—a,a], és V(z) = 00, ha = & [—a, a] potencidllal jellem-
zett ,,dobozba” zart m tomegl részecske alapallapotanak és elsé gerjesztett
allapotanak hullamfiiggvénye rendre:

Yi(z) = ACOS(Q—ZQ:), (8.35)
() = Bsin<2;—ax). (8.36)

(a) Hatarozza meg az A és B normaldsi faktorokat!
(b) Mutassa meg, hogy |11) és [1)s) ortogondlis dllapotok!

(c) Hatarozza meg az alapallapot és az els6 gerjesztett dllapot energidjat a
() és Yo(x) hullamfiiggvények ismeretében!

(d) Mutassa meg, hogy az alapallapotban az = koordinata és a p, impulzus
varhato értéke zérus!

(e) Mutassa meg, hogy az alapallapotban teljesiil a hatarozatlanségi reldcié!

Megoldas:

(a) Vezessiik be a k = o= jelolést. A normélasi feltételeket explicit médon felirjuk és a
kapott integralokat kiszamitjuk:

a

1 = () = / dafin (@) = AP [ deost k)

—a —a

- %|A|2/_2 da:(l +Cos(2kx)) = %|A|2([x]aa + i[sin(%x)]“a)
— AP, (8.37)
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ahonnan addédik, hogy A értékét valaszthatjuk valds szamnak:

1
A= (8.38)
tovabba
U= Galn) = [ delvl@P = BP [ desin2ho)
1 @ 1 1
= §B2 /7(1 dx (1 - cos(4kw)) = §|B|2 ([w]‘ia - E[sin(élk:v)]‘ia
= |Bla, (8.39)
ahonnan B = A lehetséges vélasztés.
Képezziik a (11]1)2) belsd szorzatot:
(Y1lg2) = /_ da(ir|x)(zlep2) = /_ daapy (x)iha ()
= A? / ’ dz cos(kz) sin(2kz). (8.40)
Mivel
sin(3kz) = sin(2kz) cos(kz) + cos(2kx) sin(kx), (8.41)
sin(kz) = sin(2kz) cos(kz) — cos(2kz) sin(kz), (8.42)
azért
cos(kx)sin(2kz) = % (sin(?)kac) + sin(kw)) ) (8.43)
lgyhogy
(P1]ape) = A2 /a dx cos(kx) sin(2kx) = %AQ /a dx (sin(3kx) + sin(k:z:))
o 1 2 1 a 1 a o
= §A (ﬁ[_ cos(3kx)|® , + E[_ cos(k:z:)]_a> =0, (8.44)

mert cosz paros fliggvény. Tehat (i1]12) = 0, azaz a két dllapot ortogondlis. Ennek
igy is kell lennie, mert a H Hamilton-operdtor (6nadjungélt!) kiillonbozé sajatértékei-
hez tartozd allapotok.

Az energiasajatértékeket megkapjuk, ha a Hamilton-operatort hattatjuk az egyes sta-
ciondrius allapotok hulldmfiiggvényeire:

- - h? h2k?
Hlpy) < (z[H[Y1) = —%Wf(iﬂ) = 5 —¥1(2) = Evdhu (), (8.45)
Bl o (olflln) = —ty(@) = 20 0) = Ban (@), (3.46)
2m 2m
A keresett energiasajatértékek tehat:
Ey = % Ey = 4E, = 2°E). (8.47)
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(d) Az z koordinata vérhaté értéke az alapéllapotban:
(1|2]r) = / dxal (z)* = A2/ dx x cos®(kx) = 0, (8.48)

mert az integralasi tartomany x = 0-ra szimmetrikus, az integrandus pedig paratlan
fliggvénye z-nek. A p, impulzusvetiilet varhato értéke az alapallapotban:

(1 |pa|tr) /a d:vwf(:c)?z//l () = A2§ /a dx cos(kx)[cos(kx))

—a —a

—iAQHk/ dx cos(kx) sin(kx) = 0, (8.49)

—a

mert az integralasi tartomany x = 0-ra szimmetrikus, az integrandus pedig paratlan
fliggvénye z-nek.

e eghatarozzuk az x koordinata és a p, impulzus szorasnégyzetét:
Megchats K koordingta & . 1 PRI .
(r]@?[ir) = (Wrllyn)? = (r]2?[yr)

= / dz 22| (z)* = A2/ dz % cos®(kx)

—a —a

= 2A2/ dx 3:2% (1 + cos(2k:1:)>
0
= A2 <l[a:3]8 —I—/ dx z* cos(2k:1:)> (8.50)
0

(Ax)?

A masodik integralt kétszeri parcidlis integralassal kapjuk meg:

@ in(2kz)]” 1 [
/0 dx 2% cos(2kz) = {xzsm(zikx)]o - %/0 dx 2x sin(2kx)

- 00— %<{—2—1kx cos(2kx)]0 + 2_1k /0 dx COS(QkI)>
a 1 [sin(Qkx)r a

ol e %, e (8:51)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

3
22 A gzl 2 (L2
(Az)* = A(3 2k2)—Aa<3 7T2)—a<3 — (8.52)

Meghatdrozzuk a (Ap,)? szérasnégyzetet:

(Ape)® = (W1|p2lin) — (W1]palthe)® = (1|p2]n)

a

_ /a d$¢f(x)(7;>2 (z) = —A2h2/ dx cos(kx)[cos(kz)]”

= A2h2k2/ da cos? (k) :2A2h2k2/ dzx cos® (kx)
—a 0

= A2h2k2/ dx (1 + cos(2kx)) = A*h2k? (a + %[sin@k:z:)]g)
0

h2m? h2m?

= A?R%*k%aq = A =
@ 4a 4a?

(8.53)
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Az egy-dimenzids dobozba zart részecske alapéllapotdban a hatarozatlanségi reldcié
tehat

1 2\"?*hr  h(n? /2 o h
ArAp, = a[-—2) DT _9) ~114-252 (854
v ep a<3 w2) % 2<3 ) 3”3 (859

alakban teljesiil. Létjuk, hogy ez az alapallapot ,,nem viszi telitésbe” a Az Ap, > h/2
hatarozatlansagi relaciot.

3. Hatarozza meg annak az m tomegli részecskének a stacionarius kotott és
szoérasi dllapotait, amely a V' (z) = —Wd(z) kiils6 potencidltérben mozog, ahol
W > 0. Tegye fel, hogy a hullamfiiggvény a potencial szingularitasi helyén
is folytonos és korlatos! Mutassa meg, hogy szérasi allapotok esetén az R
reflexids egytitthaté és a 1" transzmisszios egyutthaté osszege R+ 1T = 1!
Megoldas:

Az id6tél fliggetlen Schrodinger-egyenlet:

h2
() - Wo@)i(e) = By). (5.55)
Kezdjiik el6szor a kotott dllapotok megkeresésévell A kotott dllapotok esetén E < 0. Ve-
zessik be a k = _2572”3 jelolést. Ekkor az x = 0 pont kivételével mindeniitt

V(@) = w*(x) (8.56)
alakot 6lt az id6tol fliggetlen Schrodinger-egyenlet. Ennek altalanos megoldasa
Y<(z) = Ae™ + Be™™®, ha <0, é ¢s(xz)=Ce " 4+ De"™ ha >0, (8.57)

ahol A, B, C, D a hatérfeltételekbdl és a normélasi feltételbol meghatarozhaté allandék. A
hullamfiiggvény normélhatésaga megkoveteli a hullamfliggvény korlatossédgéat, amibdl B =
D =0 adddik. A folytonossig az x = 0 pontban az eredményezi, hogy A = C.

Kiilon vizsgalatot igényel, hogy hogyan viselkedik a hullamfiliggvény x szerinti els6 derivéltja
a potencidl Dirac-deltds szingularitdsdnak helyén, azaz az x = 0 pontban. Integréljuk
a Schrodinger-egyenlet mindkét oldalat a potencial szingularitasi helyét tartalmazoé infini-
tezimélis [—¢, +€] intervallumon, ahol ¢ — 0; igy hatérfeltételt nyeriink ¢« (z) és ¥ (x)
Osszevarrasara az x = 0 pontban:

h2 £ £
——1lim [ dzy” —Wy0) = Elim [ dvi(z), (8.58)
m e—0 e e—0 _e
h2 / !
—g, I (e) ()] = Wy(0), (8.59)
mert 1(x) feltevésiink szerint folytonos és korldtos az & = 0 helyen, tgyhogy lim._q

[, da(z) = 0. Azt kaptuk tehdt, hogy

2mW

YL(0) =9L(0) = ——5=4(0) = —f¥(0), (8.60)

ahol 1(0) = ¢ (0) = 1< (0).
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Az els§ deriviltra vonatkozé (8.60) feltételbdl azt kapjuk, hogy
—kC —kA=-2rA = —fA (8.61)

Ezt részletesen kiirva egyetlen diszkrét energia-sajatértéket kapunk:

mW —2mE
- - =/ S (8.62)

mw?
E = —_-— .
= 57,2 (8.63)
Végiil a hullamfiiggvény,
he(x) =A™, s (x) = Ae™™* (8.64)

paros fiiggvény. Az egyetlen kotott allapot pozitiv paritdsi. Az A egyutthatd értékét
megkapjuk a normalési feltételbél:

e8] oo e8] A 2
1 = / dz|y|? = 2/ dz|s|? = 2|A|2/ dre 27 = u,
0 0

oo K

mW
h2

= |Al=VE= (8.65)

Térjiink most ré a szoérasi dllapotok meghatarozasara, amelyek az E > 0 energiasajatérté-
27,2

kekhez tartoznak. Vezessiik be az E = % parametrizdciét. Az x = 0 pont kivételével

mindeniitt a szabad mozgasra vonatkozé Schrédinger-egyenlet érvényes, amelynek dltaldanos

megoldasa

Yo(x) = Ae™*® + Be ™ ha x<0, és ts(x) = Ce™ + De ** ha x> 0.
(8.66)

Ha gondolatban az idétdl fiiggetlen hulldimfiiggvényt megszorozzuk az e~ %t id6tél fiiggd
fazisfaktorral, akkor be tudjuk azonositani, hogy mely sikhullimkomponensek a ,,jobbra”
és a ,,balra” haladok. Vizsgaljunk olyan hatarfeltételii megoldasokat, amelyek balrdl befuté
hulldmot frnak le, ekkor z — —oo esetén a 1y (z) = Ae’*® befuté hulldmnak, a g (z) =
Be~ 7 visszavert hullimnak, x — +o00 esetén csak az ateresztett 17 (x) = Ce’ ™ hulldmnak
kell jelen lennie, ezért D = 0 és

V<(z) = (@) + Yr(2) & s (1) = (). (8.67)
Az x = 0-ban a hulldmfiiggvény folytonossiga miatt
A+B = C. (8.68)
A (8.60) hatarfeltételbdl:
. 2mW
k[C—(A—-B)] = —70 =—fC. (8.69)

Mivel B = C' — A, az utébbi feltételbdl kapjuk, hogy
2ik
f+2ik

2ik(C—A) = —fC, = C= (8.70)
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és

—f
B = C-A= A 8.71
f+2ik ( )
A keresett reflexids és traszmisszids egyiitthaté rendre
R=|1Bx | Ix] (8.72)
Jbx Jbx
ahol a 4. gyakorlat 7. feladatanak eredményét felhasznalva
Jbx = _|A|27 JRx = __|B|27 JTx = _|C|2 (873)
m m m
Azt talaljuk tehat, hogy
BJ? 2 C|? 4k?
_IBE_ IO A (8.74)
|A]Z f2 4 4k |A]Z f2 4 4k

és R+T = 1.

. Mozogjon m tomegi részecske a V(x) = 0, ha z < 0, és V(z) = Vi > 0, ha
x > 0 potenciallépcsovel jellemzett kiilso fizikai mezében. Keresse meg a 0 <
E <V} energiaju szorasi allapotokat! Mutassa meg, hogy az R visszaver6dési
tényezO értéke 1, noha a staciondrius allapotokban a részecskének az x >
0 félegyenesen (azaz ,,a potencidllépcsé alatt”) a megtaldldsi valdszintisége
nem zérus. Mit mondhatunk a jr, valdsziniiségi ’aramstriiségrél az x > 0
félegyenesen?

Megoldas:

A stacionarius Schrodinger-egyenlet explicit alakja:
? Y’ = FEvy, ha <0 (8.75)
2m < ’ €z ) .
hQ "

Vezessiik be a k = vV2mE/h > 0 és a k = \/2m(Vp — E)/h > 0 val6s paramétereket. Ekkor
a Schrodinger-egyenlet explicit alakja leegyszertisodik:

" +k* =0, ha <0, (8.77)
Y2 — k%) =0, ha z>0. (8.78)
A negativ és a pozitiv félegyenesen ezért a megoldds
bel(r) = A 4 B = yo(a) + do(z), ha z <0, (8.79)
Ys(x) = Ce ™ 4 De", ha x> 0. (8.80)

Itt D = 0 kell legyen, ha megkoveteljiik, hogy a hullamfiiggvény tartson zérushoz az x —
oo hatdresetben. Az x = 0 helyen a potencidlnak véges szingularitdsa van, ezért ott a
hullamfiiggvény és x szerinti els6 derivéltja folytonos. Ebbol kévetkezik, hogy

e(0)=y=(0) = A+B=C, (8.81)
YL0)=¢.(0) = A-B= —%C. (8.82)

55



Oldjuk meg ezt az inhomogén linedris egyenletrendszert A-ra és B-re:

1 K 1 K
A—§<1—%>C’, B_§<1+E)C' (8.83)

A 0 < E <V} energiaju staciondrius dllapotok hulldmfiiggvénye tehdt

Ye(z) = % (1 — %)Ce“” + % (1 + %)Ce_i’” = Ype() + v (2)
= C [cos(kzz) - %sin(kx)} , (8.84)
Vs(z) = Ce "o, (8.85)

ahol C' normélési egyiitthaté. (A szérasi dllapot nem normdalhaté 1-re, csak Dirac-deltas
altaldnositott ortonorméltsigi feltétel réhatéd ki az FE és E' # FE energidju dllapotokral)

A negativ félegyenesen a hulldmfiiggvény a befuté vp.(z) és a visszevert ¢, (x) sikhulldmok
szuperpozicidja, amelyek rendre

. hk , hk
Joew = —|AP,  jua=——|Bf (8.86)
m m

valdsziniiségi aramsiiriiségliek. A reflexids tényezd:

2 2 2
K*+k

= =1. 8.87
K% + k2 (8.87)

_|k+ik
Tk —ik

R =

’ 2

jea _ |BI2_ ’1+%
jbC,z |A|2 1- %

Ez azt jelenti, hogy a befuté anyaghullam 1 valésziniiséggel visszaverddik a 0 < E < V)
esetben.

A pozitiv félegyenesre ,,behatol” a hullamfiiggvény, de exponencidlisan lecseng novekvd
x > 0 esetén. Konnyen beldthato, hogy bar

p>(z) = [Ws(@)* =|CPPe™ £0, (8.88)

a ,,potenciallépcsé alatti” tartomédnyban nem jelenik meg zérustol kiilonbozé valdsziniiségi
aramsiriség,

3 ’Lh d * _ Zh 2 — KT —RKT —
Jse(z) = %(w>£w>—c.c.) = 2m|C'| ( e "re c.c.) =0. (8.89)
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9. gyakorlat
1. A
i (9.1)

Hamilton-operatorral jellemzett linedris harmonikus oszcillator egyik stacionarius
allapotanak hullamfiiggvénye:

() = Ne 22 ahol \=

e (9.2)
(a) Hatarozza meg az N norméldsi tényez6 értékét, ha ||v|? = 1!

(b) Hatérozza meg, hogy mekkora a 1 (z) hullimfiiggvénnyel jellemzett staciondrius
allapot energidjal

(c) Hatdrozza meg ebben az éllapotban z, p, varhaté értékét és a Ax és Ap,
szorasokat. Milyen alakot 6lt a hatarozatlansdgi reldcio?

(d) Hatérozza meg ebben az allapotban a p(x) valdsziniiségi stirtiséget és a j,(x)

valészintliségi aramstiriiséget!
Megoldas:

(a) Irjuk ki részletesen a normélasi feltételt és végezziik el a Gauss-integralt:

1 = /_OO dac|/\/|2€_’\””2=|/\/|2\/§. (9.3)

Innen azt kapjuk, hogy egységnyi abszolit értéki komplex fazisfaktortdl eltekintve

N = <%>1/4_(%)1/4. (9.4)

(b) Mivel ¢(x) staciondrius dllapot id6tdl figgetlen hulldmfiiggvénye, azért megolddsa
a Hamilton-operator sajatérték-egyenletének. Az allapot energidjat, azaz az energia-
sajatértéket tigy kapjuk meg, hogy hattatjuk a Hamilton-operdtort a ¢ (z) hulldmfiigg-

vényre:
E[ _ h2 " 1 2 2 9.5
Pa) = —a(o) + gmeta (), (95)
ahol
Yla) = Ne 2, (9.6)
P(x) = —N/\xe_%’\m2:—/\:zr1/)(:zr), .
P(a) = (AN )p(a). (9.8)
fgy azt kapjuk, hogy
Huw) = [ (A W)+ fa? [ 0(e)

[h2 mw  h? m2w? 1
= [onh g et oe)

2

1 1 1
= §hw — —mw?z? + §mw2x2] P(x)

- %ﬁw(:p). 9.9)
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Latjuk tehat, hogy 1 (z) valéban sajatfiiggvény és az Ey = $hw energia-sajatértékhez
tartozik. Ez az oszcillator alapallapotanak az energidja.

(¢) Az z helykoordindta és a p, impulzus vérhaté értéke az alapéllapotban:

oo o0 2 o0
T / dx* (z)x(x) = |N|2/ do ze ™ = W] / dzdye "

T —o0 —o0 —2A —o0
_ |~/\/|2 —Az? = —N-
= e - 0: (9.10)
> I > 1y 2h 14,2
o= [ @) = WP [ dee 00, b

h o0 h oo
= WP [ dee B Caa)e =PI [ deae ™ <0

(9.11)

(Az integrandusban elvégezve a derivéldst p, kiszdmitdsét is visszavezettik az [ fooo dx

re™ " integral kiszdmitdsira, amelynek értéke zérus: egy péros és egy paratlan

fiiggvény szorzatdnak hatdrozott integrdlja.) A harmonikus oszcilldtor alapéllapotdban
tehat x és p, varhaté értéke egyarant zérus.

Szdmoljuk ki most a Ax és Ap, szérdsokat a harmonikus oszcillator alapédllapotdban:

oo oo

(Az)? = 2272 =22 = |N|2/ dze 22" g2em 32" — |N|2/ dz 2%e

— 00 — 00

VRN / dwe‘**:—w%@ — VP32

Al m 1

— — e (B e e
@ = Eopt == WP [ et (D) ozt
— 00

2

_ —|N|2h2/ dxefé)ch(_)\_F/\QaQ)ef%)\m

= —|./\/|2ﬁ2/ dx (—)\emz + )\2{E2€>\m2)
= +)\h2/ dx|(z)|* — A2h2|/\f|2/ dz 2%e
— AR 1
= A2 — —A%h%22 = \R? — o §Ah2. (9.13)

A hatdrozatlansagi reldcié tehat

Az Ap, = 4/ %%)\Fﬂ = g (9.14)

alakot 6lt. A harmonikus oszcillitor alapédllapotdban tehat az altaldnos érvényii
AxAp, > h/2 hatdrozatlansigi reldcié egyenléség alakjdban teljesiil.

(d) A harmonikus oszcillator alapallapotaban a valésziniiségi siirliség

p(x) = |w(@)]? = NP (9.15)
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Gauss-fiiggvény, ami 1-re van normélva, [* dxp(z) = [ dz|y(z)]> = 1. Ezért
p(x)dx annak a valdszin{isége, hogy az alapdllapotban a harmonikus oszcilldtor poten-
cidlban elhelyezkedd m tomegli részecskét p(z)dx valészintiséggel taldljuk az [z, x4 dx]
intervallumban.

A harmonikus oszcillator alapallapotaban a valésziniiségi daramsiiriiség:
) ih .
m

= %U\/P (—eé)‘zz)\xe%)‘zz + e%)‘zz)\xe%)‘zz> =0. (9.16)

2. A (9.1) Hamilton-operatorral kapcsolatosan vezesse be az

Q= % (ﬁ:@ + hL\'/pr) at = % <ﬁ:e - %ﬁﬁm) (9.17)

léptetd operatorokat!

(a)
(b)

()

Mutassa meg, hogy a lépteto operatorok nem énadjungaltak!

Lassa be a Heisenberg-féle kanonikus csererelacick alapjan, hogy [a,a™] =
I

Mutassa meg, hogy az i = a*a operdtor eleget tesz a

l=a" (9.18)

n,a] = —a, [n,a

kommutator-relaciéknak és, hogy a Hamilton-operator azonos atalakitas-
sal

H = <n+%)hw (9.19)

alakra hozhatd!

Mi a cy és c_ egytitthatok értéke az
In+1) = cyatin), |n—1)=c_aln) (9.20)

egyenlOségekben, ha az allapotvektorok 1-re vannak normalva?

A linedris harmonikus oszcillator alapallapota az a |0) édllapot, amely
eleget tesz az a|0) = 0 feltételnek. Ebbdl az oszcillator n-edik gerjesztett
allapota |n) = N, (a*)"|0) utasitdssal kaphaté meg. Hatdrozza meg a N,
normélési tényezét az (n|n) = 1 feltételbdl, ha (0]0) = 1.

Az a operétor (9.17) definicidjat és a |0) alapallapot hullamfiiggvényének
o(x) = Cyexp —%)\xz alakjat felhaszndlva mutassa meg, hogy a|0) =

0 valoban teljesiil!
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Megoldas:

(a) Ez trivialis, hiszen a* = af.

(b)
. 1 . i 1 . i 1e.. . 1e..
watl = | (Ve o) (V- )] = gale ¢ 50
= —2ld,pe) = —ih = 1. (9:21)

(c)
h,a) = ataa—aata=ataa— (I +ata)a=—a, (9.22)
[h,at] ataat —atata=at(l+ata)—atata=a" 9.23)

A Hamilton-operatort igy alakitjuk at, hogy @-ot és p,-ot kifejezziik a 1éptetd operd-
torok segitségével:

1
a+at=v2 i = i= a+at), 9.24
\/ﬁ( ) (9.24)
f_at o L2, N N L.ty 9
a—a _h\/:m = ba= 2((1 a’); (9.25)
- L —m*X Lo Imw? L, —hw o hw, L,
H = 5D (6—a™) 27 (@+a™) 1 (a—a™) —l—T(a—i—a )
hw A 1
= 7((1@* +ata)=-hw(l+ata+ata) = ((ﬁd + 5)%
.1
(d)
L = (n+1ln+1)=|es[*nlaan) = e (] +a*aln) = et (1 +n),
1
Cy —n 1 ( )
1 = (n—1n—1)=|c_[*n|aTaln) = |c_|*n
1

(Eltekintve egy tetszdleges komplex fazisfaktortdl.)
(e) Az €l6z6 pont eredménye alapjin
1 1
ny = —atn—-1)= ———G")?n-2)=...=

Vn n(n —1)

az (nn) = 1 feltétellel normélt &llapotvektor.

(@*t)™o) (9.29)

S

(f) Koordindta-repreentdciéban azt taldljuk, hogy

(zlalo) = %(ﬁﬂ%%)coe—éw
G (mn Lot (v vE)e oo

Ezt akartuk belatni.
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3. A H,(y) Hermite-polinomok differencidlegyenlete

Py) ) A
dy? dy

+2nH,(y) = 0, n=0,1,2,...  (9.31)

Lassa be, hogy az Hermite-polinomok kinyerhetok az
Fly,s) = eV~ = g=s*+2s (9.32)

general6 fiiggvény s valtozo szerinti Taylor-sorabdl, mint a

" F(y, s)
— =H, 9.33
G| =) (9.33)
sorfejtési egyiitthatok.
Megoldas:
Azt szeretnénk beldtni, hogy az
—s%42s _ - Fn(y) n
Fly,s) = e 57 y—;Ts. (9.34)

Taylor-sor F,(y) egyiitthatéi azonosak a H,(y) Hermite-polinomokkal. Ehhez azt kell
beldtni, hogy az F, (y) egylitthatéfiiggvények eleget tesznek a (9.31) differencidlegyenletnek.
Képezziik a F(y, s) generdld fiiggvény explicit alakjanak és Taylor-sorfejtett alakjidnak y és
s szerinti parcidlis derivaltjait, majd a kétféle alakban megkapott parcidlis derivaltakban
s azonos hatvdnyainak Osszehasonlitdsival olvassunk ki az F,(y) fiiggvényekre vonatkozd
azonossagokat. A parcidlis derivéltak:

Oy F(y,s) = 2sF(y, s st = —,
n=0
(9.35)
= Fn(y = Foly) e
D5 F = (—2s+2y) st 42 =
(y,8) = (=25 +2y)F nz:% m +2ys") ;(n_l)s
(9.36)
ahol n > 1. Innen rendre az alabbi azonossagokat olvashatjuk ki:
- Fn(y) n+1l __ - nFn—l(y) n o __
22 nl ° _22 n! 5T n"
n=0 n=1 n=0
dF (y )
= 2nkF,_ = — 9.37
nFu(y) - (9:37)
nFn 1( _ - Foi1(y) o,
_zz " 4ay Z TR
= 2yFa(y )—2nFn—1() = Fun(y), (9.38)

han > 1. Az n =0 esetén F,(y) = 1 adédik a generdl fliggvénybdl. A (9.38) segitségével
a (9.37) azonossagot

= 2nF-1(y) = 2yFa(y) — Fut1(y) (9.39)
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alakra hozhatjuk. Derivaljuk y szerint a (9.39) azonossdg mindkét oldalat, akkor azt kapjuk,

hogy
d*Fo(y) dF,(y)  dF,1(y) dF,(y)
gz o W)y = e = 2R ) 2y = = 2t DY)
= 2y%y(y) —2nF,(y), (9.40)

ahol az utolsé el6tti egyenléség felirdsakor tjra felhasznaltuk a (9.37) azonossdgot. Végiil
(9.40)-b6l rendezéssel adddik, hogy F,(y) az aldbbi differencidlegyenletet kell kielégitse:

PFaly) ., dFu(y)
dy? 4 dy

+2nF,(y) = O. (9.41)

Ez nem mas, mint a H, (y) Hermite-polinomok differencidlegyenlete n > 1 esetén?. Azn =0
esetben Fy(y) =1 = Hy(y) trividlisan megoldja a differencidlegyenletet.

4. Mutassa meg a (9.32) generald fliggvény segitségével, hogy az Hermite-polino-
mok a
H,(y) = (—1)"ey2ﬁe—y2 (9.42)
azonossagnak tesznek eleget. Induljon ki a generalé fiiggvény
Fly,s) = eetv? (9.43)

alakjabol, és haszndlja fel, hogy tetszéleges f(u) analitikus fiiggvénybol képezett

f(y,s) = f(s —y) fiiggvény parcialis derivaltjaira fennall a

of (v, s) of (v, s)

= —— 9.44
0s dy (9.44)
azZonossag.
Megoldas:
A (9.44) azonossig ismételt alkalmazdsdval kapjuk, hogy
9" f(y. s) 9" f(y. s)
= (=1)" ) A4
L (-1 (9.45)

Legyen most f(y, s) = e_(s_y)2, akkor azt talaljuk, hogy a generdlé fiiggvény Taylor-sordnak
egyltthatoiként eléallitott Hermite-polinomok

8"}'(y S) 2 0" 2 2 o2
H, = 2\ — ¥ L (s—y) — eV (1) ()
(v) Dsn o e Do e Y eV (-1) oy e -
- (_1)"6742%6*92. (9.46)

Ezt akartuk belatni.

2Adott n esetén a masodrendii linearis differencidlegyenlet 2 fiiggetlen gyoke koziil az |y| —
oo hatédresetben a polinomidlis korlatossdg hatérfeltételét kielégité megoldas szolgéltatja a H,(y)
Hermite-polinomot.
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5. A (9.42) azonossag segitségével hatdrozza megn = 0,1, 2, 3, 4 esetén az Hermite-
polinomok explicit alakjat! Felhasznélva, hogy a linearis harmonikus osz-
cillator n-edik gerjesztett allapotanak hullamfiiggvénye

Un(z) = Noe 2 H,(VAz), (9.47)
hatarozza meg az alapallapot és az elsé 4 gerjesztett allapot paritdsat!
Megoldas:

Az aldbbi derivaltakra van sziikségilink:

0

2 2
—e Y = 2ye Y, 9.48
o9 (9.48)
62 2 I 2 2
E eV = |=2— 2y(—2y)] eV = (=24 4yPe Y, (9.49)
Y L
83 7y2 I 2 7y2 3 7y2
97 = [8y+(-2+4y")(-2y)|e”V = (12y =8y )e ¥, (9.50)
84 —y? I 2 3 —y? 2 4 —y?
8—y46 = |12 —24y* 4 (12y — 8y°)(—2y)|e ¥ = (12 — 48y~ + 16y~ )e ¥ .
(9.51)

A keresett Hermite-polinomok:

Ho(y) = 1, (9.52)
Hi(y) = 2y, (9.53)
Hy(y) = —2+49% (9.54)
Hs(y) = —12y+8y°, (9.55)
Hy(y) = 12 —48y> + 16y (9.56)

Nyilvanval6an a péros (pdratlan) n index(i Hermite-polinomok pozitiv (negativ) paritdsiak.
Mivel a harmonikus oszcilldtor n-edik gerjesztett dllapotdnak hullamfiiggvénye a H,(y)

Hermite-polinom és az 3V’ péros fliggvény szorzata, azért az n-edik gerjesztett dllapot
paritdsa megegyezik H,(y) paritdsdval.

6. Hatarozza meg a (9.47) hullamfiiggvény normélési egyiitthatdjat, ha megkdve-
teljiik, hogy ||1,]|> = 1 legyen. Hasznélja fel, hogy az m-edrend{i Hermite-
polinom vezeté rendii tagja 2™y™.

Megoldas:
Térjiink at az y = v/ Az valtozéra, akkor a normélasi feltétel:
Nal? [ e 2
1 = dye™ [H, . 9.57
| awe ) (0.57)

Az integrandusban az egyik H,(y) tényezdt irjuk &t a (9.42) alakba és integraljunk par-
cidlisan:

|Nn|2 e a2 2 9" _ 2 |Nn|2 /Oo o" 2
1 = dye™ H,(y)(—1)"e¥ ——e ¥ = —1)" | dyH,(y)=—e"
) e (y)(—=1)" oy A (-1) W (y)ayne
Nol? ot L] °  dH,(y) 9"t e
= S mogme] - [ et e
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ahol a jobb oldal elsé tagja eltiinik, mert a polinomxe’y2 alaku kifejezések hatarértéke
ly| = oo esetén zérus:

No|? o [ dH,(y) ont e
_|\FA| (—1)/ d dy(y)aynle v, (9.59)

Ismételjiik most a parcidlis integraldst még (n — 1)-szer:

— 00

2 0 n 5
1 = |A\;n/\_| dy%ﬁl(y)e_y. (9.60)

Felhasznalva, hogy H,(y) = 2"y™ + O(y"~ 1), azt talaljuk, hogy

d" Hy(y)

= 2"nl 9.61
- " (9.61)

A normalési feltétel igy

2 oo )
1 = |A\;"X|/ dy2"nle”Y =|Nn|22"n!\/§ (9.62)

alakot 6lt. A komplex fazisfaktort 1-nek valasztva azt kapjuk tehat, hogy

[ 1 /X
N, = ﬁ\/; (9.63)
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10.

gyakorlat

(nfm) Ry(r) Yem (0, 0) E, (eV)
3/2. =T L -
(100) 2y e~ e 13,6
3/2(1 _ . —r 1 -
(200) 29°75(1 —~yr) e " i 34
(210) %75/27“ e % cos 0
(21 +£1) %75/27“ e 2 sinf e*®
(300) %73/2(3 — 6yr 4 29%r2). e \/% -1,51
(310) ?75/2(2 —Ar)- e 2 cosd
(31 £1) @75/2(2 —r)- e 2 sing et
(320) \/ 4%77/27“2' e L/ % <% cos?f — %)
(32 £1) \/5—577/27“2' e %3 sin @ cos § e*i¥
(32 +£2) 48—577/27“2' e %3 sin? @ et

Téabldzat: A hidrogénatom alapéllapotdnak és néhany alacsonyan gerjesztett allapotdnak
normalt hulldmfiiggvénye, V,pm(r,0,0) = Rue(r)Yem(0,¢) és energidja, E, = —Ey/n?,
ahol Ey = 13,6 eV az alapallapot energidja és v =
sugar.

nrg’

1. Legyen a 2-részecskés rendszer Hamilton-operatora

tora és

R k2
H =

= K2
-V
L om

ahol ™ = ({x1;}) és ™ = ({x2;}) rendre az m; és my tomegl részecske helyzetvek-

Vi+ U — 7)),

- 0 0 0
Va a <8wa1 ’ 8xa2’ axag )
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Vezesse be az 7 = 7 — 7 relativ helyzetvektort és a tomegkozéppont (TKP) R
helyzetvektorat, és mutassa meg, hogy az U(r) centrélis potenciél esetén a kvan-
tummechanikai kéttest-feladat egytest-feladatra egyszeriisodik!

Megoldas:
A relativ helyzetvektor és a TKP helyzetvektoranak definiciéja:

oL S MAT A+ Mory
=7 —7, R=—"—"7"+

10.3
F— (10.3)

Tekintsiik a tetszdleges f(ﬁ7 7) = F(i,T,) fiiggvényt, amelynek kozvetett derivéldsaval
kapjuk, hogy

- - m1 - - - mo -
ViF=Vif - ——— +Vzf, VoF =Vzf- ———— —Vzf. 10.4
! #! m1+mzJr / ? #! my + ma ! (104)
Innen leolvashatjuk a
— ml — — — m2 — —
Vi =+ Vr Voe Vz—V5r 10.5
! mia + mo R + 2 mia + mao R ( )
megfeleltetést. Ezek segitségével a kinetikus eneegia operatora:
B2 B2 - BT m = =1 R me = =12
- Vi-—V2 = (| ———V;i+Vi| ——|——V;-V;
2ma ! 2mo 2 2my [ my + mao R + :| 2meo |:m1 —+ mo R :|

Gl m 2"2 mi S =9
= - Vi+2—-V3Vp+ Vs

2mq mi + ma m1 + mo
R m 2 m
- 2 292 V:V;+ V2
2m2 L\ 1 =+ mo R mi + mo

K2 mi 4+ mo K2 1 1
U s Ry NPy A
2 (m1+m2)2 R 2 +

mi ma
h? h?
~ —3irlr— gn (10.6)

mimea
mi+ma

redukalt tomeg. A rendszer Hamilton-operatora tehat a TKP kinetikus energidja T(TKP) —
2
—QFL—MAR operatordnak és a

ahol M = mj + mg a 2-részecskés rendszer teljes tomege, p = pedig az ugynevezett

. h2
1 — _Z AL
H 2ﬂAT +U(r) (10.7)

egy-részecskés Hamilton-operatornak az osszege: H=TTKP) 4 FU) Az id8t6l fiiggetlen
Schrodinger-egyenlet

HU(R,7) = E®YU(R,7) (10.8)

megoldasai tehat szeparalhatok: W(R,7) = ¢(R)i(7), ahol ¢(R) a TKP szabad mozgasat
leiré hullamfliggvény, amelyre

TTEPGR) = ETED(R), (10.9)
azaz

I ARy = BTEP (R (10.10)

QM E ’ '
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és amelynek megoldasai

#(R) o exp(%ﬁ : é) (10.11)
alaktd de Broglie-hulldmok, amelyek az
P2
ETER) - 10.12
i (10.12)
energia-sajitértékhez tartoznak. A relativ mozgés g (7) hulldmfiiggvényei a
HYYp(R) = Egp(), (10.13)
azaz
hQ
—EA?UJE(F) = EYg(r) (10.14)

sajatértékegyenlet megolddsai, ahol az E sajatértékek spektruma dltaldban diszkrét és foly-
tonos tartoményt tartalmazhat. Az utébbi sajatérték-feladat egy egytest-feladat. A rend-
szer teljes energidja

EtY — EpITKP) L p (10.15)

. A hidrogénatomban mozgé elektron Hamilton-operatora

1o(,0 R e

H = —
2mr? r
ahol m j6 kozelitéssel az elektron nyugalmi tomege.

(a) Milyen jé kvantumszamokkal jellemezheték a stacionérius allapotok és
miért?

(b) Vezesse be a Bohr-sugarat,

h2
rg = - ~5,3-107" m (10.17)
maoe
és az alapallapot
2.4
_ pate”
—-FEy, = BT —13,6 eV (10.18)
energidjat. Mutassa meg, hogy az
E T RE 5(7’)
EF=—, r=— " (1) = — 10.19
2E,’ r g’ E,Z(T> r2 ( )

dtskdldzds utan az Rj, ,(r') radidlis hullimfiiggvény az aldbbi radidlis
Schrodinger-egyenletnek tesz eleget:

d*Ri (') 2dRE (") (0 +1) 1
—gr Tt T g,vé(r’)+2<E’+;) (') = 0.

(10.20)
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(c) Mutassa meg, hogy a kotott allapotok radidlis hullamfiiggvénye a poten-
cial centrumatol tavol exponencialisan lecseng, és hogy minél nagyobb az
allapot gerjesztési energidja, anndl , tavolabbra nytlik ki” a hullamfiigg-
vény.

Megoldas:

(a) A H Hamilton-operator felcserélheté az 02, az l, és az 5. operdtorokkal:

[H,0% =0, [H,{]=0, [H3]=0. (10.21)
Ebbél kovetkezik, hogy ezeknek a mennyiségeknek van kozos sajatfiiggvény-rendszeriik,
1/}E',l,m,ms:
HYpimm. = E¥pomm., (10.22)
C2pemm, = W20+ 108 0 mm, (10.23)
gsz,g,m,ms = hm"/}E,f,m,msu (1024)
. 1
S:0BLmm, = SMBLmm.- (10.25)
A jé kvantumszamok tehat az E energia, az ¢ mellékkvantumszam, az m = —/¢, ¢ +
1,...,¢ — 1,/ méagneses kvantumszam és az mg = —%,—i—% spinvetiilet. A kotott
dllapotokhoz E < 0 tartozik (mert az U = —ae?/r < 0 potencidlis energia r — oo
esetén nulldhoz tart); ezek az allapotok diszkrétek,
Ey
E, = — 2 (10.26)
ésazn=1,2,... f0kvantumszammal jellemezhet6k. A szérasi dllapotokban E > 0 és

folytonosan valtozhat, értéke az elektron kinetikus energidja a potencial centrumatol
végtelen tavol.

(b) Keressiik az idétél fiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasat szepardlt alakban:

dquLm(Ta 95 90) = RE,E(T)}/Em (9; @)7 (1027)

ahol Yy, (0, ¢) a gombfeliileti fliggvények:

Yo (0,0) = WL+ 1)Yom (6, 0), (10.28)
Y (0,0) = hmYe,(0,0). (10.29)

Ekkor a
HYpem = E¥pom (10.30)

Schrodinger-egyenletb8l az Rg ¢(r) radidlis hullimfiiggvényre az aldbbi differencidl-
egyenletet kapjuk:

10,0 h20(0+1) e?
s (P )+ e —as - E . (1031
[ 2m r? Or (T 8r> 2mr? @ r Rp,e(r) Rp,(r).  (10.31)
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Helyettesitsiink r» = rgr’-t a Hamilton-operétor egyes tagjaiba:

10 0 11 1 1
A = L0200 _ L1l LA 1032
r2 Or <T (97“) T TB "By rp ( :

R0+ 1) 1 h20(6+1)
i S it Sl Bl 10.33
2mr2 r4 o 2mr? ( )
e? e? maZet 2E)q

—a— = —g— = - 10.34
5 s h2y! v (10.34)

tovabba vegylik figyelembe, hogy

1 m2a?et m?2
- = —— =2Fy— 10.35
TQB h4 0 h ( )
és
2 pf n? /
R = R = R. 10.36
B m2E, ( )

Ekkor a radidlis Schrodinger-egyenlet

h2 m R m_ ((l+1) 2By B2 R
_%E2EOAT, + %ﬁ2EO 72 - ” :| m2E0R - 2E0E m2E0R )
(10.37)
—A +T, +£(€+ 1) _ E R/ — 2E/RI, (1038)
7’2 r!
1 1
NP Gt ) BT SN | (10.39)
r’2 r!

frjuk ki részletesen a A, operdtort:

2

r'2 Or! or' ror’  Or'?’

Ezt felhasznélva megkapjuk a radidlis Schrodinger-egyenlet (10.20) alakjéat, ahol R'-t
az E’ és £ kvantumszamok indexelik.

A kotott dllapotok B < 0 energia-sajatértékekehez tartoznak. Ha a radidlis Schrodin-
ger-egyenlet r — oo hataresetben mutatott aszimptotikus megoldasara vagyunk kivan-
csiak, akkor az 1/r'-vel és az 1/r'?-tel ardnyos tagokat elhagyhatjuk, mivel R’ és de-
rivaltja korlatos kell maradjon az aszimptotikus tartomanyban a négyzetes integral-
hatésdg miatt. A potencidl centrumétdl aszimptotikusan tdvoli tartomanyban a ra-
dialis hullamfiiggvény ezért a

d*R’'

d’I”/Q

—2F'R (10.41)
differencidlegyenletnek tesz eleget. Ennek fliggetlen megolddsait R’ o P’ (B € R)

alakban keresve azt talaljuk, hogy 8 = +v/—2FE"’ lehet, azonban csak a § < 0 gyok
szolgaltat négyzetesen integralhaté megoldést:

R exp<—@r’):exp<—i>. (10.42)

Te
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Latjuk, hogy a hulldmfiiggvény a centrumtél tdvol exponencidlisan lecseng. A le-
csengést az

1
re = 10.43
c —5 (10.43)
karakterisztikus tavolsag jellemzi. Minél nagyobb a gerjesztési energia, annal kisebb az
allapot energidjanak abszolit értéke, —F’, azaz anndl nagyobb az r. karakterisztikus
tavolsag, annal messzebbre elnytlik a hullamfiiggvény ,,farka” a centrumtol.

3. Hatarozza meg a hidrogénatomban az s, p és d elektronallapotok paritasat!
Hasznalja fel a gémbfeliileti fiiggvények

20410 = |m)1]Y? .
Y, = —1 m+|m| ;£ lel me
nl0p) = (-1t 2L i coso)e
(10.44)
alakjat, ahol a
P"(cosf) = sin™6 d mP( 0) (10.45)
" (cos = sin Toos 0 »(cos :
asszocialt Legendre-polinomok a
Py(cosh) = N Z( 20— 1) (10.46)
¢Aeos = 200\ dcosg ) P ’

Legendre-polinomok altalanositasai.
Megoldas:

A hidrogénatom elektronjénak hullamfiiggvénye staciondrius allapotban e (r,0,¢) =
Rue(r)Yem (0, ) alakid. Az 7 — —7F tértitkrozés sordn (6,9) — (7 — 0, + m) mbédon
valtoznak a gombi szogek. A paritdst az hatarozza tehdt meg, hogy hogyan transzformélédik
az Yo (6, p) gombfeliileti fiiggvény, amelybél tértiikkrozés utan Yo, (7 — 0, ¢ + ) lesz. Mivel

cos(m — @) = —cosf, sin(m —0) =sind (10.47)
azért tértiikrozés soran Py(cosf) szorzédik (—1)%-nel, Pélm‘(cos 0) szorzédik (—1)*~™-nel,
eMPbol M) = (—1)me™¢ lesz, tgyhogy végiil Yo, (6, @) szorzédik (—1)™(—=1)™ =

(—1)%-nel, azaz

}/Em(ﬂ- - 07 ™+ 90) = (_1)6}/27”(97 </7)' (1048)

Kovetkezésképpen a pdros (paratlan) ¢-lel jellemzett allapotok paritdsa pozitiv (negativ).
Az s és d dllapotok tehat pozitiv paritasuak, a p allapotok pedig negativ paritasiak.

4. A hidrogénatomban az elektron kétott allapotat a
Unem(r,0,0) = Rue(r)Yem (0, ) (10.49)
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hullamfiiggvény irja le, ahol n = 1,2, ... a fokvantumszam, ¢ =0,1,...,n — 1
a mellékkvantumszam és m = —(, ¢+ 1,...,/ — 1,/ a méagneses kvantum-
szam. (Az elektron spinjét nem vettiik figyelembe.) Hatérozza meg annak a
Wrem (1, 0, ©)dV valészintliségét, hogy az elektront a helymérés az 77 = (r, 0, ¢)
hely koriili dV térfogatelemben taldlja, és annak a P, (r)r?dr valésziniiségét,
hogy az elektront az r és r + dr sugari gombfeliiletek kozti tartomanyban
talaljuk valahol. Jellemezze az alapallapot és a legalacsonyabban gerjesztett
dllapot esetében a P, (r)r? valészinliségi siirliséget; haszndlja a tdbdzatot!
Megoldas:

A térfogatelem gombi polarkoordindtds alakja: dV = r2drsin® df dp. Az

oo T 27
1 = / dr/ d@/ dr? [Whnem (1,0, )| (10.50)
0 0 0

normalasi feltételbdl kovetkezik, hogy

Whem (1.0, ) dV [Vrem (1, 0, cp)|2r2dr sinf df dy = |nem(r, 0, go)|2r2drdQ

| R () | Yem (8, ) *r2drds2, (10.51)

ahol dQ) = sinf df dy a 3-dimenziés elemi térszog. Ha a wyem(r, 6, p)dV valdszinliséget
integraljuk a teljes térszogre, akkor megkapjuk annak a valészintiségét, hogy az elektront az
r és az r + dr sugaru koncentrikus gombfeliiletek kozt talaljuk:

Pr)rdr / A Rt (1) 2| Yi (0, 9) Prdr = | Rue(r) 212 / 4 Vi (0, )2
4

47
= |Rpe(r)*r2dr, (10.52)

mert a gombfeliileti fliggvények ortonormaltak és igy

T 27
[ doin@. o) = [ sino ds [ apl¥in(6.0)F = 1. (10.53)
47 0 0

(Megjegyzés: azért mondjuk, hogy a teljes térszog 4m térszog, mert foﬂ sin @ df fo% dpl =
47.)

Az 1s éllapotban:
Pls(r)rz = 4y3r2e 7, (10.54)

ahol v = 1/rp. Ennek zérushelye van r = 0-ban és exponencidlisan nulldhoz tart az r — oo
hataresetben, tovabbé egyetlen maximuma van az r = rp helyen:

3]
0 = o (r2e_2w> =(2r —2yrHe " r=1/y=rp. (10.55)
r

A 2s dllapotban:
Pos(r)r? = 4932 (1 — yr)2e 277, (10.56)

ahol v = 1/2rp. Ennek zérushelyei vannak r = 0-ban és = 2r g helyen, ahol egytttal mini-
muma is van a strliségfiiggvénynek, az r — oo hatdresetben exponencidlisan tart nulldhoz,
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és maximuma van az r = r4 helyeken,
9]

YT (7“2(1 - w>2e‘2”> = (2r<1 —r)* = 29 (L = r) = 2yr*(1 - w?)e—w
r

= 2r(l—~r) ((1 —r) —r —yr(l — 77‘)) e = 2r(1 — yr)(1 — 3yr 4 ¥2r?) el FHT)

3RV -4y 345
- s -

=
" 2y 2y

~ 0,385 és 2,675. (10.58)

A maximumok értékei a kozépponttol tdvolodva cstkkennek.
A 2p allapotokban:

4
Pap(r)r® = gyrie™™, (10.59)

ahol v = 1/2rp. Ennek zérushelye van r = 0-ban, és zérushoz tart » — oo-ben, tovdbba
egyetlen maximummal rendelkezik az r = 4rp helyen:

0
0 = gr(rer) = (a0 -zt )e = ad e 06)
T

. A téblazat alapjan igazolja, hogy példaul a ¥go(r, 0, ) hullamfiiggvény valoban
helyesen van normalval

Megoldas:

A |[9100]]? koordindta-reprezentéacidéban részletesen kifrva:

o0 T T 1 o0
lY100)> = / dr r2/ sin@@/ dgp4fyge*2'”4— = 473/ dr r?e”*7". (10.62)
0 0 0 ™ 0

Az itt szerepld radidlis integréalt tobb 1épésben kaphatjuk meg:

S —2yr ] 1
/ dre-2" [6 } - (10.63)

0 =27 ], 2y

> 101 1
/ drreom = oL o (10.64)

0 2072y 4y

* 10 1 1
d 2 —2’77‘ — —_—— 1065
/0 rre 207492 473 ( )

Azt kapjuk tehat, hogy
1
2 3

oty 10.66
ool = 45 =1 (10.66)

vagyis a 199 hullamfliggvény helyesen van normalva.

. A téblazat alapjan hatarozza meg, hogy az 1ls &allapotban a hidrogénatom
elektronjanak mekkora a hely- és az impulzusbizonytalansaga! Induljon ki
abbdl, hogy staciondrius dllapotban az elektronfelhé nem végez halad6 mozgést,
azaz p = 0.
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Megoldas:

Az |100) staciondrius dllapotban a helybizonytalansdg négyzete
(Ar)2 = (100|7 2 — F 2|100), (10.67)
az impulzusbizonytalansag négyzete pedig
(Ap)2 = (100[p'2 — p *[100) = (1007 2|100). (10.68)

Hatéarozzuk meg el6szor, hogy atlagosan milyen tavolsdgra van az elektron az atom magjatol:
o0
Fo= / dr r34~y3e 2T, (10.69)
0
majd ezutdn a (10.67) egyenléség jobb oldaldt kozvetlentil kiszamithatjuk:

(Ar)? = / dr r*ay3e=m — 72, (10.70)
0

A 10. gyakorlat 5. feladataban mér elkezdtiik a hasonld szerkezetii integralok kiszamitdsat
(Id. a (10.63)-(10.65) egyenldségeket!) A (10.65) egyenldség mindkét oldaldt még kétszer
derivéalva v szerint, kapjuk, hogy

/000 dr r2e™ 27 = —%%%ﬂ = 8i’y4’ (10.71)
/000 dr rte ™27 = —%%5%4 = 4i75 (10.72)
Ezeket felhasznélva, azt kapjuk, hogy
QPR N (1073)
(Ar)? = 4734_,?;5 _R2 % _ 4_32 — 27”23 (10.74)

A (10.68) szérasnégyzet meghatarozasat visszavezetjik az elektron 7' = 5 2/2m kinetikus
energiaja varhaté értékének a kiszdmitasara:

(Ap)? = (100|p 2|100) = 2m(100|77100). (10.75)

A kinetikus energia operdtora

2
X h? 118 [,0 7
T = ——A=——|—|(r?= — . 10.76
2m 2m |:T2 or (7‘ 87“) + 2mr2] ( )
Az |100) allapotban ¢ = 0, igyhogy a médsodik tag varhaté értékének kifejezésében

;2
(100[¢° [100) = (100|A2¢(£ + 1)]100) = 0 (10.77)
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all, vagyis csak az els6 tag ad a varhaté értékhez nem nulla jarulékot:

(100|7°100)

K2 19,0
—% . d’f' T Rlo(’f’)r—zg<’f’ ERlQ(T‘))

h2 [ o[ ,0
= —% . d/rRlO(T)E<T ERm(T‘))

W g [ 0 50
= ‘%47/0 dre 5(’“ or

= —42 (10.78)

ahol az utolsé el8tti egyenl8ség felirdsakor felhaszndltuk a (10.64) és a (10.65) integralokat.
Végiil tehat az impulzusbizonytalansag négyzetére azt kapjuk, hogy

h2

(Ap)2 = 2m(100|T]100) = h2y? = — (10.79)
B
A Heisenberg-féle hatérozatlansagi reldcié a hidrogénatom alapallapotédban (1s dllapotdban)
tehét a
h /3 3
ApAr = V3LV, (10.80)
B 2 2

alakban teljesiil. Ez magyarazza meg, hogy miért nem esik bele az elektron az atommagba,
minél kozelebb keriil ugyanis atlagosan az elektronfelh6 az atommaghoz, annal nagyobb lesz
az elektron impulzusénak a szérdsnégyzete, azaz kinetikus energidajanak varhaté értéke, noha
az elektronfelhd nem végez haladé mozgést (ellentétben a Bohr-modell feltevésével). Ez a
tisztan kvantumfizikai természetli ,,nytlizsgésbol szarmazo impulzusbizonytalansig az, ami
a hatdrozatlansag elve alapjan tavol tudja tartani az elektront az atommagtol a Coulomb-
vonzas dacara.
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