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1. A KVANTUMMECHANIKA ELVI ALAPJAI

A kvantummechanika célja az anyag mikroszkopikus méretekben, azaz molekuldris, atomi,
ill. szubatomi szinten érvényes mozgastorvényeinek megfogalmazasa. A kvantummechani-
ka a nem relativisztikus mechanikai mozgas torvényeinek dltaldnos érvényi tana. A mak-
roszkopikus testek nem relativisztikus mozgasanak Newton-i torvényein alapulé klasszikus
mechanika az altaldnos érvényl kvantummechanika hataresete.

A kvantummechanikai viselkedés jellegzetességeit altalaban mikroszkopikus rend-

szerek esetében figyelhetjiik meg. fgy pl. a molekuldk, atomok, atommagok diszkrét
spektrumu elektromdagneses sugarzast bocsatanak ki, ami ezen rendszerek gerjesztési ener-
gidinak diszkrét voltara utal. Megfigyelhetjiik tovabbd, hogy egy részecske (kettds) résen
athaladva elhajlasi képet hoz létre, mint ahogy az elektromagneses hullam. A mikroszko-
pikus rendszerek mellett a sok-részecskés, makroszkopikus rendszerek is mutathatjak azon-
ban megfelel6 koriilmények k6zott a kvantummechanikai viselkedés sajatos jegyeit. Példaul
a gazok, a szilardtestek nagyon alacsony hémérsékleten ugyancsak a klasszikus fizikaitol
eltérd torvényszerliségeket mutatnak, ami a kvantummechanika alapjan értelmezhet6. Ne-
vezetesek tovabba az in. kondenzatumok. Ezek olyan, specidlis alapallapotban taldlhaté
makroszkopikus méretii, sok-részecskés fizikai rendszerek, amelyek egyetlen, jol definidlt
hullamfiggvénnyel irhatok le. Tobbek kozott a szupravezetés és a szuperfolyékonysag
jelenségei is kondenzatumok létrejottével kapcsolatosak.

1.1. Részecske-hullam dualitas

Ha az elektronra, a protonra, a fényre, stb. vonatkozé kisérletek tapasztalatait klasszi-
kus fizikai szemlélettel probaljuk meg megérteni, akkor hamar ra kell jonniink, hogy
ez nem sikeril ellentmondasmentesen. Felfedezhetiink azonban a klasszikus fizikaihoz
hasonl6 viselkedést bizonyos korilmények kozott. Példaul egy kvantummechanikai
pontrészecske (pl. az elektron vagy a proton) bizonyos esetekben tugy visel-
kedik, mint egy klasszikus pontrészecske, mas esetekben meg ugy, mint egy
klasszikus hullam. A kvantummechanikai részecskének ezt a, kisérleti tapasz-
talatokbdl megallapitott tulajdonsagat nevezziik részecske-hullam dualitasnak.
Az aldbbiakban két példan, az elektronnak és a fény részecskéjének, a fotonnak a
példajan fogom érzékeltetni, hogy mit jelent a részecske-hulldm dualitas.

Miel6tt tovabb olvassa a jegyzetet, lapozzon a fliggelékhez, és gondosan olvassa at a
kvantummechanika legfontosabb kisérleti elézményeire vonatkozé A.1 fejezetnek a A.1.1,
A.1.2 és A.1.3 részeit.

A részecske-hullam dualitdsrdl alkotott képiink szorosan kapcsolatos azzal, hogy
klasszikus fizikai fogalmak segitségével akarjuk leirni a kvantummechanikai objektum, pl.
az elektron viselkedését. Azért hasznaljuk a klasszikus fizikai mennyiségeket, mert a fizikai
mennyiségek mérésére makroszkopikus méroberendezések &dllnak csak rendelkezésiinkre,
amelyek a klasszikus fizika torvényei szerint viselkednek. Csak makroszkopikus méréberen-
dezéseken tudunk mutatéallast leolvasni, s minden kvantitativ mérést ilyen mutatddllas
leolvasasara vezetiink vissza.

Az elektron. Vegylik el6szor az elektron példajat. Az elektron se nem klasszi-
kus részecske, se nem klasszikus hullam, hanem kvantummechanikai részecske. Ez abbdl
latszik, hogy az elektron csak bizonyos koriilmények kozott viselkedik ugyantgy, mint egy
klasszikus mechanikai pontrészecske. Nevezetesen, két elektron titkozésében az energia- és
az impulzusmegmaradas torvényei ugyanolyan formaban érvényesek, mint két klasszikus
mechanikai pontrészecske rugalmas titkozése sordan a klasszikus mechanikaban. A kisérleti
tapasztalatokbdl az allapithaté meg, hogy az elektron m. nyugalmi témege, p im-



pulzusa és E energiaja az Einstein-féle

E = /m2ct + p?c? (1.1.1)

osszefiiggésnek tesz eleget, ahol ¢ a fény sebessége vakuumban. Ez azt jelenti, hogy
az elektron jol meghatarozott, szigoriian 6sszetartoz6 energia- és impulzusada-
got hordoz. Az elektron ezen kiviil még jol meghatarozott elektromos toltést is hordoz, az
|e| elemi toltés minusz egyszeresét, e = —|e| . Millikan® a réla késébb elnevezett kisérlettel
bebizonyitotta, hogy minden toltott test az elemi toltés egész szamu tobbszorosével ren-
delkezik, vagyis hogy az elektromos toltés kvantalt?.

A fent mondottakkal Osszevetve, az mar sokkal meglepobb, hogy az elektronnal in-
terferenciaképet lehet létrehozni. Bocsassunk at pl. egy koralakd résen, a kor sikjara
merdleges, p nagysagi impulzussal rendelkezd elektronokat! Mérjiikk az elektronok be-
csapddésainak gyakorisagat a hely fliggvényében a rés mogott, az elektronok impulzuséra
meroleges sikban elhelyezett ernyén! Ezt ugy tehetjik meg, hogy az ernyd mentén kicsiny
Af feliiletli (ablaki) detektorokat helyeziink el, amelyek ,,megsz6lalnak”, ha az elektron
becsapddik. Végezzik a kisérletet tigy, hogy egyszerre mindig csak egy elektron, azaz egy
elektronnyi toltés legyen a rendszerben! A tapasztalat az, hogy az ernyon mindig csak egy
detektor ,,sz6lal meg” és az elektron teljes toltését, ill. energiajat detektilja. Az elektron
nemcsak jol meghatarozott, szigorian G6sszetartozé energia- és impulzusadagot
hordoz, hanem j6l meghatarozott e toltést is. A megfeleld energia-, az impulzus- és
toltésadag szigoru Osszetartozasat az a tapasztalat bizonyitja, hogy soha nem fordul el$
olyan esemény, hogy ugyanazt az elektront egyszerre két detektor is érzékelné, mondjuk
ugy, hogy az egyik re, a masik meg (1 — r)e toltést mérne, ahol 0 < r < 1. Ilyen tekin-
tetben az elektron tehat gy viselkedik, mint egy oszthatatlan klasszikus részecske. Mar
ebben is van eltérés a klasszikus fizikatdl, mert a klasszikus fizikdban a testek részeikre
bonthatdk, s igy sem energidjuk, sem impulzusuk, sem toltésiik nem oszthatatlan.

Ha az elektronok azonban klasszikus fizikai részecskék lennének, akkor a kor alaku
résen athaladé elektronok mind a réssel szemben elhelyezkedd, kor alaku ,,foltba” csapdd-
nanak be a felfogd ernyon, mig az ernyd tobbi részén nem lenne becsapddas. Ezzel szem-
ben az egymast kovetden érkez6 elektronok becsapddasi gyakorisagai a hely
fiiggvényében ugyanolyan alakiu elhajlasi képet rajzolnak ki, mintha klasszi-
kus elektromagneses hulldmot bocsatanank at a résen és mérnénk a rés mogotti
ernyén a fény intenzitisit (energiadramsiiriiségének idSatlagat) a hely fliggvé-
nyében. A p impulzusu elektron és a A hullAmhosszisagu klasszikus elektromégneses
hullam &ltal 1étrehozott elhajldsi képek akkor egyeznek meg, ha fenndll a

h
A=, (1.1.2)
p
de Broglie-féle 6sszefiiggés. A p impulzusu elektron tehat ugyanolyan interferenci-
aképet hoz létre ebben a kisérletben, mint egy A\ = h/p hullimhosszisagu klasszikus
sikhullam.

A legnagyobb méretii részecskék, amelyekkel sikeriilt eddig interferencia-kisérletet
végrehajtani, porfirin- és fullerénmolekuldk. Ezek interferencidjat az arany fémrécsan
torténd athaladas utan figyelték meg (1d. http://physicsweb.org/article/news/7/9/4 és
Phys. Rev. Lett. 91(2003) 090408).

'Robert A. Millikant (1868-1953, amerikai) 1923-ban fizikai Nobel-dfjjal tiintették ki az elemi
toltés felfedezéséért és a fotoelektromos effektus vizsgalata terén végzett munkéjaért.

2Ez a megéllapitds minden, ¢nallé 1étezéként megjelenni képes testre (részecskére) érvényes, de
nem érvényes a kvarkokra, amelyek a tapasztalat szerint nem jelennek meg 6nall6 entitasként, sza-
bad részecskeként, hanem csak a hadronok alkatrészeiként. A kvarkok torttoltéssel rendelkeznek.



Az impulzus és a hulldimhossz kozti de Broglie-féle Osszefiiggés azt sugallja, hogy az
mp nyugalmi toémegi, p impulzusi részcske hullamszert viselkedését a

(7)) = AR = pci(Bt=pT) (1.1.3)

alaku 81khullammal irhato le, ahol E = hw, pés k egylranyuak és p = hk. Ennek fazisa
o(ryt) = wt — k7. A fézis id6 szerinti elsd derivaltja ¢ = w — k7", ezért az dllandé fazisd
helyek sebessége a ¢ = 0 egyenléség alapjin
k Ep
i = r=22=2L (1.1.4)
kk pp
Ez a monokromatikus sikhullam azonban diszperziéval rendelkezik: a kiilonbo6zé frekven-
cidji (hulldmhosszi) hulldmok fazissebessége kiilonb6z6: vy = vy(k). A diszperzié abbdl
kovetkezik, hogy az E/p hanyados fiigg az impulzustdl:

2
E = y/mct+p2c2 K moe +2p—+ (1.1.5)

mo
p = mu= miovzugc mov, (1.1.6)

-z
(k‘) FE vxe moc2 i hkz 4 (1 1 7)
h h 2m0 ’
k 1k

o) = “W)ege moct | Pk (1.1.8)

k hk 2my

ahol m a részecske mozgdsi tomege. Réadésul a fazissebesség vy = E/p = mc?/mv = ¢ Jv
mindig nagyobb, mint 1, mert a részecske sebessége v < ¢. Az anyaghullam fazissebessége
tehdt nem azonosithaté a részecske sebességével. (A kvantummechanikdban latni fogjuk,
hogy a sebesség a hagyomanyos médon nem is definidlhaté fogalom.) Tegyiik ehhez még
hozza, hogy a sikhullam végtelen kiterjedésti hullamvonulat. Figyeljiik meg, hogy élesen
meghatarozott impulzusi részecske hullamszer® viselkedését a térben végtelen kiterjedésii
hullamvonulat irja le.

Ugyanakkor hidnyérzetiink tamad, mert az elektronforrasok, az ionforrasok, a részecske-
gyorsitok olyan allapotban &lli tanak el6 részecskéket, amelyeknek elég jol definidlt im-
pulzusuk és energidjuk van, tovabba térben is kb. annyira lokalizaltak, mint amekko-
ra a részecskeforras kimeneti nyildsa. Hogy lehet ilyen allapotd anyagdarabokat anyag-
hullimmal kapcsolatba hozni. A megoldast az jelenti, hogy kozel azonos hullamszamu
(hulldmhosszi) sikhullamokbdl alkalmas linedris kombinécidt, gy nevezett hulldimcsomagot
képeziink:

ko+Ak )
Y(x,t) = /k N dk c(k)e!@ki=kz), (1.1.9)
.

ahol kg a hullamszamok kozépértéke, amelynek 2Ak ,,sugari” kornyezetébdl vett sikhullamokat
hasznaltunk és c(k) az egyes sikhulldm-Gsszetev8knek a k hulldmszamtol gyengén fiiggd
(komplex) amplitudéi. Itt feltessziik, hogy Ak < ky. (az egyszeriliség kedvéért az x-
tengely irdnyaban haladé részecske esetére szoritkozunk.) Az integrandus gyorsan osz-
cillalo tényezojének kitevéjében ezért Taylor-sorba fejthetjiik

omega(k)-t a k = ko hely koriil,

dw
wk) & wlko) + —-lk=ko(k = ko) + ..., (1.1.10)
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és a & = k — kg-ban négyzetes és magasabb rend tagokat elhagyva azt kapjuk, hogy

Ak
W(at) ~ ei[w(ko)t—kox]/ dec(ky + £)eiat=) . giliho)t—hoa]
k

L ei(vgt—x)Ak _ e—i(vgt—x)Ak
~ ko) i(vgt — )
sin((vgt — 2)Ak) _
~ 2 A ilw(ko)t—koz] 1.1.11
clho) Ak e , (11.11)
ahol bevezettiik a

dw

Vg = %’k=ko (1.1.12)

csoportsebességet. Az elnevezés nem véletlen. A hullimcsomag kifejezésében szerepld ==

fiiggvény péros fiiggvény, amelynek z — 0 helyen 1 az értéke (f6maximuma), névekvo z-
vel gyorsan oszcilldlva csokken és a |z| — oo hatdresetben zérushoz tart. A hulldmcsomag
fémaximuma a z = 0 egyenldségbdl adédéan x = vyt helyen tadlhaté a ¢ pillanatban,
vagyis éppen a csoportsebességgel mozog. Masrészt a csoportsebesség

dw dE v<e Po
vy = %\k:;m:%]p:po ~ e (1.1.13)

a nem relativisztikus részecske sebességével azonosithaté. A hullimcsomag térben véges
kiterjedésti, amelynek Az szélességét jellemezhetjiik a *2= fiiggvény fémaximuma (z = 0)

és elsd minimum helyeinek |z,| = m/Ak kozti tdvolsigénak 2-szeresével: Az > 2=
ahonnan
Az Ap = Ax hAk > 27h. (1.1.14)

A részecske-hullam dualitds tehat azt sugallja, hogy a részecske helye és impulzusa bi-
zonytalansaganak szorzata alulrdl korldatos legyen egy, a Planck-alland6 nagysagrendjébe
es6 értékkel. Végiil jegyezziilk még meg, hogy w(k) Taylor-sorfejtésében elhanyagoltuk a
linearisndl magasabb rendi tagokat. Ha figyelembe vessziik pl. a kvadratikus tagot is,
akkor a hulldimcsomag alakja nem marad valtozatlan, hanem elkezd szétfolyni, azaz az
egész objektumnak megnd a Ax t

erbeli kiterjedtsége.

A foton. Nézziik most a fény kettds viselkedését. Mint mar az el6bb is beszéltiink
réla, a fény interferenciaképet tud létrehozni, pl. résen atbocsatva elhajlasi képet kapunk.

Egy masik kisérlet mar sokkal meglepébb. Ha Rontgen-sugarzas esik egy atomi
elektronra (Compton-széras), ami j6 kozelitéssel annak felel meg, hogy fény titkozik szabad
elektronnal, akkor az energia- és az impulzusmegmaradéas szempontjabdl ezt a folyamatot
is agy lehet leirni, mint két klasszikus mechanikai pontrészecske rugalmas titk6zését. Eh-
hez azt kell feltételezni, hogy a klasszikus elektrodinamikai értelemben w korfrekvencigju,
k hullamvektori (kc = w) Rontgen-sugarzas (elektromégneses hullam) olyan pontszerd
részecskék nyaldbja, amelyek egyszerre I = hw energiaadagot és p = hk impulzusadagot
hordoznak. Ezeket a részecskéket nevezziik fotonoknak. A foton és az elektron iitkozésére
az energia- és az impulzusmegmaradas torvénye gy érvényes, hogy a foton és az elektron
energidjanak Osszege, ill. impulzusanak vektori Gsszege az tlitkozés el6tt és az titkdzés utan
megegyezik. A Rontgen-sugérzas (ill. az elektromdgneses mezd) tehdt olyan kvantumfi-
zikai objektum, amely bizonyos koriilmények kozott klasszikus mechanikai részecskékhez
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hasonléan viselkedik. Mellesleg az is kideriil, hogy a megmaradasi torvények elég pon-
tosan teljesiilnek akkor is, ha elhanyagoljuk az elektron kotési energidjat az atomban,
hiszen F = hw a Rontgen-sugdrzas esetében O(10 keV), mig az elektron kotési energidja
atomokban O(1 — 10 eV) nagysagrendii.

Az elektromdgneses hullam vékuumbeli terjedésére érvényes w = kc Osszefliggés és
a pontrészecskékre érvényes Einstein-féle E = /p?c? + mic* Osszefiiggés alapjan a foton
nyugalmi tomege zérusnak adddik:

mict = B? — p*? = h3(w? — K2 = 0. (1.1.15)

A foton impulzusdnak nagysdga és hulldmhossza kozotti Osszefiiggés p = hk = % A
fény hulldmszertiségének jellemzGje, a A hullamhossz és részecskeszeriiségének jellemzije,
a foton impulzusdnak p nagysdga kozott ismét a p = h/\ de Broglie-féle Osszefliggés all
fenn.

Erdemes még azt is elmondani, hogy a fény hullamszert viselkedése, pl. elhajlasa kor
alaki résen tortént athaladds utan, akkor is mérhetd, ha gy végezzik a kisérletet, hogy
a rés és a felfogd erny6 kozott egyszerre csak egy fotonnyi energia van jelen. A detektorok
koziil mindig csak egyetlen egy szélal meg, és az mindig a foton teljes hw energiajat méri.
Az egymadst kovetd fotonok beiitési gyakorisdgai pedig nagyszamu foton esetén kirajzoljak
az elhajlasi képet a felfogd ernyon.

1.2. Az alapelvek

Ebben a fejezetben a kvantummechanika alapelveit, a linearis szuperpozicié elvét és a
hatdrozatlansagi elvet fogalmazzuk meg. Megismerkediink tovabbda a kvantummechani-
kai rendszerek viselkedésének azon matematikai leirdsmoédjaval, amely ezeken az elveken
alapul. Ebben kiilonosen fontos szerepet kap a kvantummechanikai torténések matemati-
kai véletlen kisérletre emlékeztetd, azaz valdszintliségi jellege és a fizikal mennyiségeknek
varhaté értékként térténd értelmezése. A fizikai rendszer kvantummechanikai leirdsat a
megfelel6 klasszikus mechanikai modell kvantdlasaval kapjuk. A Heisenberg-féle kano-
nikus kvantaldst targyaljuk, amikor a fizikai rendszert klasszikus mechanikai értelemben
jellemz06, kanonikusan konjugdlt valtozoparokat olyan matematikai objektumokkal, tun.
operatorokkal helyettesitjiik, amelyek az in. Heisenberg-féle csererelacioknak tesznek ele-
get.

1.2.1. A linearis szuperpozici6 elve

A fizikai dllapot létezése

A kvantummechanika megfogalmazasa soran abbdl indulunk ki, hogy a fizikai rend-
szereknek jol definidlt dllapotai vannak.? Jeloljiik ¢)-vel a fizikai dllapotot, amig nem
tisztazzuk, hogy annak milyen matematikai objektum felel meg a matematikai leirdsban.
Azon, hogy a v fizikai dllapot jol definidlt, azt értjiik, hogy véges szamu fizikai mennyiség
mérésével az allapotrdl kimerits, azt egyértelmiien jellemz6 informécid szerezheté. Ennek
megfeleléen a késébbiekben a v fizikai allapotnak megfeleltetett matematikai ob-
jektumrdl azt kell feltegyiik, hogy az a fizikai rendszer mikroallapotarél minden
informaciét hordoz, amely mérésekkel arrdl szerezhetd.

3Ebben a jegyzetben csak zdrt, azaz kornyezetiikkel koleson nem haté fizikai rendszerekrél, vagy
adott kiils6 térbe helyezett fizikai rendszerekrdl beszéliink, amelyekre ez a feltevés helytallonak
bizonyult.
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A kvantummechanikai dllapotok linedris szuperpozicidjdnak elve

A Kklasszikus fizikdban a linedris hulldmjelenségekre &dltaldnosan érvényes, hogy a
hullamok linearisan szuperponalhaték. Vegytlink pl. két szinuszos sikhullamot, legyenek
ezek f1(z,t) és fo(x,t). Ha ez a két hullam taldlkozik, akkor a kialakuld hulldmot fi(x,t)+
fa(z,t) irja le. Barmelyik hulldm amplituddjat tetszolegesen megvéltoztathatjuk, miel6tt
azok talalkoznak, ezért a klasszikus hullamok linedris szuperponalhatdsaga altalanosan igy
fogalmazhaté: ha fi és fs klasszikus linearis hullamok, akkor tetszéleges a1 f1+as fo linearis
kombinacidjuk is klasszikus hulldim. Tanultuk, hogy minden periodikus hullam felbonthaté
harmonikus hulldimok linearis szuperpoziciéjara, ez a Fourier?-felbontds. Az egyes Fourier-
moédusokat néha egyszeriibb valés hulliammennyiségek helyett komplex hullaimmennyiséggel
lefrni. Ilyenkor a komplex amplitudé fézisa a hullam faziseltolédésat jelenti. A linedris
szuperpozicid elve ilyenkor gy érvényes, hogy az a; és az ao komplex linedrkombinécios
egyltthatok szorozzdk az egyébként is komplex f; és fo hullimmennyiségeket.

A tapasztalati titon felismert részecske-hullam dualitdasbdl a kvantummechanika, sza-
mara az szlirhetd le, hogy az elektron ill. barmilyen kvantummechanikai rendszer bizo-
nyos, a klasszikus hullamokra vonatkozdan is érvényes jegyeket mutat, annak ellenére,
hogy nem klasszikus hullaim. Ezért a kvantummechanikaban alapelvként fogadjuk
el a linedaris szuperpozicié elvét. Ez azt mondja ki, hogy ha ¢, és ¢ a kvan-
tummechanikai rendszer két lehetséges allapota, akkor c;1; + co1)2 is a rendszer
egy lehetséges fizikai allapota, ahol ¢; és ¢y tetszileges komplex szamok.

A fizikai rendszer dllapottere

A linedris szuperpozicié elve azt sugallja, hogy az allapotok halmazan értelmezve
kell legyen az Osszeadas és a komplex szammal val6 szorzas. Kézenfekvo tehat elfogadni,
hogy barmely fizikai rendszer allapotai linearis vektorteret alkotnak. Ez a fizi-
kai rendszer allapottere. A rendszer lehetséges allapotainak vektorok felelnek
meg. Barmely két allapot linearis kombinacigja is allapot, az allapotteret je-
lenté vektortér eleme. Az altaldnossdg csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy az allapotok
vektortere a komplex szamok folott van értelmezve, azaz c; és co komplex szamok.

A klasszikus hullamok esetében lattuk, hogy azokat le lehet irni komplex amplitudéju
mennyiségekkel és hogy a komplex amplitudé fazisa a hullam faziseltolodasat hatarozza
meg. Ebbdl gondolhatjuk, hogy a fdzisoknak a kvantummechanikaban is fontos szerepe
lesz, pl. elhajlasi képek értelmezése sordn, gondoljunk a részecske-hullam dualitdsra. Ezért
kell, hogy altalaban az allapotok vektorterét a komplex szamok felett értelmezziik.

A tovabbiakban a rendszer fizikai dllapotat megadé allapotvektort |¢)-
vel jeloljik és ,,pszi-ket”-nek olvassuk. Az allapotok linearis vektorterét #-val

4Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830, francia) matematikus és fizikus, aki a hdvezetés
matematikai elméletének kidolgozasa kozben fejlesztette ki a Fourier-sorok elméletét. A Fourier-
transzforméacio is a nevét viseli, tovdbba az tiveghazhatés felfedezdjének tartjak.
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jeloljiik és az dllapotok Hilbert’-terének nevezziik®.

1.2.2. A fizikai mérések valésziniiségi kimenetele

A fizikai mérés, mint véletlen kisérlet

A fizikai rendszer allapotardl mérések segitségével szerezhetiink ismeretet. A mérés
egy dinamikai folyamat, amelynek soran a mérémiiszer, egy tObbnyire rendkiviil bonyo-
lult, sok részecskét tartalmazé (makroszkopikus méretii!) rendszer hat kdleson a megfi-
gyelni kivant mikroszkopikus testtel, a vizsgalt fizikai rendszerrel. A kvantummechani-
ka altaldban nem vallalkozik a mérési folyamat részletes dinamikai leirdsara. Ehelyett
tapasztalatok alapjan szerzett ismeretekbdl dedukélja a mérési folyamat eredményének
meghataroz6 fontossagu jegyeit.

A klasszikus mechanikdban hozzd vagyunk szokva, hogy ha valamilyen fizikai mennyi-

®David Hilbert (1862-1943, német) matematikus. Kiemelked6t alkotott az invaridnselmélet, az
algebrai szamelmélet teriiletén, Euklidész utan a legnagyobb hatéssal volt a geometria fejlédésére.
Az altala felvetett 23 matematikai probléma és koziiliik egy-egy megoldésa a XX. szdzadban jelentés
kihatassal volt a matematika fejlédésére. Integralegyenletekrdl 1909-ben irott munkaja inditotta
el a funkcionalanalizis terén a XX. szdzadi kutatasokat, és ugyancsak alapjit képezte azon sajat
kutatasainak, amelyekben a késObb rola elnevezett Hilbert-tér fogalma megsziiletett.Még Einstein
el6tt, tole fliggetleniil felfedezte az altalanos relativitaselmélet helyes téregyenleteit. Erdekes meg-
jegyezni, hogy Heisenberg a kvantummechanikat elészor métrixmechanika alakjaban, azaz olyan
elmélet alakjaban fogalmazta meg, ameyben az 0sszefliggéseket matrixalakban és nem fliggvényekre
vonatkozé differencidlegyenletek alakjaban irta fel. Hilbert hivta fel arra a fizikusok figyelmét, hogy
keressék a ,,hasznosabb”, differencidlegyenletekkel dolgozé matematikai megfogalmazast.

6Ez t5bb mint egyszerii elnevezés, a Hilbert-tér j6l definidlt matematikai fogalom.

E jegyzet kereteit azonban meghaladja a Hilbert-tér pontos matematikai fogalmanak tisztédzasa.
A Heisenberg-, Born- és Jordan-féle matrixmechanika és a Schrédinger-féle hullimmechanika kap-
csolatdt keresve Neumann Janos (1903-1957, magyar-amerikai) matematikus mutatta meg, hogy
hogyan lehet az ,,absztrakt Hilbert-tér” fogalmanak és matematikai ,,eszkéztardanak” segitségével
megfogalmazni a kvantummechanika matematikai alapjait. Neumann munkédssdga kiterjedt az
axiomatikus halmazelméletre, a matematikai logikara, a mértékelméletre, kidolgozta a kvantum-
mechanika matematikai kereteit, majd a Hilbert-téren hatd operdtorok algebrait, amelyeket von
Neumann-algebraknak is szoktak nevezni. Jelentésen tovabbfejlesztette a jatékelméletet, behatéan
tanulmanyozta a hidrodinamikai turbulencia és 1o0késhullamok nem linedris egyenleteit. Uttors
munkdéssagot végzett a szamitastudomany teriiletén, megépitette az elso elektronikus szamitogépet,
az automataelmélet terén kifejtett munkassagaval a szamitastudoméany alapjait rakta le.

Az 1932. évi fizikai Nobel-dijat 1933-ban adtdk a4t Werner Heisenbergnek (1901-1976, német)
a kvantummechanika megalkotdsaért, amelynek alkalmazasa tobbek kozott elvezetett a hidrogén
allotrép véltozatainak a felfedezéséhez.

Max Born (1882-1970, német) fizikus és matematikus jelentds szerepet jétszott a kvantummecha-
nika kifejlesztésében. Megosztott fizikai Nobel-dijat kapott 1954-ben a kvantummechanika terén
végzett meghatarozo jelentéségii kutatdsaiért, kiilonos tekintettel a hullamfiiggvény statisztikus
interpretacidjara.

Ernst Pascual Jordan (1902-1980, német) jelentés hozzdjaruldst tett a kvantummechanikéhoz és
a kvantumtérelmélethez. Azon tul, hogy jelentSs a hozzajaruldsa a matrixmechanika matematikai
megfogalmazdasdhoz, felfedezte a fermionok kanonikus antikommutator-relaciéit, tole szarmazik az
az felismerés hogy a részecskék térkvantumok. Kidolgozta tovabbé a fizikai mennyiségek Jordan-
algebrajat. Ugyancsak kidolgozott egy kozmoldgiai elméletet, amelyben a természeti dllanddk
valtoznak a Vilagegyetem tagulasdval.
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séget mériunk egy meghatarozott allapotban levé mechanikai rendszeren, akkor egyértelmi
az eredmény: akarhanyszor ismételjiik meg ugyanazon rendszer ugyanazon allapoti méasola-
tain (képidin) ugyanazt a mérést, mindig ugyanazt a mérési eredményt olvashatjuk le a
méréeszkozon. (Most idedlis mérdeszkozt feltételeziink, amelynek nincsen mérési hibaja. A
klasszikus fizikai mérés hibaja ugyanis tetszolegesen kicsivé teheté.) Ezzel szemben a kvan-
tummechanikai rendszeren tortén6é mérés a matematikai véletlen kisérletre emlékeztet: ha
ugyazon rendszer ugyanazon allapoti masolatain ismételjiik meg (egymastdl fliggetleniil)
ugyanazt a mérést, akkor kiilonboz6 gyakorisaggal kiilonb6zo eredményeket kaphatunk.

Végezzik el pl. a Young-féle interferencia-kisérletet elektronokkal. Az interferen-
ciakép regisztralasara helyezziink el kicsiny elektron-detektorokat a kettds réstél adott
tavolsagra elhelyezett, az eredeti nyaldbiranyra mer6leges ernyé mentén gy, hogy azok
egymassal érintkezve teljesen lefedjék az erny6ét. Ha elektron érkezik a felfogd erny6 va-
lamely detektor altal lefedett darabkdjdra, akkor az a detektor megszdlal. Az interferen-
ciakép ugy fog kirajzolédni, mint a betitésszam helyfiiggését dbrazold hisztogram. Fontos
tudatositanunk a kovetkezéket: (a) egy detektor mindig egy teljes elektront detektdl (a
teljes —|e| toltést); (b) ha olyan gyenge az elektronnyaldb intenzitdsa, hogy a rendszerben
egyszerre mindig csak 1 darab elektron tartézkodik, akkor is kialakul az interferenciakép.
Ez utal arra, egyrészt, hogy az interferenciaképesség, a hullamszerli viselkedés egyetlen
elektron allapotanak is sajatja. Masrészt vilagosan latszik, hogy a kettOs réses beren-
dezéssel torténé mérés eredménye vétlenszeri. Ha N > 1 darab elektronnal végezziik el
egymdés utan fliggetleniil a kisérletet, akkor az ernyd i-edik detektora n; gyakorisaggal
szélal meg, és n; /N relativ gyakorisdg valamilyen w; valésziniliséghez tart az N — oo
hataresetben. Nyilvan ) . n; = N és > . w; = 1. A mérés eredménye tehdt nem kauzélis,
hanem véletlenszerli, amelyet jol definialt valdszintiségi eloszlas jellemez.

A fizikai mérés a kovetkezo 1épésekbdl all:

1. Az eredetileg |¢)) dllapotban levd, vizsgalt fizikai rendszert egy mérs-
berendezéssel hozzuk kolcsonhatasba. Jeloljiikk f-fel azt a fizikai
mennyiséget, amelyet a méréberendezés mér.

2. A kolcsonhatas eredményeként a méroberendezés valamilyen mu-

tatoallasnak megfelel6 allapotba keriil. Ez a mutatoallas szolgaltatja
a mért f fizikai mennyiség valamelyik lehetséges f; értékét.

3. A kolcsonhatis eredményeként a vizsgalt fizikai rendszer abba a |¢;)
allapotba keriil, amelyben az f mennyiség értéke pontosan f;.

A fentiekkel kapcsolatban fontos a kovetkezdket megjegyezni.

1. Lényegi kiillonbség van az adott dllapotban taldlhato klasszikus fizikai rendsze-
ren végzett mérés és az adott dllapotban taldlhato kvantummechanikai rendsze-
ren végzett mérés kozott: amig a klasszikus fizikai rendszeren végzett mérésnek
bizonyosan egyféle kimenetele van, addig a kvantummechanikai rendsze-
ren elvégzett mérésnek altalaban tobbféle kimenetele lehetséges.
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Tegyiik fel, hogy az f fizikai mennyiséget mérjitkk. Az f fizikai mennyiségnek a
fizikai rendszer egy adott [¢)) dllapotaban mért értéke altalaban tobbféle lehet.
A lehetséges f; értékeket az f fizikai mennyiség spektrumanak nevezziik.
Didaktikai okokbdl egyeldre csak diszkrét spektrumu fizikai mennyiségekrol fo-
gunk beszélni, a folytonos spektrum esetével majd késobb foglalkozunk. Az
f fizikai mennyiség mindegyik lehetséges f; értékéhez egyértelmiien
tartozik a vizsgalt fizikai rendszer allapotainak egy H; altere. A
kiilonbozo f; lehetséges értékekhez tartozd H; alterek sziikségszertien diszjunk-
tak, hiszen ha az egyik lehetséges érték megvaldsult, akkor semmelyik masik
nem valésult meg, mint a mérési folyamat eredménye. A kvantummecha-
nika egyik alapfeltevése, hogy a mérés kimenetele valésziniiségi jel-
legii. Masszoval, a mérés egy véletlen kisérlet, amelynek lehetséges
fi kimenetelei meghatarozott w; valésziniiségekkel valésulnak meg.
Nyilvanvaléan, valamelyik kimenetelnek meg kell valésulnia, ezért > . w; = 1
kell legyen. Masrészt ez azt is kell jelentse, hogy az egyes f; értékekhez tar-
tozo allapotok H; altereinek egyesitése a teljes H allapotteret ki kell feszitse:
H =3, UH,.

. Kézenfekvo elvaras, hogy minden fizikai mennyiség minden lehetséges
értéke valds legyen.

. A méréberendezéssel valé kolcsonhatas megvaltoztatja a vizsgalt fi-
zikai rendszer allapotat. Ha elvégziink a fizikai rendszeren egy mérést, ak-
kor az nem marad ugyanabban az allapotban, mint amiben a mérés elvégzése
elott volt. Elvileg sem lehetséges olyan mérés, amelyik ne valtoztatna meg
a fizikai rendszer allapotat. Tulajdonképpen nincsen ebben semmi meglepd.
Amikor egy klasszikus pontrészecske helyzetét hatarozzuk meg gy, hogy pil-
lanatfelvételt készitiink réla, akkor fényt szératunk a részecskén és a szért
fényt detektaljuk. Tudjuk, hogy a fény, amikor kolcsonhat a részecskével és
,,visszaverddik roéla”, akkor impulzust ad at a részecskének, mert a fény, mint
elektromagneses hullam impulzust hordoz és az impulzusmegmaradas csak a
részecske és a fény impulzusanak vektori Osszegére érvényes. Tehat a klasszikus
fizikai mérés is megvaltoztatja a klasszikus részecske allapotat. A kiilonbség
az, hogy ez a beavatkozas a részecske allapotaba a klasszikus mechanikaban
tetszolegesen kicsivé teheto.

A kvantummechanikai rendszeren elvégzett mérés a vizsgalt rend-
szer allapotvektoranak ugrasszeri, tehat nem folytonos megvaltoza-
sat eredményezi, amelynek sordn a vizsgalt fizikai rendszer a mérés el6tti [1))
allapotabdl ugrasszeriien, w; valészintiséggel az i-edik, lehetséges |¢;) allapota-
ba kertil. Az allapotvektornak ezt az ugrasszert valtozasat az allapotvektor
osszeomlasanak szokas nevezni. Az elnevezés értelmére még visszatériink a
kés6bbiekben. A kvantumfizika egyik nyitott, ma is kutatott kérdése, hogy
hogyan is torténik az allapot osszeomlasa? A masik ilyen nyitott kérdés, hogy
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hogyan is tud a valdjaban ugyancsak a kvantumfizika torvényeinek engedel-
mesked6 méréberendezés klasszikus fizikai allapotba kertilni, ,,leolvashaté mu-
tatoallast” megvalodsitani.

A fizikai mennyiség, mint varhato érték

Kérdés, milyen matematikai eszkozzel lehet a fizikai mennyiségeket gy ke-
zelni, hogy a fenti kivanalmak a valasztott matematikai targyalasmdd keretében
teljestiljenek.

1. Az f fizikai mennyiséget mér6 eszkdz matematikai értelemben azt csindlja,
hogy leképezi az allapotok H terét onmagédba. Minden [¢)) dllapothoz hozzaren-
del egy masik allapotvektort. Az f fizikai mennyiséget tehat egy f
operator képviseli. A linearis szuperpozicié elvével Gsszhangban
korlatozzuk a lehetséges fizikai mennyiségeket a linearis leképezések-
re. Ekkor allapotok linearis kombinacidjanak az f operator altal eléallitott
képe az egyes allapotok képeinek ugyanolyan egyiitthatokkal vett linearis kom-
binéacidja:

Fleilihn) + caltba)) = er flibn) + caf ). (1.2.1)

2. A H allapottéren értelmezett f linearis operatornak vannak f; sajatértékei és
|p;) sajétvektorai: )

fléi) = filoi). (1.2.2)

A sajatértékeket azonositjuk az f mennyiség lehetséges f; értékeivel.

A |¢;) sajatallapotok azok az allapotok, amelyek valamelyikébe a

kezdetben |¢)) dllapoti rendszer az f mennyiség mérése utan atmegy,

vagyis |¢;) az az allapot, amelyben az f mennyiség értéke pontosan

fi-

3. Az f mennyiségnek a [¢) allapotd vizsgélt rendszeren elvégzett mérése w;
valoszintiséggel adja az f; eredményt. Most megadjuk azt az utasitast, amely-
nek segitségével a w; valdsziniiségek szamolhatok.

Ehhez el6szor értelmezziik a vizsgalt rendszer H allapotterében az
allapotvektorok skalaris szorzasat. Tetszéleges |1)) és |¢) dllapotvektorok
skaldris szorzatat (1, ¢) = (¥]¢) médon jeldljiik. (Altaldban kétféle, azonos
jelentést jelolés koziill a mésodik, ,,bra 1 ¢ ket” jelolést fogjuk hasznalni,
esetenként tesziink csak kivételt a jobb érthetéség érdekében.) A Hilbert-
térben a skalaris szorzatot szokds belsé szorzatnak is nevezni. A skaldris
szorzattol megkoveteljiik, hogy

(a) értéke véges komplex szam legyen,
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(b) legyen linedris a mésodik tényezdéjében, azaz barmely |¢q) és |¢po) allapot-
vektorok és ¢ és ¢y komplex szamok esetén

(Y]crdr + caga) = c1(¥|d1) + ca (9| Pa) (1.2.3)

teljesiiljon,

(c) és legyen hermitikus:

{¥lo) = (o), (1.2.4)

(d) és legyen a skaldrszorzat pozitiv szemidefinit, azaz (1[1)) legyen valds és
nem negativ,

(Ply) >0, (1.2.5)

és akkor és csak akkor egyenld nulldval, ha [¢) = |0) a Hilbert-tér null-
vektora.

A (b) és (c) tulajdonsaghdl az kovetkezik, hogy a skaldrszorzat az els6 tényezo-
jében antilinearis,

(c1th1 + catha| @) = 1 (¥1]@) + 5 {(1|@). (1.2.6)

A (¢;|v)) skalarszorzattal értelmezziik annak a folyamatnak az ampli-
tudéjat, hogy a rendszer a kezdeti |¢)) dllapotbdl a mérSberendezés,
azaz a f operator hatdsara atmegy a |¢;) végallapotba, amely az
f operator i-edik sajatvektora. Az f; mérési eredmény bekovet-
keztének valoszintliségét pedig gy értelmezziik, mint a megfelelo
(¢i|1)) dtmeneti amplitudé abszolut értékének négyzetét:

w; = |(dil)[. (1.2.7)

. Az éllapotvektor normajan, |||¢)||-n az allapotvektor onmagaval képezett ska-
larszorzatdnak négyzetgyokét értjiik: |||¢)|| = /(¥|¢), ami mindig nem ne-
gativ valds szdm és akkor és csak akkor nulla, ha [¢0) = |0) a nullvektor.
Utébbit nem tekintjiik fizikai dllapotnak. Mivel a fizikai, |¢) # |0) allapotok
normaja véges és nem zérus, azért minden fizikai allapotot 1-re normalha-

tunk: ha |¢) tetszileges fizikai allapotot jelent6 vektor, akkor |¢) = %
a megfelelé 1-re normalt vektor, mert a |||¢)|| = 0 esetet kizartuk a fizikai

allpotok koziil.

Masképpen szélva, a c|ip) (¢ # 0 tetszOleges komplex szdm, |1)) tetszbleges,
egységnyi normdju vektor) fizikai allapotok, amelyek csak a norméjukban
kilonboznek, azonos fizikai dllapotnak tekinthetok és reprezentalhatok a meg-
felel6 egységnyi norméju allapottal.
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5. Két fizikai allapotot, |¢)) # |0) és |¢) # |0) ortogondlisnak neveziink,
ha a skaldrszorzatuk zérus: (¢|¢) = 0. A Hilbert-tér két alterét orto-
gonalisnak nevezziik, ha az egyikbol vett barmely vektor ortogondlis a masikbdl
vett tetszoleges vektorra.

6. A Hilbert-tér dimenzidja a benne, mint linearis vektortérben fellelhet6 lineari-
san fiiggetlen vektorok maximalis szamaval egyenlo. FEz lehet véges, vagy
megszamlalhatoan végtelen. Véges d-dimenziés Hilbert-térben mindig létezik

pontosan d darab éllapotvektort tartalmazé ortonormadlt |¢1), ..., |¢wq) teljes
rendszer, amely eleget tesz az ortonormaltsagi feltételnek,
<Q02|Q0j> = 5i,j> (’i,j,: ]_,...,d), (128)

és amelyre teljesiil a teljességi feltétel, azaz tetszbleges |¢) € H vektorhoz
léteznek olyan ¢; € C (i = 1,...,d) komplex szdmok, hogy

d
) = ZQ“PQ (1.2.9)

i=1
Az ortonormaltsagi relaciot felhasznalva innen azonnal adddik, hogy ¢; =
(pil). Végtelen dimenziés Hilbert-térben is létezik ortonormélt rendszer,
amely vagy véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok elemet tartalmaz. Ha
az ortonormélt rendszer teljes, akkor elemeinek szama megszamlalhatéan vég-
telen. Utébbi azonban még nem garantalja a teljességet. Ezért a Hilbert-tértol
megkoveteljiik, hogy legyen teljes és szeparabilis (I1d. E. fiiggeléket). Ezek a
tulajdonsagok biztositjdk, hogy a végtelen dimenziés Hilbert-térben is létezik

|©1), [p2), - . . ortonormalt teljes rendszer, amelyre érvényes az ortonormaltsagi
feltétel,
<()02‘()0]> = 52"]‘, (i,j,: 1,2....,), (1210)
és (alkalmas ¢; € C komplex szdmokkal) a teljességi feltétel,
) = Z cilpi)  Vy) € H. (1.2.11)

Utobbiban végtelen sor 0sszege szerepel most; ez a végtelen sor abszolut kon-
vergens, mert a tetszéleges |1) vektorok norméja véges. Most is automatikusan
adédik, hogy ¢; = (@il1)).

A fizikus a teljességi reldcidt gy értelmezi, hogy a |¢) allapot a |p;) (i =
1,2,...) allapotok linedris szuperpozicidja, és a |¢) allapotban valamely |p;)
allapot ¢; amplitudéval van jelen.

7. A skalarszorzat birtokaban megfogalmazhatjuk, mi az a matematikai kove-
telmény, amit az f linedris operatornak ki kell elégitenie ahhoz, hogy megle-
gyen a két fontos tulajdonsiga: (a) minden f; sajatértéke valds, (b) a sajatérté-
kekhez tartozé H; sajatalterek az egész H allapotteret kifeszitik. (Egyelére
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megint csak a diszkrét spektrumi mennyiségek esetére szoritkozunk.) Ez akkor
kovetkezik be, ha az f linedris operdtor 6nadjungdlt. Az f linearis operatort
onadjungdaltnak nevezziik, ha f fT, ahol fT az f operator ad-
jungaltja. Az j’"T operatort az f operatornak az adott skalarszorzatra
vonatkozé adjungdltjanak nevezziik, ha barmely |¢) és |¢)) dllapotvek-
torok esetén,

(WIf1o) = Ul 1)) (1.2.12)

teljesiil. Itt a (|f]) = (¢, f) azt jeloli, hogy a f|i) vektornak vessziik
a skaldris szorzatdt a |¢) vektorral. Az énadjungdltsig feltétele tehdt ugy
is megfogalmazhat, hogy tetszéleges |¢) és |¢) Hilbert-térbél vett vektorok
esetén

W|fle) = (ol flw)]". (1.2.13)

Be lehet bizonyitani, hogy onadjungalt operator sajatértékei valosak és
— nem elfajult spektrumi operator esetén — a sajatfiiggvényei pedig
ortonormalt teljes rendszert alkotnak a Hilbert-térben. Ez a tétel
biztositja a matematikai leirdasban a fizikai mennyiségek operatoratol elvart
tulajdonsagokat.”

Elfajult spektrum esetére be lehet bizonyitani azt, hogy az f onadjungalt
operator kiillonbozo f; sajatértékeihez tartozé H; sajatalterek paron-
ként ortogonalisak és direkt osszegiik® a teljes Hilbert-teret kifesziti,
H = >, ®H;. Ezért mindig taldlhatunk a # Hilbert-térben olyan
ortonormalt teljes rendszert, amelynek minden #; altérben pontosan
annyi eleme van, ahany dimenzios az adott altér. Ha minden H; altér
egy-dimenzids, akkor a fizikai mennyiség kiilonboz6 sajatértékeihez
tartozo normalt sajatvektorok halmaza ortonormalt teljes rendszert
alkot a #H Allapottérben. °

Ha az f; sajatértékhez tartozo H,; sajataltér egy-dimenzios, ill. egynél nagyobb
dimenzids, akkor rendre azt mondjuk, hogy az f; sajatérték nem elfajult, ill.
hogy elfajult. Alabb — didaktikai szempontbdl — képleteinket mindig csak
arra az esetre fogjuk felirni, amikor az egyes sajatértékek nem elfajultak. Az
altalanositéds elfajult sajatértékek esetére nem jar elvi nehézséggel.

"Hasznos szamoldsi szabdly, hogy operatort a belsd szorzat egyik tényez8jérdl ,,attehetiink”
a masikra, ha az adjungaltjara cseréljik. Legyen A linedris operétor, |@), |¥) € H tetszbleges
vektorok, akkor (A¢,v) = (¢, AT, hiszen (Ag,p) = (¢, Ap)* = (¢, A*) = (¢, ATy). Itt
felhasznaltuk, hogy operator komplex konjugéltjat a (| A*|1) = (¢, A*) = (¢, Ap)* = (B Aih)*
Osszefliggés definialja.

8A H linedris vektortér a H; és a Ha linedris vektorterek direkt dsszege, ha barmely [v) € H
egyértelmiien felbonthatd ) = |¢1) + |¢2) alakban, ahol |¢;) € H; (i = 1,2).

YAz altér fogalmat a zart linedris sokasag szinonimajaként haszndlom. A zéart linedris sokasag
olyan linedris sokasdg, amely tartalmazza valamennyi konvergens sorozatanak hatarpontjat. Maga
a Hilbert-tér is definici6 szerint zart linearis sokasdg. Konvergencian normaban torténé konvergen-
ciat értek.
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A |¢;) sajatfiiggvények ortonormaltsaga azt jelenti, hogy érvényesek a

(95]i) = di; (1.2.14)

azonossagok, ahol ¢;; a Kroneckker-delta. A sajatfiiggvények rendszerének
teljessége pedig azt jelenti, hogy tetszéleges [¢) éllapot felbonthaté az f
fizikai mennyiség sajatallapotai szerinti linearis kombinécio alakjaban,

) =D alo) =3 Lo o). (1.2.15)

2

Itt felhasznéltuk, hogy a sajatvektorok ortonormaltsaga kovetkeztében a linedris
kombinaciéban fellép6 egyiitthatdk

¢i = (¢ilv). (1.2.16)

Ez egytttal azt jelenti, hogy az egységoperatort felbonthatjuk a P; = |¢;)(¢]
operatorok Osszegére,
1= ZPi = Z |6:)(¢i]- (1.2.17)

Ez az egységfelbontas. A P, operatorok tetszbleges |¢0) € H allapotvektort
a H; altérre vetitenek,

Ply) = [a){@ilv), (1.2.18)

ezért ezeket vetito, azaz projektor-operatoroknak nevezziik. Konnyen belat-
haté, a projektor-operatort ismételten alkalmazva a fenti egyenlet két oldalara,
hogy a vetitett allapot vetiilete onmaga, azaz hogy

P2 =P, (1.2.19)
azonossdg &ll fenn bdrmely projektor-operatorra. A P, projektorok énad-
jungélt operatorok: P; = P 10,

Az f fizikai mennyiség kiillonbozo lehetséges f; értékeihez tartozo sajatvektorok
‘H; alterei paronként ortogonalisak és direkt osszegiik kiadja a teljes allapotteret.

Ekkor a
w; = lei|* = [(gily)? > 0 (1.2.20)

nem negativ valés szamok valéban valdszintiségeknek tekinthetdk, mert osszegiik
barmely normalt |¢) dllapotvektor esetén 1-gyel egyenld, hiszen:

L= (@l) = W) = >0 (WIB) = > (wloa(ailv) = > leil* = D _wi

3 3

(1.2.21)

107 bizonyitashoz képezzilk tetszdleges vektorokkal a (@|Pelt) és a (@|Pely) = (¥]|Py|o)*
métrixelemeket, ahol Py, a |©1), |@2), . . . ortonormaélt tejes rendszer k-adik elemére vetité projektor,
azaz amelyre Py|o;) = 6; 1|p:). Fejtsiik ki mindkét esetben |¢)-et és [1))-et ezen ortonormalt teljes
rendszer szerint. A P, projektor hatasat figyelembe véve azonnal megkapjuk a bizonyitani kivant

(G| Pevh) = (1| Py @) egyenlbséget.

21



8. Az el6z6 pont alapjan visszatérhetiink az allapotvektor 6sszeomlasanak
pontosabb matematikai jelentésére. A mérés elvégzése el6tt a vizsgdlt fizikai
rendszer adott [¢) dllapotban van, amely éltaldban az f fizikai mennyiség f
operatora sajatvektorainak valamilyen linearis kombinacioja,

) = Zcz‘|¢z’>a (1.2.22)

i
ahol ¢; = (¢;]1). A mérés kivetkeztében ez a linedris kombindcié 6sszeomlik

annak egyetlen tagjara,
meres

|¥) |64), (1.2.23)
mégpedig w; = |¢;]* = [{¢;]10)|? valdsziniiséggel az i-edik tagra.

Ha specialisan mar a mérés el6tt a rendszer az f mennyiség operato-
ranak valamelyik |¢;,) sajatallapotaban volt, azaz |¢)) = |¢;,), akkor az
f mennyiség mérése nem valtoztatja meg a vizsgalt fizikai rendszer
allapotat és bizonyossaggal az f;, mérési eredményt adja, hiszen

<¢Zo|¢> = <¢io|¢io> =1, <¢j7ﬁio|w> = <¢j7’5i0|¢i0> =0. (1'2'24)

9. Végiil még azt kell megmondjuk, mit értiink az f operatorral ,,abrazolt”
fizikai mennyiségnek valamely tetszbleges |¢)) dllapotban felvett érté-
kén. Ennek a definicidja:

= (| fIv) (1.2.25)
Specidlisan, ha a rendszer az f mennyiség |¢;) sajatéllapotdban van, akkor
= (¢ilfldi) = fildildi) = f. (1.2.26)

Ilyenkor a f varhaté érték pontosan megegyezik a fizikai mennyiség azon f;
értékével, amelyhez tartozd |¢;) sajétéllapotban van a rendszer a mérés el6tt
(és kozvetlenill a mérés utan is) a fizikai rendszer.

Ha a rendszer nincsen az f mennyiségnek megfeleld sajatallapotban, akkor

= @If19) = > (Wl (il flo) (d5l) = ch ¢idis f;

i?j

- Z les | £ (1.2.27)

Ekkor az f mennyiség f értékét tigy kell meghatérozni, hogy sokszor meg-
ismételjiik a mérést az ugyanabban a |¢) allapotban el6készitett rendszeren, és
a varhato6 érték képzésének (valdsziniiség-szamitasbdl ismert) szabdlya szerint
hatarozzuk meg a fizikai mennyiség értékét ebben az allapotban. Nevezete-
sen, az egyes lehetséges értékeket az elofordulasuk valdszintiségével stulyozva
atlagoljuk.
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Végiil a skalarszorzatra és az operatorokra vonatkozé szdmoldsi szabdlyt ismertetiink. A
tetszleges |1) € H és |¢) € H vektorok (v, @) skaldrszorzatét

(1, ¢) = (o) (1.2.28)
alakban jeloltiik', a |1) € H és f|¢) € H vektorokét pedig
(&, f¢) = (| f|6) (1.2.30)

alakban. Mivel a skaldrszorzat a tényezOinek felcserélése esetén a komplex konjugaltjaba megy at,
azért az fly) és |¢) ilyen sorrendil szorzata:

(f, ) = (¢, f)* = (6, f*0) = (0| F*[0) = (| fT|o) (1.2.31)

alakba frhaté. Ez azt jelenti, hogy az operator atvihet6 a skalarszorzat elsé tényezojérdl a masodik
tényezore, de akkor az operatort adjungalni kell.

A szdmolds egyszerliségét jol szolgdlja a |...) ket-, ill. a (...| bra-vektorok hasznilata.
Formélisan ugyanis a skaldrszorzat egy bra- és egy ket-vektor ,,szorzata”, a (| f|¢) kifejezés pedig
nem mas, mint f hat a |¢) ket-vektorra és az igy kapott ket-vektort ,,szorozza” balrdl a (| bra-
vektor. Az f; sajatértékhez tartozo H; sajatalterek projektorai eléallithatdk ,ket-bra” alakban:

Py = |¢3) (¢l (1.2.32)
az egységoperator )
1= ZB = Z |9i) (il (1.2.33)
és az f fizikai mennyiség f operdtora (ket-vektorokra hat!),
F=Ff1=F> P=> (fled) il =Y filea) (il =D fiPi. (1.2.34)

1.2.3. A hatarozatlansagi elv

A hatarozatlansagi elv azt mondja, hogy a kvantummechanikai rendszer
két olyan jellemzojét, amelyek klasszikusan egymas kanonikusan kon-
jugalt parjai, nem lehet egyidejiileg tetszoleges pontossaggal megmérni.
Amikor az elvet megfogalmazzuk, akkor idedlis mérésre kell gondolni, amelynek
nincsen mérési hibaja. A hatarozatlansagi elv tehat elvi korlatot fogalmaz meg a
kanonikusan konjugalt fizikai mennyiségek egyidejii mérésének eredményével kap-
csolatban.

HNem tettiink kiilonbséget a (i), ¢) skaldrszorzat és annak jeldlése kozott, hogy a (1,...)
skaldrszorzat minden rogzitett |¢) € H vektor esetén értelmez egy (¢| (,,bra-psz{”) linedris
leképezést,

(] :V|g) € H —~ (Plo) = (¥,0) € C, (1.2.29)

amely a Hilbert-tér tetszéleges |¢) vektorat leképezi a komplex szdmok C halmazédra. A |¢) € H —
(| € H* hozzarendelés, ahol H* a H Hilbert-tér felett haté linedris leképezések tere, kolesonosen
egyértelmi.
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1. dbra. A Heisenberg-féle mikroszképos gondolatkisérlet vazlata.
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A hatarozatlansagi elv miikodése megnyilvanul példaul az elektron tartézkodési
helye és impulzusa egyidejii mérésének eredményében. A klasszikus mechanikdban
azt tanultuk, hogy a pontrészecske allapotanak megadésahoz a helyének és az im-
pulzusanak egyidejii megaddasa sziikséges és elegendd. Nem meriilt fel semmiféle
kétely azirant, hogy a két mennyiséget tetszoleges pontossiaggal meg lehet egy-
idejtileg mérni. Logikai iton konnyt rajonni, hogy ez csak addig lehetséges, amig
klasszikus részecskérdl van szo, amely nem képes elhajlasi jelenség létrehozasara.
Az elektron azonban kvantummechanikai objektum, amely elhajlasi jelenséget tud
létrehozni. Alabb, a Heisenberg altal javasolt mikroszképos gondolatkisérletet ele-
mezve, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy az elektron helyét és impulzusat elvileg
sem lehet egyidejlileg tetszoleges pontossaggal meghatarozni, még akkor sem, ha a
mérémiszereink leolvasasi hibdjat zérusnak feltételezziik.

Ebben a gondolatkisérletben egy kezdetben nyugalomban levé M nyugalmi
tomegli, pontszerl targyat vizsgalunk elektronmikroszképpal. Helyezziik a targyat
a mikroszkép vizszintes targylemezére, legyen a mikroszkép tengelye fliggbleges.
Bocsassunk a targylemezre alulrél, merélegesen p, = p impulzusu elektronokat.
Ezek az M targyon szorddva létrehozzak annak képét a képsikban levé P pontban,
amelyet optikai analégia alapjan a geometriai optika szabalyai szerint konnyen meg-
szerkeszthetiink. (Pl. vessziik az objektiv lencse fékuszan dtmend és a z-tengellyel
parhuzamosan bees6 sugarakhoz tartozé sugarmeneteket, amelyek metszéspontja az
objektiv mésik oldaldn a P pont.) Ugyanigy meghatdrozhatjuk a térgysikban kicsit
odabb elhelyezked M’ targy P’ képét is. Ne felejtsiik el, az objektivlencse jelen eset-
ben egy specialisan kialakitott elektroméagneses mezo, a geometriai optikaval analog
sugarmenetek annak felelnek meg, mintha az elektron, mint klasszikus pontrészecske
mozogna ezen sugarmenetek, mint palyak mentén. A két emlitett sugarmenet az
M téargyon a fokusz iranyaba szordodott elektron és az M mellett szorodas nélkiil
elhalado elektron palyéja lenne, ha utobbi klasszikus pontrészecske lenne. Ha azon-
ban az elektronok ugyanigy elhajlasi jelenséget mutatnak, mint a klasszikus elekt-
romagneses hullam, akkor az M targypont képe nem a P pont, hanem egy elhajlasi
kép f6- és mellékmaximumokkal, amely a képsikban P-re szimmetrikusan figyelheto
meg, és amelynek fémaximuma a P pontban van. Az M kozelében talalhaté M’
targypont képe ugyancsak a képsikban létrejové, a P’ képpontra centralt hasonlé el-
hajlasi kép. Az elektronmikroszkép segitségével az M és M’ targypontokat akkor és
csak akkor tudjuk egymastél megkiilonboztetni, ha a képsikban a két szobanforgd
elhajlasi kép P és P’ fomaximuma kellden tavol esik egyméastél. Erre az az elfo-
gadott kritérium, hogy a P koriili elhajlasi kép els6 minimuma helyére vagy ennél
tavolabbra essen P’ azaz az M’ ponton, mint akadalyon elhajlott hullimok elhajlasi
képének fémaximuma. Az optikai analdgia alapjan tudjuk, hogy ez a kritérium a
két szomszédos targypont kozti legkisebb MM’ = §x tavolsagra

A
oz = 2sine’
ahol A a hullimhossz és a targysik és az optikai tengely (z-tengely) metszéspontjabol

(1.2.35)
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a targylencse 2¢ szog alatt latszik. Feltettiik, hogy a torésmutaté a targy és az
objektiv kozti kozeghen n = 1. Fénymikroszkdép esetén a fenti osszefiiggés adja meg
a felbontoképességet.

Amennyiben az elektronok ugyanolyan torvényszertiségek alapjan hoznak létre
elhajlasi képet mint a fény, akkor ugyanezt a képletet kell alkalmaznunk az elektron-
mikroszkép esetében is. Az elektronok hullamhossza a de Broglie-féle Gsszefliggés
alapjan \ = %. Az M targy helyét tehat csak

A h
0r=——= -
2sine  2psine

(1.2.36)

pontossaggal lehet meghatarozni a targysikban.

Mi a helyzet a targy impulzusanak egyértelmi meghatarozottsagaval. A tar-
gyon szérodé elektronok impulzust és energiat adnak at a targynak. Hogy az elekt-
ronmikroszkép mitkddtetése zavartalan legyen, feltessziik, hogy az elektronok im-
pulzusa csak nagyon kicsit valtozik meg a szérédas soran. Legyen a fokusz iranyaba
szorédo elektronok 1itkozés utani impulzusa p /. Ha a szért elektron impulzusa a
mikroszkdp tengelyével o szoget zar be, akkor a szort elektron p!, = p’sina ~ psin«
nagysagu vizszintes impulzussal rendelkezik. A vizszintes irdanyu impulzus megma-
radasa kovetkeztében azonban a kezdetben nyugvé M targy azutan, hogy az elektron
szorédott rajta, P, = —psina z-irdnyd impulzusra fog szert tenni. Ahhoz, hogy a
szort elektron hozzajaruljon a képhez, azaz hogy bekeriiljon a mikroszkopba, fenn
kell allnia az a < € egyenlotlenségnek. Ezért az M targy P, impulzuskomponensérol
annyit tudunk, hogy |P,| < psine, azaz hogy a bizonytalansaga:

§P, = 2psine. (1.2.37)

Szorozzuk Ossze az M targynak a mérés utani dx hely- és 0 P, impulzusbizonyta-
lansagat:

ox 0P, = 2psine = h. (1.2.38)

2psin e

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciéo azt mondja ki, hogy az
egymashoz kanonikusan konjugalt mennyiségek bizonytalansagainak szor-
zatara létezik egy a Planck-allandéval aranyos, annak a nagysagrendjébe
esO alsé korlat:

5z 6P, > O(h). (1.2.39)

A hatarozatlansagi elv egyik fontos kovetkezménye, hogy nem létezik az elekt-
ron sebessége abban az értelemben, ahogyan azt a klasszikus mechanikaban szoktuk
értelmezni. Tegyiik fel, hogy egymast kovetd 7 idokozonként leolvassuk az elektron
helyzetét. Minél kisebbre vélasztjuk a 7 idotartam hosszat, annal pontosabban nyo-
mon fogjuk kévetni az elektron helyét. Ez azonban azt fogja jelenteni, hogy egyre
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nagyobbnak fogjuk taldlni az impulzusdnak bizonytalansagat. Ezért a ¢ = p/m
képlet alapjan kapott sebesség egyre bizonytalanabb lesz. Forditva, ha egyre kisebb
idotartamonként probaljuk meg leolvasni az elektron impulzusat, egyre nagyobbnak
fogjuk talalni a hatarozatlanségi elv értelmében a helyének bizonytalansagat. Se
igy, se gy nem tudunk az elektron mozgasahoz egy differencidlhaté palyat rendelni,
amelynek érintéje lenne a sebesség. A palya és a sebesség klasszikus mechanikai
fogalmai nem alkalmazhatok az elektronra. Helyettiik a

egyenlotlenségek érvényesek a koordindtak és a megfelel6 impulzuskomponensek bi-
zonytalansagaira.

Késébb latni fogjuk, hogyan valésul meg ez az elv az elmélet matematikai
keretei kozott. Akkor azt is meg fogjuk tanulni, hogyan kell az egyenlotlenség jobb
oldalan all6 alsé korlatot esetenként pontosan meghatarozni.

1.2.4. Kanonikus kvantalas. A megfeleltetési elv

o Fgyidejileg mérhetd és nem mérhetdé mennyiségek

A kvantummechanikai rendszer , hullamszeri” viselkedése azt sugallja, hogy
érvényes a kvantummechanikdban a linearis szuperpozicié elve, ill. hogy a
fizikai rendszer allapotai H linedris vektorteret alkotnak. A fizikai mérések
kimenetelének valdszintiségi értelmezéséhez az allapottéren skalarszorzatot ve-
zettiink be, a fizikai mennyiségeknek pedig erre a skalarszorzatra nézve onad-
jungalt operatorokat feleltettiink meg. Adott allapotd rendszeren mérve egy
fizikai mennyiséget, annak értékére kiilonb6zo lehetséges értékeket kaphatunk,
mégpedig mindegyiket jol meghatarozott valdszintiséggel. Ezeknek a valdszinii-
ségeknek a kiszamitasara a skalarszorzat segitségével adtunk utasitast. Adott
allapotban a fizikai mennyiség értékén annak varhatéd értékét értjik, azaz a
kiilonbozo lehetséges mérési eredményeknek a bekovetkezésiik valoszintiségével
silyozott atlagat. Az eddigiekbdl egyediil arra nem kaptunk valaszt, hogy az
egyes fizikai mennyiségeknek mely 6nadjungalt operatorok felelnek meg. Most
erre a kérdésre keressiikk a valaszt. Pontosabban, azt a szabalyt keressiik,
amelynek alapjan remélhetjiik, hogy az egyes fizikai mennyiségek operdtorainak
az explicit alakjat is megtalaljuk.

A Heisenberg &altal megfogalmazott hatarozatlansagi elv azt mondja, hogy a
fizikai rendszer részecskéinek helyét jellemz6 Descartes-koordinataknak és a
hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzuskomponenseknek specialis viszony-
ban kell egymassal lennitik. Nem lehet az értékiik ugyanabban az allapotban
egyszerre jol meghatarozott. Akkor mondjuk, hogy egy adott allapotban
az f fizikai mennyiség értéke jol meghatarozott, ha a fizikai mennyiség
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mérése ebben az allapotban bizonyosan (1 valésziniiséggel) a le-
hetséges f; értékek valamelyikét eredményezi. Ez akkor és csak ak-
kor van igy, ha a fizikai rendszer allapota az f fizikai mennyiség f
operdtora i-edik sajatalterének (H;) allapotvektora, ill. nem elfajult
fi sajatérték esetén a megfeleld |¢;) sajatvektor.

Ha két fizikai mennyiség, f és g értéke jol meghatarozott egy adott
allapotban, akkor ez azt kell jelentse, hogy a megfelel6 f és g operato-
roknak van kozos sajatvektorrendszere és a fizikai rendszer ezen
kozos sajatallapotok valamelyikében talalhaté. A kozos sajatfiigg-
vényrendszer létezésének sziikséges és elégséges matematikai feltéte-
le, hogy a két operator felcserélhet6 legyen, azaz

If.91=fa—af =0 (1.2.41)

legyen. A | f , ] szimbdélumot az f és § operatorok kommutatoranak
nevezziik.

Ha két fizikai mennyiség operatorainak kommutatora nem zérus,
akkor azt mondjuk, hogy a két fizikai mennyiség nem mérheto egy-
idejtileg. Ilyenkor nincsen olyan allapota a fizikai rendszernek, amely-
ben mindkét mennyiség jol definialt értékkel rendelkezne.

A hatdrozatlansdgi elv és a Heisenberg-féle kanonikus cserereldciok

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv azt fogalmazza meg, hogy az x Descar-
tes-koordinata és a hozza kanonikusan konjugélt p, impulzus nem lehet egy-
szerre jol definidlt értéki. Ez azt kell jelentse, hogy a fizikai rendszer sem-
miképpen sem lehet az T és a p, operator kozos sajatallapotdban, azaz hogy
az egymashoz kanonikusan konjugalt mennyiségek operatorainak nem lehet
kozos sajatvektorrendszere. Ez azt jelenti, hogy a [Z,p,] kommutator nem
Zérus:

[, ps] # 0. (1.2.42)

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv teljesiiléséhez ezt tehat fel kell tegyiik.

Ez azonban még nem elég. A hatarozatlansagi elv nemcsak azt allitja, hogy

a kanonikusan konjugalt mennyiségek egyidejiileg nem mérhetok, hanem azt

is, hogy a szérasaik szorzata a fizikai rendszer barmely allapotaban alulrdl

korlatos. Az f fizikai mennyiség szdorasanak megadhatjuk a pontos
valdszintliségi definicigjat:

. N2 e

af = |ti(F - wiiwr) 1] (1243

Ezt kell tekintsiik a f mennyiség mért értéke bizonytalansdgédnak az adott

|o) dllapotban. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv pl. megkéveteli, hogy

28



a Descartes-koordinata és a hozza kanonikusan konjugalt impulzus bizonyta-
lansaganak szorzatara a

Az Ap, < h (1.2.44)

egyenlOtlenség teljesiiljon. Ez az ugynevezett Heisenberg-féle hatarozat-
lansagi relacié.

Heisenbergtél szarmazik az a felismerés, hogy a Az Ap, <~ h hatdrozatlansagi
relacié fennallasat ugy lehet matematikailag biztositani, ha a fizikai mennyi-
ségeknek gy feleltetiink meg onadjungalt operatorokat, hogy a ka-
nonikusan konjugalt helyzetvektor- és impulzuskomponensekre a

[i‘7ﬁm] - Zh’ [g7ﬁy] = Zh’? [’27]52] = Zh’7
[z, 9] = [&,2] = [,2] = 0,
[ﬁl‘?ﬁy] = [Axvﬁz] = [ﬁyaﬁz] =0 (1245)

Heisenberg-féle csererelacidék teljesiilését irjuk el6. Ha a klasszi-
kus mechanika fizikai mennyiségeit a Heisenberg-féle csererelaciék
megkovetelésével tessziik operatorokka, akkor azt mondjuk, hogy a
klasszikus mechanikai elmélet kanonikus kvantalasaval kapjuk meg
a kvantummechanikai elméletet.

Mivel tetszoleges klasszikus fizikai mennyiség a koordinatak és az im-
pulzusok kifejezése, f = f(7,p), ezért a fenti utasitas azt is megmond-
ja, hogy tetszoleges mas fizikai mennyiséghez milyen operatort, f =
f (%r’j)), kell hozzarendelni. (T6bb, egymassal fel nem cserélheté operator
szorzatanak egyértelmiisitésérél gondoskodni kell, erre aldbb még visszatériink.)

A hatdrozatlansdgi reldcio

Koénnyen beldathatjuk, hogy a fenti csererelaciok valéban a Heisenberg-féle hatarozat-
lansagi relaciot eredményezik. Az egyszerliség kedvéért nézziik az egy-dimenzids
mozgas esetét. Képezziik tetszbleges & valds szam segitségével a

<£:i" + %m) 1) (1.2.46)

allapotot, ill. ennek normanégyzetét, amelyrol tudjuk, hogy a skalarszorzat tulaj-
donsagai miatt nem szabad negativnak lennie:

. 2 . .
(sz + ﬁp> )| =l (sfc - %p) (sz + ﬁp> )
= ) + €1 2 Pull) + o CHE2I). (1.2.47

Ha abba az inerciarendszerbe iiliink bele, amelyben a részecske impulzusanak varhaté
értéke éppen nulla és a koordinatarendszer origdjat ugy valasztjuk meg, hogy a
részecske helykoordindtijanak varhaté értéke is éppen nulla legyen, akkor

(Wla%|e) = (Az)%, (W[pZ1v) = (Apa). (1.2.48)

ognoz'
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Az egyenlGtlenség tehdt
1
0 <& (Ar)* = € + =5 (Ap,)? (1.2.49)

alakot Olt tetszOleges £ esetén. Itt felhasznaltuk a Heisenberg-féle csererelaciot:
[Z,pz] = ih. Ahhoz, hogy az egyenl6tlenség fenndilljon tetszéleges £ esetén, az
sziikséges és elegendo, hogy

1
1— 4(Aw)2ﬁ(Apx)2 <0 (1.2.50)
egyenlotlenség teljesiiljon, ahonnan
1
(Az)(Apy) > 5?’1 (1.2.51)

alakban megkapjuk a hatarozatlansigi relaciét. Ezt akartuk beldtni.

Megjegyezziik, hogy a (1.2.51) hatdrozatlansigi relacié akkor s fenndll, ha nem
kotjiuk ki, hogy T = 0 és p; = 0. A fenti bizonyitas véltozatlanul elismételhetd,
ha a kiindulasul vett (1.2.46) vektorban a & — & — & és p, —> P, — Py helyet-
tesitéssel éliink.

Részecskerendszer kvantdlasa

Amennyiben a fizikai rendszer nem egyetlen pontrészecskébdl all, hanem egynél
tobb részecskét tartalmaz, akkor minden egyes részecske Descartes-koordinatai-
ra és a hozzajuk kanonikusan konjugdlt impulzuskomponensekre ugyanilyen
alakt csererelaciokat frunk el6 és feltessziik, hogy a kiilonbozé részecskék
operatorai egymassal kommutalnak. Jelolje az a,b,... =1,2,..., N részecske-
index, hogy az N-részecskés rendszer hanyadik részecskéjérdl van szo, tovabba
aj,k,...=1,2,3 index a vektoroperdtorok megfelel6 Descartes-komponenseit,
akkor az 7, helyzetvektor- és ap, impulzus-operatorokra vonatkozé kanonikus
csererelaciok az aldbbiak:

[ajs Do) = thdap0 k- (1.2.52)

A klasszikus mechanika f(7,...,7n,p1,-..,Pn) fizikai mennyiségeinek meg-

~

felel6 kvantummechanikai f operédtort az f = f(#1,...,7n, Py, .- -, Py ) megfe-
leltetés adjal?.

12A7 f fizikai mennyiség valtozéinak analitikus fiiggvénye a klasszikus mechanikdban. A meg-
felel6 f operator egyértelmiisitése a klasszikus Taylor-sor koordinata- és impulzus-komponenseket
szorzatalakban tartalmazo tagjainak egyértelmi operatorositasat koveteli meg, amir6l az in. Weyl-
féle rendezéssel lehet gondoskodni.

Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955, német) matematikus, akinek munkdssiga kiilonosen
jelentés kihatassal volt az elméleti fizika és a szamelmélet fejlodésére. A XX. szd. egyik legki-
emelked6bb matematikusa volt. Szamos munkajaban foglalkozott a térrel, az idével, az anyaggal,
a filozdfidval, a logikdval, a szimmetridkkal és a matematika torténetével. Az elsék egyike volt,
aki kigondolta az altaldnos relativitaselmélet és az elektromagnesség torvényeinek egy lehetséges
kombinalasat.
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Azt szoktuk mondani, hogy a Heisenberg-féle egyidejli csererelaciok el6irasa
az ugynevezett els6 kvantalds. Az ,,els¢” megjelolés torténeti hagyomany, de
megtéveszto, mert egy klasszikus elméletet csak egyszer lehet kvantalni.

Ha az allapottér vektorait meghatarozott médon abrazoljuk fiiggvé-
nyekkel, akkor a fizikai mennyiségek onadjungalt operatorait ugy kell
megvalasztani, hogy a Heisenberg-féle csererelaciok kielégiiljenek.
Fontos arra tigyelni, hogy az igy bevezetett operdatorok valoban énadjungéltak
legyenek a Hilbert-téren értelmezett bels6 szorzatra nézve.

Altaldnos koordindtdkkal jellemzett klasszikus mechanikai rendszer kanonikus
kvantdldasa

A kanonikus kvantalast fentebb olyan esetben mutattuk be, amikor a klasszikus
rendszer konfiguracids terében az egyes részecskék Descartes-koordinatait hasznal-
tuk. A kanonikus kvantaldst azonban akkor is elvégezhetjiik, ha a klasszikus mecha-
nikai rendszer konfigurdcids terében tetszdleges dltaldnos koordinatakat hasznalunk.
Az s szabadsédgi foku klasszikus mechanikai rendszer térbeli elhelyezkedését, konfi-
guracidjat a (q1,q2, - - . ,qs) altalanos koordinatak hatarozzék meg, amelyek egy pon-
tot jeldlnek ki az s-dimenzids konfigurdcids térben. A klasszikus mechanikai rendszer
allapotat az s darab altaldnos koordinata értéke és a hozzdjuk kanonikusan konjugalt

P = g—é (1 =1,2,...,s) impulzusok hatdrozzék meg, ahol L(q1,...,qs,q1,---,qs,1t)
a fizikai rendszer Lagrange-fiiggvénye és ¢; = % (1 = 1,2,...,s) az altaldnos
sebességek. A 2s darab adatot tartalmazé (qi,...,¢s,p1,..., ps) adatsor telje-

sen meghatdrozza a fizikai rendszer allapotat, és kijelol egy pontot a 2s-dimenzids
fazistérben. Az édllapot id6beli valtozasat a 2s darab Hamilton-egyenlet,
OH OH

i=—, pi=——= (1=1,2,...,s 1.2.53

qi Ip; bi ) ( ) ( )
irja le, ahol H(q1,...,qs,P1,---,Ps) = 9 iy ¢ipi — L a Hamilton-fiiggvény, ahol az
egyenlOség jobb oldalan szerepld ¢; altalanos sebességeket kifejezziik a p;-ket definiald
Osszefliggésekbdl, mint az altaldnos sebességek fliggvényeit. (Fel van téve, hogy ez
megtehetd, mert a Lagrange-fiiggvény az altaldanos sebességeknek konvex fliggvénye.)
A Hamilton-egyenleteknek egyértelmiien 1étezik az adott {g;0 = ¢;(0), pio = pi(0)|i =
1,...,s} kezdeti feltételhez tartozé megoldésa:

¢i(t) = qi(t; q10, - - -, G50, D105 - - -, Ps0)s  Pi(t) = pi(t; qos - - -, 450, P10s - - - s Ds0)
(i=1,2,...,5). (1.2.54)

A fizikai mennyiségek a fazistéren értelmezett f(q1,...,¢s,D1,--.,ps;t) analitikus
fliggvények, amelyek esetleg explicit mdédon is fiigghetnek a ¢ id6t6l. A fizikai
mennyiségek értéke idében valtozik a rendszer mozgasa soran: ha behelyettesitjiik a
mozgasegyenletek (1.2.54) megolddsit f argumentuméba, akkor azt taldljuk, hogy
az f mennyiség id6 szerinti teljes derivéltja

4t
dt

of
{f HYyp + 57 (1.2.55)
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ahol {.,.} p a Poisson-zérdjel. Legyenek f és g tetszéleges fizikai mennyiségek, akkor
definicié szerint

S
of o9 0g Of >
) = - - == . 1.2.56
th.ake ; <8q,~ Op;  0qi Op; ( )
Az analitikus fiiggvények halmaza a Poisson-zardjelre, mint binér miiveletre nézve
algebrat alkot. Az altaldnos koordindtak és a hozzajuk kanonikusan konjugdlt im-

pulzusok Poisson-zéardjeles kifejezései:

{gi,qi}p = {pi,p;}p =0, {api}p = dij, (1.2.57)
ahol 9; ; a Kronecker-delta.

A kanonikus kvantédlas sordn az altalanos koordinatékat és a hozzajuk kanonikusan
konjugalt impulzusokat gy tessziik operatorokka, hogy eléirjuk a Heisenberg-féle
egyideji csererelacidkat:

[(ji, q}] = 0, [ﬁz,ﬁj] = O, [(jz,ﬁj] = zhém (i,j, = 1, 2, e ,S), (1258)

ahol az utols6 egyenléség jobb oldalan az ¢ imaginarius egység szerepel szorzoként.
Az f(q1,...,qs,p1,-..,ps) klasszikus fizikai mennyiségeknek megfelel$ operatorokat
az f = f(@,...,4s,p1,--.,Ds) utasitassal definidlhatjuk, amennyiben ezek nem tar-
talmaznak olyan kifejezéseket, amelyekben koordindta és hozza kanonikusan kon-
jugélt impulzus szorzédik, mint pl. ¢;p;. Tekintve, hogy a megfelel6 operatorok
szorzdsa nem kommutativ, §;p; # Di{;, azért ilyen esetben a sorrendroél rendelkez-
ni kell. A Weyl-féle operatorrendezés értelmében a ¢*p' (k,l pozitiv egész szdmok)
szorzatnak megfelel6 operatort gy kapjuk meg, hogy 0sszeadjuk az Gsszes, kiilonbod
sorrendi k£ darab ¢; tényezot és [ darab p; tényezot tartalmazoé szorzatot, majd az
Oszeget osztjuk a tagok szamaéaval. Az igy kapott operdtor teljesen szimmetrizalt
kifejezése a k darab ¢§; tényezot és [ darab p; tényezdt tartalmazd Osszes lehetséges
szorzatoknak. Pl gp;nek az 3(Gipi + Pidi), qip?-nek az 5(4:p? + pidibi + P2di)
operator felel meg.
A kvantalds matematikai szempontbdl azt jelenti, hogy a fizikai mennyiségek Poisson-
zardjeles algebrajat a Poisson-zardjeleknek a Heisenberg-féle csererelacidkkal torténé
helyettesitésével operator-algebrava tettik, az absztrakt Hilbert-tér felett hat6 onad-
jungalt operatorok algebrajava.

A megfeleltetési elv

A Heisenberg-féle cserereldciok tulajdonképpen a megfelel6 klasszikus mecha-
nikai rendszerben érvényes, egyidejii Poisson!?-zaréjelek,

{gi,pj}p=106i;, @, 9}pr=0, A{pi,pi}p=0 (1.2.59)

13Giméon Denis Poisson (1781-1840, francia) matematikus és fizikus, aki szertedgazé
tevékenységet fejtett ki a matematika, a matematikai fizika és az elméleti mechanika teriiletén.
Nevéhez fliz6dnek a XIX. szd. legjelent8sebb valdszinliségszamitdsi eredményei (pl. a Poisson-
eloszlds). A Newton-i gravitdciés elmélet és az elektrosztatika alapegyenlete az dltala feldllitott
Poisson-egyenlet. A mechanika Poisson-zaréjeles megfogalmazasa ugyancsak téle szérmazik, és
egyik kiindulépontja volt a kvantummechanika kanonikus kvantalason alapulé, Heisenberg-féle
megfogalmazdsdnak.
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kvantummechanikai megfelel6i, ahol a megfeleltetés a klasszikus mechanikai
rendszer és a kvantummechanikai rendszer kozott az alabbi tablazatban fog-
lalhat6 Gssze. (A téblazat utolsé sordnak utolsé oszlopdban szerepld W alsé

Klasszikus rendszer —  Kvantummechanikai rendszer

di - qi
Di - Di
{’7 '}P - %[7 ]

f(qlv"'7qsvp17”'7ps) — f:f(quw"qusaﬁlw"vﬁs”W

index az esetleg sziikséges Weyl-rendezésre utal.)

Ez fejezi ki azt a megfeleltetési elvet, hogy minden klasszikus fizikai
rendszernek megfelel egy kvantummechanikai rendszer.

o Igaz” kvantumfizikar rendszerek

Végezetiil még megjegyezziik, hogy léteznek olyan fizikai mennyiségek, ame-
lyeknek nincsen klasszikus mechanikai megfelel6jiik, tovabba vannak olyan
kvantummechanikai rendszerek, amelyeknek ugyancsak nincsen klasszikus me-
chanikai megfelel6jiik. Ilyenkor a rendszer leirasara alkalmas operatorokat nem
tudjuk megfelel6 klasszikus mennyiségek , kvantalasaval” megkapni. Ilyenkor
tovéabbi fizikai és matematikai megfontolasokra van sziikségiink, hogy a klasszi-
kus megfelel6vel nem rendelkez6 fizikai mennyiségek operatorait bevezessiik,
Id. példéul a spin esetét.

e *Stone és Neumann tétele

A klasszikus mechanikai rendszer kvantalasakor a klasszikus fizikai mennyiségek
Poisson-algebrajat az absztrakt Hilbert-téren értelmezett operatorok algebrajara
cseréltiik. Felmeriil a kérdés, hogy egyértelmiien lehet-e ezt az operator-algebrat
valamilyen fiiggvények Hilbert-tere felett haté operatorokkal abrazolni. A kérdés
azért fontos, mert esetleg tobbféle kvantummechanikat is kaphatunk, ha lényegileg
kiilonb6z6 tobbféle ilyen abrazolds is lehetséges. Mivel azonban az unitér transz-
formacidk a Hilbert-tér vektorait a skaldrszorzat (és igy a norma) megérzésével
kolcsondsen egyértelmiien képezik le a Hilbert-térre, ezért az abrazolés egyértelmiisé-
gének elvardsat enyhithetjiik arra, hogy a lehetséges abrazolasok unitér-ekvivalensek
legyenek. A Stone'-Neumann-tétel azt allitja, hogy a véges szabadséagi foki rend-

4Marshall Harvey Stone, amerikai matematikus, 1903-1989.
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szerek kvantummechanikaja egyértelmil, mert az operator-algebra unitér-ekvivalen-
cia erejéig egyértelmiien dbrdzolhaté konkrét Hilbert-tér felett haté operdtorokkal.
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2. MOZGASEGYENLETEK A KVANTUM-
MECHANIKABAN

Ebben a fejezetben az dllapotvektor és a fizikai mennyiségek idofiiggését meghatarozo
mozgasegyenleteket keressilk meg. Megmutatjuk, hogy a fizikai rendszer idobeli
valtozasat a rendszer Hamilton-operdtora egyértelmiien meghatarozza.

2.1. Az allapotvektor idofiiggése

A kvantumfizikai rendszer allapotanak idébeli valtozasat kézenfekvd tgy elképzelni,
hogy az (1-re normadlt) allapotvektor valtozik az id6ben. Ezt a Hilbert-téren futé
iranyitott gorbeszakasszal szemléltethetjiik. A dinamikai valtozdasnak van egy mésik
matematikai leirdsi médja: ha [¢) a rendszer allapota a ¢t = 0 idépillanatban és
|1(t)) a rendszer allapota a tetsz6leges t id6pillanatban, akkor értelmezhetiink olyan
linedris leképezést, amelyik gy képezi le a Hilbert-teret onmagéra, hogy tetszéleges
|1ho) kezdeti allapotot abba a |1(t)) allapotba képez le, amibe az adott kezdeti allapot
t id6 alatt fejlodik. Az igy értelmezett operator az idofejleszté operator, masik nevén
evolucids operator. Alabb latni fogjuk a kapcsolatot a dinamika kétféle leirasa
kozott. Megmutatjuk, hogy az evoliucids operator idotdl fiiggd unitér operator.
Az evoluciés operator is és az idotdl fiiggé allapotvektor is eleget tesz egy-egy
mozgdsegyenletnek, amelyek az tgynevezett Schrodinger!®-egyenletnek kiilonbozé
alakjai. Megismerkediink a Hamilton-operdtorral'®, amely meghatdrozza az evolu-
cios operator és az allapotvektor idobeli valtozasat.

2.1.1. A Hamilton-operator és a Schrodinger-egyenlet

Mivel a [1(t)) allapotvektor — értelmezésének megfeleléen — a fizikai rendszer allapo-
tara vonatkozé minden fizikai informaéaciot tartalmaz, azért azt az informaciot is
tartalmaznia kell, hogy milyen lesz az allapot infinitezimalis dt idével késobb. Ez
azt jelenti, hogy léteznie kell egy H(t), altalaban az id6t6l is fiiggd operatornak,

15 Az 1933. évi fizikai Nobel-dijat egyenlé ardnyban megosztva {télték oda Erwin Schrédingernek
(1887-1961, osztrék) és Paul Adrien Maurice Diracnak (1902-1984, angol) az atomi elmélet, a
kvantummechanika 4j produktiv alakjainak felfedezéséért.

6 A7 elnevezés onnan szarmazik, hogy a klasszikus mechanikdban az id6beli fejlédést meg-
hatdrozé Hamilton-fiiggvény kvantummechanikai megfelel§jérél van szé6. A Hamilton-fliggvény
és a Hamilton-operdtor is Sir William Rowan Hamilton (1805-1865, angol) fizikus nevét viseli,
akinek érdeme tobbek kozott, hogy kidolgozta a klasszikus mechanikdnak a kvantummechanikai
altaldnositasra késobb kiillonosen alkalmasnak bizonyult megfogalmazasat, amelyet ma Hamilton-i
mechanikanak neveziink. Ugyancsak 6 vezette be a hatasfunkciondl fogalmat és — lényegében a
legkisebb hatas elve alapjan — moddszert adott a mechanika és a geometriai optika jelenségeinek
egységes targyalasara.
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amelynek segitségével irhatjuk, hogy az allapotvektor ot id6 alatti megvaltozasa:

[0t + 50) — [0(0)) = = HIo(0) (211)

ha 0t — 0. A megvaltozast jelenté operdtor elétti szorzotényezot a konvenciénak
megfeleloen valasztottuk. A linedris szuperpozicié elve megkoveteli, hogy tetszdleges
két allapot linearkombinaciéjanak infinitezimalis megvaltozésa az osszetevo allapo-
tok infinitezimélis megvaltozasainak ugyanolyan egyiitthatos linearis kombindcidja
legyen. Ezért a H (t) operatornak linedris operdatornak kell lennie. A (2.1.1) egyen-
letnek megfeleléen az

ihd: (1)) = H(t)|v(1)) (2.1.2)

egyenletnek kell fennéllnia az id6t6l fiiggo allapotvektorra nézve. Ez az allapotvek-
torra vonatkozé Schrodinger-egyenlet, a benne szerepl6 H (t) operatort
Hamilton-operatornak nevezziik!”. A kovetkezd alfejezetben be fogjuk 14tni,
hogy a Hamilton-operator nemcsak linearis, hanem onadjungalt operator
is.

2.1.2. Az evoluciés operator és a Hamilton-operator

A kvantummechanikai rendszer allapotvektoranak idobeli valtozdsa matematikai
értelemben nem mas, mint az allapotvektorok terének onmagara torténd folytonos
leképezése, amely leképezésnek 2 paramétere van, a kezdeti ¢y idépillanat és az a
t pillanat, amelyben keressiik az allapotvektort. Jelolje U (t,to) azt az operdtort,
ami megvalositja ezt a leképezést, azaz ami leirja az allapotvektor idébeli fejlodését,
evoluciojat: ) R

U(t, to) : [¥(t0)) = |(2)) = U(t, to)[v(t0)), (2.1.6)
ahol [ (to)) tetszéleges kezdeti allapot. Az U(t,t,) operdtort evoluciés operator-
nak nevezziik. Felhasznalva a Schrodinger-egyenlet (2.1.1) alakjat, infinitezimalis

1TAz &llapotvektor norméjanak az idétdl fiiggetleniil 1-gyel kell egyenlének maradnia. A
((t)|(t)) = 1 skaldrszorzatot derivalva az idS szerint, azt kapjuk, hogy

(matw(m) () + ()] (matw») 0, (2.13)

ill. hogy
(matw(m) Wo(8)) = (1) (matw») — WA, (2.1.4)
oL o(0)] = — ()T (2.1.5)

egyenlet 4ll fenn formdlisan a (1 (¢)| ,,bra”-vektorra.
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ot idotartam esetén irhatjuk, hogy

e+ a0} = B+ stlo) = (- 30 ) lvo)

10t ~

— (1 _ ?H(t)) U(t, to)|t(to)), (2.1.7)

azaz az allapotvektort infinitezimalis 6t ido alatt fejleszto 6U operétor

L . S5t

SU = U(t + 6t,to) — Ult, ty) = —%H(t)U(t, to) (2.1.8)
osszefiiggésben all a Hamilton-operatorral, és csak infinitezimalisan kiilonbozik az
1 egységoperatortol. A fenti Osszefiiggést ugy is felirhatjuk, mint az evolicids
operatorra vonatkozo

iU (t, t) = H()U(t, to) (2.1.9)

t1% amelyet — értelemszertien — az

differencidlegyenlete
U(to, to) = 1 (2.1.11)

kezdofeltétellel kell megoldani, hogy megkapjuk az evoluciés operatort.

Ha a Hamilton-operator fiiggetlen az idotél, akkor a megoldés kiilonosen egy-
szerli alaku: A _ A
Ult,ty) = e ntt7t0)H (2.1.12)

Latjuk, hogy a Hamilton-operator egyértelmiien meghatarozza az evolucids
operatort. A Hamilton-operator akkor is egyértelmiien meghatarozza az evolucids
operatort, ha fiigg az id6t61'?. Mivel a Hamilton-operator linearis operator, azért
a (2.1.10) operator-egyenlet integralasaval kapott evoluciés operator is linearis
operator.

Az allapotvektort idoben fejleszto U (t,to) operatornak azonban nemcsak lined-
risnak kell lennie, hanem meg kell Oriznie az allapotvektor normajat is. Az olyan

I8A | bra”-vektorra vonatkozé Schrédinger-egyenletbdl hasonléan kapjuk az evoluciés operdtor
to-fiiggésére az alabbi differencidlegyenletet:

thoy U(t,tg) = =U(t,to)H (to)- (2.1.10)
19Ha a Hamilton-operator fiigg az id6tél, akkor
. N it fr(mVd 1 /=i\" [t o .
Ot to) = Te mJo T =N~ — (2 /dtl---/ dt,T(H(t) - H(t,) ),  (2.1.13)
= n!\ h t to

ahol T' az id8rendezés operatora, amely id5tél fiiggd operatorok szorzatara ugy hat, hogy jobbrdl
balra haladva a tényez& operatorokat monoton névekvé idéargumentumuk szerint rendezi.
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operatort, amely megérzi az allapotvektorok skaldris szorzatiat (és igy
normajat is) definicié szerint unitér operatornak nevezziik. Az evolucids
operator tehat unitér operator. Meg lehet mutatni, hogy az U operator
akkor és csak akkor unitér, ha létezik az inverze és az megegyezik az
adjungaltjaval: U~! = U120

Alkalmazzuk az unitarités feltételét az U(t 4 0t, t) evoliiciés operatorra:

14+ 0((6t)) = [U(t + 6t, )] 2U(t + 6t, to) = [U(t + 6t, to)]TU(t + 6t, 1)

= (U(t,to))T<1 + 5tHT) (1 — —5tH) (t,10)
=1+ %6t<ﬁ(t,to)) <HT H) U(t, to) + O((61)?), (2.1.15)

ahonnan A R
H'=H (2.1.16)

adodik. Ez azt jelenti, hogy a Hamilton-operator linearis, 6nadjungalt opera-
tor.

2.1.3. A Hamilton-operator fizikai jelentése

Miutdén a H Hamilton-operdtor onadjungalt, azért ez az operator is fizikai
mennyiség operatora. Kérdés, hogy mi az a fizikal mennyiség, amelynek operdtora
a H Hamilton-operator. A Schrodinger-egyenlet (2.1.1) alakjabdl latszik, hogy a H
operator hatarozza meg, hogy infinitezimalis id6beli eltolas soran mennyivel valtozik
meg a fizikai rendszer allapotvektora.

Tegytik fel, hogy a K inerciarendszerben nyugvo érak altal mért idét t-vel
jeloljik és a P pontban egy fényfelvillanas kijeloli azt az objektiv idopillanatot,
amelyet a K-ban nyugvo orak tp-nek mutatnak. Legyen K’ egy masik inerciarend-
szer, amelyik K-hoz képest nyugalomban van és csak abban kiilonbozik K-tél, hogy
a K’-ben nyugvé orak (amelyek egyébként K-ban is nyugalomban vannak) akkor
mutattak ¢ = 0-t, amikor a K-hoz tartozd érdk ¢t = —dt idot mutattak. Ekkor
a P-ben tortént fényfelvillandashoz K’-ben a t), = tp + 0t idOpillanat tartozik. A

20Az U operdtor inverze akkor és csak akkor létezik, ha U értelmezési tartomsnya és
s¢rtékkészlete” megegyezik és az operdtor kolesonosen egyértelmi leképezést valdsit meg; ek-
kor UU~! = U0 = 1, ahol 1 az értelmezési tartoményon azonos leképezést megvalosito
egységoperdtor. Az unitaritds definiciéja értelmében tetszdleges, normalt, kezdeti |vg) és |¢o)
allapotvektor esetén

¢ = (¢oltho) = (@)W () = (U(t,to)bo, U(t, to)vo) = (dolUT (£, t0)U (¢, to)|tho) (2.1.14)

kell teljesiiljon, ami akkor és csak akkor lehetséges, ha UT(t,t0)U(t, to) = 1 az egységoperétor.
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vizsgalt fizikai rendszer [ip) allapotvektora a fényfelvillands objektiv pillanatédban,
mint az ido6 fiiggvénye

[Wp) = [b(tp)) = [/ (tp)) (2.1.17)

hatdrozza meg rendre a K, ill. az ,,id6ben eltolt” K’ rendszerben a hulldmvektor
id6fliggését, ahol az objektiv id6pillanat tetszéleges lehet. Ha felhasznéljuk a (2.1.1)
Schrodinger-egyenletet, akkor irhatjuk, hogy

[W(tp)) = [¢'(th)) = [¥'(tp +6t))
10t »
= [¥'(tp)) — —H(tp) W' (tp)), (2.1.18)
azaz a hullamvektor megvaltozasa az érdk nullhelyzetének infinitezimdlis eltolasa
(az infinitezimédlis id6beli eltolds) kévetkeztében

10t ~ 10t ~
[0'(6) = [¢0) = - HOR' (1) = 2= H (O (0) + O(38)°). (2.1.19)
Latjuk tehat, hogy a hullamvektornak az infinitezimalis idObeli eltolas miatti megval-
tozasat a Hamilton-operator hatarozza meg. Azt mondjuk, hogy a Hamilton-opera-

tor az infinitezimalis idébeli eltolas generatora.

Nézzik most meg, hogyan véltozik a H fizikai mennyiség értéke, ha a rendszer
allapota a Schrodinger-egyenlet dltal meghatarozott modon fejlodik és H nem fiigg
explicit modon az id6tol:

ol = (Gl + wolr ()
= — WO + O HA(D) =0 (2.1.20)

A H fizikai mennyiség tehdt az idébeli infinitezimalis eltolds sordn megmarad, ha
nem fiigeg az id6tol explicit médon. Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy

1. a H operator az infinitezimalis id6beli eltolasokat generalja;

2. ha a rendszer az idobeli eltolassal szemben invarians, azaz a H
operator nem fiigg az id6tol, akkor a H az a mennyiség, amelyik
ezen szimmetria kovetkeztében megmarad.

A klasszikus fizikaban meggy6z6dtiink arrdl, hogy az a mennyiség,
amely a fizikai rendszer id6beli eltolassal szemben mutatott szimmetriaja
kovetkeztében marad meg, a rendszer energiaja. Ezt az értelmezést a
kvantummechanikaban is fenntartjuk. A H operatornak megfelel6 fizikai
mennyiség tehat a rendszer energiaja. A klasszikus mechanikdban lattuk,
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hogy az energia mint az altalanos koordindtak és a hozzajuk kanonikusan kon-
jugalt impulzusok fliggvénye nem mas, mint a rendszer Hamilton-fliggvénye. Ha
a megfeleltetési elvet és a Heisenberg-féle csererelaciékat alkalmazzuk a
klasszikus Hamilton-fiiggvényre, akkor operatort kapunk, a H Hamilton-
operatort, amely a klasszikus fizikai rendszernek megfelel6 kvantumme-
chanikai rendszer Hamilton-operatora. A tovabbiakban elfogadjuk, hogy
minden kvantummechanikai rendszernek van egy H Hamilton-operatora?!,
amelynek varhato értéke a rendszer energidja és amely pontosan meg-
mondja, hogy mi az a fizikai rendszer, amelyet vizsgalunk.

2.1.4. A Hamilton-operator, mint fizikai modell

A Kklasszikus mechanikdban a fizikai rendszer Hamilton-fiiggvényét kellett explicit
modon megadni, mint az altalanos koordinatak és a hozzdjuk kanonikusan kon-
jugdlt impulzusok fiiggvényét ahhoz, hogy egyértelmiien megmondjuk, mi a vizsgalt
fizikai rendszer. A kvantummechanikaban a Hamilton-operatort kell expli-
cit médon megadni, hogy egyértelmiien megadjuk, mi az a kvantumme-
chanikai rendszer, amelyet vizsgalunk. Az egyszeriibb esetekben a Hamilton-
operator a rendszer részecskéinek helyzetét megadd Descartes-koordinatak operato-
raibdl és a hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzusok operatoraibdl alkotott kife-
jezés. Ha a részecskéknek a helykoordindtaikon és impulzuskomponenseiken kiviil
méas szabadsagi fokaik is vannak, mint pl. sajat impulzusmomentumuk (spinjik),
akkor a Hamilton-operator azok operatoraitdl is fliigghet. A kvantummechanika,
mint elmélet egy keretet szolgaltat, amelynek segitségével tetszoleges fizikai rendszer
ugyanazokkal a modszerekkel targyalhatd. Minden fizikai rendszer allapotvektoranak
idofliggését a Schrodinger-egyenlet hatdrozza meg. A valésdgos fizikai problémaék
megoldasahoz azonban ez a keret nem elegendo, sziikséges egy fizikai modell, amely-
nek alapjan megadjuk a rendszer Hamilton-operatoranak explicit kifejezését. Ennek
a modellnek a konkrét megalkotdsa az egyes fizikai rendszerek esetén a fizika egy na-
gyon fontos feladata. Sokszor szokas a fizikai rendszer modelljét magaval a rendszer
Hamilton-operatoraval azonositani.

21Val6jaban csak a zart, azaz a kornyezetével koleson nem hatd, vagy pedig a kiilsé térbe helye-
zett kvantummechanikai rendszernek értelmezheté a Hamilton-operatora. Akkor mondjuk, hogy
a vizsgalt rendszer kiilsé térben van, ha a kornyezetével valé kolcsonhatasa leirhaté néhany, az
idének adott fiiggvényeként valtozé paraméterrel. A kiilsé térbe helyezett rendszer nem zart,
de azért létezik Hamilton-operatora, mert a kornyezo testekkel valé kolecsonhatédsa leirhato ezzel
a néhany paraméterrel, kiilsé térrel, és nem igényli a kornyezet valamennyi szabadségi fokanak
részletes szerepeltetését. A kiilsé tereket leiré paraméterek a kornyezet valamely kollektiv visel-
kedését leir6 ugynevezett kollektiv koordinatak. Ha a rendszer nem zért, és a kornyezettel valo
kolcsonhatdsa nem irhaté le néhany, az id6 adott fiiggvényeként valtozé kollektiv paraméterrel,
kiils6 térrel, akkor nem irhatunk fel olyan Hamilton-operdtort, amely csak a vizsgalt rendszer
szabadsagi fokait tartalmazza és mégis szamot ad annak kornyezettel val kolecsonhatdsardl.
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2.2. Fizikai mennyiségek idofiiggése

Legyen f(t) tetsz6leges fizikai mennyiség, amelynek operatora f () az idétél is fligg
explicit médon. Mi lesz a mozgasegyenletek altalanositasa? Hogyan véltozik az
id6 fiiggvényében egy tetszOleges fizikai mennyiség varhato értéke? A valaszt a
Schrodinger-egyenlet felhasznélasaval konnyen megkapjuk. Az f fizikai mennyiség
véarhat6 értéke (()|f(8)|w(t)) a [o(t)) dllapotd rendszerben. A vérhat6 érték idé
szerinti elsé derivaltja:

SO ORO)
= (o) fonwo) + walio Feo)) + wol( 10 vo)
i d

SO F) — FORDBO) + (600 (Eﬂt)) . (221)

Az f fizikai mennyiséget megmaradé fizikai mennyiségnek nevezziik, ha
varhaté értéke dllandd, azaz nem fiigg az id6tSl. A (2.2.1) egyenletbél a
kovetkezoket olvashatjuk ki:

1. Ha az f fizikai mennyiség operatora az id6tol explicit médon nem
fugg, azaz % f (t) = 0, akkor az f fizikai mennyiség akkor és csak ak-
kor megmaradd, ha az operatora felcserélhet6 a rendszer Hamilton-
operatoraval, azaz

[f, H] = 0. (2.2.2)

2. Ertelmezhetiink egy olyan f operatort, amelynek varhaté értéke az f
operator varhato értékének az ido6 szerinti els6 derivaltja tetszoleges
allapotban:

A0

h

Példaul, ha f = 1 az x helykoordinata operdtora, akkor az

A+ % i), (2.2.3)

?

- [H ] (2.2.4)

z

operatort tekinthetjiikk a v, sebességkomponens operatoranak, mivel & nem
fligg explicit modon az id6tél. Ez természetesen egy masképpen értelmezett
sebesség, mint ahogy azt a klasszikus mechanikdban vezettiikk be. Tudjuk
azonban, hogy a hatarozatlansagi elv értelmében a klasszikus mechanikai de-
finicié nem tarthaté fenn. Altaldban a klasszikus mechanikdban id6 szerin-
ti derivalassal leszarmaztatott mennyiségek kvantummechanikai megfelel6it a
(2.2.3) szabéllyal tudjuk konzisztens médon értelmezni.

41



Az f fizikai mennyiség akkor és csak akkor megmarado, azaz a varhaté
értéke tetszoleges allapotban akkor és csak akkor alland6 az id6ben, ha

az f mennyiséghez tartozé f operator azonosan zérus, azaz ha teljesiil,
hogy??

H L =o. (2.2.5)

2.3. Stacionarius allapotok
2.3.1. A stacionarius allapot fogalma és idofiiggése

Tegyiik fel, hogy a rendszer Hamilton-operatora nem fiigg az id6t6l explicit médon.
A stacionarius allapotok az id6tol fiiggetlen Hamilton-operator sajatalla-
potai. Ezeket az jellemzi, hogy az id6tol csak egy egységnyi abszolut
értékili komplex fazisfaktor révén fiiggenek.

Tekintsiik a Schrodinger-egyenletet,

ihoi(t)) = HIb(t)), (2.3.1)
és keressiik azokat a megoldasait, amelyek a H Hamilton-operatornak sajatvektorai:
H[y(t)) = E|¥(t)). (2.32)

Mivel H hermitikus operétor, azért tudjuk, hogy a sajatértékek valosak, a sajatvek-
torok pedig ortonormalt teljes rendszert alkotnak. Indexeljiik az egyes sajatértékeket
és sajatvektorokat a sajatértékek monoton névekvo sorrendjében n = 0,1,2,...
egész szamokkal. (Feltessziik, hogy a rendszer véges térfogatban mozog, ekkor az
energiasajatértékek mindig diszkrétek, tovabbd, hogy a sajdtértékek nem elfajultak.)
Ekkor

H|, (£)) = Enltbn (1)) (2.3.3)
és a stacionarius allapotokra felirt Schrodinger-egyenlet
ihOy |1, (1)) = En|thn(t)) (2.3.4)
alakot 0lt, amelynek a megoldésa
(1)) = e HE O] (1)), (2:3.5)

22 A jegyzetben a kvantummechanikai folyamatok olyan leirdsmédjat hasznéljuk, amikor a kvan-
tumrendszer idobeli valtozasat az allapotvektoranak az idofliggése irja le. Ez az dgynevezett
Schrodinger-kép. Ebben a targyaldsmdédban a fizikai mennyiségek operatorai csak akkor fiigg-

nek az id6tdl, ha ezt kiilsé beavatkozés okozza. A bevezetett f operator nem derivalt operator, és
az explicit id6fliggés szerinti derivalds df /dt vagy Of /0t jelolése nem okoz zavart.
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ahol |, (ty)) az id6tél fiiggetlen staciondrius dllapotvektor. A stacionérius
dllapot allapotvektoranak teljes idéfiiggése az e~ nfn(t—to

jelenik meg.

) fazisfaktorban

Természetesen a stacionarius allapot energijja,

n = <¢n(t)|H|¢n(t)> = <¢n(t0)|ﬁ|wn(t0)> (2'3'6)

a Hamilton-operatornak éppen az a sajatértéke, amelyhez a stacionarius
Allapot, mint sajatvektor tartozik?:.

A legkisebb, F, sajatértékhez tartozo sajatallapotot a rendszer alap-
allapotanak nevezziik. Csak az a Hamilton-operator tekinthet6 valésagos
fizikai rendszer modelljének, amelyhez tartoz6 energiasajatértékek spekt-
rumanak van alsé korlatja. Ellenkezd esetben a rendszernek nem lenne véges
energiaju alapallapota, ami azt is jelentené, hogy a rendszerbol korlatlanul lehetne
energiat kinyerni. Ez pedig ellentmond a tapasztalatnak.

Az E, > Ej energidju staciondarius allapotokat a rendszer gerjesztett allapo-
tainak nevezziik, az F,, — E energiakiilonbségeket pedig gerjesztési energiaknak.

2.3.2. Fizikai mennyiségek varhatoé értéke stacionarius allapotban
Legyen f tetszoleges olyan fizikai mennyiség, amelynek operatora nem

fiigg explicit médon az idotol. Az ilyen fizikai mennyiség varhato értéke
stacionarius allapotban idében allandé:

d - ' PN
DT (0)) = =5 Wu (O = FHI(0)
= —= Ea(n(®)|flvn(t)) = (O] fln(6)] = 0. (23.7)
Ez indokolja, hogy miért nevezziik az ilyen allapotot stacionariusnak: van ugyan

idofiiggése az allapotvektornak, de valamennyi az id6tdl explicit médon nem fliggd
fizikai mennyiség varhato értéke fiiggetlen az id6tol.

ZEléfordulhat, hogy valamely FE, energiasajatértékhez d, > 1 dimenziés altér tartozik az
allapottérben, amelynek vektorai mind ugyanahhoz az energiasajatértékhez tartozo sajatvektorok.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy az energiasajatérték, ill. a neki megfelel6 energiaszint elfajult (de-
generalt), mégpedig annyiszorosan, amennyi az adott energiasajitértékhez tartozé altér dimen-
ziéja. Ekkor vélaszthatunk ebben az altérben a sajatvektorokbdl egy ortonormédlt bézist. Ezen
bazisvektoroknak megfelel$ staciondrius allapotok mind azonos e~ %Pt alakii id6fiiggéssel rendel-
keznek.
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3. ALAPVETO FIZIKAI MENNYISEGEK

Ebben a fejezetben az absztrakt dllapotvektorok H terét fliggvények terével abrazol-
juk, a H allapottér vektorain haté linearis operatorokat pedig az abrazolasi fliggvény-
tér felett hatd linedris operatorokkal. Megmutatjuk, hogy hogyan dbrazoljuk kilon-
b6z6 hullamfiiggvényekkel ugyanazt a fizikai dllapotot ill. kiilonb6z6 matrixokkal
ugyanazon fizikai mennyiség operatorat attol fiiggden, hogy a H &allapottér melyik
bazisat valasztjuk az allapotvektorok és operatorok abrazolasanak alapjaul. Meg-
mutatjuk, hogy a kiilonboz6 bazisvalasztasokbol adédo abrazolasok mind ekviva-
lensek. Megkeressiik tovabba a legfontosabb fizikai mennyiségeknek, mint pl. a
Descartes-féle helykoordinata, a hozza kanonikusan konjugalt impulzuskomponens,
az impulzusmomentum és a sajatimpulzusmomentum, vagyis a spin operatoranak
explicit alakjat.

3.1. Az allapotok és az operatorok abrazolasa
3.1.1. Ismétlés: fizikai mennyiségek

A fizikai mennyiségekrol azt tanultuk meg eddig, hogy nekik onadjungalt operdtorok
felelnek meg. Az onadjungélt operatorok sajatértékei valdsak és azokat a megfelel
fizikai mennyiség lehetséges értékeivel azonosithatjuk. Ezek alkotjak az adott fizikai
mennyiség spektrumat. Ha a fizikai rendszer az f fizikai mennyiség f operatoranak
|pn) sajatallapotdaban van, akkor az f mennyiségnek ezen a rendszeren elvégzett
mérése w = 1 valdszintiséggel a |¢,) sajatéllapothoz tartozé f,, sajétértéket szolgél-
tatja. A sajatértékre és a sajatvektorra fennéll az

f|¢n> = ful®n) (3.1.1)

sajatértékegyenlet. Az f fizikai mennyiség f operatoranak normalt sajatvektorai a
rendszer allapotterében ortonormaélt teljes rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy
tetszoleges |1) dllapot felbonthatd ezen |¢,,) sajatvektorok linedris kombindcidjara:

) =D caldn), (3.1.2)

ahol

és a sajatvektorok kielégitik a

<¢n‘¢m> = 5n,m (3.1.4)

ortonormaltsagi reldciét. A ¢, egylitthatok altaldban komplex szamok és a [¢)
allapot normaltsaga miatt eleget tesznek a

D el =1 (3.1.5)
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feltételnek. Ezért az egyes valds |c,|? tagok valészinfiségek, annak a valdszintiségei,
hogy az f mennyiségnek a [¢)) allapoton elvégzett mérése a vizsgélt rendszert az
n-edik sajdtértékhez tartozd |¢,) sajatdllapotba viszi 4t*'. Ha a tetszdleges |¢)
allapotu rendszeren elvégezziik az f fizikai mennyiség mérését, akkor valamelyik f,
sajatértéket kapjuk eredménytil. Ha nagyon sokszor, egymastdl fiiggetlentil ismétel-
jik meg az f mérését jelento kisérletet, azz ugyanazon rendszernek ugyanabban a
|1) allapotban levé ,,mésolatain” végezziik el az f mérését, akkor bizonyos relativ
gyakorisdgokkal kapjuk az egyes lehetséges f, értékeket, mint mérési eredményeket
az egyes egyedi kisérletekben. A kisérletek szaméval végtelenhez tartva, ezek a
relativ gyakorisdgok meghatdrozott hatérértékekhez, a w, = |c,|* valészinfiiségekhez
tartanak. Az allapot normaltsdga biztositja, hogy az Osszes lehetséges eredmény
valésziniiségeinek Osszege 1. Azt mondjuk ilyenkor, hogy az f mennyiségnek a )
allapotban az értéke az

¢|f|¢ ZC Cm ¢n|f|¢m = Zczcmfm(sn,m = Z |C7L|2fn
=) |<¢nw>|2fn (3.1.6)

varhaté érték. Ezt - mint latjuk - a valoszintiségszamitas szokasos szabalya szerint
kell kiszamitani: az egyes lehetséges értékeket szorozni kell el6fordulasuk valoszintisé-
gével, majd a kapott szorzatokat osszeadni. Az egyedi f,, mérési eredmények szérasa
altalaban jelentés, ezt az f mennyiség bizonytalansdganak, vagy hatarozatlansaganak
nevezzik:

A= G=F7 = [Z a2 — f)?] g (3.1.7)

n

Végiil, az egységoperatort felbonthatjuk az f operator sajataltereire vetitd projektor-
operatorok Osszegére. Az egységfelbontast a fenti esetben (amikor minden sajét-
altér egy-dimenzids) formélisan az aldbbiak szerint kapjuk:

1) = chwn = |n)(dnlv), (3.1.8)

ahonnan

L= [én){(nl- (3.1.9)

A megfelel6 matematikai hattér részletes ismertetése nélkiil megadjuk a fenti osszefiiggések
altaldnositdsat arra az esetre, ha az f fizikai mennyiség spektruma folytonos, azaz az f' € Iy

24 Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink el attél az esettdl, amikor a sajitértékek elfajultak és
egynél nagyobb dimenzids sajatalterek tartoznak hozzdjuk. A fentieknek erre az esetre torténé
altalanositasa kézenfekvo, de meghaladja a jelen jegyzet kereteit. Ugyancsak nem fogunk annak az
esetnek a finom matematikai elemzésével foglalkozni, amikor a sajatértékek folytonosak és a véges
normaju allapotok definicidja mélyebb megfontoldst igényel.
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értékeket veheti fel, ahol I a valés szamegyenes egy intervalluma. Ekkor a H Hilbert-tér ,,bedgyaz-
haté” egy olyan b&vebb vektortérbe, amelyben az

Flibg)y = Flgo) (3.1.10)
sajatértékegyenletnek vannak megoldasai, s azok ortonormadlt teljes rendszert alkotnak a
prlibyr)y = o(f" = f) (3.1.11)

ortonormaltségi reldciot elégitve ki. Ezek a |¢f) vektorok nincsenek benne a Hilbert-térben, nem
felelnek meg valédi fizikai dllapotoknak, de mégis minden |¢) € H Hilbert-térbol vett, 1-re normélt
allapotvektor el8allithaté a |1 /) teljes rendszer vektorainak linedris kombindcidjaként:

MZLW@W% e = (pr o) (3.1.12)
f

alakban. Ekkor |cp |2df’ annak a valészinfisége, hogy f értékét a mérés az (f’, f' + df’) interval-
lumban talalja. Nyilvanvaldéan az is teljesiil, hogy

/ df'|cp|* = 1. (3.1.13)
Iy
Az egységfelbontas
i= [ aos (31.14)
Iy
alakot 6lt. A |¢) allapotban az f fizikai mennyiség varhaté értéke
F=wifle) = [ @ £ lerl? (3.1.15)
§
a szorasa pedig
1
_ 2
Af= [/ df'(f’ _f)2|cf’|2} : (3.1.16)
Iy

Tovabbi altaldnositas, ha a spektrumnak egyarant van diszkrét és folytonos része. Ekkor a
fenti Osszefliggések — értelemszertien — rendre az aldbbiak szerint médosulnak:

(Wpn |y =6(f" = [, (W5, V1) = Onims (g ]bg,) = 0;
M=Aw@wm+;mw»
ep = W), on = (W [}
i:/#M%M+ZMM%L

If n

= / df'le |+ lenl?,
Iy n

r //C/Q CQ
f—A#f|ﬂ+;huh

2

Aﬁ{/dﬂf<wwﬂuijn—ﬂ%w}
If n

(3.1.17)
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3.1.2. Az allapottér vektorainak linearis abrazolasa

Az altalanos kvantummechanikai szabalyokat el tudtuk mondani a [¢) &llapotvek-
torok és az allapottéren hato linedris operatorok absztrakt fogalmainak segitségével.
Ahhoz azonban, hogy tényleges szamolasokat tudjunk végezni konkrét fi-
zikai rendszerekre vonatkozoéan, az absztrakt allapotvektoroknak kolcso-
nosen egyértelmiien fliiggvényeket kell megfeleltetni, ezt az allapotvekto-
rok fliggvényekkel torténo abrazolasanak nevezziik. Az absztrakt allapot-
vektort abrazold fiiggvényt nevezziik hullamfiiggvénynek. A matemati-
kus abrazolas alatt azt érti, hogy az allapotvektorok terét egy-egy értel-
mien le kell képezni valamilyen fiiggvények terére. Ezzel egyiitt az
allapotvektorok tere felett hato operatorokat is le kell képezni a meg-
felelo fiiggvénytér felett haté operatorokra. Az abrazolast megvalosito
leképezéssel szemben, a kolcsonos egyértelmiiségen til néhany tovabbi
fontos kovetelmény van:

1. Legyen linearis, hogy a linearis szuperpozicié elvével 6sszhangban legyen, az-
az szuperponalt allapot hullamfliggvénye a szuperpozicioban résztvevo allapo-
tok hullamfiiggvényeinek ugyanolyan egyttthatékkal vett linearis kombinaciéja
legyen.

2. Tartsa meg a skalarszorzatot, hogy az atmeneti amplituddk és valoszintisé-
gek, ill. a fizikai mennyiségek varhato értékei ne valtozzanak.

3. Tartsa meg a Heisenberg-féle egyidejii csererelacidokat, amelyek a kvan-
talas szabdlyai. Ez a kovetelmény az el6zoekbdl kovetkezoen mar teljesiil.

Az allapottér abrazolasa a kovetkezdképpen torténik:

1. Vaélasztunk egy tetszoleges I’ fizikai mennyiséget és a neki megfelel F operétor
|F') sajatvektorainak ortonormalt teljes rendszerét:

F|F) = F|F), (F'|F)=0pp (3.1.18)
Az |F) sajatallapotok ortonormélt bazist alkotnak az allapotok terében.

2. Tetszbleges |1) allapotvektort kifejthetiink a valasztott |F') ortonormélt bazis
szerint:

) =Y crlF), cr=(Fly), (3.1.19)

ahol a cp komplex szamoknak az F' sajatérték novekvo rendje szerint rendezett
sorozatat végtelen elemi oszlopvektornak tekinthetjiikk. Az allapottérben cp
mondja meg, hogy mekkora a [¢) dllapotvektornak az | F') bazisvektor irdnydba
esO vetiilete.
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Ha F folytonosan veszi fel az értékeit a szdmegyenesen, akkor a > . — [dF
helyettesitést kell formalisan végezni, és ekkor

er = (Fl) = 0(F) (3.1.20)

az I valtozé fliggvénye, amelyet a rendszer ¢(F') hullamfiiggvényének
neveziink. Ha F' diszkrét értékeket vesz fel, akkor cp = ¢(F)-et diszkrét
pontokban értelmezett fliggvénynek tekinthetjiik. A korabbiakbol kovetkezik,
hogy a hullamfiiggvény abszolit értéke négyzetének valdsziniiségi je-
lentése van:

(a) folytonos spektrum esetén |¢(F)|?dF annak a valésziniisége, hogy
a [¢) allapoti rendszeren F' mérését elvégezve, az eredmény az
(F, F + dF) intervallumba esik;

(b) diszkrét spektrum esetén |¢(F,)|* annak a valdsziniisége, hogy
a |¢) allapotid rendszeren I’ mérését elvégezve, az eredmény F),
lesz.

. Az |F) ortonormaélt bazisvektorok, az |1) pedig normalt dllapotvektor. Kovet-
kezésképpen:

L= () =Y chep(F'1F) = chep(F|F) =Y cherdp p
F'F F' F F' F

=S ferl = S (R (3.121)
F F
Ez folytonos F értékek esetén azt jelenti, hogy

/dF|w(F)|2 =1, (3.1.22)

azaz hogy a hullamfiiggvény négyzetesen integralhato6 és abszolit értéke
négyzetének integralja 1.

V)= cplF), |¢) =) bp|F) (3.1.23)

allapotvektor skalaris szorzata

W6y =D cubp(F'|F) = Zchp (3.1.24)

F'\F

. Két tetszoleges

alakban is irhaté, ami megadja a skalarszorzat definicidjat az abrazolasi
térben, azaz a hullamfiiggvények terében:

(Y]o) = Z¢ (3.1.25)
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diszkrét spektrumi F' mennyiség esetén, ill.

(1) = / AF 4" (F)(F) (3.1.26)

folytonos spektrumi F' mennyiség esetén.

5. A H allapottér felett haté tetsz6leges O linedris operatort a ¥ (F) hullamfigg-
vények tere felett haté linedris operdtor, azaz O p» matrix dbrézol, amelynek
definicidja: R

Orp = (F|O|F"). (3.1.27)
Ezt az aldbbiakbdl latjuk:
(a) A Oly) vektor képe a U(F) = (F|O[¢) hullamfiiggvény, amely egy
|} bézisvektorokbol &llé teljes rendszer szerinti egységfelbontds, 1 =
Yo |[FY(F'| beszirdsaval a kovetkez6 alakba frhaté:

V(F) = (FIO[) =Y (FIO|F')(F'|y) = ZOFF’ F). (3.1.28)

Fl

Az O operdtor hatdsa tehat a hullimfiigvények terében ekvivalens az
Op p matrix hatasaval. Folytonos spektrumi [’ mennyiség esetén ez a
matrix folytonos indexii és

U(F) = / dF'Opp)(F'). (3.1.29)

(b) Tetsz6leges f fizikai mennyiség varhaté értéke

= (@I fly) = ZcF,cFF\f\F Zw F)fer  (3.1.30)

alakban fejezhetd ki a ¢ (F') hullamfliggvény és az
frp = (F'|f|F) (3.1.31)
matrix segitségével.

6. Konnyti ellendrizni, hogy énadjungélt ill. unitér operatornak a (3.1.24) skalar-
szorzatra nézve rendre énadjungélt, ill. unitér métrix felel meg.

Legyen f onadjungalt operator, ekkor

(fr.p)™ = (frr)" = (FIFIF)) = [(F'|fF) = (F'|f1|F) = (F|fIF) = frr,

(3.1.32)
azaz a megfeleld fr/ p matrix is 6nadjungalt.
Legyen U unitér operator, ekkor
(Upp)* = (U)o p = (F|UT|F) = (F'|UF) = (U)o e, (3.1.33)

azaz az U matrix adjungaltja azonos az U matrix inverzével.
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7. Ha vessziik az allapottérnek az F- és a G-abrazolasat, ahol F és G tetszoleges,
egyméstdl kiilonboz6 fizikai mennyiségek, akkor létezik olyan U(G « F') unitér
transzformacié, amely az egyik dbrézoldst atviszi a mésikba gy, hogy a |¢) dllapot
F-képét annak G-képébe és tetszileges f linedris operator F-abrdzolasbeli fr pr
matrixdt annak a G-dbrazoldsbeli fg ¢ matrixdba viszi 4t.

Induljunk ki a |¢) dllapotvektor G-abrézoldsbeli 1(G) hulldmfiiggvényébdl és fejezziik ki
azt az F-dbrazolasbeli ¢ (F) hulldmfiiggvénnyel:

U(G) = (Gly) =Y (GIF)(Flp) =Y (G|F)p(F). (3.1.34)

Latjuk, hogy a hulldmfiiggvényt a Bg r = (G|F) métrix transzformélja az F dbrézolds-
bél a G dbrézoldsba. Forditva, nyilvdnvaléan a Crg = (F|G) matrix transzformél a G
abrazolasbdl az F' &brazoldsba. Ugyanakkor a skaldrszorzat tulajdonsdga miatt Cp g =

(Bg.r)* = (B")pq, azaz az inverz transzformdcié C = B~! métrixa éppen az erede-
ti transzformdcié mdtrixdnak adjungéltja. Az U(G «+ F) transzformdcié mdtrixa tehdt
az Ug,rp = (G|F) unitér métrix, annak a bdzistranszformdciénak a madtrixa, amelynek

segitségével a |F') bdzisrdl a4t tudunk térni a |G) bazisra.
A bézistranszformacié U = Ug, r métrixa segitségével tetszéleges O linedris operator matrixat
is transzformalni tudjuk az F' abrazolasbdl a G abrazolasba:

Oc.cr = (GIOIG") = > (GIF)(FIO|F')(F'|G') = > UgrOpm (U e (3.1.35)
F,F’ F,F'

A fentieket Gsszegezve, az allapottér F-abrazolasa az alabbi megfeleltetést je-
lenti: A hullamfiggvény értelmezési tartomanya az F' fizikai mennyiség spektru-

allapotvektor [1)) “ | W(F) = (Fv) hulldmfiiggvény
linedris operator 0] & | Op p = (F'|O|F) matrix
onadjungalt operator fT = f > [ p = frr onadjungalt matrix
unitér operdtor Ul=U'| o | (U Ypr =Upp unitér matrix

ma. Folytonos spektrumi F' mennyiség esetén a t(F) = (F|¢) hullamfiiggvény
a valés szamegyenes valamely intervalluman van értelmezve, a fizikai mennyiség
frr = (F| f |F) métrixa pedig folytonos indexii métrix. Diszkrét spektrumi F
mennyiség esetén a hullamfiiggvény a valds szamegyenes diszkrét pontjaiban van
értelmezve, az fp p métrix pedig diszkrét index(i matrix. Folytonos spektrum esetén
a sajatértékekre vonatkozé Y . Gsszegzést [ dF integréllal kell helyettesiteni az F
mennyiség spektrumanak megfelel6 intervallumon.

Az F-abrazolasban maganak az F mennyiségnek a matrixa diagonalis:
(F'|F|F) = F(F'|F) = Fop p, (3.1.36)

ahol a diagonalisban F sajatértékei, azaz az F' mennyiség lehetséges értékei szere-
pelnek. Folytonos indexek esetén a dp p Kronecker-deltét a 6(F' — F') Dirac-deltéra
kell cserélni.
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A fenti, linedris abrazolds fontos kovetkezményei,

. hogy operatorok linearis kombinacigjanak a megfelel6 matrixok u-
gyanolyan egyiitthatdkkal képezett linearis kombinacigja felel meg,

. hogy operatorok egymas utani végrehajtasanak a megfelel6 matrixok
egymas utani ugyanolyan sorrendii alkalmazasa felel meg, ill. hogy

. operatorok kommutatoranak a megfelel6 matrixok kommutatora fe-
lel meg. Utdbbi azt is jelenti, hogy az absztrakt operatorokra vonat-
koz6 Heisenberg-féle csererelaciok ,,atorokitédnek” az abrazolasok
matrixaira.

Az elmondottakbol kévetkeznek az alabbi szamolasi szabalyok:

. Barmely O = 0 alakd operatoregyenletet automatikusan matrixegyenletté
frhatunk at az F-dbrazoldsban, ha balrdl tetszéleges (F'|-val, jobbrol tetszéleges
| F")-tel szorozzuk:

O =0= (F|O|F") = Op = 0. (3.1.37)

Ha O operétorok szorzata, akkor a megfeleld matrixegyenletet formalisan ugy
kapjuk, hogy a tényez6k kozé egységoperdtorokat ,,szirunk be” 1 =3 . |F)(F|
alakban, pl. 0,0, = 0 a kovetkezé matrixegyenletet jelenti:

0= (FlO:01|F') = (F|O:104|F') =) " (F|Oo|F")(F"|O1|F')
F//

= 3 (02) 5 (O1) o (3.1.38)

Fll

. Barmely lineéris vektoregyenletet, O|¢)) = 0, automatikusan 4tirhatunk az F-
abréazolas (F|¢) hullamfiiggvényére vonatkozé egyenletté tigy, hogy az operdtor
és az allapotvektor kozé ,,beszurunk” egy egységfelbontast és az egyenletet
balrél szorozzuk tetszéleges (F|-val:

0= (FIO|g) = (FIOL|w) = Y (FIO|F')(F'|4)

F/
= Oppib(F), (3.1.39)
Fl
azZaz

Ol) =0="Y  Oppv(F') =0. (3.1.40)
=
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3.2. A hullamfiggvény koordinata-reprezentaciéban
3.2.1. Pontrészecske

Taldn a legkézenfekvobb lehetéség, hogy az abrazolas alapjaul szolgalé F fizi-
kai mennyiségnek a Descartes-koordinatakat valasztjuk. Ez a koordinata-
reprezentacio. Egyetlen részecskébdl allé rendszer esetén F' szerepét a részecske
helyzetvektordnak 3 Descartes-komponense, (x,y, z) veszi at. A |¢)) allapoti részecs-
ke koordinata-hullamfiiggvénye

) < ¥(x,y,2) = (2,9, 2[¥) (3.2.1)

harom-valtozés fiiggvény®. Itt |x,y, z) olyan allapotvektor, amely a Descartes-
koordinatak z, y és Z operatorainak kozos sajatvektora:

Ty, z) =zl y,2),  Ylv,y,2) =ylvy, 2),  Ery z) =zlvy, ), (3.2.2)

amit tomoren igy jelolhetiink: R
T = T|7). (3.2.3)

Ekkor az allapotvektorok skalarszorzata,
Wlo) = [ do [ dy [ d:vle.y. 2w .200)
~ [ax [y [z @y 2ot = [ @om, G20

véges és ennek kovetkezménye, hogy a hullamfiiggvény négyzetesen integralhato,

azaz hogy az
[ [y [ @ity ap = [amemr (3.2.5)

integral véges. Ez biztositja, hogy az allapotfiiggvények is normalhatok:

/da:/dy/dzw(x,y,zﬂ? = /dﬂ¢(f‘)|2 =1 (3.2.6)

Az az éltaldnos érvényti allitas, hogy tetszéleges F-abrazoldsban a c(F') hullam-
fliggvény valdszinliségi jelentéssel bir, most a kdvetkezo tartalmat kapja: a

dw(7) = | (z,y, 2) P dedydz = [ (F)|*di (3.2.7)

infinitezimalis mennyiség annak a dw(r) valésziniisége, hogy a részecske az © =
(x,y, z) pont kdrnyezetében felvett dV = dxdydz = dr infinitezimadlis térfogatelem-
ben talalhaté. A normalési integral azt jelenti, hogy a részecske az egész térben
valahol bizonyosan, azaz 1 valdszinliséggel megtalalhato.

ZHa F jeloli a négyzetesen integralhaté egy-valtozés f(z) fiiggvények terét, akkor a v (z,y, 2)
hullamfiiggvény az F ® F ® F tenzori szorzattér eleme, mint 3-valtozos, négyzetesen integralhato
fliggvény.
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Az allapottérnek ezt az abrazolasat, amikor az allapotvektoroknak
helykoordinataktol fiiggo, négyzetesen integralhaté hullamfiiggvényeket
feleltetiink meg, az allapottér koordinata-reprezentaciéjanak, vagy sok-
szor csak roviden koordinata-reprezentaciénak nevezziik. Alabb a legfonto-
sabb fizikai mennyiségek operatorait és sajatfiiggvényeit fogjuk megadni koordinata-
reprezentaciéban.

Ha megtalaltuk, hogy az f operatornak a koordindta-reprezentacioban milyen
foy zany > matrix felel meg, akkor ennek a matrixnak a segitségével irhatjuk, hogy

(@l flv) = / dadydzde'dy d2' 6™ (x,y, 2) foyzary 20 (@1 2), (3.2.8)

ahol ¢(x,y, z) és ¥(x,y, z) tetszbleges dllapotok hulldmfiiggvényei. Ha az f fizikai
mennyiség matrixa koordinata-reprezentacioban diagondlis, azaz

fogoary o = foy[0(x — 2oy —y)o(z — 2)] = fro(F—F) (3.2.9)

alaku, ahol fxvy,z = f; az x, 1y és z koordinatak fliggvényére haté differencialoperator,
akkor a fizikai mennyiség operatoranak tetszéleges |¢) allapotvektorra a hatdsa az
(r1v) hullamfiiggvénybdl az

~

<ﬂﬂw>::u/mﬂﬂﬂf>
- / 0 f-5(7 — 7)o (7)
= [ () (3.2.10)

fliggvényt allitja el6. Az fz,y,z = j‘} operatort az f operator koordinata-reprezentacio-
beli alakjanak szoktuk nevezni. Tetsz6leges |¢) és |1)) dllapotok kozott az f operdtor
matrixeleme az alabbi alakban irhato:

<wﬁwZ/mwww@%@ﬁwwL%@:/ﬁwmﬁwm (3.2.11)

A korabban elmondottak értelmében az & koordindta-operatort az
<LU/, y/v Z/‘Ii".]}, Y, Z) = LIZ‘<LIZ‘/, y/u Z/|LIZ', Y, Z> = :(;5(;1;/ - LIZ‘)(S(y/ - y)é(zl - Z) (3212)
folytonos indexii diagonalis matrix abrézolja a koordinata-reprezentaciéban, azaz
1) (o, 21010} = [ da'dy'd oy, 2ale' o' o 2 )

= /da?/dy'dz'xlé(x —2)o(y —y)o(z = (2, ) = w(w,y, 2),
(3.2.13)
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azaz a koordinata-operator hatisa a koordinata-hullamfiiggvényre egy-
szerlien a megfeleld6 koordinataval valé szorzas. Mivel hasonld osszefliggés
valamennyi Descartes-koordinatéara igaz, tomoren irhatjuk, hogy

T 4 (77l0) =Fellu) = Fo(). (32.14)

3.3. A helykoordinata és az impulzus
3.3.1. A helykoordinata operatoranak sajatérték-egyenlete

Koordinata-reprezentaciéban a Descartes-koordinata operatorat a
(2'|Z|z) = z6(x — o) (3.3.1)

folytonos indexii méatrix abrazolja. Ennek kovetkeztében a koordindta operatora
ugy hat a koordinata-reprezentacioban felirt hullamfiiggvényre, hogy szorozza azt:

#(z) = 2y (). (3.3.2)

Miel6tt tovabbmegyiink, tegyiik fel a kérdést, hogy melyek a koordinata-operdator
sajatfliggvényei, azaz hogy mi a megoldédsa az

Bty (1) = Totay () (3.3.3)

sajatértékegyenletnek. A vélasz az, hogy a négyzetesen integralhaté fliggvények
kozott nem taldlhato ilyen fiiggvény. Ha azonban a fliggvény fogalmat kiterjesztjitk
és tobbek kozott megengedjiik kozottiik a Dirac-deltat is, akkor mar talalunk meg-
oldast a sajatérték-egyenlethez:

Yo () = (2 — 20), (3.3.4)

hiszen
gy (1) = 20(x — x9) = Ted (T — T¢). (3.3.5)

A, (z) = 0(z—xg) fliggvények, ahol xy végig fut a valds tengelyen, nem normélha-
tok a szokésos értelemben, teljesitenek azonban egy altalanositott ortonormalt-
sagi relaciot:

[ dwzy @) = 3Gz~ ) (3.3

ugyanis

/dxé(x — x)0(x — o) = 0(x0 — xp) /dxd(x — x0) = d(xo — x3). (3.3.7)
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Ezenkiviill bArmelyik ¢ (x) hullamfiiggvény egyértelmiien kifejthet6 a koor-
dinata-sajatfiiggvények szerint:

P(r) = /dx’a(x—x’)¢(x’) = /dx'w(x')wxf@% (3.3.8)

ahol
(') = / U2 (2)(a) (3.3.9)

a kifejtési egytitthatok. Elmondott tulajdonsdagaiknal fogva a koordinata-sajatfiigg-
vények annak ellenére hasznosak a kvantumfizikai szamitasok soran, hogy nem je-
lentenek fizikai allapotokat.

A (3.3.8) egyenlet gy is értelmezhetd, hogy a [¢) = 1|¢) egyenléség koor-
dinata-reprezentacioban kiirt alakja, ahol

hiszen ennek matrixa a koordinata-sajatvektorok bazisaban éppen
(@/[]z) = (o) :/ daro(a'|20) (o) :/ dod(x' — 20)3 (w0 — x) = 8(a’ — @),

(3.3.11)

3.3.2. Az impulzus Descartes-komponensének operatora

Keressiik meg most az impulzus p, Descartes-komponensének operatorat koordinata-
reprezentaciéban. Tudjuk, hogy reprezentaciétol fliggetleniil fenn kell allnia a Heisen-
berg-féle csererelaciénak:

(2, pe] = ih. (3.3.1)

Olyan (2'[p,|x) métrixot kell tehat keresni, amelyre teljesiil, hogy
/ da” ((z|2|2") (2" |pg| 2y — (z|pa|a”) (2" 2|2)) = ihd (' — x). (3.3.2)
Behelyettesitve a koordinata-operator ismert matrixelemét,
/dm”[é(:c — 2N {x" |po |2y — (x|p|2”")o (2" — 2')2'] = ihd (2 — x), (3.3.3)

azaz

(x — ') (z|p.|2’) = ihd (2" — x) (3.3.4)

adodik. Ennek a megoldasa
S h :
(@[psla’) = —=0wd (2" - 2), (3.3.5)

55



mert tetszoleges 1(x) fliggvény esetén:

— / dx'(x — x')i—Z[Ox/cS(x' —x)]Y(z") = E /dx'é(x’ — 2)0y [(z — ") (2")]

1

= —ih/dz'é(m' —x)[(x — 2")Opih(2") — ()]
::m/ﬁf&ﬂ—@¢@u (3.3.6)

Az impulzus Descartes-komponensének operatora tehdt ebben a reprezentdciéban a
kovetkezoképpen hat a koordinata-hullamfiiggvényre:

[ aselinla o) = [[ar|-2ostte’ - o) uia) =

h h
:f/wmf—@@ww:fzw@zmw@ (3.3.7)
7 7

Az impulzus p, komponensének a koordinata-reprezentaciéban a p, = gaz
operator felel meg.

A 3-dimenziés térben a részecske impulzusvektora minden Descartes-

komponensének hasonlé alaki differencidloperator felel meg, amelyeket

vektoralakban foglalhatunk 6ssze?’:

| St

p==V. (3.3.9)

~

3.3.3. Az impulzus Descartes-komponense operatoranak sajatfiiggvényei

Feltessziik a kérdést, hogy melyek az impulzus Descartes-komponense operatoranak
a sajatfiiggvényei:
Dy, () = patp, (). (3.3.1)

A valasz most is hasonlé, mint a koordinata-sajatfiiggvények keresése esetén: a
véges norméju figgvények kézott nem talalunk ilyen sajatfiiggvényt. Ez azt jelenti,
hogy szigortian véve nincsen olyan fizikai allapot, amikor az impulzus Descartes-
komponense jél meghatarozott értékkel rendelkezik. A kibovitett fiiggvények
terében azonban talalhatunk olyan, nem véges normajd, altalanositott
értelemben vett fiiggvényeket, amelyek sajatfiiggvényei az impulzus Des-
cartes-komponense operatoranak:

Uy, (x) = Neibe?, (3.3.2)

26Kordbban megtanultuk, hogy a nabla-operator olyan ,,vektor-operator”, amelynek Descartes-
komponensei rendre a

0 0 0

VI:%7 vy:a_ya vz:&

(3.3.8)

differencidl-operatorok.
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ahol p, € (—o0, 00) jeloli a sajatértékeket, N pedig normaldsi tényezd. A normdldsi
tényezot ugy valasztjuk, hogy o6sszhangban legyiink a koordinata-sajatvektorokra
vonatkozo

(2'|z) = 6(2' — z) (3.3.3)
normalasi feltétellel és az egység-felbontas konvencionalis
1 >~ dp:c
i= YN 3.3.4
J= (334)
alakjaval, ezért valasztasunk
N=1. (3.3.5)
Valéban,
"yt _ 3\ OO% " A Z/Oodpi%w(mﬁ_ml)
@) = @)= [ P pde) = INE [ ek
= NZ(z" —2') = 6(a" —2), (3.3.6)
Ugyhogy a N = 1 vélasztds megfeleld.
Az _
Wy, () = eiPe (3.3.7)

impulzus-sajatfiiggvények kielégitik az alabbi altaldnositott ortonormaltsagi fel-
tételt:

Wolpa) = / A, (£, (2) = 2060, — pa). (3.3.8)

Tovabba ezek a fliggvények is teljes rendszert alkotnak, azaz tetszdleges
Y(z) fliggvény egyértelmiien kifejthetd szerintiik:

d i ip x
@D(f):/QihC(px)eh”” , (3.3.9)
ahol |
C(py) = / dre” iP="1)(). (3.3.10)
Ha a szimbdlikus ~ 4
W= [ Sck) (3.311)

alakba frjuk tetszdleges dllapotvektor impulzus-sajatallapotok szerinti kifejtését, akkor innen a |¢)
allapot hullamfiliggvényére impulzus-reprezentacidoban a

W) = [ S o) (33.12)

alak adédik. Az altaldnositott ortonorméltsagi relaciot

(P lpz) = 2mhé (ps — ) (3.3.13)
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alakban felhasznalva, a hullamfiiggvény impulzus-reprezentaciéban:
Wal) = [ dpaClp3(o. ~ 1) = OO0, (33.14)

A |¢) allapot ¢ (z) koordindta-hullamfiiggvényének impulzus-sajatfiiggvények szerinti
kifejtési egyiitthatéi tehat a |¢) dllapot impulzus-reprezentdciébeli hullamfiiggvényét
jelentik. Az F' = x-dbréizolasbdl a G = p, dbrézolasba térténd transzforméacié métrixa

(palr) = (xlpe)” =¥} () = e 7P, (3.3.15)

A koordinata-hullamfiiggvény és az impulzus-hullamfiiggvény egymasnak Fourier-transz-
formaltjai.

A 3-dimenzids térben az impulzus Descartes-komponenseihez egymassal paron-
ként kommutdlé operatorok tartoznak, azért ezeknek van kozos sajatfiggvény-rend-
szere. Ezért az egyes impulzus-komponensekre vonatkozd sajatérték-egyenletek

Py (7) = Py (7) (3.3.16)

vektoralakban foglalhaték Gssze. A megoldasaik pedig a

by (F) = e

=

(3.3.17)

impulzus-sajatfiiggvények. Ezek a térben periodikusak, k= P’ /h hullamvektorral
jellemezhetok. Az ¢ = x,y, z irdnyokban a hullaimhossz rendre

2t h

Ni="—=—, (3.3.18)
k; D;

ami a de Broglie-féle hulldimhossz. Az impulzus-sajatiiggvények nem négyzetesen
integralhatoak, mert abszolit értékiik négyzete,

W (F)]? = 1, (3.3.19)

helytdl fiiggetlen allandé. Ezért ezek nem fizikai allapotok hullamfiiggvényei. Ha
azok lennének, az azt jelentené, hogy az altaluk leirt részecske a térben mindeniitt
azonos valoszintiséggel lenne jelen. A részecskét nem lehet olyan dllapotban eléallita-
ni, amelyben az impulzusa élesen meghatarozott. A hatarozatlansagi relacié elvi
korlatot jelent ebben. A valdsdgos részecskék, amelyeket a gyorsitok eloallitanak,
soha sincsenek impulzus-sajatallapotban. A legjobb, ami el6fordulhat, hogy olyan
hullamcsomagok, amelyekben egy adott impulzus-sajatfiiggvény fordul el6 a legna-
gyobb amplitudéval. Erre még visszatériink, amikor a hullamcsomagokrol fogunk
beszélni.

Az impulzus-sajatfiiggvények teljesitik az altalanositott ortonorméltsagi rela-
ciot,

/ A7y (P (7) = (25R)260) (7 7), (3.3.20)
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és a teljességi relaciot,
»
0 = [ GaEC . Cw) = i) = [aeiTum. Eaa)

Ebbol latjuk, hogy a koordinata-hullamfiiggvény és az impulzus-hullamfiiggvény
egymasnak Fourier-transzformaltjai.

3.3.4. Az impulzusoperator jelentése

A helyzetvektor-operator és az impulzus-operator a koordinata-hullamfiiggvényekre
az

F=F p=-V (3.3.1)

differencidl-operator alakjaban hat. A helyzetvektor és az impulzus Descartes-
komponenseinek megfeleltetett fenti differencidl-operatorok kielégitik a Heisenberg-
féle csererelacidkat,

[i’j,i’k] = [ﬁj,ﬁk] = O, [i’],ﬁk] = z’hdj,k, (], k‘ =T,Y, Z) (332)
Legyen a részecske hullamfliggvénye (7). Képezziik azt a fliggvényt, amit
%6 D= i Z] La;p; operator &llit eld a tetszdleges () hullamfiiggvénybdl;
a; (7 = 1,2,3) infinitezimdlis valés paraméterek, az @ infinitezimalis, 3-dimenzids
terbeh Vektor Descartes-komponensei. Ekkor

az

L () = )
= (7 + @) — (7) + O(a?), (3.3.3)

St =

Az %5'2]5 operator hatasa tehat a koordinata-hullamfiiggvényre olyan, hogy
annak azt a megvaltozasat allitja el6, ami a koordinatarendszer infinite-
zimalis —a vektorral torténd eltolasa soran kovetkezik be. Az impul-
zus operatora tehat a vonatkoztatasi rendszer onmagaval parhuzamos
eltolasat generalja.

Kovetkezo 1épésben megmutatjuk, hogy ha a fizikai rendszernek a térbeli
eltolas szimmetriaja, akkor az impulzus varhaté értéke megmarad.

Ha a fizikai rendszernek a térbeli eltolds szimmetridja, akkor a fizikai allitdsok nem fiigghet-
nek attél, hogy mi melyik koordinatarendszert valasztjuk, a K-t vagy a hozza képest parhuzamosan
eltolt K'-t. Ezért egyrészt a rendszer Hamilton-operdtora nem valtozik meg térbeli eltoldsok sordn:
H = H', ahol H, ill. H' a rendszer Hamilton-operatora rendre a K , ill. a K’ vonatkoztatési rend-
szerben. Mdsrészt a térben eltolt K’ rendszerben minden dtmeneti amplitudénak meg kell egyeznie
az eredeti K rendszerbeli &tmeneti amplitudékkal, igyhogy a

(I H|p) = (¢/|H'|4)) (3.3.4)
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azonossdgnak kell teljesiilnie tetszéleges |¢) és |¢) dllapotvektorokra, ahol

#) = 16) + 7@ Do),
) = 1) + 3@ Blv), (3.3.5)

rendre a megfelel6 dllapotvektorok az infinitezimélisan eltolt K’ koordindtarendszerben. Innen a
Hamilton-operator transzformaciéja infinitezimalis eltolds soran

H-H = %a’- b, H] (3.3.6)
alakban adédik. Eltolasi szimmetria esetén a bal oldalon nulla all, azaz azt kapjuk, hogy
(b, H] = 0. (3.3.7)

Ha tehat a pontrészecske (mint fizikai rendszer) a térbeli eltolasokkal
szemben invarians, akkor az impulzusanak az operatora felcserélhet6 a
Hamilton-operatorral, ami - id6t6l explicit médon nem fiiggé operatorrol
1évén sz6 - azt jelenti, hogy az impulzus megmarad. Ezzel belattuk, hogy
a Heisenberg-féle csererelaciok kielégitése tutjan értelmezett impulzus-
operator olyan vektorjellegu fizikai mennyiség operatora, amely a térbeli
eltolasi szimmetria kovetkeztében marad meg. Joggal nevezziik tehat ezt
az operatort az impulzus operatoranak.

3.4. A koordinata-hullamfiiggvény valdészintiiségi jelentése

A Schrédinger-egyenlet alapjan konnyen meggy6zodhetiink a koordinata-hullamfiigg-
vény valészintiségi jelentésérél?”: a taldlati valésziniiségre kontinuitasi egyen-
letet irhatunk fel.

Didaktikai okokbdl eloszor egyetlen részecske esetén vezetjiik le a kontinuitasi
egyenletet.Ehhez irjuk fel egymas utan a hullamfiiggvényre vonatkozé Schrodinger-
egyenletet és annak komplex konjugaltjat:

iy = H,

—ihO* = H*y*. (3.4.1)
Szorozzuk meg az els6 egyenlet mindkét oldalat balrdl ¢*-gal, a masodikét pedig
¥-vel, majd integraljunk a tér egy tetszoleges V' térfogati, zart tartomanyara és
vonjuk ki a masodik egyenletet az els6ébol:

ih /V AV [ (@) + (O] = / VY B — S, (3.4.2)

2TMax Bornnak (1882-1970, német) itélték oda felerészben az 1954. évi fizikai Nobel-dfjat a kvan-
tummechanikaban végzett alapveto jelentdségii kutatdsaiért, kiilonos tekintettel a hullamfliggvény
altala adott statisztikus interpretdciéjara. A dij mdsik részében Walther Bothe (1891-1957, német)
részeslilt az altala kifejlesztett koincidencia-mddszerért és azokért a felfedezésekért, amelyeket evvel
a modszerrel tett.

60



Hasznaljuk fel, hogy koordinata-reprezentaciéban

H=H"= —QFL—QA +V(7), (3.4.3)
ekkor az egyenlet jobb oldala
2 [ avivsw - vaw
- —% V[T - (0 F0) — (F4) - (F0) — 9 - W9 + () - (9]
- ;; VdVV [p*Vp — V. (3.4.4)

A kovetkezo egyenletet kapjuk tehat:

d 0 ; ;
i A L /V AV div [* Ve — pVY]. (3.4.5)

A Gauss-tétel értelmében az egyenlet jobb oldala atirhaté a szogletes zardjelben
taldlhaté vektormezének a tetszoleges V' térfogatot hatarolé F' feliiletre vett in-
tegraljava. Azt kapjuk tehat, hogy

d ih . .
= de b= — /F dFT - [p*V — YV, (3.4.6)

ahol 7 a tetszéleges V térfogatot hatarold F feliilet kiils6 normélisa, 7-7 = 1. Innen
az aldbbiakat allapithatjuk meg:

1. Mivel az egyenlet integralis alakja tetszoleges V térfogatra igaz, ezért beldle
kovetkezik az alabbi parcidlis differencidlegyenlet:

0 h .
S = Sdiv [V — V] = 0. (3.4.7)

Ez az egyenlet kontinuitasi egyenlet, valaminek a lokalis megma-
radasat fejezi ki, aminek a siirtisége p = 1", az aramsiirilisége pedig
Jj= %[@DV@D* —*V|. A kontinuitasi egyenlet differencialis alakja:

% +div j = 0. (3.4.8)

Formailag ugyanilyen kontinuitasi egyenlet fejezi ki a klasszikus elektrodina-
mikaban a toltések lokalis megtmaradasat.

2. Ha V a teljes (végtelen) tér térfogata, akkor - az id6fejleszté operator unita-
ritdsa miatt - a bal oldalon az allapot id6tol fiiggetlen, 1-gyel egyenlé normaja-
nak az id6 szerinti derivéltja, azaz nulla all.
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3. A p skalar mez6 teljes térfogatra vett integralja tehat 1,

/ AVt = 1, (3.4.9)

és p értéke nem negativ a tér tetszoleges pontjaban, tetszoleges ido6-
pillanatban:

p=v"y =" >0 (3.4.10)

Mindezek lehet6vé teszik a koordinata-hullamfiiggvény valdszintiségi ér-
telmezését. Annak a valdszintiisége, hogy a részecskét az 7" helyzetvektora
térbeli pont koriili dV térfogatelemben megtalaljuk p(7,t)dV = |¢[2dV. A
megtalalasi valoszintiségre kontinuitasi egyenlet érvényes. Adott térfogat-
ban csak azért csokkenhet ill. n6het a részecske megtalalasi valoszintisége,
mert annak feliiletén a talalati valésziniiség ,,ki- ill. bearamlik”. A
részecske tehat nem semmisiilhet meg, és nem is keletkezhet, hanem csak
a tér kiilonb6z6 pontjaiban valé megtalalasanak valdsziniisége valtozhat
meg a kontinuitasi egyenletnek megfelel6 modon.

A normalhaté, azaz fizikai allapotokban a térbeli végtelenben a részecske
hullamfiiggvénye is és derivaltjai is eltiinnek, tgyhogy ott a talalati valdszintiség

////// ’”

és a valoszinliségi aramstiriiség is eltlinik.

Staciondrius allapotban a részecske id6tdl fiiggd koordinata-hulldmfiiggvénye
mindig (7,t) = ¢(7)e” 7" alaki, ahol E a staciondrius allapot energidja. Ezért
stacionarius allapotban mind a p(F) valésziniiségi siirfiség, mind a j(7) valésziniiségi
aramsuriség fliggetlen az id6tol, csak a helytol fiigghet. Ilyen esetben a kontinuitasi
egyenlet a

divy = 0 (3.4.11)

alakot 6lti. Ha ezt integréljuk egy tetszélegesen valasztott (térben rogzitett) V
térfogatra, akkor azt kapjuk a Gauss-tétel alkalmazasaval, hogy

f dfji = 0, (3.4.12)
oV

azaz hogy a valdszintiségi aramstriség fluxusa zérus a V' térfogatot hatarolé 0V zart
felilleten (itt 77 a hatarfeliilet kiilsé normaélisa).

3.5. A palyaimpulzusmomentum
3.5.1. Pontrészecske palyaimpulzusmomentum-operatoranak definicigja

Az 7 helyzetvektort pontban talalhaté, p' impulzusi pontrészecske palyaimpulzus-
momentuma a klasszikus mechanikaban ¢ = 7 x p. Ennek mintajara a kvantum-
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mechanikai részecske palyaimpulzusmomentumanak operatorat

1=7xp (3.5.1)
alakban értelmezziik. A helyzetvektor és az impulzus Descartes-komponenseire
vonatkoz6 Heisenberg-féle csererelaciokbol kovetkezik, hogy a palyaimpulzusmo-
mentum Descartes-komponenseinek operatorai az alabbi csererelaciékat
elégitik ki:

(o, b)) = ilil,, [0, 0] =ik, [l 0.) = ihl,. (3.5.2)
Ezeket Osszefoglalva
3
(05, 6] = ih Z €kl (3.5.3)
1=1
alakban irhatjuk, ahol
+1, ha (7, k, 1) =1(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
€ikl = { _17 ha (j,/{},l): (37271)7<27173>7(17372) (35 4)
0, egyébként
A csererelaciok
3
|:£jagk:| = > [ﬁj,j’,j”fij/f)j”aEk.,k',k”fik/f)k”}
375" K k=1

3
= E ej,j',j//ek,k',k” [jj'ﬁj"jk'ﬁk” — :Ek/f)k//:&j/ﬁj//]
GGk k=1
3
= E Ej,j',j”ek,k',k” [‘%j/ ({i‘k/ﬁj// — ih&k',j” )ﬁk” — {i‘k/ (‘%j/ﬁk” — ihéj/,k” )]ﬁj//]
GGk k=1

3
= —ih g €4,5' k' €k ko T Dierr + TR E €j1,3.3" €k k! § Tt Do
’/ k/ k//_l j/7j//7k/:1
3
= —Zh E ]k”6 i’k — 71@519”,]")52']"1519” —|— Zh E ((5]'//,]{;6]‘,]{;/ — 5lj”,k’6k,j)i.k’ﬁj”
/ k// 1 j//,k/:].

3 3
= ih|—&gp; + &pr] + ihd;k [Z IEDY ik/ﬁk/}
3’ k=1
= ih[&pr — 2upj] = ihiej ). (3.5.5)

A koordinata-reprezentacioban az impulzusmomentum Descartes-kompo-
nenseinek az aldabbi operatorok felelnek meg:

R R h . h
by = ?(yaz —20y), ly= g(zam —0.), (.= ?("an — y0s), (3.5.6)
amit tomorebben
y_ Mo 9 (3.5.7)
- zr or o

alakban is irhatunk.
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3.5.2. Pontrészecske palyaimpulzusmomentum-operatoranak jelentése

Megmutatjuk, hogy a palyaimpulzusmomentum operatora a vonatkoztatasi rend-
szer infinitezimadlis elforgatasait generalja.

Vizsgéljuk meg a pdlyaimpulzusmomentum operatoranak a hatdsét a koordinata-hulldmfiigg-
vényre. Legyenek d¢; infinitezimalis paraméterek és képezziik az %Z?:l dp;l; operatort. Ez a
koordinata-hullamfiiggvényre hatva a

. 3
oY(r) = % Z 805 (F)

J
L (L 9v()
(-2)

= Y(F+ 68 x 7) = () + O((5¢)?)
= (7 + 07) — () + O((0¢)?) (3.5.8)

fiiggvényt eredményezi, ami gy foghaté fel, mint a hullamfiiggvény infinitezimalis megvéltozasa,
ha a d@ = (dpz, 0y, 0p,) = fdp vektor irdnydba mutatd 71 egységvektor koriil infinitezimélis dp =
1/2321 5<p§ szoggel elforgatjuk a vonatkoztatdsi rendszert. Az impulzusmomentum 7 operatora
tehat a hullamfiiggvény megvéltozasat generalja infinitezimalis elforgatasok soran.

3.5.3. Pontrészecske palyaimpulzusmomentumanak megmaradasa

Megmutatjuk, hogy ha az egy-részecskés fizikai rendszer térbeli elforgatasi
szimmetriaval rendelkezik, akkor a palyaimpulzusmomentuma megma-
rad?®.

Ha a fizikai rendszer invaridns a térbeli elforgatdsokkal szemben, akkor a rendszer H Hamil-
ton-operatora invaridns a koordindta-rendszer elforgatdsaival szemben. Legyen H’ a rendszer
Hamilton-operdtora az elforgatott K’ koordindta-rendszerben. Tekintsiink csak infinitezimdlis el-
forgatdsokat, amelyek egymas utani alkalmazasaként tetszoleges véges elforgatds megkaphaté. Ah-
hoz, hogy Hés H' ugyanazt a rendszert irja le, a két Hamilton-operatornak azonosnak kell lennie,
H' = H. Fentebb megkaptuk, hogy a palyaimpulzusmomentum operatora hatirozza meg, hogyan
transzformalédnak az allapotok koordinata-hullamfiiggvényei a koordindta-rendszer infinitezimalis
elforgatdai soran. Az operdtoroknak (igy a Hamilton-operdtornak is) gy kell transzformélédniuk,
hogy az Gsszes atmeneti amplitudé azonos maradjon az eredeti és az elforgatott rendszerben. Tehat
tetsz6leges |¢) és |¢) allapotok esetén

(| H|v) = (¢'|H'|[Y)) (3.5.9)

kell fennalljon, ahol a vesszo jeloli az eredeti allapotok elforgatottjait:

[9) = 9) + 8¢ 2. (3.5.10)

280lyan pontrészecskérdl van sz6, amelynek a helyzetvektoran kiviil, azaz a térbeli szabadséagi
fokain kiviil nincsen semmilyen tovabbi, bels6 szabadsagi foka. Tébbek kozott zérus a spinje.
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A (3.5.9) feltétel ezért az aldbbi egyenletre vezet,
i gy - —%6@-%f1+1§1%&53& (3.5.11)

ami meghatdrozza a Hamilton-operator megvéltozasdt infinitezimalis elforgatds soran. A rendszer
elforgatdssal szemben mutatott szimmetridja azt jelenti, hogy H = H’, azaz

(2, H] =0, (3.5.12)

azaz forgasszimmetrikus, egyetlen (zérus spinii) részecskébdl 4ll6 rendszer Hamilton-
operatora felcserélhets a részecske palyaimpulzusmomentumanak az operitoraval®.
Mivel a palyaimpulzusmomentum operatora nem fiigg explicit médon az idété1%°, a

[0;,H] =0, j=1,2,3 (3.5.13)

kommutatorok eltiinése azt jelenti, hogy forgasszimmetrikus, egyetlen pontrészecskét tar-
talmazé rendszerben a palyaimpulzusmomentum megmarad.

A pélyaimpulzusmomentum 3 Descartes-komponense kozott nincs 2 olyan,
amelyik felcserélhetd lenne, ezért a palyaimpulzusmomentumnak legfeljebb
csak egyik vetiilete rendelkezhet jél definidlt értékkel, akar megmarad a
palyaimpulzusmomentum, akar nem. Azt szoktuk mondani, hogy a palyaimpulzus-
momentum tetszolegesen valasztott z-tengelyre vett vetiiletének l, operatora ren-
delkezhet csak jol definialt értékkel, veheti fel pontosan valamelyik sajatértékét.

3.5.4. A palyaimpulzusmomentum négyzete

Konnyen észrevehetjiik a definicio és a csererelacidk alapjan, hogy a palyaimpulzus-
momentum négyzete,
22 52 52 2
T =6+ 0,+ 0 (3.5.14)
felcserélhet6 a palyaimpulzusmomentum valamennyi komponensével:
A2

Képezziik az alabbi kommutatorokat:
CRARNE
= éjéi - ék(lhz Ekﬂjylél + éjék)
1
= —iﬁZEkﬂjyléklﬁl + éjgi — (iﬁZEkﬂjyllﬁllﬁk + éjéi)
1 1

= —ihz Ek,j,l(gkgl + Elgk), (3.5.16)
l

2 Az ilyen rendszer vagy a szabad pontrészecske, vagy forgasszimmetrikus kiilsé térben mozgd
pontrészecske.

30Sem a palyaimpulzusmomentum, sem a Hamilton-operator nem fiigg explicit médon az id6tél,
ha a forgasszimmetrikus kiils6 tér nem fiigg az id6t6l.
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majd Osszegezzilk azokat k = 1,2, 3-ra:

3 3
=—ih > enju(leli + 0ily) = —ih Y e ju(lely — bxlr) = 0. (3.5.17)
k=1 k=1

Ezzel belattuk, amit akartunk.

Ha az egyetlen pontrészecskébol allé rendszer forgasszimmetrikus,
akkor a Hamilton-operator az impulzusmomentum négyzetének operato-
raval is felcserélheto:

~ A

(12 H]=0. (3.5.18)

Ez nyilvanvald, hiszen forgasszimmetria esetén a Hamilton-operator felcserélhetd a
palyaimpulzusmomentum béarmelyik Descartes-komponensének operatoraval, ugy-
hogy akkor az azok kifejezéseként megalkotott impulzusmomentum négyzetének
operatoraval is felcserélhetd.

3.5.5. A palyaimpulzusmomentum léptet6 operatorai

Ertelmezziik a kés6bbiekben hasznosnak bizonyulé un. 1éptet6 operatorokat:
lr =0, +il,. (3.5.19)

Nyilvanval6, hogy amig a palyaimpulzusmomentum Descartes-komponensei onad-
jungalt operdtorok, addig a lépteté operatorok nem azok, hiszen adjungélas soran
ezek éppen egymasba transzformalédnak:

o = 1. (3.5.20)

Az impulzusmomentum Descartes-komponenseinek operdtoraira vonatkozd csere-
relaciokat felhasznalva konnyen belathatjuk, hogy

[0, 0] =2hL,, [0, 0 =hl., [l 0_]=—hi_, (3.5.21)
Ugyancsak egyszeriien belathatjuk a kovetkezd azonossagot:
VG Bl =00+ 1R (3.5.22)

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a lépteto operatorok felcserélheték a palyaimpul-
zusmomentum négyzetének operatoraval:

2

7, 0] =0. (3.5.23)

66



3.5.6. A palyaimpulzusmomentum operatora gombi polarkoordinata-rend-
szerben

Ha bevezetjiik a részecske helyzetének jellemzésére a gombi polarkoordinatakat a
szokasos
x=rsinf cosp, y=rsinf siny, z=rcosl (3.5.24)

osszefliggésekkel, ahol r € [0,00), 6 € [0, 7] és ¢ € [0, 2], akkor a palyaimpulzus-
momentum Descartes-komponenseinek operatorai kifejezhet6k a gombi
polarkoordinatak segitségével:

=0 e (i 9

_ 0
i 9p 20 + ictg 9—). (3.5.25)

Oy

A palyaimpulzusmomentum négyzetének operatorara ekkor

TR N 1 0 AV T
to hLm?ea@ﬁsmgag sinfog || = —h ey (3.5.26)

’ _»

adodik. A kés6bbiek szempontjabdl fontos nagyon jol mngegyeznl, hogy

ez az operator - a —h? szorzétényezdtdl eltekintve - a A = aaﬂ + 22 T 822

Laplace?!-operator szogfiiggd része:

10 9, 1 10 9, 1 2
A= r20r< 8r>+_A9’¢ 287’( 07“) _W—E ' (8:5.27)

A gbémbi polarkoordinaték és a Descartes-koordindtak kozti kapcsolat alapjan

Or = sinfcospdy, + sinfsin pdy + cos 0.,
Jp = rcosfcospd, + rcosfsinpd, —rsinfo,,
0, = —rsinfdsinpd, + rsind cospd,
= —yd, + 20, (3.5.28)

Innen régton adodik, hogy

h R
;&p = —yPy +xpy, =4, (3.5.29)

31Pierre-Simon Laplace (1749-1827, francia) matematikus és fizikus, tudomanyos munkdssiga
els6sorban a Naprendszer keletkezésére, az égi mechanikara, tovabbd valdsziniliségszamitasi és sta-
tisztikai vizsgdlatokra irdnyult. Felfedezte a gravitdcids potencidlt (bdr nem nevezte ezen a néven),
és észrevette, hogy az a késébb réla elnevezett Laplace-egyenletnek tesz eleget.
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tovabba, hogy

hett® (j:89 + ictg 9@,) = Tie[+(r cos O cos pd, + 1 cos O sin pd, — rsin 09.)

+ictg O(—rsinfsin pd, + 7sin é cos pdy )]

= et {rcosf(% cosp — isin)d, + (£sinp + icos )9,
Frsinfo, }

= het{rcos O[+eT¥0, +ieT0,] F rsin 0.}

= h{rcos0[+0, +i0,] F re*¥sin 00, }

= h{rcosO[+£0, +i0,] F r(cos ¢ £ isiny)sinho,}
R{z(£0, + i0y) F 20, — iy0,}

= a0, % 20.) — (20, — y0.)

= ?[:l:i(z@m —20:) + (y0. — 20y)]

= ly+il, =10y (3.5.30)

Az palyaimpulzusmomentum négyzete operatordnak gombi polarkoordinatds alakjat a fentieket

felhasznéalva az )

T =00+ —nt, (3.5.31)
azonossag alapjan kapjuk meg:
%2 = h2e¥ <89 + ictg 98@> {ew <—89 + ictg 9&4,)_ - 5283, + %10,
= h2{ (—892 - ism%ea“" +ictg 9898¢> + ie"?ctg 00, [ei“" (—89 +ictg 9@,)] -2+ z'(?g,}
= h2{ (—692 — ism%eaq, + ictg 969@0) +ictg 0 -—i(—ag + ictg 9@,)]

+ictg 0 (—agag, + ictg 9@,2) - 02+ iag,}

1 20 4+ sin’60 — 1
- h?{_ag— ctg 005 — o2 4 oS tsm a@}

sin®9 % sin? 0
= —R? L sin 092 + cos 09y | + L 2
sin 0 0 sin?0 ¥
1 1
32 : 2
= —h [—sinﬁae (sm 989) + e 95)4 . (3.5.32)

3.5.7. A palyaimpulzusmomentum operatoranak sajatfiiggvényei és sajat-
értékei

A fentiekben kideriilt, hogy a palyaimpulzusmomentum komponenseinek ope-
ratorai nem cserélhetok fel egymassal,

165, 0i) = ihej by, (3.5.33)
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de barmelyikiik felcserélhet6 a palyaimpulzusmomentum négyzetének ope-
ratoraval,

A a2

[0;, 7 ] =0. (3.5.34)
Ebbol kévetkezik, hogy egyidejlileg nem mérheto a palyaimpulzusmomentum
valamennyi komponense, hanem legfeljebb csak az egyik komponense és a
négyzete. Vialasszuk a z-tengelyt abban az iranyban, amelyik irdanyt komponensét

mérjiik az impulzusmomentumnak. Az l, és az 7 operatorok egyidejiileg
mérhetdk, mivel ezek egymassal felcserélhet6k. Ez azonban azt is jelenti,
hogy van kozos sajatfiiggvényrendszeriik. Keressiik meg a palyaimpulzusmo-
mentum sajatallapotainak ezt a rendszerét.

Hasznédljunk gémbi polarkoordindtédkat. Ekkor a keresett (7) = f(r,0,¢)
sajatfiggvények kielégitik az alabbi sajatérték-egyenleteket:

—ihO,f(r,0,¢) = L.f(r,0,¢), (3.5.35)
—W* N o f(r,0,0) = Cf(r,0,9), (3.5.36)

ahol az egyelére még nem ismert sajatértékeket ¢, és C' jeloli.

Az elsé megallapitdsunk, hogy ezek a sajatértékegyenletek nem mondanak sem-
mit arrél, hogy a hullamfiiggvény hogyan fligeg az r radialis koordinatatol, hiszen a
palyaimpulzusmomentum operatorai nem hatnak a radialis koordinata fliggvényeire.
Ezért a sajatfiggvényekrdl a radidlis koordinatatol valo fiiggés levalaszthato: az
osszes f(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢) alaku fiiggvény kielégiti a sajatértékegyenleteket, ha
a szogfiigel rész, Y (0, p) kielégiti azokat. Ekkor a (3.5.35) egyenlet

—ihd,Y (0, ¢) = L.Y (0, ) (3.5.37)

alakot 0lt. Keressiik ennek megoldasat szeparalt,

Y(0,0) = 2(0)O(0) (3.5.38)
alakban. A p-fiiggd részre a
—ihié( ) =L0,D(p) (3.5.39)
dy P) = 2P -0.

kozonséges, linearis, allando egytitthatds, elsérendit differencidlegyenletet kapjuk.
Ennek a megoldasa, normélasi egytitthatotol eltekintve:

D(p) = enl=?. (3.5.40)
Vegyiik azonban figyelembe, hogy a ¢ és a ¢ + 27 szogl elforgatas egyenértékii, pl.

a helyzetvektor a ¢ és a ¢ + 27 szogl elforgatas utdn ugyanabba a helyzetvektorba
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transzformalodik®?. Ezért a ®(p) hulldimfiiggvénynek 27 szerint periodikusnak kell
lennie, egyébként nem lenne egyértékii. Az egyértékiiség feltétele, hogy

0, =mh, m=0,%1,42,... (3.5.41)

legyen, mert az imaginarius argumentumu exponencialis fliggvény 27 szerint perio-
dikus, € = €!@+2m7) A palyaimpulzusmomentum vetiiletének sajatértékei
tehat csak h egész szamu tobbszorosei, mh lehetnek, a megfelel6 sajatfiigg-
vények pedig rendre:

D, (p) = €™, (3.5.42)

Miel6tt megkeresnénk a palyaimpulzusmomentum négyzetének sajatértékeit,
vegyliik észre, hogy ha talaltunk olyan ¢¢ (0, ¢) < |C,m) allapotot, amely kézos

sajatallapota {,-nek és7 2-nek, azaz amelyre
010, m) = hm|C,m), 1°|C,m) = C|C,m), (3.5.43)

akkor ebbdl az allapotbdl a lépteté operatorok, mint az a csererelaciokbol azon-
nal kévetkezik, olyan dllapotokat allitanak eld, amelyek a palyaimpulzusmomentum
négyzetének ugyanehhez a C' sajatértékéhez és a palyaimpulzusmomentum ¢, vetiile-
tének h(m £ 1) sajatértékéhez tartoznak:

0 (02|C,m)) = h(m £ 1)i|C,m), 17 (04]C,m)) = Clx|C,m). (3.5.44)

Azért nevezziik az /. operatorokat léptet6é operatoroknak, mert +1-gyel
léptetik a palyaimpulzusmomentum :z-iranyua vetiiletének a sajatértékét.
Kérdés, hogy ez a léptetés a végtelenségig folytathaté-e, vagy sem.

Vegyiink most a tetsz6leges m = £ > 0 sajatértékhez tartozé e*¢ sajatfiiggvényt
és kérdezziik, hogy megszorozva egy alkalmas f(6) fiiggvénnyel tudunk-e bel6le olyan
¢+ (0, ) hullamfiiggvényt késziteni, amely a (3.5.36) sajatértékegyenletet kielégiti
és amelyr6l nem lehet a palyaimpulzusmomentum vetiiletének sajatértékét felfelé

léptetni. Keressiik ezért az R
lilgy) =0, (3.5.45)

azaz a

fie'? (% +1i ctg 9%)1?(9)6’“ =0 (3.5.46)

32Valdjdban ebbdl nem kovetkezik, hogy a hullamfiiggvény énmagaba megy at, ezt szigorian
véve csak az dtmeneti amplitudéktdl kell megkovetelniink. Ezért altalanosan meg kellene engedni,
hogy a hullamfiiggvények tetszéleges e’® komplex fazissal is szorzédhatnak 27 elforgatds soran.
Ez azonban azt jelentené, hogy a hullamfiiggvény nem lenne egyértékii. Mélyebb szimmetria-
megfontoldsokbdl (csoportelméleti megfontolasokbdl) kovetkezik, hogy zérus spinii részecske esetén,
amelyrdl hallgatolagosan eziddig mindig szé volt, a hullamfiiggvény csak egyértékii lehet.
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egyenlet megoldasat. A ¢ szerinti derivédlast elvégezve kapjuk, hogy

af (o
YO _ e 9 ctg 0, (3.5.47)
de
ahonnan, normalasi tényezotol eltekintve:
f(0) =sin‘0. (3.5.48)
Azt is konnyt belatni, hogy a kapott
b+ (6, 0) x e sin’ 0 (3.5.49)
hullamfliggvény az impulzusmomentum négyzetének is sajatfiiggvénye:
V160) = (Ldy +E+hl)|o) = RBUC+ D]oy), (3.5.50)
mégpedig a
C=hnl+1) (3.5.51)

sajatértékhez tartozik. Az impulzusmomentum négyzetének ¢ > 0 egész
szammal jellemzett h*(({ + 1) sajatértékéhez tartozé dllapotok alterében
tehat nem lehet az impulzusmomentum vetiiletének sajatértéke nagyobb,
mint m = (. Ugyanakkor, ebben az altérben a maximalis m = ¢ értékhez tartozé
|p.) allapotbdl kiindulva az 222 és az 0, operatorok kozos sajatfliggvényeit mind
el6 tudjuk allitani, ha rendre egyszer, kétszer, stb. hattatjuk ra a lefelé lépteto 0
operatort. Vezessiik be a szokdsosabb jelolést, amikor a megfelel6 sajatvektorokat
az { és m értékével jeloljik. Ekkor |¢,) = |, () és

0o]0,0) =0, 0.]0,0) = he|e, o),
0100y o 6,0 —1),  0,]0,0—1)=h(l—1)|¢,0—1),

(010, 0) o |6, —0),  L,|0,—0) = —RL|l, —0). (3.5.52)
Itt azonban észrevessziik, hogy olyan dllapotot kaptunk, amelyre ismételten hattatva
az {_ operatort, nullat kapunk.

Valéban, a maximalis m értékhez tartozé sajatfiiggvényre fennall6, koordinata-reprezenta-
ciéban felirt

(4 (6,0) =0 (3.5.53)
egyenlet komplex konjugdltja

0= (L4 (0,0))" = 01650, 9) = L-¢%.(60, ). (3.5.54)

. A 2 ~
Itt azonban a ¢* (0, ¢) ~ e~ sin’ @ hullimfiiggvény szintén 7~ és £, kozos sajatfiiggvénye,

N h 0
106500, 0) = (00 + 2 — W16 (0, ) = WE(L+ 1)67. (0, 9), (3.5.55)
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ugyhogy ¢ (6, ) aranyos kell legyen a (0, p|¢, —{) sajatfiiggvénnyel. Ez viszont akkor azt jelenti,
hogy az ¢, = —h{ sajatértéket nem lehet lefelé 1éptetni, azaz hogy

0_|e,—t) = 0. (3.5.56)

Azt kaptuk tehat, hogy az impulzusmomentum négyzete barmely ¢ > 0 egész
szammal jellemzett C' = h?((¢ + 1) sajdtértékéhez az impulzusmomentum z kompo-
nensének im = —hl, —h({—1),... (L —1), il sajatértékei tartoznak. A megfelel,
1-re normalt sajatallapotok,

a gombfeliileti fliggvények, a keresett sajatfiiggvények. A

s 2T
/ do sinH/ dYyr (0, 0)Yem(0,0) = 60,0 6mm (3.5.58)
0 0

ortonormaltsagi relaciét kielégité gombfeliileti fliggvények

2+ 1 (£ —|m)? .
g Eﬁ—l—lm:;! PlJ ‘(cos@)e v (3.5.59)

Yin(0, ) = <—1>m+'m'#[

alakuak, ahol P;"(cosf) az ugynevezett asszocidlt (hozzarendelt) Legendre-polino-
mok® (m=0,1,...,¢; £=0,1,2,...), amelyek a

1 df
PZ(COS 9) = WW(Cosz 0 — 1)Z (3560)

(-edrendii Legendre-polinomokbdl a

d" Py(cos )

P (cosf) = sin™ 0 [deosd)™

(3.5.61)

hozzarendeléssel allithaték eld. Nyilvanvaléan P"=%(cosf) = Py(cosf), azaz az
m = 0-hoz tartozo asszocidlt Legendre-polinomok maguk az Legendre-polinomok.

A Legendre-polinomok a

1 d (. dP B

differencidlegyenletet elégitik ki, az asszocialt Legendre-polinomok pedig a

1 d (. dp" m2 ]
Sme@(sme = >+ [ﬂ(@—kl)— sm29}Pf =0 (3.5.63)

33 Adrien-Marie Legendre (1752-1833, francia) matematikus, alapvet6 fontossagtiak szamelméleti
munkai. Kidolgozta a legkisebb négyzetek moddszerét, foglalkozott elliptikus integralok meg-
hatarozasaval, az euklideszi geometria alapjaival és mddszereivel.
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differencidlegyenlet megoldédsai. A Legendre-polinomok ortonormaéltak, a

1
2
/_1 d/LPg/ (/L)Pg(u) = m(h/_’g (3564)

reldciét elégitik ki (1 = cosf). Az azonos m-hez tartozé asszocidlt Legendre-polinomok szintén
kielégitenek egy ortonormaltsagi reldciot:

L A pmyy 2 (L m)!
/_ PGP0 = g (e (3.5.65)

Az els6é néhany géombfeliileti fliggvény explicit alakja:

3 )
Yl,O =1 COS 9, }/i,il = Tiy/ —sinf eiup7
4 V 87
5 /15 , T |
Ya0= 1677(1 —3cos’f), Yai1 == 3 cosfsin@ e, Yoo =—4/ o gin? 0 oE2i

(3.5.66)

| v

A gombfeliileti fliggvények eleget tesznek az alabbi fontos tulajdonsagnak
Yem(0,0) = (=1) Y0 (0, ), (3.5.67)

tovabba az m = 0 értékhez tartozé gombfeliileti fiiggvények normaldsi tényezotél eltekintve a
megfelel6 Legendre-polinomokkal azonosak:

[20+1
Yoo =it 4;: Py(cos9). (3.5.68)

Az eredmény a kovetkezdképpen foglalhato ossze: A palyaimpulzusmomen-
tum négyzetének lehetséges értékei h2(({+1), ahol £/ = 0,1,2, ... tetszbleges
nem negativ egész szam lehet. Ha a palyaimpulzusmomentum négyzete
a h*((¢ + 1) értéket veszi fel, ahol / a fenti értékek valamelyike, akkor a
palyaimpulzusmomentum z-iranyu vetiilete még 2/ + 1 darab érték vala-
melyikét veheti fel: ¢, = hm, ahol m az m = —¢,—¢ +1,...,0,...., 0 —1,¢
egész szamok valamelyike. A megfelel6 sajatfiiggvények, a gombfeliileti
fuggvények a

0.Yem (0, 0) = mhYem (6, 0),
1 Yon(0,0) = B0+ 1) Y50 (6, ) (3.5.69)

sajatértékegyenletek megoldasai, ahol a sajatértékeket mar explicit mo-
don tiintettiik fel. Az adott /-hez tartozé Y, ,, sajatfiiggvények a palyaim-
pulzusmomentum-allapotok H terének egy (2¢+1)-dimenzids alterét feszi-
tik ki, mint ortonormalt bazisfiiggvények,

2T I
/ dp / S0 A0V (6, ©)Yom(8, 9) = Sesr6mnr. (3.5.70)
0 0
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A kiilonboz6 ¢ értékekhez tartozoé alterek paronként szintén ortogonalisak
egymasra. Egy-egy adott h%(({+1) sajatértékhez tartozé (2(+1)-dimenzids
altér a térbeli forgatasok soran invarians. Ha elforgatjuk a térben a koor-
dinatarendszeriinket, akkor egy ilyen altér bazisvektorai egymas linearis
kombinacidiba transzformalédnak.

N ~ 2 A
Az £ 1éptets operdtorok az? £, operdtorok sajatfliggvényeire az aldbbiak szerint hatnak:

P x[l,m+1), ha m=—-4—L+1,....0—1
f+|&m>{ :l) ha n>7,:€ ’

P x|l,m—1), ha m=—¢+1,...,¢
z_|z,m>{ xlbm 1) ba (3.5.71)

Ezek az operatorok tehat nem valtoztatjdk meg az impulzusmomentum négyzetének sajatértékét,
csak az impulzusmomentum z-komponensének sajatértékét léptetik eggyel fel- ill. lefelé.

3.5.8. Forgasszimmetrikus egy-részecskés rendszer stacionarius allapotai

Mar megtanultuk, hogy a palyaimpulzusmomentum operatoranak egyes Descartes-kompo-
nensei a Descartes-koordinatarendszer megfeleld tengelyei kortili infinitezimalis elforgata-
sokat generaljdk. Azt is megmutattuk, hogy ha a pontrészecske3* szabad mozgast végez,
vagy forgasszimmetrikus kiils6 térben mozog, azaz ha a részecske H Hamilton-operatora
invarians a térbeli elforgatisokkal szemben, akkor a Hamilton-operator felcserélheté a
palyaimpulzusmomentum valamennyi Descartes-komponensének az operatoraval,

[¢;, H) = 0. (3.5.72)

Ekkor a pontrészecske H Hamilton-operatoranak, a palyaimpulzusmomentuma z-irdanyu

vetiilete @Z operatoranak és a palyaimpulzusmomentum négyzete 252 operatoranak van
kozos sajatfiiggvényrendszere, mert ezek az operatorok paronként felcserélhetck egymaéssal.
A palyaimpulzusmomentum sajatértékeirél és sajatfliggvényeirdl tanultakat figyelembe
véve, azt mondhatjuk tehat, hogy a forgasszimmetrikus egy-részecskés fizikai rend-
szernek az energiasajatallapotai egytttal palyaimpulzusmomentum sajatalla-
potok. Minden egyes energiaszintet az E energidja mellett az is jellemez, hogy mi a
részecske palyaimpulzusmomentuma négyzetének h2((¢ + 1) sajatértéke. A részecske F
energidja nyilvan csak 2 sajatértékétol, azaz £ értékétol figghet, nem fligghet azonban
l, sajatértékétdl, mert az sértené a forgasszimmetriat. Ezért minden egyes energia-
szint (2¢ + 1)-szeresen elfajult, mert barmely, adott E energidval és ¢ kvantum-
szammal jellemzett energiaszinthez 2/+1 darab linearisan fliggetlen, paronként
ortogonadlis allapot tartozik, amelyek a palyaimpulzusmomentum z-irdnyd ve-
tiiletének értéke tekintetében kiilonbdznek csak egymastél®®. Ezt a (2/+1) darab ,
fliggetlen allapotot multiplettnek nevezziik. A forgdsi szimmetria azt eredményezi,
hogy az egyes energiaszintekhez allapot-multiplettek tartoznak.

34Tovabbra is s = 0 spinti részecskérdl beszéliink.

35 Altaldnossagban (a Hamilton-operator explicit alakjénak ismerete nélkiil) nem zarhaté ki az
a lehet&ség sem, hogy pl. két kiilonbozé ¢ értékhez tartozé multiplett energidja azonos legyen. A
fontos azonban az, hogy minden energiaszint teljes, -szerinti multipletteket tartalmaz.
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Arrdl, hogy a Természetben csakugyan vannak ilyen multiplettek, tigy tudunk meg-
gy6z6dni, hogy a forgasszimmetridat valamilyen moédon ,kicsit” megsértjiik, és akkor az
eredetileg azonos energiasajatértékhez tartozd allapotok ,kicsit” kiilonb6z6 energidkhoz
fognak tartozni. Némi ligyességgel ezeket a kicsit kiilonbozd, energiaban nagyon kozeli
allapotokat tudjuk aztan megfigyelni. A szimmetria multiplettek révén torténd
megvalésuldsit nevezziik a szimmetria Wigner®6-féle megvalésuldsanak.

3.6. A teljes impulzusmomentum és a spin
3.6.1. A teljes impulzusmomentum

Megtanultuk, hogy a palyaimpulzusmomentum operétora a hullamfiiggvény transzformé-
ciéjat generalja a koordinata-rendszer térbeli elforgatasai soran. Feltehetjik azt a kérdést,
hogy vajon a palyaimpulzusmomentum operatora a legaltalanosabb olyan :j axialvektor-
operator, amelyik térbeli elforgatdsokat general. Azt kérdezziik, hogy mi az a legéltaldno-
sabbf]” operator, amely altalaban a Descartes-koordindta-rendszernek a i-edik koordinata-
tengely koriili, infinitezimadlis day; (1 = 1,2, 3) szogll elforgatédsa sordn leirja az allapotvektor
infinitezimdlis megvaltozasat,

W) = W) — £ jidou] B). (3.6.1)

A matematika csoportelmélet nevii 4ga erre azt a valaszt adja, hogy a térbeli elforgatdsok
generatorai olyan j; (i = 1,2, 3) 6nadjungalt operatorok, amelyek a

Aa . A 2,2 A
[]Z)]J] = Zhei,j,k]k) rj 7]@] =0 (362)

cserereldcickat elégitik ki, ahol j1 = g, jo = j'y, J3=71s a:j axialvektor-operator Descartes-
komponenseinek tekinthetok, és

3
2.2 A A ~ A
7= =4+t (3.6.3)
i=1

Ha egy fizikai rendszer térbeli elforgatdsi szimmetridaval rendelkezik, akkor ez azt
jelenti, hogy a rendszer H Hamilton-operdtora felcserélheté a j; operatorok mindegyikével
és igy:j -tel is:

A 2,2

75, H =0, [j,H]=0. (3.6.4)
Forgasszimmetrikus rendszer esetén tehat az elforgatasokat generélégj operator megma-
radé mennyiség operatora. Azé a megmaradd mennyiségé, amelyik azért marad meg,

36Wigner Jend (1902-1995, magyar-amerikai) fizikus részesiilt az 1963. évi fizikai Nobel-d{jban fe-
lerészben, hozzajarulasaért az atommagok és az elemi részek elméletéhez, amelyben jelent6s szerepe
volt az alapvet6 szimmetriaelvek felfedezésének és alkalmazdsanak. Az 1963. évi fizikai Nobel-dij
mésik felét egyenld ardnyban Maria Goeppert-Mayernek (1906-1972, amerikai) és Johannes Hans D.
Jensennek (1907-1973, német) {télték oda az atommagok héjszerkezetére vonatkozo felfedezéseikért.
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mert a rendszer forgasszimmetrikus. Definicié szerint ezt a mennyiséget a rendszer tel-
jes impulzusmomentumé&nak nevezziikk. A térbeli elforgatdsok generdtorai tehdt a teljes
impulzusmomentum komponensei. A teljes impulzusmomentum megmaradédsa tehat azt
jelenti, hogy a fizikai rendszer idébeli valtozésa soran a j; operdtorok varhaté értékei nem
véltoznak, idében dllandék. Ha |4 (t)) a rendszer id6ben valtozé allapotvektora, akkor a
forgasszimmetria fennalldsa esetén

d

a@/’(t)ﬁiW(t» =0 (3.6.5)

teljesiil a teljes impulzusmomentum minden ¢ = 1,2, 3 komponensének varhaté értékére.

Mivel az elforgatasok generatorai koziil semmelyik kett6 sem cserélhet6 fel, azért egy-

idejlleg csak a teljes impulzusmomentum négyzete, :jz és tetszleges z-tengelyre vett j,
vetiilete mérhet6. Kérdés, hogy melyek ennek a két operatornak a kozos sajatvektorai
és azok milyen sajatértékekhez tartoznak. A csoportelmélet erre a kovetkezd vélaszt
adja: A teljes impulzusmomentum négyzetének sajatértékei h%j(j + 1), ahol
7 =0, %,1, %,2,... értékek lehetségesek. Azt szoktuk mondani, hogy a rend-
szer teljes impulzusmomentuma j, ami lehet tetszdleges nem negativ egész
szam és tetszbleges pozitiv fél-egész szam. Ha a rendszer j teljes impulzus-
momentuma adott, akkor a teljes impulzusmomentum tetsz6leges z-tengelyre
vett ., vetiiletének lehetséges sajdtértékei hmj, ahol m; = —j,—j+1,...,j —
1,7. A :]”2 és j. operdtorok kozds sajatvektorainak adott j-vel (a %7,,2 adott
h%j(j + 1) sajatértékével) jellemzett altere tehat (2 + 1)-dimenziés. A normalt
sajatvektorokat |j,m;) alakban jel6lve, azok a

2.2, . . A .
sajatérték-egyenleteket elégitik ki.

Forgasszimmetrikus rendszer stacionarius allapotai a H Hamilton-opera-

tornak, a teljes impulzusmomentum négyzete :]”2 operatoranak és a teljes im-
pulzusmomentum tetszdleges z-tengelyre vett vetiilete j, operatordanak a kdzos
sajatallapotai, hiszen ezek az operatorok paronként felcserélheték. Ez azt jelenti, hogy
a forgasszimmetrikus rendszer energia-spektrumaban minden energiaszint az
impulzusmomentum négyzetének adott sajatértékével, adott j-vel jellemez-
het6. Tovabba minden adott j-vel jellemzett energiaszinthez a stacionarius
impulzusmomentum-sajatallapotoknak egy (2j + 1)-dimenzids altere tartozik.
Minden energiaszinthez tehat egy multiplett, egy ,,(2j + 1)-plett” tartozik.

3.6.2. A spin

Mit tettiink ebben a fejezetben eddig? A matematika, pontosabban a csoportelmélet
eredményeire hivatkozva megdllapitottuk, hogy a fizikai rendszerek teljes impulzusmo-
mentuma elvileg lehet egész és fél-egész értékii. A palyaimpulzusmomentumrdl a tanultak
alapjan tudjuk, hogy az egész értékek biztosan megvaldsulnak a Természetben. Ugyanak-
kor a palyaimpulzusmomentumrdl tanultak alapjén azt is belathatjuk, hogy (belsé szerke-
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zet nélkiili részecske esetén) palyamozgasbol nem szarmazhatnak a teljes impulzusmomen-
tum fél-egész értékei®”. Az izgalmas kérdés tehat az, hogy megvalésulnak-e a Természerben
az impulzusmomentum feles értékei?

A tapasztalat szerint a fizikai rendszerek akkor is rendelkezhetnek valamely inercia-
rendszerben impulzusmomentummal, ha abban nyugalomban vannak. Az inerciarendszer-
ben nyugvé fizikai rendszer teljes impulzusmomentumat sajatimpulzusmomentumnak,
spinnek nevezziik, mert ez nyilvanvaléan nem a rendszernek, mint egésznek a haladé
mozgasbdl szarmazéd palyaimpulzusmomentuma. A tapasztalat azt mutatja, hogy
vannak részecskék, amelyek nem rendelkeznek (legaldbbis jelenlegi ismerete-
ink szerint) bels6 szerkezettel, és a spinjiik mégsem nulla.

Csalad | Részecske | Spin (9)
Fermionok | Leptonok | Elektron %
Miion %
Tau 1
Neutrinok %
Kvarkok | Kvarkok 5
Részecske Spin (.5)
Bozonok Foton 1
Vektorbozonok (W, Z9) 1
Gluonok 1
Graviton(?) 2

Ilyenek pl. az elektronok, a kvarkok, stb. A feles spinii részecskéket fermio-
noknak, az egész spintieket bozonoknak nevezziik.

Altaldban a részecskékbél felépiil6 fizikai rendszerek spinje részben az egyes részecs-
kék sajatimpulzusmomentumaibdl, részben pedig azok palyaimpulzusmomentumaibdl te-
v6dik 6ssze. Altaldban amikor arra akarunk utalni, hogy az ered6 impulzus-
momentum péalyamozgasbdl és a rendszert felépits részecskék sajatimpulzus-
momentumaibdl tevédik Ossze, akkor szokasos a ,,teljes impulzusmomentum”
széhasznalat.

3.6.3. Az impulzusmomentumok Osszeadasa

Tudjuk, hogy a részecske térbeli mozgdsa eredményezheti, hogy a részecske palyaimpulzus-
momentuma nem zérus. Lattuk, hogy a palyaimpulzusmomentum sajatdllapotai £ > 0

3TKés6bb, az impulzusmomentumok Osszeaddsi szabdlyaval megismerkedve majd azt is kije-
lenthetjiik, hogy bels6 szerekezettel rendelkezd részecske fél-egész értéki teljes impulzusmomen-
tuma szintén nem szarmazhat csak palyaimpulzusmomentumok Gsszeadasabdl. Ha fel is tessziik,
hogy a rendszer N darab részecskébol &ll, amelyek mozognak a rendszeren beliil és nem nulla
pélyaimpulzusmomentumot hordoznak, akkor is az l, (a = 1,2,..., N) egész értékli impulzusmo-
mentumok Gsszeaddsa révén csak L egész értékil eredd palyaimpulzusmomentum johet létre.
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egész értékekkel jellemezhetOk. A palyaimpulzismomentum sajatallapotai megvaldsitjdk a
teljes impulzusmomentum egész értékkel jellemzett sajatdllapotait. A tapasztalat azonban
azt mutatja, hogy a pl. nyugalomban levd elektron két-allapotti rendszer, ami a teljes

implzusmomentum % értékéhez tartozo allapotokat valdsitja meg, azaz hogy az elektronnak

nem palyamozgasbdl szarmazo, % sajatimpulzusmomentuma, azaz spinje van. Evvel alabb
egy kiilon fejezetben foglalkozunk.

Altaldban azt mondhatjuk, hogy a:j teljes impulzusmomentum egyetlen részecske
esetén is kiilonbozo fizikai eredetii lehet:

1. ateljes impulzusmomentum szarmazhat a részecske palyamozgasabdl, s ilymodon le-
het azonos a részecske palyaimpulzusmomentumadval (ha a részecske sajatimpulzus-
momentuma zérus),

2. a teljes impulzusmomentum szarmazhat a részecske sajat impulzusmomentumatol,
mas néven spinjétol (ha a részecske nem végez pélyamozgast, azaz ¢ = 0 sajatallapot-
ban van),

3. ateljes impulzusmomentumhoz egyidejlleg hozzajarulhat a részecske palyaimpulzus-
momentuma és spinje.

Felvetodik ezért az a kérdés, hogy hogyan kell a részecske palyaimpulzusmomentuma és
spinje segitségével a részecske teljes impulzusmomentumat meghatarozni? Késébb, egynél
tobb részecskét tartalmazd rendszerekben hasonlé kérdés gy is felmeril, hogy hogyan
kell két részecske teljes impulzusmomentumébdl a két-részecskés alrendszer teljes (eredé)
impulzusmomentum&t meghatdrozni. A szabdly, — az impulzusmomentumok OGssze-
adasanak szabdlya — minden esetben ugyanaz, teljesen altalanos, és a csoportelmélet
segitségével lehet levezetni. Aldbb az impulzusmomentum-osszeadas altalanos szabdlyat
két tetszoOleges, :fjl és gjz impulzusmomentum esetén fogalmazzuk mge.. Itt barmelyik :ja
(a = 1,2) jelenthet teljes impulzusmomentumot, palyaimpulzusmomentumot és spint egy-
arant.

A csoportelmélet elészor is arra tanit meg, hogy impulzusmomentumok eredgjé-
nek operatorat, azaz a vizsgalt fizikai rendszer teljes impulzusmomentumanak

-

J operatorat, a rendszer diszjunkt részei impulzusmomentum-operatorainak
osszegeként kell értelmezni. Tekintsiink egy rendszert amelynek ,két része” van,
amelyek egyike ji, mdsika j, impulzusmomentumu allapotban van. A rendszer (1,2)
hullamfiiggvénye tehdt az egyik, ill. a mdsik rész rendre 1-gyel, ill. 2-vel jelolt , koor-
dindtainak” fliggvénye. Az egyik rész teljes impulzusmomentumanak operatora legyen :jl,
a masiké :]’2. Ezek az operatorok rendre a hulldmfliggvény 1, ill. 2 véltozdira hatnak.
Ekkor a rendszer teljes impulzusmomentumanak operatora

~
=

T =71 +7, (3.6.7)

az egyes részei teljes impulzusmomentumai operatorainak az 6sszege®.

38Ennek indokldsat a részecskerendszerek teljes impulzusmomentumarél szél6 fejezetben adjuk
meg.
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Ami az operatorok nyelvén ,,egyszerii” Osszeadés, az sokkal bonyolultabb szabélyt
jelent arra vonatkozéan, hogy milyenek lehetnek a teljes impulzusmomentum négyzetének,
J2-nek és z-irdnyu vetiiletének, J.-nek rendre a h2.J (J+1) és hM ; sajatértékei, ha tudjuk,
hogy az egyik, ill. a masik rész teljes impulzusmomentuma ji, ill. jo. A lehetséges
(J, M) sajatértékek meghatarozasanak szabédlyat nevezziikk az impulzusmomentumok
Osszeadasi szabalyanak.

A két ,,részbol” allé rendszer ¢(1,2) hullaimfliggvénye egyidejiileg sajatfliiggvénye a

A 52
_j és aj, operatoroknak,

Tip(1,2) = K251 (1 + D)p(1,2), Tob(1,2) = K2 (ja + 1)ib(1, 2). (3.6.8)

Ez jelenti, hogy az egyik rész teljes impulzusmomentuma j;, a masiké pedig jo. A ¥(1,2)
allapotok kozott véges sok linedrisan fliggetlen allapot talélhat(’) A linedarisan fliggetlen
¥(1,2) allapotokat valaszthatjuk ugy, hogy azok egyuttal a 31 » 6s j2 » operatoroknak is
sajatfiiggvényei legyenek, hiszen a jl, }; , 31 Jo ]2 » operatorok a paronként felcserélheto
impulzusmomentum-operatorok maximalis halmazat képezik, amelyhez mar nem veheto
hozz4 tovabbi olyan impulzusmomentum-operator, amelyik a halmaz minden operatoraval
felcserélhet6 lenne. Ezért az impulzusmomentum sajatallapotok kimerit6 jellemzése tortén-
het ezen operatorok kvantumszdmaival, azaz a (j1, m1,jo, m2) adatokkal. A megfeleld
(1,2) allapotok X, .m, (1)Xja,m» (2) alakiak, ahol x;, m, (a) az a-adik részgji 65 Ja,. Operé-
tordnak kozos sajatfiggvénye, igyhogy

= h2j1(j1 + 1)Xj1,m1(1)Xj2,m2 (2),

) )
2 .o/
]2X]1,M1( )ijmm (2) = h2]2(]2 + 1)Xj17M1(1)Xj2,7712 (2)7
jl,thﬂm (1)Xj2,m2 (2) = hlejl,Ml (1)Xj27m2 (2)7
j2szj1,m1 (1) (2) = hm?le,ml (1)Xj2,m2 (2) (369)

2.2
1XJ1,m1 (1 Xj2,ma (2

Xj2,ma

A részek koordindtait szeparaltan tartalmazd, szorzatalakd xj, m, (1)Xj,,ms.(2) allapotok
kifeszitik a 1 (1,2) allapotok teljes Hilbert-terét. Egy ortonormalt bazist alkotnak a két
,,wészbdl” 4ll6 fizikai rendszer impulzusmomentum-allapotainak Hilbert-terében. Ezek az

allapotok azonban nem sajatallapotai a teljes impulzusmomentum négyzete J? operatora-
nak. Ugyanakkor a (1,2) impulzusmomentum-allapotok Hilbert-terében taldlhatunk

A2
olyan bézisallapotokat, amelyek a teljes impulzumomentum négyzetének, J -nek és z-
irdnyd vetiiletének, J,-nek kozos sajatéllapotai és egyuttal a részek teljes impulzusmo-
A2
mentuma négyzetének, azaz aj, (a = 1,2) operdtoroknak is sajatallapotai. Valéban, a

A2 A2 A2
T, J., 71, Jo operatorok is paronként felcserélhetéek és szintén a 1(1,2) impulzusmo-

mentum-allapotok Hilbert-tere folott hatd, paronként felcserélheté operatorok maximalis
halmazat alkotjak. Az impulzusmomentum-allapotok Hilbert-terében létezik tehdt egy or-
tonormalt bézis, amelyet a fenti operdatorok sajatértékeivel, azaz a (J, My, j1, j2) kvantum-
szamokkal kimeritéen jellemezhetiink, jeloljitk ennek a bazisnak az elemeit 1511 j, j. (1, 2)-
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vel. Ezekre tehat az aldbbi sajatérték-egyenletek dllnak fenn:

i (1,2) = B G+ Db 5 (1,2)
Sataariin(1,2) = K2ja(Ga + Dtbsarsn(1,2)
T bsatgn(1,2) = BRI+ Ddgarg,in(1,2),
T gar g in(1,2) = AM b yar i (1,2). (3.6.10)

Konnyt belatni, hogy [j?,jaz] # 0 miatt az egyes részek teljes impulzusmomentumanak
vetiiletel az ered6 teljes impulzusmomentum jol definalt értéke esetén nem jol definialtak.

A csoportelmélet eszkozeivel beldthatd, hogy az eredd teljes impulzusmomen-
tum négyzetének h2J(J + 1) és z-vetiiletének hM; lehetséges értékeit az impul-
zusmomentumok alabbi Osszeadasi szabalya hatarozza meg:

J =1 —jels g1 — gol + 1, ..., J1 + 52 — 1,41 + Jo, (3.6.11)

ill. adott J esetén M; lehetséges értékei M; = —J,—J +1,...,J —1,J. Tehat
My (2J +1)-féle kiilonb6z6 értéket vehet fel és mindegyiket csak egyszer. Nem
nehéz belatni, hogy a x;, m, (1)Xj.,m,(2) bazis szamossaga és a 15 j, j,(1,2) bazis
szamossiaga pontosan megegyezik, hiszen

Jitj2
> @J+1) =251+ 1252+ 1). (3.6.12)
J=lj1—72|

A ¢(1,2) impulzusmomentum-allapotok terét a x;, m,Xj,m. bazisvektorok
is kifeszitik, és a tetszdleges ;) j, j, sajatallapotok is. Természetesen az
utébbiak felirhaték, mint az el6bbiek linearkombinacidi:

M T Do) = Y (JM|J My Je M) |y, M) © | o, M), (3.6.13)
My, M2

ahol (JM|.J, M, .J,M>) az tigynevezett Clebsch?'-Gordan®’-egyiitthatdk. Ertékiiket
a csoportelmélet modszereivel meghatarozték, ill. algoritmust adtak meg a kiszdmolasukra.

3.6.4. Az elektron spinje. Az %—spin

Miel6tt tovabb halad, olvassa el a fliggelék A.1.4 részét! Ott azt ismertetjiik, hogy hogyan
lehetett kisérleti tényekbol arra kovetkeztetni, hogy az elektronnak nem zérus a spinje. A
kisérletek eredményeibdl az deriilt ki, hogy az elektron spinje tetszéleges irdnyu tengelyre
vett vetiiletének két lehetséges értéke van. Ennek alapjan azt kell mondanunk, hogy az

39Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872, német) matematikus, az invaridnselmélet, a pro-
jektiv geometria és az algebrai geometria terén fejtett ki jelentds tevékenységet.

40Paul Gordan (1837-1912, német) matematikus, kiilondsen az algebrai geometridban végzett
munkdssaga fontos, tovabbfejlesztette az invaridnsok elméletét.
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elektron spindllapotainak a tere 2-dimenziés. Az s spinil részecske spindllapotainak tere
mésrészrol (2s + 1)-dimenzids. Igy az elektron spindllapotainak tere

25 +1=2 (3.6.1)

dimenzids, azaz az elektron spinje s = % Az elektron tehat fermion.

Jelolje s az elektron spinjének az operatorat! A spin Descartes-komponenseinek
operatoraira fennéllnak az impulzusmomentum operatorara altalanos érvényii csererelaciok:

(55,8k) = thej s, [35, §2] =0. (3.6.2)
Az elektron spinédllapotainak terét azok az |% ms) ortonormélt bazisallapotok feszitik ki,
amelyek a spin négyzetének és z-irdnyu vetiiletének kozos sajatdllapotai:

foi 1 3h% 1 1 1
32|§ ms) = -3 ms), sz|§ ms) = hm3|§ M), (3.6.3)

ahol mg = i% lehet.

Szimbolikusan jelolhetjiik a bazisvektorokat az

1 1 1 1 1 0
|§7 mg = +§> = <0> , |§, ms = —§> = <1> (364)

szamoszlopokkal. Ekkor az allapottér az Osszes

“ <(1)> e <(1)> - (2) (3.6.5)

alaki szamoszlopokkal abrazolt allapotvektorok tere, ahol c¢; és co tetszOleges komp-
lex szamok. Ha az allapottér vektorainak kételemil szamoszlopokat feleltetiink meg,
akkor a spin operatorainak 2 x 2-es métrixokat kell megfeleltetni. A spin Descartes-
komponenseinek csererelacidit kielégité 2 x 2-es matrixok megvalaszthatok

1
3 = 5ho; (3.6.6)

alakban, ahol ¢; (j = 1,2, 3) az tigynevezett Pauli*' -matrixok:

. (01 (0 —i . (10
Jw—<1 0), 02:%_(@' 0), 0’3_0’2—<0 _1>. (3.6.7)

A Pauli-métrixok onadjungalt métrixok. Barmelyikiik négyzete egységmatrix,

67 =1= (é (1)> . (3.6.8)

Wolfgang Paulinak (1900-1958, osztrak) itélték oda az 1945. évi fizikai Nobel-dijat a kizarasi
elv felfedezéséért, amelyet Pauli-elvnek is hivnak.

o1
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Konnyt kozvetlen szamolassal ellendrizni, hogy
1 1 0 1 1 1
0 ) 0) - 20)
1. /1 0 0 1./0
L)) - B(). 560

Tanulsdgos utdnajarni, hogy melyik pl. az az allapot, amelyikben a spinnek mondjuk az
z-komponense —I—%h értéki. Erre a

%h <(1) (1)> <2) = %ﬁ <2) (3.6.10)

sajatérték-egyenletnek kell teljesiilnie, ahonnan ¢; = ¢y adédik. Mivel az dllapotvektorok normélasa
miatt |c1|? + |ca]? = 1, azért a szébanforgé allapot

50-50-50

alaku kell legyen, ahol « € [0, 27) valds szém lehet. Ez az dllapot a spin z-vetiilete sajatallapotainak
linearis kombinacidja. Ez igy is kell legyen, mert a spin z-vetiilete sajatvektorai teljes rendszert
alkotnak a spinallapotok 2-dimenziés terében. Természetesen a spin barmilyen, nem z-irdnyud
vetiiletének sajatvektorai is a spin z-vetiilete sajatallapotainak linearis kombinécioi.

A tovabbiakban jeloljiik a spin z-irdnyu vetiiletének sajatvektorait egyszeriien
csak |£) alakban, elhagyva a nyilvanvalé s = %-et és az m, = ﬂ:% sajatértékeknek
csak az elgjelét tiintetve fel.

Ha a spin-dbrazoldsban keressiik a |y) spin-allapotu elektron spin-hulldmfiiggvényét, akkor
az Xo = (o|x) alakd, ahol a o ,,spinvaltoz6” csak a diszkrét o = +1 értékeket veheti fel. A |+)
bézisban maguknak a |+) allapotoknak a X!,i] =054 1,2 diszkrét pontban értelmezett, a diszkrét

0 és 1 értékeket felvevo spin-hullamfiiggvények felelnek meg. Ha a spin-hullamfiiggvények o = :l:%
pontokban felvett értékeit szamoszlopokba foglaljuk,

X5 = (é) , X = (?) , (3.6.12)

akkor visszakapjuk a kordbban méar bevezetett szamoszlop-alakot, ahol a felsé, ill. az alsé ,,sor”
felel meg rendre a fliggetlen valtozé o = —i—%, ill. o = —% értékeinek.

82



4. EGYSZERU FIZIKAI RENDSZEREK

4.1. Spin kiils6 magneses térben

Eloszor egy egy-szabadségi foku rendszerrel foglalkozunk. Tekintsiink egy elekt-
ront, amelynek eltekintiink a térbeli mozgasatol, egyediil a spinjének a mozgasat
vizsgaljuk. Az elektron spinjéhez az elektron negativ toltésének kovetkeztében el-
lentétes irdnyd magneses momentum tartozik, ji = —gs§ (gs > 0), ezért az elektron
spinjére kiils6 magneses térrel tudunk hatni. Az aranyossagi tényezo az elektron
giromagneses egyiitthatoja,
€]

s = , 4.1.1

gs =1 - (4.1.1)
ahol —|e| és m, rendre az elektron toltése és nyugalmi tomege, ¢ pedig a fény se-
bessége vikuumban??. A modell, amit vizsgdlunk, egy térbeli pontban rogzitett

5= % spin, ill. a hozza tartozé méagneses dipélmomentum.

4.1.1. Szabad spin

Tegytik fel, hogy semmilyen magneses tér nem hat az elektron spinjére. Az ilyen
rendszer a térben teljesen forgasszimmetrikus, az elektront a megmaradd s = % spin

jellemzi. A nyugvé elektron H Hamilton-operatoranak feleserélhetének kell lennie a
spin barmely §; (j = 1,2, 3) Descartes-komponensével:

A

[5;,H] =0, (j=1,2,3). (4.1.2)
Az ilyen Hamilton-operator az 2 operator fiiggvénye kell legyen, hiszen a spin
négyzetének operatora felcserélhetd a spin barmelyik Descartes-komponensének 3;
(7 = 1,2, 3) operatoraval. Ezért tigy vehetjiik, hogy az elektron spinjének a Hamilton-
operatora, R

H=H(), (4.1.3)

ahol a spin négyzete 6nadjungalt operator (akarcsak az egyes Descartes-komponen-
sek operatorai). A spin négyzetének operdtora az egység-operator szamszorosa,

3
- 1 ,-2 1 1 A 3 9n
2 _ 2% 2§ 2 2§ _ 2

42 A giromégneses egyiitthaté kifejezésének nevezdéjében a c fénysebesség Gauss-egységrendszer
hasznalata esetén szerepel, az SI egységrendszerben gs = |e|/m.. Béar kovetkezetlennek tiinhet,
hogy mindenhol a jegyzetben SI egységrendszert hasznalunk és itt meg mas egységrendszerben
adom meg a giromégneses egyilitthaté képletét, mégis ezt valasztottam, hogy emlékeztessek a
giromagneses egyiitthatd, ill. a magnesség relativisztikus eredetére. SIl-ben végzett tényleges
szamolas soran természetesen a képletben c helyére dimenzidtlan 1 tényezot kell irni.
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és ezért a Hamilton-operator is az egység-operator szamszorosa:

A ~ 3 A
H = a5 = Zh?al, (4.1.5)

ahol a valés szam, hogy a Hamilton-operdator énadjungalt legyen.

A szabad, de térben rogzitett s = % spin |x(t)) spindllapotdnak Schrédinger-
egyenlete:

. 3
ihdy|x(t)) = ZHQGIX(W- (4.1.6)
Adott, t = 0 id6pillanatbeli |xo) kezdeti allapothoz a

[ (t)) = e xo) (4.1.7)

megoldas tartozik. Ez, mint az az allapot idofiiggésének alakjabol latszik, staci-
onarius allapot. Mivel a kezdeti allapot egyidejiileg sajatvektora a spin négyzete
operatoranak és a Hamilton-operatornak,

3

. A 3
$Ix0) = 1h2|X0>, Hlxo) = Zh2a|Xo>, (4.1.8)

azért az id6t6l fiiged spindllapot is kielégiti ezeket a sajtérték-egyenleteket:

3

() = SR, HIx(0) = SHalx(0). (4.1.9)

ami azt jelenti, hogy a szabad elektron spinje és energidja az elektron nyugalmi
rendszerében megmarad.

A szabad spin tetszéleges iranyba mutathat. Az s = % spinti elektron spin-
allapotainak tere 2-dimenzi6s. Pontosan 2 linedrisan fiiggetlen |+) allapot 1étezik,
amelyek egyszerre sajatallapotai a spin négyzetének és a spin egy tetszoleges z-

tengelyre vett s, vetilletének:

2
S, ms) = mg|my), (4.1.10)

- 1/1
Sy = 5 (5 +1) ) = Selm)

ahol m, = :t%h. A spinnek tetszoleges z-tengely irdnyaban a vetiilete tehat csak
ﬂ:%h értékeket vehet fel. Ha tehat a spin tetszoleges tengely iranyaban vett vetiiletét
mérjiik, akkor annak eredményeként a spin ezen sajatallapotok valamelyikébe fog
keriilni, azaz ,,felfelé” vagy , lefelé” fog mutatni a z-tengely mentén. A spin kétféle
bedllasa azonos energidju allapot. A szabad %h spin energiaszintje kétszeresen de-
generalt: a spin 2-dimenziés allapotterének minden allapota azonos energiaju.

A kezdeti spinallapotban a spin tetszéleges iranyba mutathat, azaz
[X0) = c+ol+) + c—ol—) (4.1.11)
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az altalanos alaku kezdeti éllapot, ahol cig tetszoleges komplex szamok, amelyek
eleget tesznek a (xo|xo) = 1 normdlasi feltételbSl kovetkezd |ciol? + |c_o? = 1
egyenlOoségnek. Az idébeli fejlodés soran nem valtozik meg a 2 bazisallapot ampli-
tudojanak relativ fazisa, ill. abszolut értéke,

X)) = e (B)+) + e (B)] =), exlt) = cape 3 (4.1.12)

Tetsz6leges |x(t)) spindllapotnak megfeleltethetjiik a ¢, (t) = (o|x(t)) hullamfiigg-
vényt, ahol ¢ = 4+ a ,spinvaltozd”, és a spin-hullamfiiggvényt 2-komponensii
szamoszlop alakjaba frhatjuk:

(ZS;) _ it (gtg) ‘ (4.1.13)

Ekkor a bazisdllapotoknak rendre az aldbbi szamoszlopok felelnek meg:

+) = (é) - = ((1)) (4.1.14)

és a tetszoleges kezdeti allapot

o) = (gfz) = ¢4 ((1)) +e o (?) . (4.1.15)

Tanulsdgos, ha meghatarozzuk a spin egyes Descartes-komponenseinek a varhaté értékét a
tetszéleges |xo) dllapotban:

alicba) = [eto i o)+ ey 0 1)]58esa (5) ~ e (7)]
= Shllesol? ~ le—ol?)
talsabhal = [t 0+t @ D]gn(T 5) [ero(5) +eo (7))
= %h[cioa 0) +¢Zo (0 1)] [c+0 ((1)>+Co (é)}
_ %h(cioc,wc’:ocw),
(xol3ylx0) = {Cio (1 0)+c5 (0 1)]%7“' <(1) _01> {CN <é>+00 <?)]
= et 0o v)fen (V) - (§)]
- Lo betaee) 4119

Ha a normalési feltétel altal megengedett legaltalanosabb

Cio = COS % c o= e sin% (4.1.17)
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2. dbra. Az s = % spin vektora <§'> varhaté értékének szemléltetése.

parametrizdciéval éliink, ahol « € [0, 7], ¢ € [0, 27|, akkor azt kapjuk, hogy

1 1
{x0l8z1x0) = 571(0052 % — sin? %) = §hcoso<, (4.1.18)
R 1 I P A 1.
{xol8z|x0) = 5h605551n§(e +e7 %) = §hsmacosg0, (4.1.19)
1 ; - 1
(xol8ylx0) = ihi oS % sin %(—e“" +e %) = §hsinasin ©, (4.1.20)

azaz a spin-komponensek varhaté értékeibél, mint megfelelé komponensekbdl képezett ,,vektor” «
szoget zar be a z-tengellyel és az (x, y)-sikra meréleges vetiilete pedig ¢ szoget zar be az x-tengellyel.
A szamolds soran felhasznaltuk, hogy

=@ ()~ -1
= ()~ 1) - oo

o= b(t )0 -in() -t

b DOt

Szemléletesen az a és ¢ szogekkel adott allapotnak az egységsugari gomb azon pontjat felel-
tethetjiik meg, amelyet ezek a szogek, mint gombi polarkoordinatdk kijelolnek. fgy az s = % spin
allapotainak 2-dimenziés Hilbert-terét kolcsonosen egyértelmiien leképezhetjiikk az egységsugari
gomb feliiletére. A |+), ill. a |—) baziséllapotoknak rendre a gomb ,,északi”, ill. ,,déli” pSlusa felel
meg.

Vegyiik még észre, hogy a spin-vektor varhato értékének négyzete,

n\? 2
> olsile)? = <§) [cos? a 4 sin? a(cos? ¢ + sin? p)] = — (4.1.22)
1=1,2,3

ami nem azonos a spin négyzetének varhato értékével,

3h?

{x0l5°[x0) = =~ (4.1.23)
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Ebbdl kovetkezik, hogy a szérasnégyzet,

{x0l5%[x0) — (xol3ilx0)* = 5 (4.1.24)
i=1,2,3

nem zérus.

Erdekességként jegyezzilk meg, hogy jelenleg kifejlodében van az informatika
1j aga, a kvantuminformatika. A kvantuminformatikdban az elemi informaciét
kvantumbitek, roviden kubitek taroljak. A kubit egy lehetséges fizikai meg-
valdsitasa az elektron spinje. A klasszikus bitnek 2 lehetséges értéke van, a 0 és az
1, ezért a klasszikus bitet olyan klasszikus fizikai rendszerrel lehet megvaldsitani,
amelynek 2 dllapota van (az dllapottérben az éllapotok szama 2). Ezzel ellentétben
a kubitnek 2 bazisallapota van, amelyeket rendre megfeleltethetiink a kubit 0 és 1
értékének, de ugyanakkor a kubit 2-dimenzids allapottere végtelen sok allapotot tar-
talmaz, amelyek a 2 bazisallapotnak tetszoéleges, 1-re normalt linearis kombinacidi.
A kubit allapotterének ez a ,,gazdagsaga” informatikai szempontbdl lehetévé teszi,
hogy ,,egyszerre” legyen beirva a kubitbe a 0 és az 1 érték. A kvantuminforma-
tikdban ezért megnyilik a lehetdség, hogy egyidejlileg kiilonbozo kezdeti adatokon
végezziik el ugyanazt a szamolasi miveletsort. A kvantumszamitogépek ezt,
a kvantummechanikai linearis szuperpozicié elvének kovetkezményeként megjeleno
,,kvantumparhuzamossagot” elonyosen ki tudjak hasznélni.

4.1.2. Spin homogén kiils6 magneses térben

Helyezziik az elektron-spint sztatikus, homogén kiils6 méagneses térbe. Kérdezziik
meg, hogy melyek a spin staciondrius allapotai. Az elektron spinjéhez a tapasztalat
szerint elvédlaszthatatlanul hozza tartozik a ji = —g,5 méagneses dipélmomentum,
ahol g; = n‘%c az elektron ugynevezett giromégneses egyiitthatdja, —|e| és m, rendre
az elektron toltése és nyugalmi tomege, ¢ a fénysebesség vdkuumban (1d. A.1.4
fiiggeléket). Mégneses dip6lmomentuméndl fogva, az elektron kélesonhat a kiils,
B magneses indukcioju térrel. A klasszikus elektrodinamika szerint a kolcsonhatés
potencidlis energidja —i - B. A megfeleltetési elv alapjan a kvantummechanikdban

a kiilso6 magneses térbe helyezett elektron Hamilton-operatora

~

H=ai —(—g,)

Wy

. B (4.1.25)
alaki. Valasszuk a z-tengelyt a magneses indukci6 irdnyanak, B, = |j§ | > 0, ekkor

H = a5 +g,5.B. (4.1.26)

adodik.
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A stacionarius allapotokra vonatkozé Schrodinger-egyenlet:

{agg + gsngZ} x) = Elx),

.1
[37:‘7121 + §gsBzh&Z] Ix) = E|x). (4.1.27)

Oldjuk ezt meg tgy, hogy az A§Q és5, operatorok kozos |+) sajatvektorai dltal alkotott
béazisban meghatarozzuk a H Hamilton-operator matrixat,

_ ((HA) (HHS)N _ (50 + 59.B:h 0
(H)—(<—|H|+> <—|H|—>) ( 0 %hﬁ—égsBzh)’ (4.1.28)

majd azt diagonalizaljuk®®. Az utébbi 1épés trivialis, hiszen a Hamilton-operdtor
felcserélheté most az :éz és az :éz operatorokkal, s ezért a Hamilton-operator ele-
ve diagonalisnak addédik ezen operatorok kozos sajatfiiggvény-rendszerében, mint
bazisban. Ezért a homogén linedaris egyenletrendszer matrixa determinansanak eltii-

43 A staciondrius Schrédinger-egyenlet,
(H - E)|g) =0, (4.1.29)
a tetsz6legesen valasztott {|i)} ortonormadlt bézisban

(i|(H — B)|5)(jl¢) =0 (4.1.30)

matrix-egyenlet alakjat olti a ¢; = (j|¢) hulldmfiiggvényre vonatkozéan. Ez homogén linedris
egyenletrendszer (pontosan annyi darab egyenletet tartalmaz, ahdny dimenzids a Hilbert-tér).
A homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik nem trividlis megolddsa,
ha az egyenletrendszer determindnsa zérus. Ezért a stacionarius allapotokhoz tartozdé energia-
sajatértékeket a

det (i|(H — E)|j) = [[(En — E)* =0 (4.1.31)

n

egyenlet hatdrozza meg. Pontosan annyi darab energiasajatértéket, ahany dimenziés az allapotok
Hilbert-tere. Minden egyes, kiilob6z6 FE, energiasajatérték d,-szer fordulhat el6, ahol d,, > 1
az adott energiasajatérték elfajultsdgi foka, az FE, energiaji édllapotok alterének dimenzidja. A
kiilénb6z6 energiasajatértékekhez tartozé sajat-alterek paronként ortogonalisak egyméasra. Egy-
egy elfajult energiasajatértékhez tartozé altéren belill mindig vélaszthatunk ortonormalt bézist.
Legyen {|n,an)} (an = 1,2,...,d,) az igy kapott ortonormdlt bazis a Hilbert-térben, ami a
staciondrius Schrodinger-egyenlet fiiggetlen megoldédsainak egy teljes rendszere. Akkor ebben a
bazisban a Hamilton-operator diagonalis:

(n', an/|H|n, o) = Enbnnan.a,,- (4.1.32)

A staciondrius Schrodinger-egyenlet megoldasa tehat a Hamilton-operator matrixanak diagona-
lizdlasara vezethetd vissza, mint matematikai feladat.
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gBh/4 1t

—gBh/4t

3. dbra. Az s = % spin energiaszintjének felhasadasa sztatikus, homogén B induk-

ciéji magneses térben.

nése a
Sap2 4 1o B.h— E 0
_ 4 2 S z
0 = det ( 0 Sep2 Lo Bh— B
3a 1 3a 1
= (=w+-9g,B.h—E||=h-—=-¢g,B.hi— F 4.1.
(4 i )(4 L ) (4.133)

masodfoki?! egyenletre vezet. Az energia-sajatértékek:

3 1
By =22R+ —¢,B.h. (4.1.34)
4 2
A szabad spin eredetileg 2-szeresen degeneralt energiaszintje felhasadt a kiilso

magneses tér hatasara 2, kiillonboz6 energiaszintre, amelyek energiakiilonbsége:
AFE = g;B,h. (4.1.35)

Energetikailag az a kedvezébb, az az energiaskdlan mélyebben fekvo dllapot, ami-
kor az elektron spinje bedll a magneses térrel egyezd irdanyba (azaz a magneses
momentuma bedll a mégneses indukcidval ellentétes iranyba). Ez az elektron-spin
alapallapota a kiils6 magneses térben.

Az impulzusmomentum négyzetének adott sajatértékéhez tartozo elfajult ener-
giaszint kiils6 magneses tér hatasara bekovetkezo felhasadasat Zeeman-effektus-
nak?®® nevezik és kiilonosen fontos szerepet jatszik az atomok szerkezetének vizsgala-
ta soran.

Példankban az elektron forgasszimmetrikus rendszer, amig be nem kapcsoljuk
a kiilsé magneses teret. A forgasszimmetria kovetkezménye, hogy az elektron ener-
giaszintje kétszeresen degeneralt. A , fel-” ill. | lefelé” allo spinnel jellemzett elekt-
ronédllapotok multiplettet, in. dublettet alkotnak. Amikor bekapcsoljuk a kiilsé
magneses teret, akkor megsértjiik explicit médon az elektron forgasszimmetridjat, a

44 A7 dllapotok tere 2-dimenzids, ezért 2 x 2-es métrix determindnsanak elt{inését kell megkove-
telni.

45Hendrik Anton Lorentz (1853-1928, holland) és Pieter Zeeman (1865-1943, holland) 1902-ben
fizikai Nobel-dijat kaptak eredményeikért, amelyeket annak kutatasaban értek el, hogy a magnesség
milyen hatast gyakorol a sugédrzasi jelenségekre.
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kiils6 homogén méagneses tér jelenlétében mér csak a z-tengely korili elforgatasokkal
szembeni szimmetria marad meg. A szimmetria ilyen, explicit megsértésének
a kovetkezménye, hogy az elfajult energiaszint felhasadt, hogy a mul-
tiplett, esetiinkben a dublett ,,lJathatéva valt”, mint két kiilonboz6 energidju
allapot. A szimmetria explicit megsértésének tovabbi fontos kovetkezménye, hogy
most mar csak a kiils6 magneses tér iranyaban ,fel-” ill. | lefelé” mutatd spini
két allapot marad energia-sajatallapot. Egy tetszoleges spindllapot altalaban nem
energia-sajatallapot. Amig a forgdsszimmetria sértetleniil fennallt, addig a szabad
spin esetén minden spindllapot energia-sajatallapot is volt.

Az elmondottakat nézhetjiilk masképp is. Ha nem tudnénk, hogy a szabad
elektronspin energiaszintje kétszeresen elfajult, akkor a szimmetria explicit megsér-
tése révén meg tudnank gyozodni arrdl, hogy volt ilyen szimmetria. Amikor egy
szimmetria ilyen médon valésul meg, azt a szimmetria Wigner-féle megvalésu-
lasi moédjanak nevezziik.

4.1.3. A Larmor-precesszi6*

A kapott eredmények ismeretében konnyen belathatjuk, hogy a homogén kiilso
magneses térbe helyezett spin precesszal a B magneses indukciovektor iranya koriil.
Vegyiink egy tetszoleges kezdeti spinallapotot a t = 0 iddpillanatban, amelyet a
(4.1.11) egyenl6ség ir le, ahol a kifejtési egytitthatokat a (4.1.17) médon paramet-
rizéljuk. Hassunk erre az e~ #* id6fejleszté operatorral. Ennek hatésa csupan annyi
lesz, hogy az 5. operator sajatdllapotait, amelyek egytuttal energia-sajatdllapotok is,
meg kell szorozni a megfelel§ e~ # P+t fazisfaktorokkal. Az eredmény tehat az alabbi
idofiiggo spinallapot lesz,

i 1 e’ i (0 o
— —5E4t _ +E_t+ip i<
Ix(t)) = en (0) Cos 5 + en (1) sin 5
— o nBst 1 @ L E4——E_)ttip 0y . «
= e *h 0 CcOS 5 + en 1 sin 5
. —iE+t 1 « ZQO(t) 0 . (6%
= e o) cos ) +e 1) sm 5| (4.1.36)

ahol a kezdeti ¢ szog helyett az id6tol linearisan fiiggd

E_
—r—t =+ wrt (4.1.37)

sz0g és benne az
wr, = 9gsB. (4.1.38)

szogsebesség szerepel. Samoljuk ki most a spin Descartes-komponenseinek a |x(t))
allapotban vett vérhaté értékeit. Ekkor a (4.1.18), (4.1.19) és (4.1.20) egyenletek-
ben csak annyi valtozik, hogy a kezdeti ¢ helyére az id6tol fiiggd o(t) keriil. Ez
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nyilvanvaléva teszi, hogy a spinvektor varhaté értéke a magneses indukcié iranya
(esetiinkben a z-tengely) koriil wy, szogsebességgel forog, mikézben nem véltozik a
méagneses indukcié irdnyaval bezart « szoge. Ez a jelenség a Larmor-precesszi6é®®.
Véges T'id6 alatt a spinvektor varhato értékének a magneses indukciéra vett merole-

ges vetiilete Ap = w1 szoggel fordul el.

A megfelel6 klasszikus fizikai kép az, hogy a i magneses momentummal ren-
delkez6 porgettytire a homogén kiilsé méagneses tér M = ji x B forgatéonyomatékot
fejt ki, amely merdleges a magneses momentumra és a magneses indukcié vektorara
egyarant, s igy nincsen z-irdnyd komponense. A klasszikus ji = —gl magneses
momentum, ill. a hozza tartozé [ impulzusmomentumi, pontszeri merev test
mozgasegyenlete, az impulzusmomentum tétele alapjan:

a - dl - .
— =M, = —=—glxB=-dxlI, 4.1.39
dt at 7 (4.1.39)
ahol @ = gé allandd, a z-tengely (a homogén méagneses tér indukcidja) irdnyaba
mutato vektor. Mivel M, = 0, ezért az impulzusmomentum z-irdnyi komponense
megmarad, [, =all. A mozgasegyenletbdl addodik, hogy
¢ .dl -

=20 — =20 (@x1)=0, (4.1.40)

azaz a mozgas soran az impulzusmomentum négyzete dlland6. A forgatényomaték
hatasara a porgettyli gy kényszeriil mozogni, hogy ne sértse az impulzusmomentum
z-iranyu komponensének a megmaradésat, mikozben a nagysaga sem véltozik. En-
nek kovetkeztében az impulzusmomentum vektora forog a z-tengely koriil, i = gg
szOgsebességgel precesszal (1d. a 4. &bréat).

A homogén, sztatikus kiils6 magneses térbe helyezett elektron spin-vektoranak
varhato értéke a kvantummechanikaban hasonléan viselkedik mint egy sulyos por-
gettyll impulzusmomentum-vektora: allandé szogsebességgel precesszal a méagneses
indukcié vektoranak iranya koriil. A precesszié szogsebessége a kvantummecha-
nikaban is gs\g | nagysdgu. Az elektron magneses momentuma és spinje kozotti
aranyossagi tényezé a tapasztalat szerint (Einstein és de Haas kisérletének eredményei

alapjan, 1d. a A.1.4 fiiggeléket) g; = ﬂ'%, ahol m, az elektron nyugalmi tomege, c

pedig a fény sebessége a vakuumban. Ez az érték 2—szerese a g = ;L' aranyossagi

MeC
tényezoének, ami az elektron péalyaimpulzusmomentumabdl szarmazd magneses mo-
mentumban szerepel. Az elektron palyamozgasahoz tartozé g giromagneses tényezo-

nek egyszerti klasszikus fizikai magyarazata van annak alapjan, hogy pl. R sugartu

46Sir Joseph Larmor (1857-1942, fr) fizikus. A legkisebb hatds elvének egyik hirdetSje. Még
miel6tt J.J. Thomson 1897-ben felfedezte az elektront, Larmor felismerte, hogy az elektromos
toltés egyetlen forrasa egy részecske, és hogy az elektromos aram egyediili oka sok ilyen részecske
aramldsa.

Joseph John Thomson (1856-1940, angol) 1906-ban fizikai Nobel-dijat kapott a gézok elektromos
vezetésére vonatkozé elméleti és kisérleti vizsgalataban szerzett nagy érdemeiért.
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4. édbra. Az s =
magneses térben.

% spin Larmor-precesszidja sztatikus, homogén B indukciéju

korpalyan, v=all. keriileti sebességgel mozgo elektron palyaimpulzusmomentuma

(. = Rmcv, az éltala képviselt aram i = —|e|5 5, és a kordram mégneses dipdlmo-
mentuma i, = 2iR*m, dgyhogy
lelv o el e el
L= ——— =—————Rnl, = — l,. 4.1.41
H 2n Re 2t R%2m.c 2m.c ( )

Nagyjabol hasonlé nagyarazatot kapunk a kvantummechanika keretében is. Ezt
majd akkor beszéljiik meg, amikor a hidrogén-atom gerjesztett allapotainak tu-
lajdonsagait targyaljuk. Ugyanakkor az elektron spinjéhez tartozé giromagneses
tényezot csak a kvantumtérelmélet eszkozeivel, a kvantumelektrodinamika keretében
tudjuk megmagyarazni, mert az relativisztikus effektussal kapcsolatos.

4.2. Pontrészecske mozgasa

Ebben a fejezetben a pontrészecske térbeli mozgdsanak specidlis eseteivel fogunk fog-
lalkozni. Az elsé6 feladat az, hogy keressiik meg a pontrészecske Hamilton-operatora-
nak az alakjat. Miutan tanulmanyozzuk a szabad részecske mozgasat, targyalni
fogjuk a részecske mozgasat kiilsé potencial jelenlétében. Végezetiil a hidrogén-
atommal foglalkozunk, mint az atommag (az adott esetben a proton) Coulomb-
terében mozgo elektron esetével. Vonatkoztatasi rendszernek inerciarendszert vélasz-
tunk, azaz olyan rendszert, amelybol nézve a tér homogén és izotrép, az id6 pedig
homogén. Ehrenfest elso tételébdl tudjuk, hogy inerciarendszerben a részecske hely-
zetvektora operatoranak varhatéd értéke az ido linearis fiiggvénye, azaz a részecske
helyzetvektoranak varhato értéke olyan vektor, amelynek , hegye” egyenesvonalu
egyenletes mozgast végez.
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4.2.1. Bels6 szabadsagi fokok nélkiili részecske Hamilton-operatora

Tegyiik fel, hogy a részecske a térbeli helyzetén és impulzusan kiviil semmilyen maés,
un. belso szabadsagi fokkal, mint pl. a zérustdél kiilonbozé spin, nem rendelke-
zik. Ekkor a klasszikus mechanikai Hamilton-fiiggvény alakja és a megfeleltetési
elv van segitségiinkre abban, hogy megtaldljuk a részecske Hamilton-operatorat.
Altaldnosan feltehetjiik, hogy a részecske Hamilton-operatora a kinetikus energia T
és a potencidlis energia V operdtordnak az Gsszege:

H=T+V. (4.2.1)

Ha elvégezziik a Heisenberg-féle kanonikus kvantalast, azaz el6irjuk a Heisenberg-féle
csererelaciokat, és a klasszikus helyzetvektort és impulzust a megfelel6 operatorokra
cseréljiik, akkor a kovetkezd alakban kapjuk meg rendre a kinetikus energia és a
potencidlis energia operatorat:

T="— V=V{). (4.2.2)
N
H=T+V = 2m+vm. (4.2.3)

H=—A+V(7 (4.2.4)

alakot olt. Ennek megfelel6en a pontrészecske koordinata-hullamfiiggvé-
nyére vonatkozo Schrodinger-egyenlet

ihdu (7 t) = [—h—2A+V(F)} W7, 1) (4.2.5)

alakia. A Schrodinger-egyenlet az id6valtozo tekintetében els6- a koor-
dinatak tekintetében masodrendii, linearis, parcialis differencialegyenlet.
Kovetkezésképpen egyértelmiien létezik a megoldasa, ha

1. adottak a hullamfiiggvényre vonatkozo térbeli hatarfeltételek, pl. a
hullamfiiggvény értéke a térbeli értelmezési tartomanya hatarain; és

2. adott a hatarfeltételeket kielégito kezdofeltétel, azaz a hullamfiigg-
vény a t = ty kezdeti idopillanatban.
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A megoldas ekkor az idovaltozéban legalabb egyszer, a koordinatakban
legalabb kétszer differencialhaté hullamfiiggvény. Ennek kovetkezménye,
hogy a megoldas folytonos és egyszer folytonosan differencialhaté a tér-
valtozok tekintetében.

Ha a pontrészecske az z-tengely mentén egy-dimenzidés mozgast végez, akkor
a Schrodinger-egyenlet az alabbi alakra egyszertisodik:

ihop(z,t) = {—%Qﬁ + V(m)} WU(x,t). (4.2.6)

4.2.2. Nem zérus spinii részecske Hamilton-operatora*

Varakozasunk az, hogy mindaddig, amig a részecske spinje nem vesz részt a kolcsonhatasokban,
addig a Hamilton-operator alakja lényegében ugyanaz marad, mint a zérus spini részecske esetén.

A nem zérus spinii részecske allapottere a térbeli allapotok #, terének és a spin-
allapotok H, terének tenzori szorzata. A részecske allapotterét olyan szeparabilis
allapotok feszitik ki, amelyek a térbeli allapot és a spindallapot tenzori szorzatai.
Kovetkezésképpen, a részecske hullamfiiggvénye a koordinatahullamfiiggvény és a
spinhullamfiiggvény szorzata, ill. ilyen szorzatok linearis kombinaciéja. A hullamfigg-
vény tehat altaldban az i helyzetvektornak és a részecske o spinvaltozéjanak a négyze-
tesen integralhaté fliiggvénye.

Vegytik pl. az %-spinﬁ elektront. Kordbban lattuk, hogy bevezethetd 2 bazisillapot a
spinallapotok terében, amelyek az 3, spinvetiilet :I:%h sajatértékeihez tartoznak, ezek hullamfiigg-

vényei 2-komponenstiek, XEE] =054 1 tugyhogy

1 1
igzxgﬂ = iihxgi]. (4.2.7)

Mivel az elektron hullamfiiggvénye a o diszkrét valtozonak is fiiggvénye, ezért azt
is mondhatjuk, hogy az elektron hullamfiiggvényének 2 komponense van, amelyeket
2-elemii szamoszlopban rendezhetiink el:

U= (\ﬂ) =W, (7) (é) + U _(7) (?) . (4.2.8)

Az allapot normalési feltétele:

- /dF S U0 ? :/dF(|\I/+(F)|2+ |\11_(f)|2>. (4.2.9)

—4 1
o=%3

Specialis esetek:

1. Ha az elektron spinje és térbeli mozgdsa kozott semmilyen kolcsonhatds nincsen és az elektron
spinje semmilyen kilso térrel sem hat kélcson, akkor az elektron Hamilton-operétora,

H= [—%A + V(F)} ®1, (4.2.10)
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a spinallapotok terén 1, egység-operatorként hat. Ilyenkor az elektron stacionrius dllapotai-
ban a hely- és a spinfiiggés szeparalhaté. Az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet megoldasa pedig
megorzi a kezdeti feltétel szeparalt alakjat:

Ws(7 1) = (7 )Xo (1). (4.2.11)

Ekkor a Schrodinger-egyenlet megoldasa soran el is felejtkezhetiink a spinrdl, hiszen a
spindllapot a mozgds sordn nem fog megvaltozni, O;x,(t) = 0 miatt x,(t) = xo(to), a
térbeli hullamfiiggvény pedig ugyanigy valtozik az idében, mintha a részecskének nem is

lenne spinje:
2

ithow (75 t) = {—;—mA + V(F)] P(75t). (4.2.12)

. Ha az elektron térbeli mozgdsa elhanyagolhato, vagy nem érdekes, a spinje azonban kélcsonhat
homogén kiilsé magneses térrel, akkor az elektron Hamilton-operatora,

H=1;® H, (4.2.13)

a koordindta-hullamfiiggvények H, terén hat 1, egységoperatorként. Itt H, = a%s2 + gsgs B
az eléz6 fejezetben diszkutdlt Hamilton-operator, ahol g5 a spin és a magneses momen-
tum kozotti aranyossagi tényez6. Rendszerint az a = 0 valasztassal szoktunk élni, azaz a
szabad elektronnak a spinjébdl szarmazé sajat energidjat nem szoktuk hozzdadni az elekt-
ron energidjahoz. Ez azért is indokolt, mert a kvantummechanika keretei k6zott ennek a
sajatenergianak a meghatarozasara nincsen lehetoségiink.

. Az elektron pdlyaimpulzusmomentumdhoz és spinjéhez is tartozik mdagneses dipdlmomentum,
ha ezek kiilsé mdgneses térrel hatnak kolcson, akkor az elektron Hamilton-operatora

H=Hy@l,+gB - 0oi,+21;2%) (4.2.14)
ahol Hy = —%A + V(r) az elektron Hamilton-operdtora V (r) centrélis potencidlban és a

kolcsonhatast a kiilsé magneses térrel a Hamilton-operator masodik tagja irja le. Utébbiban
felhasznaltuk, hogy a spin giromégneses egytitthatéja a palyaimpulzusmomentumhoz tartozé
giromégneses egyiitthat6 kétszerese, gs = 2g;. Az elektron palyaimpulzusmomentumétol és
spinjétol szarmazo6 magneses dipélmomentumoknak a homogén kiils6 magneses térrel torténd
kolesonhatasa okozza a Zeeman-effektust, az atomi energiasziI}tek my és mg szerinti felha-

sadésdt. Valban a fenti H Hamilton-operator felcserélhet6 az K_Q, §Q, 0, és 38, operatorokkal,
ahol a z-tengely a homogén kiils6 magneses tér irdnyaba mutat. fgy az atomi energiaszintek
a kiils6é magneses térben az E energia mellett az ¢, m, és ms kvantumszamokkal jellemez-
heték. A kolesonhatdsi energia AE = ¢g;B(my + 2my), ami azt jelenti, hogy adott E-vel
és (-lel jellemzett dllapot energidja a mégneses tér hatasara felhasad my és mg értékétél
fliggben.

. Az elektron spinje és térbeli mozgasa kozotti kélcsonhatas egyik példdja a tapasztalat szerint
az ugynevezett spin-palya koélcsonhatas, amelynek Hamilton-operatora

3
Hyp =—f(7)) @3, (4.2.15)
j=1
amelyet roviden csak R
H.,p = —f()-5 (4.2.16)

alakban szoktunk frni, ahol f(7) csak a helyzetvektortdl fliggd fiiggvény. A tapasztalat
szerint ilyen kolcsonhatas fellép az atomi elektron palyamomentuma és spinje kozott.
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A Kklasszikus fizikai kép azt sugallja, hogy mind az elektron pédlyamozgasihoz, mindpedig
a spinjéhez tartozik magneses momentum, és azok, mint magneses dipélusok kolesonhat-
nak egymadssal. A spin-palya kélcsonhatds kvantumfizikai magyarazatat csak a specidlis
relativitasi elvet és a kvantumfizikat 6tv6z6 kvantumtérelmélet, pontosabban a kvantum-
elektrodinamika keretében talaltdk meg.

Az 0§ operator a ; =0+5 teljes impulzusmomentum segitségével
5 1.2 2
(- 5==[%-

5 - (4.2.17)

~

NI

alakba frhat6. Innen latjuk, hogy ﬁs_p_ felcserélhetd a 3‘2, 2 és 3 operatorokkal. Ugyan-
akkor j’z is felcserélheté az utébbi operdtorokkal és a spin-pélya kolesonhatas Hamilton-

operatoraval. Masrészt viszont £, és 5, nem felcserélhetdk a”j operatorral, s igy Hy . -val

sem. Centralszimmetrikus potencidlban mozgé elektront feltételezve, H=H,+ ﬁs_p_, ahol
Hy = —27; A + V(r), a spin-pélya kolcsonhatéds azt eredményezi, hogy az energiaszinteket

az E, j, ¢, s = 3 kvantumszdmokkal lehet jellemezni, minden energiaszint (2j + 1)-szeresen
elfajult m; lehetséges értékeinek megfeleléen. A spin-palya kolcsonhatds miatti energiafel-
hasadés

1 3

AE = —§h2f(r) G+ =Ll +1) — 1 (4.2.18)
A spin-palya kélcs6nhatas kévetkeztében az atomi spektrumokban, a ,,spektrum-
vonalak” multiplettekre torténé felhasadasat, a spektrum-vonalak tgynevezett
finom szerkezetét lehet megfigyelni.
Ehhez hasonlé az dgynevezett hiperfinom felhasadas, ami azért 1ép fel, mert az atomi
elektron palyaimpulzusmomentuma és az atommag spinje is kélecsonhat egymaéssal. Mivel
az elektron-spin giromagneses egyiitthatdja, gs és az atommag (hidrogén-atom esetében a
proton) spinjének giromagneses tényezdje, g, kozott

Me

gp ~ 9s0(—) (4.2.19)

mp
nagysagrendi relacié all fenn, ahol m., ill. m, rendre az elektron, ill. a proton nyugal-
mi tomege, és hanyadosuk :Z; ~ ﬁ, azért a hiperfinom szerkezetben az energianivok
tavolsaga kb. 3 nagysagrenddel kisebb, mint a finomszerkezetben.

4.2.3. Szabad részecske mozgasa inerciarendszerben

A zérus spint szabad részecske Hamilton-operatora inerciarendszerben

2

l)

‘ i

H=2_ 4.2.20
oo ( )

Ezért koordinata-reprezentacioban a szabad részecske Schrodinger-egyenlete:

ihOp (7 ) = =5 - AP(7 1), (4.2.21)

Az idofiiggé Schrodinger-egyenletnek a megoldasa akkor egyértelmi, ha megadjuk,
hogy milyen hatéarfeltételeket és milyen kezdeti feltételt kielégité megoldast kerestink.
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A fizikai feladat megoldasat olyan hullamfliggvények kozott kell keressiik, amelyek
a térbeli végtelenben, azaz az || — oo hatdresetben elég gyorsan eltiinnek ahhoz,
hogy a hullamfiiggvény négyzetesen integralhaté legyen, azaz az

/dVW(F, t)|? (4.2.22)

integral véges legyen. Tegyiik fel, hogy kezdofeltételként adott egy ilyen hatarfelté-
teleket kielégité és 1-re normélt hullimfliggvény a t = ¢y pillanatban: (7 tg) =
f(7), amelyre tehat [dV|f(r)|? = 1. Keressikk meg a hulldmegyenlet ezen kezdeti
feltételhez tartozd megoldasat!

A kovetkezok szerint jarunk el:

1. Megoldjuk a szabad részecske Hamilton-operatoranak sajatérték-egyenletét.
Tulajdonképpen ez nem 1j feladat, mert a szabad részecske Hamilton-operatora
az impulzus operatorabdl van megalkotva, ezért a Hamilton-operdtor felcserél-
heté az impulzusoperator valamennyi p; (¢ = 1,2, 3) Descartes-komponensének
operatoraval:

i H = 0 (i=1,2,3). (4.2.23)
Kovetkezésképpen az impulzus operatoranak 1z(7) sajatfiggvényei,

() = Pp(P), (4.2.24)

egyuttal a Hamilton-operatornak is sajatfiiggvényei,

Z%Q 72
%wﬁ(ﬁ = %%‘(F)a (4.2.25)
ahol a sajatfiggvények,
3
Us() = [ ] iy, () = €377, (4.2.26)

nem fizikai allapotok, mert a normé&juk végtelen, de ortonormalt teljes rend-
szert alkotnak az

/ AV (P67 = (2nh)36(F — ) (4.2.27)

altaldnositott ortonormaltsagi reldcidkkal. A (4.2.26) impulzus-sajatfiiggvé-
nyek kielégitik az id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenletet,

~ 2

P_ys(i) = Evp(d), (4.2.28)

2m
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az
> 2

E(p) = g—m (4.2.29)

sajatértékkel. Az energiaspektrum tehat folytonos, £ > 0. A szabad részecske
,,staciondrius allapotainak” idofliggését is figyelembe véve azt talaljuk, hogy
ezek az ,,allapotok” de Broglie-féle anyaghullamok:

Ys(Frt) = ot (Fr-B0). (4.2.30)
amelyek hulldmhossza
2r i
/b ol

a de Broglie-féle hullamhossz. Megjegyezziik, hogy impulzus-sajatallapotban
az impulzus bizonytalansaga zérus, mert az impulzusmérés eredménye bizo-
nyossaggal a p érték. Fizikai intuiciénk azt stugja, hogy a helykoordinatdk
bizonytalansaga végtelen, jollehet a megfelelé varhaté érték nem jol definialt,
mert az impulzus-sajatfiiggények norméja nem véges.

A = (4.2.31)

Formalisan a helyzetvektor varhato értékét igy becsiilhetjiik, hogy el6szor véges V' térfogatot
feltételeziink, amely a tértiikrozéssel szemben invarians, majd a szdmolas legvégén vessziik
a V — oo hataratmenetet:
_ - dV e  #PTen P T dVi 0
7= wIrp) _ Jv — = Jy =—=0. (4.2.32)
(p17) Jy dV]en? 7|2 Jydv v

Ekkor a helyzetvektor szérasnégyzete:

o =2 =5
Ar)2 = P27 72— I 4.2.33
(&) R
Vaélasszuk pl. a V térfogatot az origd kozépponti, R sugari gombnek, akkor
R
4 dr r# 5
(Ar)? = % SIS g (4.2.34)
dr [ dr 2 5 R 5

ami végtelenhez tart, ha R — 0o, azaz amikor a végtelen térfogat hataresetére tériink at.

. Tetszéleges ¢(7, t) hullamfiiggvény kifejthet6 az impulzus-sajatfiiggvények tel-
jes rendszere szerint

0it) = [ GG = [ Gt e (4239

alakban, ahol nyilvanvaléan a (P, t) linedrkombindcids egyiitthaték hordozzak
az idofliggést. A ¢(p,t) fiiggvény nem mads, mint a (7, t) fiiggvény Fourier-
transzformaltja:

bt = / dre™FPRY (7 ) = (7)), (4.2.36)



Ez egyuttal a |¢) allapot hulldmfiiggvénye az impulzus-reprezentaciéban. A
kezdeti feltételt jelent6 f(7) hullamfiiggvény ugyancsak kifejthet6 az impulzus
sajatfliggvényei szerint,

£ = / - f(D)ei”, (4.2.37)

ahol a linedrkombindcids egyiitthatSk jelentik a ¢ (p, t) egyiitthat6-fiiggvényekre
vonatkozo kezdeti feltételeket:

b(pito) = f(P) = /dw f(7) = /dVe T E(). (4.2.38)

. Helyettesitsiik be a hullamfiiggvény impulzus-sajatfiiggvények szerinti kifejtését
a Schrodinger-egyenletbe:

dp dp 3G P
ih | G0 U = [ G ). (12:39)

Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a @D}(F) fliggvénnyel és integraljuk a
teljes térre:

~ _Q ~
(G, 1) = ;—mqp(q, ). (4.2.40)

Latjuk, hogy a @E(q_', t) egyiitthatok idofliggését meghatérozo differencial-egyen-
letrendszert kaptunk, amely azonban szerencsésen szétcsatolodott a ¢ impulzus
kilonbozo értékeihez tartozo egyiitthatok tekintetében. A kezdeti feltételeket
is kielégité megoldas:

W t) = F(@e it (4.2.41)

A szabad részecske adott kezdeti feltételhez tartozé mozgdsat tehat a

6.0 = [ S ety

(2mh)3
dp i )i
= (2 h)3f(me h 2m 0 nP
T
1 - i (F—F! -
- (%h)s/dr,/dpe i ()P f(7)
m i m(

hullamfiiggvény irja le.
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~ Mielétt tovabb vizsgalédunk, mdris tehetiink egy fontos megdllapitdst. A
Y (p, t) hullamfliggvény nem mas, mint a szabad részecske hullamfiiggvénye az impul-
zus-reprezentacioban. Annak a valdszinlisége, hogy a szabad részecske impulzusa a
p impulzus koriili infinitezimélis dp impulzustérfogatba esik
~ dp _’
dw = o) = 2 4.2.43
D = [P s = 0 s (42.43)

Latjuk tehat, hogy ez a valdsziniiség nem valtozik a szabad részecske mozgasa soran.
A részecske impulzusanak varhato értéke,

7= [ eslo 0= [ o ok (1.2.44)

és szorasnégyzete,
=5 =2 dﬁ = _ =2
(Ap)? = p2—p Z/mW(p,t)sz—p

- /%WW” v (4.2.45)

egyarant allandé a mozgds soran.

4.2.4. A hullamcsomag szétfolyasa

A részecskeforrasok, részecskegyorsiték altaldban olyan allapotban allitanak elé ré-
szecskéket, amelyben a részecske helye és impulzusa elég jol meghatarozott. Mas-
képpen fogalmazva az allapot a koordinatatérben és az impulzustérben is kellGen
lokalizalt. Természetesen a hatarozatlansagi elv szab korlatot annak, hogy mennyire
lehet egyidejiileg kicsinnyé tenni a térbeli és az impulzustérbeli hatarozatlansagot.
Egy lehetséges, térben lokalizalt kezdeti allapot koordinata-hullamfiiggvénye:

7o
= Nexp(—— + —ji- 7, 4.2.46
16) = Nesp( 1+ 07 (4.2.46)
ahol s > 0 tdvolsidg dimenzidju valds paraméter, N normélési tényez6, és feltessziik,
hogy a pp impulzus eleget tesz a py = |po| > h/s feltételnek. Az utébbi azt jelenti,

hogy s sokkal nagyobb, mint a pp impulzushoz tartozé ¢ = A\g/(27) redukélt de
Broglie-féle hullamhossz,

h
s > — = (4.2.47)
Po

Az f(7) kezdeti allapotnak az impulzus-hullamfiiggvénye:
~ 72 1
f = [areioie - [aren (-2 - 15— )

—  (4ns2)*2N exp (_%) (4.2.48)
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Ezutéan kozvetlen szamolassal meggydzodhetiink réla, hogy a kezdeti t = ¢, idopil-
lanatban

Fty) = / dr) f (F)|*7 = 0, (4.2.49)
) = [ s PP = (1.2.50)

(Ar(ty) = F2—[F(t)? =57 = /dﬂf(F)PFQ _32 (4251

@Pt0) = [ s P — o)
— ((4 )) IN)? / q§2exp( %):4&;, (4.2.52)

ahol felhasznaltuk a normalasi feltételt,

_ /dF]f(r“)|2 — NP, I = /dfexp (—2T—;) = (1/(7;32))3/(24‘2‘53)

72 3/2 2\ —5/2
[arter(~ram) = ~gmam= () @2

integralt. Latjuk tehét, hogy a kezdeti allapot py impulzussal rendelkez6 hullamcso-
mag, ami a koordinatarendszer origéjaban tartézkodik, térbeli kiterjedését a (Ar)%(to)
= 3s? szérasnégyzet, impulzusanak hatdrozatlansdgat a (Ap)? = h?/4s? szérasnégyzet
jellemzi, és a hatdrozatlansagi relaciot a

és a

3
(Ap)(to) (Ar)(to) = ih (4.2.55)
alakban elégiti ki. Ha py > (Ap)(ty) = h/(2s), akkor az allapot az impulzustérben
is jol lokalizalt.

Az eléz6 fejezetben belattuk, hogy a hullamcsomag szabad mozgasa soran az
impulzus varhatoé értéke és a szérdasnégyzete nem valtozik meg. A tovabbiakban azt
vizsgaljuk meg, hogy hogyan véltozik a hulldimcsomag térbeli kiterjedése a mozgasa
sordn. Induljunk ki a hullimcsomag-allapot id6fliggésének (4.2.42) képletébdl, és
helyettesitsitk be a (4.2.46) kezdeti feltételt az integrandusba:

Ot = (5 3Mz/al*’/\/ X —ﬁ+ ' *’+37m(7?,_7?)2
DT\ 2rinlt— o) PN exp\ g R T E STy )
(4.2.56)
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Rendezziik az integrandusban szereplé exponencialis fiiggvény argumentumat,

T 1 i om _,,2+i_,, . mr +z’ mr 2

reum. = —| —5— ————— |T —r . - -

& 452 h2(t—ty) R\ T ) TR 1)
(4.2.57)

és végezzik el a térfogatra a Gauss-integralt:

/ 47" explargum.) — {ﬁ (4%2 - %ﬁ) _1} " <X(F, t)) (4.2.58)

ahol

1 mr \2/ 1 7 m -1
X(Ft) = ——(py— — ) [ — - —"
(72) 42 (po t—to) (432 h2(t—t0))
1 m? (ﬁ ﬁo(t—to))Qh(t—to) 1
r —

CR2 m 2m  Nl=to)

12 (t — to)? Ri=tg)

. 2 h(t—to) |, »
t—1 +
_ o m )<F— Po 0)) 2ms? T (4.2.59)

2h(t — to m 14 Bl

2m.s?

Az exponencidlis fliggvény X (7, t) argumentumdaban szétvélasztottuk a valds és
képzetes részeket. A hullamcsomaggal leirt allapotban a részecske 7 helyen torténo
megtalaldsanak valdszintiségi stirtisége

— 2 ﬁ(t—to)
N m - po(t—to) ms
e et st

h(t — o m 1+ YT
2
(;_ M)
= A(t—to) exp{— } (4.2.60)
252 + ﬁ22(:n—2t802)2

alaki fiiggvény, ahol az A(t — ty) amplitidé lassan csokken ¢t — ¢ty novekedtével.
Hasonlitsuk 0ssze ezt az eredményt a kezdeti hullamcsomag-allapotot jellemzo

P = wwzexp(—“) (42.61)

252

valoszintiségi stirtiséggel. Latjuk, hogy a hullamcsomag mozgasa soran a valészintiségi
strtiség megorzi a Gauss-fiiggvény alakjat. A valdszinliségi stirtiség maximumanak
helye az

—

Ft) = %(t — ) (4.2.62)
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Osszefiiggésnek megfeleléen egyenesvonald egyenletes mozgést végez vy = po/m se-
bességgel. Ekozben az allapot térbeli kiterjedése no, hiszen a kezdeti allapot kiter-
jedését jellemz6 s? paraméter szerepét a t > t, pillanatban az az s’ 2 paraméter veszi
at, amelyre

§? = &+ %. (4.2.63)
A t pillanatban az allapotot az
Ft) = Tt —to), (4.2.64)
pt) = po, (4.2.65)
(Ar)2(t) = 3s' %= (Ar)*(to) + %, (4.2.66)
(Ap)*(t) = (Ap)*(to) = f—; (4.2.67)

varhato értékek és szérasnégyzetek jellemzik. A mozgas soran a hullamcsomag a
térben szétfolyik, mikozben az A(t — t5) amplitidé fokozatosan csokken, hogy a
valdszintiségi stirtiség teljes térre vett integralja megmaradjon 1-gyel egyenlének. A
szétfolyas karakterisztikus ideje

Q

= (4.2.68)

Te

4.2.5. Ehrenfest tétele. Newton torvényei?

Vizsgaljuk meg, hogy a kvantummechanikaban érvényben maradnak-e Newton tor-
vényei valamilyen altaldnositott alakban. Newton” I. térvénye az inerciarend-
szer létezését mondja ki. Az inerciarendszer olyan vonatkoztatasi rend-
szer, amelybol nézve a tér homogén és izotrop, az id6 pedig homogén.
Az inerciarendszer megkeresésének operativ modja ezért az, hogy meg kell vizsgélni,
vajon a pontszerii részecske megorzi-e nyugalmi allapotat, ill. egyenesvonali egyen-
letes mozgasat, ha nem all semmilyen mas testtel kolcsonhatasban.

A kvantummechanikaban az inerciarendszer megkeresése annak alapjan tortén-
het, hogy inerciarendszerben a csaknem jol definidlt impulzusi és térben is csaknem
lokalizalt részecskét leiré hullamcsomag abszolut értéke négyzetének maximumhelye
egyenesvonalil egyenletes mozgast végez. Ez igy nem tul miitkodoképes mod arra,
hogy eldontsiik, vajon az adott vonatkoztatasi rendszer inerciarendszer vagy sem.

4TTsaac Newton (1642-1727, angol) kidolgozta a mechanika mai napig is helyes elméletét, amely-
nek sarokkovét a réla elnevezett mozgastorvények és a gravitdcids vonzéas torvénye képezi. A
centripetdlis eré6 magyardzata is téle szarmazik. Kidolgozta a szinelméletet. Legfontosabb mate-
matikai eredményei a binomialis tétel és a differencidlszamitas alapjainak kidolgozasa.
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Egyrészt az inerciarendszer ilyen mdédon torténé megkeresése a szabad részecskére
vonatkozo id6tol fiiggd Schrodinger-egyenletnek egy specidlis kezdofeltételhez tar-
tozd megoldasdhoz kotodik. Masrészt a hullamcsomag abszolut értéke négyzetének
maximumhelyét nem lehet kozvetleniil mérni.

A kiils6 potenciélisenergia-mezében mozgé m toémegii (nem relativisztikus)
részecske Hamilton-operatora
X 72
H = — 4+ V(7). 4.2.69
L v (4:2.69)
A részecske tetszOleges dllapotara érvényes allitasokat is kaphatunk, ha a helyzet-
vektor operatora varhaté értékének és az impulzus operatora varhaté értékének ido
szerinti elso derivaltjat vizsgaljuk. Ezekre vonatkozoan Ehrenfest tételei az alabbi
egyenloségeket mondjék ki:

d— _ p

—r = = 4.2.
d— —

o = V(). (4.2.71)

A (4.2.70) allitas az allandé tomegii részecske impulzusa és sebessége kozti klasszi-
kus mechanikai Osszefiiggés kvantummechanikai megfelel6je, a (4.2.71) egyenlet pe-
dig Newton II. torvényének kvantummechanikai analogonja. Az Ehrenfest-tételeket
annak az dltalanos osszefiiggésnek segitségével lathatjuk be, hogy tetszoleges f fi-

zikai mennyiség varhato értékének id6 szerinti els6 derivaltja azonos az f operator
varhaté értékével:

TP P
%f—f, ahol f—ih[f,H]jLat. (4.2.72)

Alkalmazzuk el6szor ezt az Osszefiiggést a helyzetvektor operatordnak varhato értékére:

1
2imh

2

d— T —
7 7 5], (4.2.73)

A

A jobb oldalon szereplé kommutator Descartes-komponensei:
(2,07 = [&4,0;°] = Zibipi — Pibids = p; — pi(&ap; — 1h)
Azt kaptuk tehat, hogy

d_ 11

Vektoriélis alakba visszairva megkapjuk a (4.2.70) egyenléséget.
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Alkalmazzuk most a (4.2.72) szabélyt az impulzus operatorara:

d

1

_ — I
—p = —|p,H]=—=[p,V]. 4.2.

A jobb oldalon szereplé kommutatort koordinata-reprezentacioban szamoljuk ki:

5 A h = hle.,, . -

V] = [V V(@)= | VV().. = V(Y.

hif=.. - - ho
= 7 VV(r)+ V)V -=V(f)V | = ;VV(F) (4.2.77)

Ezt felhasznalva azt talaljuk, hogy

vagyis megkaptuk a (4.2.71) egyenletet.

Ehrenfest®® tételei tehat az aldbbi jelentéssel birnak:

1. Ha a részecske helyzetvektora varhato6 értékének id6 szerinti elsé de-
rivaltjat egyfajta sebességnek fogjuk fel, akkor ennek a sebességnek
és a részecske (dllandd) tomegének a szorzata az impulzus varhaté
értékével egyenlo.

2. Ha a részecskére kiils6, sztatikus potencialmez6 altal kifejtett F =
—VV(7) erd hat, akkor a részecske impulzusa varhaté értékének az
id6 szerinti elsé derivaltja megegyezik az F = —VV(F) erd varhaté
értékével, akarmilyen allapotban is legyen a részecske, azaz varhatdé
értékben érvényes Newton II. torvénye.

” o,

3. Az el6z6 allitasbodl kovetkezik, hogy ha a részecskére nem hat kiils6p
er6, vagyis szabad mozgast végez, akkor a részecske impulzusanak
a varhaté értéke inerciarendszerben megmaradé mennyiség. Ennek
alapjan donthetjiik el, hogy egy vonatkoztatasi rendszer inerciarend-
szer vagy sem.

4.2.6. Mikor végez a részecske a klasszikus mechanikaira emlékeztet6
mozgast?*

Latjuk tehat, hogy Newton mésodik torvénye Ehrenfest masodik tételének alakjaban érvényes a
kvantummechanikaban is. Legyiink azonban 6vatosak a tétel kovetkezményeinek megitélésében.

48pPaul Ehrenfest (1880-1933, osztrdk) fizikus, az adiabatikus invaridnsok hipotézisének
felallitdsaval jelentOsen hozzajarult az atomfizika fejlodéséhez. Statisztikus fizikai megfontolasai
beépiiltek a modern, nem egyenstlyi termodinamikéba.
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Ez a tétel még egyaltalan nem jelenti, hogy a kvantummechanikai mozgas altaldaban barmiben is
emlékeztetne az ugyanolyan potencidlban torténd klasszikus mechanikai mozgasra. Ahhoz, hogy
a részecske mozgasa kozelitoleg emlékeztessen a klasszikus mozgésra, tobb feltételnek
is teljesiilnie kell.

1. Az egyik feltétel az, hogy a potencial gradiensének varhaté értéke kozelitbleg
egyezzen meg a potencial gradiensének értékével a részecske helyzetvektoranak
varhaté értékének megfelel6 pontban. Ehhez természetesen térben erésen lokalizalt
hullamcsomaggal leirhaté allapotban kell eléallitanunk a részecskét. Vegyiik pl. az egy-
dimenziés mozgas esetét mondjuk az z-tengely mentén. A potencidlt keskeny tart6ja hul-
lamfiiggvény esetén Taylor-sorba fejthetjiik az x koordinata T varhaté értéke koriil és megéll-
hatunk a sor elsé néhany tagjanal:

V() = V@) +@-2)V'@+ %(z -7)°V"(T) + %(:r —2)V"(@) 4. (42.79)
_ d‘gf) V@) - (@—-B)VE) - %(x _ERV(@) £ (4.2.80)
ugyhogy

Innen latjuk, hogy a hulldmcsomag térbeli Az kiterjedésének olyan kicsinek kell lennie, hogy
a

%(AI)2V”/(T) < V/(f) (4.2.82)

feltétel teljesiiljon, akkor lesz a részecskére haté erd varhaté értéke kozel egyenld a a
részecske helyzetvektoranak véarhaté értéke altal meghatdrozott helyen létesitett erdvel.
Szabad részecske (V' = 0), a nehézségi erétérben (V a koordindta linedris fiiggvénye) és
harmonikus oszcilldtor-potencidlban (V' kvadratikus fiiggvény) ez a feltétel mindig teljesiil.

2. Ha a részecske a térben lokalizalt, akkor megné a hatdrozatlansagi elv szerint az impulzus-
bizonytalansaga: Ap,, R &. Ekkor a részecske kinetikus energidjanak varhaté értékéhez

=) =2 2
i _ Pr , [Apa] (4.2.83)

m 2m 2m

[\

2
az impulzus szorasabol adédéd % jarulék nagyon nagy lehet. Annak a masik feltétele,

hogy a mozgas a klasszikus mechanikaihoz legyen hasonld, az, hogy a kvantum-
fluktuaciék jaruléka maradjon kicsi a kinetikus energia varhaté értékében. A
kinetikus energia varhaté értékében tehat az impulzus varhaté értékébdl szamolt kinetikus
energidnak kell dominalnia:

ﬁ (Apm)z > h2

2m > 2m N2m(A:c)2

= Thnin- (4.2.84)

Tehat keskeny hullamcsomag és a térbeli lokalizaltsagbdl szarmazé ,,nytlizsgés” mi-
nimalis kinetikus energiajat lényegesen meghaladé kinetikus energiat biztosito, nagy
atlagos impulzus sziikséges ahhoz, hogy a részecske mozgasa a klasszikus mozgasra
emlékeztessen.
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Ilyen feltételek mellett varhatjuk, hogy legalabb kezdetben a mozgas emlékeztetni fog a
klasszikus mechanikaira. Ahogy azonban telik az id6, a hullamcsomag szétfolyik. A szétfolyas
karakterisztikus ideje

hm m(Ax)?

SR (4.2.85)

Te

Mivel i ~ 1073* Js, az alabbi becsiilt értékeket kapjuk néhany esetben, adott m nyugalmi

tomegli, Az , kiterjedési” részecske esetén: Ez az kis szdmolés jol illusztrédlja, hogy egy klasszikus

Objektum m Az T Tovin
Fold 6-10% kg 6-10° m 2.-10%s | ~3-107197)
Olomgoly6 1 kg 4,5-1072 m 1030 s ~3-107%¢J
Proton | 1,7-107%" kg 107 m 1072 s ~3-10712 ]
~ 1 GeV/c? ~ 0,02 GeV/c?
Elektron | 9,1-103 kg | \c ~#2,4-107%m [5-107 s ~ 10719 ]
~ 511 keV /c? ~ 0,6 eV/c?

mechanikai részecske esetén a szétfolyas lényegében nem figyelheté meg és a klasszikus mechanikai
kinetikus energiak nagysagrendje pedig messze meghaladja a klasszikussag teljesiiléséhez sziikséges
kinetikus energia kiiszobértékét. Ugyanakkor az is jol latszik, hogy az elektron és a hozza ha-
sonlé mikrorészecskék vildgaban a hulldimcsomagnak a kvantumfluktuaciok miatti szétfolydsa na-
gyon jelentOs és csak a nyugalmi tomegiikkel 0sszemérhet6 kinetikus energidk esetén teljesiilnek a

klasszikus mozgas feltételei®.

4.2.7. A Schrodinger-egyenlet és a kvantummechanika klasszikus hatar-
esete

Keressiik az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet,

O (F 2
m% = A ) + VL (4.2.86)
megoldasat
B(F ) = A(F,t)exp(%S(F,t)) (4.2.87)

49Az elektron helybizonytalansdganak becslésére az elektron Ao = # Compton-hulldmhosszat
hasznaltuk, ahol m. az elektron nyugalmi tomege.

107



alakban, ahol az A(7,t) amplitidé és az S(r,t) fazis valés fiiggvények. Behelyet-
tesitjiik ezt a feltevést a (4.2.86) egyenletbe,

he— — A—|ei® = |—— A+ -A Alei®
{zha at]ef [ 2mV<V + 5 VS) +V ]er
h? h - i _-
= |——AA-2—VA.- -
{ 2m 2mv hVS

P a(iss 2—h—2A3AS+VA 75 (4.2.88)
2m~ \ h 2m  h e e

majd az egyenlet mindkét oldalan megjelend ens komplex fazis egytitthatéja valds és
képzetes részeinek egyenldségét megkovetelve az aldbbi parcialis differencialegyenlet-
rendszert kapjuk az A(7,t) és S(7,t) valos fiiggvényekre:

s (V) B2 AA
_E = o +V—%7, (4.2.89)
A VA-VS AAS
= - _ _ . 4.2.
ot m 2m ( 90)

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a (4.2.90) egyenlet azonos a valésziniiségi siirti-
ségre vonatkoz kontinuitdsi egyenlettel, a (4.2.89) egyenlet pedig nem més. mint a
klasszikus mechanika Hamilton-Jacobi-egyenletének kvantummechanikai altalanosi-
tasa.

Vegyiik észre, hogy a (4.2.87) hulldmfiiggvény gradiense

Vi = %V*S ¥, (4.2.91)

////// ’”

és a részecske p(7,t) valdsziniiségi stiriisége és j(7,t) valdszinliségi dramsiiriisége
rendre

p(Tit) = [(F.1)]* = A7), (4.2.92)
. ih, = . ih i o i = A?VS
G = — ) = — A —-VS— —— = (4.2.
) = (T =) = (195 - -195) = X5 120
Szorozzuk a (4.2.90) egyenlet mindkét oldalat balrél 2A-val:
§A? VAZ.VS A2 1o, ne
oA _VALVS —AS = -—V(A*VS). (4.2.94)
ot m m m
Ez az egyenlet nyilvanvaléan azonos a
Op(r,t =
pg;, ) pawimn = o (4.2.95)
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kontinuitasi egyenlettel.

A (4.2.89) egyenlet fizikai tartalmat rogton megértjiik, ha atrendezziik:

ds (VS)2 R2 AA
- = S — 4.2.
v = (T v (1200
és feltessziik egy pillanatra, hogy a jobb oldalon &all6 %% tag elhanyagolhato.
Ekkor ugyanis felismerjiik a klasszikus mechanika
0S -
% —H (7, VS) (4.2.97)

alaki Hamilton-Jacobi-egyenletét, ahol S(7,t) a klasszikus hatds a mozgas val6di
pélydjan, mint a végponti (7,t) adatok fiiggvénye, az tigynevezett Hamilton-Jacobi-
féle korreldciés fiiggvény, H (7, vS ) pedig a klasszikus Hamilton-fiiggvény, mint az
7" helyzetvektor és a hozzd kanonikusan konjugalt p’ = VS impulzus fliggvénye.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a kvantummechanikai ¢ (7, ¢t) hullamfiiggvény komplex
fazisa a h egységekben mért klasszikus mechanikai Hamilton-Jacobi-fliggvény kvan-
tummechanikai altalanositasa. Amennyiben a hullémfigggvény A valds amplituddja
K2 AA

dltal meghatdrozott, tisztan kvantumfizikai eredetli 5 -== energia-tag elhanyagol-

haté a mozgés sordn a (% + V(F)) tagokhoz képest, akkor a részecske olyan
allapotban van, amelyben j6 kozelitéssel klasszikus mozgast végez. Hogy ennek
a kvantummechanika és a klasszikus mechanika ko6zotti atmenetnek milyen fizikai
okai vannak, az ma is kutatas targyat képezi. Formalisan, a A — 0 hataratmenettel
térhetiink at a kvantummechanikai (4.2.89) egyenletrél a klasszikus mechanikai Ha-
milton-Jacobi-egyenletre. Ez a formalis hataratmenet azonban nem fizikai valasz
a kvantumbol klasszikusba torténd atmenetre, hiszen a természetben h # 0 véges
érték.

4.2.8. Dobozba zart részecske

1. Az idotol fliiggetlen Schrodinger-egyenlet és megoldasa

Tegyiik fel, hogy egy pontrészecske szabadon mozog egy doboz belsejében.
Az egyszeriiség kedvéért legyen a mozgds 1-dimenzids. A dobozt olyan V (z)
potenciallal modellezziik, amely a doboz belsejében nulla, a doboz falainél
pedig végtelen értéket vesz fel:

[ 0, ha re(0,L)
Viz) = { +o0o, ha xz<0vagyaz>L"’ (4.2.98)
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ahol L a doboz oldaldnak hossza. A részecske Hamilton-operatora®’:

N2

2 2
H=—"+V 4.2.1

ahol m a részecske tehetetlen tomege.

Keressiik meg a dobozba zart részecske stacionarius allapotait. A stacionarius
Schrodinger-egyenlet az x € [0, L] intervallumban

h* d*y

St Ey(z) (4.2.101)
alakot olt. Mivel a potencidl a doboz falainal végtelenné valik, azért a do-
bozon kiviil a hullamfiiggvénynek azonosan el kell tinnie. Ez a fizikailag
jozan feltétel 6sszhangban van a Hamilton-operator onadjungaltsaganak kove-
telményével (Id. az erre vonatkozo fenti labjegyzetet). Az 1-dimenzids eset-
ben az idotol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet kozonséges masodrendii differen-
cialegyenlet, amelynek megoldéasa altaldban folytonos és folytonosan differen-
cidlhato kell legyen. A doboz hataraindl a potencidlnak végtelen szakadasa
van, igy ott csak a folytonossagot kovetelhetjiik meg. Ezért a doboz hataranal
a részecske hullamfiiggvényének el kell tiinnie:

Y(zr) =0, ha <0 vagyz> L. (4.2.102)
Vezessiik be a k ,hullamszamot” a

2mE

S0Felmeriilhet a kérdés, hogy a Hamilton-operator a véges [0, L] intervallum felett értelmezett
négyzetesen integrdlhaté ¢(x) koordindta-hulldmfiiggvények tere felett vajon 6nadjungdlt vagy
sem. Az & — z- koordindta-operdtor véges x € [0, L] intervallum esetén is 6nadjungdlt, s igy a
potencidlis energia V() operdtora is. A Hamilton-operator tehat akkor és csak akkor 6nadjungdlt,
ha az impulzus p, — %% operdtora is 6nadjungdlt. Tetszbleges 1 (z) és ¢(z) hulldmfiiggvények
esetén parcialis integralassal kapjuk, hogy

I IV Sy 7772 R S X
ey A A e
PV Y ol 1. SN LR PUI Y WY XL
- ‘{{WW (0)] + /0 day ;@——[;m)w <x>}0+ /0 day =22
1L
= —[}Z—:Lz/}(x)z/}*(:v) + (Y|P |#)- (4.2.99)
40

Innen latjuk, hogy az impulzus-operator akkor és csak akkor oOnadjungalt, ha olyan
hullamfiiggvényekre szoritkozunk, amelyek az intervallum hatdrain eltiinnek. A dobozba zart
részecske Hilbert-tere tehat olyan négyzetesen integrélhaté fiiggvények Lo ([0, L], dz|ip(0) = (L) =
0) tere, amelyek eleget tesznek a 1(0) = 0 és ¢(L) = 0 hatérfeltételeknek.
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definiciéval. Ekkor az id6t6l fliggetlen (4.2.101) egyenlet

V" () + k*(x) =0 (4.2.104)
alakot 6lt. Ennek az egyenletnek 2 fiiggetlen megolddsa van, e** és e~
amelyek az F = % energia-sajatértékhez tartoznak. A linearis differen-
cidlegyenlet altalanos megoldasa tehat

Y(r) = AL 4 A (4.2.105)

alakt, ahol A, és A_ komplex egyiitthatok, amelyek esetleg k-tdl fiigghetnek.
A hullamfiiggvénynek ki kell elégitenie a potencidl (végtelen) szakadési helyein,
azaz az * = 0 és az x = L helyeken a folytonossagi hatarfeltételeket:

lim ¢(0+¢) =0, lim $(L—e)=0. (4.2.106)

e—0t
Ezekbol a hatarfeltételekbol azt kapjuk, hogy
AL +A_=0, A4 A e ™ =0, (4.2.107)

Az A, és az A_ egyiitthatokra vonatkozé homogén linearis egyenletrendszert
kaptunk, amelynek akkor és csak akkor van nem trivialis megoldasa, ha az
egyenletrendszer determinansa zérus, azaz ha

1 1
otk o—ikL

A determinans csak diszkrét k,,-értékek esetén tinik el:

=0, — e " e = 9isin(kL) = 0. (4.2.108)

kn:n%, n=01,2,... (4.2.109)

ahol n nem negativ egész szamok. Az els6 hatarfeltételi egyenletbél
A =—A,, (4.2.110)
ugyhogy a stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasai
Un () = 20A4 (ky) sin(k, ) (4.2.111)

alaktak és rendre az
R RPm
" om T omLE"
diszkrét energia-sajatértékekhez tartoznak, ahol n = 1,2,... pozitiv egész
szamok. Az n = 0 esetet ki kell zarjuk, mert ekkor a hullamfiiggvény azo-
nosan zérusnak adédna, ami nem lehet fizikai allapot, mert a norméja zérus.

(4.2.112)
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A normalasi egyiitthatét Ay (k,) alakba irtuk, jelezve, hogy az esetleg fiigghet
k,,-t6l.

A stacionarius hullamfiiggvényeket norméalhatjuk 1-re:

2

1 = 4/L dz| A, |?sin’(k,x) = 4L|A+|
0 kn L

fen L
/ d¢sin® € = 2L A(4%2.113)
0
ahonnan egy lényegtelen fazisfaktor erejéig
—1
AL = 4.2.114
+= s ( )

adodik. Latjuk, hogy a norméldsi egyiitthaté nem fiigg n-t6l (azaz k,-t6l). A
stacionarius megoldasok ortonormalt teljes rendszere tehat:

2
bn(z) = \/;sin<n%x), n=1,2,3,... (4.2.115)

és a megfelel6 energia-sajatértékek pedig:
R m?n?
" omI?’

Az energiaspektrum tehat tisztan diszkrét, és minden energiaszinthez egyetlen
bazisallapot tartozik, vagyis az energiaszintek nem elfajultak.

n=123,... (4.2.116)

. A stacionarius allapotok, mint alléhullamok

A kapott staciondrius megoldasokat kiegészitve a megfeleld, idotél fliggd fazis-
faktorral, megkapjuk a stacionarius allapotok idotol fliggd hullamfiiggvényeit:

U, (z,t) = 2iA+(l{:n)e_%Ent sin (n%x) (4.2.117)

Ez alakjat tekintve olyan allohullam, amelynek csomoépontjai vannak a doboz
falainal. Mivel k,, = 27“, ahol A a hullamhossz, ezért a diszkrét hullaimszamokat

meghatarozd osszefiiggés
A

L=n3 (4.2.118)
alakba irhato at. Innen latjuk, hogy az n egész szam azt mutatja meg, hogy a
félhullaimhossz hanyszor fér ra a doboz élhosszara. Az alléhullam kialakulasét
megértjiik, ha visszairjuk a hullamfiiggvényt a két exponencialis kifejezés szu-
perpozicidjaba:

U, (2,1) = Ape i {exp{z’n%x} — exp{—in%xH

— A, [exp{—i_i(Ent ~hha)} — exp{—%(Ent + knm)}} (4.2.119)
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Ez két, egymassal szembe futo, egymashoz képest 7 faziskiilonbséggel talalkozd,
azonos amplitudéju, w = E,, /h korfrekvenciaju és k€, ill. —k, e hullamvektoru
sikhullam szuperpozicidja, ahol € az xz-tengely pozitiv iranyaba mutato egység-
vektor.
Erdemes megjegyezni, hogy a dobozba zdrt részecske staciondrius allapotai
nem impulzus-sajatallapotok. Azt szokds mondani, hogy p, = +k,h a ¥, (z)
staciondrius dllapotu részecske kvaziimpulzusa. A (4.2.119) egyenletb6l
latjuk, hogy a stacionarius allapotok a k,h és a —k,h sajatértékhez tartozo
impulzus-sajatallapotok linearis kombindciéi. Valoban igaz, hogy

hd ., .

——eFT — pk, Tk (4.2.120)

1 dx
3. Az alapallapot energiija és a hatarozatlansagi relacié

Tanulsédgos észrevenni, hogy a dobozba zart részecskének az alapallapo-
taban is van zérustdl kiillonb6z6 energiaja:
h2m?
2mL?
Ez a Heisenberg-féle hatdarozatlansagi relacié kovetkezménye. Az alapéllapot-
ban levé részecske helybizonytalansaga Ax ~ L, ezért az impulzus-bizonyta-
lansaga legaldbb Ap, ~ % nagysagrendii, ami

(Ap)?

2m  2mL?
nagysagrendli kinetikus energiat eredményez. Valdjadban a kinetikus energia
legkisebb értéke a becsiilt Ep- értéknél is nagyobb.

Ealap = Enzzl - (42121)

Eb ~ (4.2.122)

4. A stacionarius allapotok kinetikus energiaja és a ,,nyiizsgés”

A dobozba zart részecske impulzusanak varhaté értéke minden stacionéarius
allapotban zérus:

A g ) L hd
(VnlPaltn) = / Az, etdn, = / dziys ~—,, = 0. (4.2.123)
0 0 1 dx
A részecske kinetikus energidjanak varhato értéke

H2 1 A . 2 A ., 2
Eo = (2l = o tlpeln? + G2E = G845 19

ahol felhasznaltuk a szorasnégyzet definicidjat. Latjuk, hogy a részecske kine-
tikus energidja teljes egészében kvantum-effektusbdl, az impulzusdnak hataro-
zatlansdgabol szarmazik. Ez azt jelenti, hogy a dobozba zart részecske ki-
netikus energiaja nem haladé mozgasbdl, hanem tigy nevezett nytizs-
gésbol®! szarmazik. A hullAmfiiggvény ,,szét van kenve” az egész

SLA Kkifejezés Karolyhdzy Frigyes (eredetileg Fetter Frigyes, 1929-2012) magyar fizikustél
szarmazik.
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dobozban, de nem egyenletesen. Minél ,,hullamosabb”, annal na-
gyobb a derivaltbdl szarmazé kinetikus energia. A részecske hullam-
fiiggvénye alléhullamot ir le, amelynek a [0, L] intervallumon beliil n — 1 darab
csomopontja van, azaz annyi, ahanyadik gerjesztett allapotrdl van sz6 energia
szerint novekvé sorrendben®.

Osszhangban azzal, hogy a dobozba zart, stacionarius allapotu részecskének zérus az im-
p -

pulzusa, azt taldljuk, hogy a sebessége is zérus. A sebesség operatorit az &= —+[2, H]
operatorral értelmeztiik, ennek varhaté értéke az n-edik stacionarius dllapotban:

) : 1 . R
ih{nl#|n) = 5 —(nlop? — paln)

= —h—2 ’ dgcE sin(nzx) xd—2 - d—zx sin(nzx)
2m ), L L de?  da? L
2oto2 oo d? d PN\ o«
=5 ; dwz s1n(nzx) [x@ - (25 + x@)] sm(nzx)
2n? 7w [F ., T T
= ﬂnf/o dx s1n(nzx) cos(nzx) =0. (4.2.125)

Vizsgaljuk még meg, hogy hogyan teljesiil a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié. Eh-

hez rendre meghatarozzuk a részecske helykoordinatajanak és impulzusanak a szérdsat. A
megfelel6 szorasnégyzetek, definicié szerint:

2 2 2 2 L?

(Ax)® = (n]@%|n) = ((n|2]n))” = (n|2%|n) — -,

(Ape)* = (nlpzln) — ((nlpa|n))? = (nlpZ|n), (4.2.126)

ahol felhasznaltuk, hogy a p, impulzus varhaté értéke zérus barmelyik stacionarius allapot-
ban és az x koordinata varhato értéke:

2 L
(n|&|n) = Z/o dz xsinz(n%x)

1t 2 L 1 2 L 2
Z/o dx :C[l — cos(n%x)} =3 "5 [x sin(n%xﬂé —/0 dx sin(n%:v)}

L L 2m
=3t g sl
L
- (4.2.127)
Az impulzus négyzetének varhato értéke:
72202
(n|p2ln) = 2mE, = Z—Qn (4.2.128)

°2Ez a pontrészecske 1-dimenziés mozgdsara altaldnosan érvényes csoméponti tétel kovet-
kezménye, amely szerint, ha a részecske gerjesztett (staciondrius) &llapotait energia szerint
novekvo sorrendben sorszamozzuk, akkor a gerjesztett allapot hullamfiiggvényének pontosan annyi
csomépontja van, ahdnyadik gerjesztett allapotrél van szé. Az alapéallapotnak, azaz a nulladik
gerjesztett allapotnak nincsen csomépontja. A tételt ugy kell alkalmazni, hogy a csomépontok
szamaba csak a doboz belsejében talalhaté csomdpontokat kell beleszamolni, azaz a hatdrokon
elhelyezkedoket nem.
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A helykoordinata négyzetének a varhaté értéke:

2 L
(n|2%|n) = Z/o dr 2* sin2(n%:v)

I 2
= E/o dx x* [1 - cos(n%x)}

L2 1 2 k 2
= - |:$2 sin(n—wx)% —/ dz2x sin(n—ﬂx)]
L 0 L

3 2nm
L* L 2 v 2
=3 " e [290 cos(n%xﬂé - 2/0 dx cos(n%x)]
L? L?
=— - —. 4.2.129
3 2n2x? ( )
Ezért ) 6
2 _ L ogafy
(Az)” = 5L (1 n2ﬁ2> (4.2.130)

szigorian monoton novekszik, ahogy egyre magasabban gerjesztett allpotokat néziink és
aszimptotikusan tart a (Az)? = 5 L? értékhez, ha n — oo, mig az impulzus szérasnégyzete
n2-tel ardnyosan, minden hatdron tdl né az n — oo limeszben. Ugyanakkor a hely és az
impulzusbizonytalansag szorzata a

hm 1 6 S hm 1 6
L I B LY SR
V12 n2r? — /12 w2

egyenlGtlenségnek tesz eleget. Latjuk, hogy az alapallapotban a legkisebb a hely és az
impulzus bizonytalansdganak szorzata és teljesiil a hatarozatlansagi relacio.

AzAp, = (4.2.131)

. A stacionarius allapotok paritasa

A dobozba zart részecske probléméjanak Hamilton-operatora szimmetrikus a
,,potencidlgodor” = = L/2 felez6 pontjara torténd tiikrozéssel szemben. Ezt
a szimmetriat jobban tudjuk szemléltetni, ha eltoljuk az x-tengely origéjat az

¥ =1x— é transzformécioval. Az a2'-tengely origéra torténd tiikrozésének

@/ — —2 transzformdciéjat jeloljiik IT-vel. A potencidlis energia az '
koordindta paros fiiggvénye, V(z') = V(—2a'), az impulzus-operator pedig
%’/%. A I transzformdcié hatdsdra az impulzus-operator eléjelet vélt, a po-
tencidlis energia operatora pedig invarians marad. Kovetkezésképpen a H
Hamilton-operator invaridns a II transzforméciéval szemben. Vizsgaljuk meg,
hogyan viselkednek az origéra torténd tiikkrozés soran a stacionarius allapotok

hullamfiiggvényei, amelyek
2 T L
Yp(2') = \/;sm <nz (z + 5))
B 2. T, nmw ™ ,\ . [(nT
= 17 {sm (nzx ) COS(T) + cos (nzx ) sin (7)](4.2.132)
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alakiak az 2’ koordindtak fiiggvényeiként. Ha n = 2v — 1 péaratlan szam, ahol
v=1,2,..., akkor a jobb oldalon az els6 tag zérus, és azt talaljuk, hogy

2
Uo(af) = —(=1)"4/ 7 s (n%:ﬂ'), n=2v-1=1,3,5,...(4.2.133)
Ekkor a hullamfiiggvény paros fiiggvény és
[y, (2') = b —a') =n(2’), ha n paratlan. (4.2.134)

Létjuk, hogy a pdratlan n-hez tartozd staciondrius allapotok hulldmfiggvényei
a Il operdtor II = 41 sajatértékhez tartozd sajatfiiggvényei. Ha n = 2v paros
szam, ahol v = 1,2, ..., akkor a megfelel stacionarius allapotok hullamfiiggvé-
nyei

Up(x') = (—1)”\/%sin (n%z'), n=2v=24,.. (4.2.135)

alakuak, vagyis paratlan fliggvények, amelyek az x’-tengely origéra torténd
tikrozése soran elgjelet valtanak:

M, (2) = Yp(—2') = —thn(2’), ha n péros. (4.2.136)

Innen leolvassuk, hogy a paros n-hez tartozé stacionarius allapotok hullamfiigg-
vényei a II operdtor II = —1 sajatértékéhez tartozé sajatfiiggvényei. Az
itt szerepld II operdtor a 3-dimenzids tér origéra torténd tikrozésének, a
tértiikrozésnek az 1-dimenziés megfeleldje. A II opertor sajatértékét pa-
ritasnak nevezziik. A fentiekben belattuk, hogy az 1-dimenziés dobozba zart
részecske staciondrius allapotainak hullamfiiggvényei kozos sajatfiiggvényei a
Hamilton-operatornak és a tértiikkrozés operatoranak. A stacionarius allapotok
tehdt jol definialt paritassal rendelkeznek: az alapallapot és novekvd ener-
gia szerinti sorrendben minden masodik gerjesztett allapot +1 paritasd, mig
(ugyanebben a sorrendben) az 1., a 3. stb. gerjesztett allapot —1 paritéds.

. Altalanositas 3-dimenzids esetre

A kapott megoldast konnyti 3-dimenziés dobozba zart részecskére altalanosi-

tani. A részecske Hamilton-operdatoraban a Descartes-féle koordinatarendszer

fiiggetlen irdnyaiban torténé mozgdsok koordinatai (pontosabban a megfelels

impulzuskomponensek operdtorai) kiillonboz6 tagokban, szeparaltan fordulnak
elo,

g_B o Py P

2m  2m  2m

Az impulzus-operator Descartes-komponenseinek és igy a Hamilton-operator-

nak az onadjungaltsdga megkoveteli, hogy a hullamfliggvény a doboz falainél

(4.2.137)
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tiinjon el. A hatarfeltételek miatt a k hulldmvektor valamennyi Descartes-
komponense csak olyan diszkrét értékeket vehet fel, hogy az x-, y- és z-iranyban
a félhullamhossz egész szamszor férjen ra a doboz megfeleld iranyu élére, va-
gyis k; = n;7- legyen, ahol L; (i = x,y,z) a téglatest alaki doboz élhosszai
és n; (i = x,y,z) nem negativ egész szamok lehetnek. A fentiek miatt a
részecske hullamfiiggvénye az x-, az y- és a z-iranyu, fliggetlen mozgasokat
leir6é hullamfiiggvények szorzata:

” ( ) 8 ) T ) T ) m
e Ny n Ly Y, 2) = SIN| Mp—T | S| Ty — s nNy,—=2 ),
Ty, M2 y LxLyLz Lx ) Lyy Lz

n2

m*a? (n3 y N
T Y z

Az energia-sajatértékeket az (n,,n,,n,) szimharmas jellemzi, ahol az n, =
ny, = n, = 0 esetet ki kell zarjuk.

4.2.9. A dobozba zart részecske problémaja, mint hatareset

Esetleg kétségeink lehetnek, hogy vajon a végtelen nagy potencialfallal hatarolt
intervallumban mozgdé m tomegi részecske stacionarius allapotait az el6z6 feje-
zetben helyesen hataroztuk meg, azaz hogy a potencial végtelen ugrasat helye-
sen kezeltik az idotol fliggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasa soran. A kapott
eredmények helyességének aldtamasztasa érdekében megkisérelhetjiik, hogy az in-
tervallum hatarain csak véges Vjy > 0 potencidlugrast tételeziink fel, megkeressiik a
stacionarius allapotokat, majd megvizsgaljuk a V; — oo hataresetet. Azt reméljiik,
hogy ebben a hataresetben visszakapjuk majd az el6z6 fejezetben ismertetett ered-
ményeket.

Keressiik tehat az m tomegil részecske stacionarius allapotait véges, Vo > 0
,,magassagi” potencidlgdodorben 1-dimenzids esetben. Legyen a potencidlis energia,
mint az x koordinata®® fiiggvénye:

0, ha —a<zx<a, I
Viz) = { Vo ha 2 < —a, II (4.2.139)
Vo ha x> a, 117

ahol rémai szamokkal jeloltiik meg az egyes intervallumokat, amelyekben a poten-
cidlis energia alland6. Az idotél fiiggetlen Schrodinger-egyenlet,
h2

— (@) + V(@)le) = B), (4.2.140)

53 Az itt hasznalt = koordindta az el6z6 fejezetben bevezetett o’ koordinatdnak felel meg.
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ahol ¢"(z) = de’i(f). Amennyiben stacionarius allapotokat kerestink, akkor a sta-
cionarius Schrodinger-egyenlet olyan megoldasait keressiik, amelyek 0 < E <

energidhoz tartoznak.

A (4.2.140) egyenlet kozonséges masodrendii, linedris, valtozé egyiitthatds dif-
ferencidlegyenlet. A 1(z) egyiitthatéja, a potencidl nem folytonos fiiggvény, hanem
az v+ = +a pontokban véges szakaddsa van. A keresett t(z) hullimfiiggvényrol
feltessziik, hogy folytonos, és megmutatjuk, hogy a szakadasi helyeken is folytono-
san derivalhaté. Vegyiik pl. az x, = a szakaddsi helyet, és integréljuk a (4.2.140)
egyenlet mindkét oldaldt x szerint az [a — £, a + €] intervallumon, ahol ¢ — 0%:

h2 ate ate

T dw(x) = / dz [E — V(z)] ¥(z). (4.2.141)

2m a—e —€
A bal oldalon a Newton-Leibnitz-szabalyt alkalmazva elvégzzilk az integralast, a
jobb oldalon az E-t tartalmazo tagot az integralkozépérték-tétel segitségével érté-
keljiik ki, a mésik tagban pedig az integrélt az [a —¢, a] és az |a, a+ €] intervallumok
feletti integralok Osszegére bontjuk és azutan alkalmazzuk az integralkozépérték-
tételt. Végil tartsunk e-nal nulldhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

_” lim [lp’(x)] " = lim (E25¢(a) -V /a " dw(x))

2m e—0+ e—0t
a—e&

e—0t

= lim (E25¢(a) - %5¢(a)). (4.2.142)

Végezzik el most az ¢ — 01 hatdrdtmenetet, akkor V| végessége miatt a jobb ol-

dalon zérust kapunk. Mivel a bal oldalon a —% szorzotényezo véges, azt taldljuk,

hogy ¢/'(a +¢) = 9'(a — ), ha e — 0T, vagyis a ¢/ = dlg—f) els6 derivalt folytonos a
potencidl véges szakaddsi helyén az z, = a pontban. Ugyanigy lathatnank be, hogy
az r_ = —a szakadasi helyen is folytonosan differencialhaté a hullamfiiggvény. Meg-
jegyezzik, hogy a potencialfiiggvény alakjat nem hasznéltuk ki a bizonyitas soran.
Ezért azt, hogy a stacionarius allapotok hullamfiiggvénye a potencidl barmely véges
szakadasi helyén folytonosan differencialhaté, hasonléan lathatjuk be tetszéleges
alaku potencidl esetén. Vegyiik észre azt is, hogy amennyiben V, — 0o, azaz a poten-
cidl ugrédsa végtelen a szakadési helyen, akkor a (4.2.142) egyenlet jobb oldalan a Vye
kifejezés hatarértéke rosszul definialt, és ennek kovetkeztében a hullamfiiggvény foly-
tonos differencidlhatosaganak a kovetelménye elesik. Azt ezért nem kellett megkove-

teljitk az el6zo fejezetben targyalt esetben.

Ilyen el6zmények utén térjiink ra a (4.2.140) egyenlet tényleges megolddsara
a 0 < FE < Vj feltétel mellett. Az egyenlet explicit alakja a I és a I és I11
tartoméanyokban rendre:

h2

—5 V" = B, ha wel, (4.2.143)
h2

—%w” = —(Vo—E)Y, ha x €Il III. (4.2.144)
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Vezessiik be az alabbi valds, nem negativ paramétereket:

V2mE 2m(Vp — E)
—_= KR =

ho’ h ’

(4.2.145)

amelyek az egyelore meghatarozatlan E energia fiiggvényei. Ekkor az idotdl fiigget-
len Schrodinger-egyenlet az egyes intervallumokon az aldbbi alakot 6lti:

W'+ k% = 0, ha z €1, (4.2.146)
' — k¥ = 0, ha 2 €Il III. (4.2.147)

Ezért a differencialegyenlet fiiggetlen megoldasai az egyes szakaszokon:

cos(kx), sin(kz), ha x €1, (4.2.148)
e, e ™, ha xell Il (4.2.149)

Kovetkezésképpen az egyenlet altalanos megoldasa az egyes szakaszokon az aldbbi
alaku:

Yr(z) = Acos(kx)+ Bsin(kz), ha z €1, (4.2.150)
Yrr(x) = Ce™+C'e™™, ha zell, (4.2.151)
w[[[(x) = De ™™+ D/e’”, ha x € I]I, (42152)

ahol A, B,C,C", D, D' egyelére ismeretlen valds egyiitthatok. A hullamfiiggvény
négyzetesen integralhaté kell legyen, ami azt jelenti, hogy az |x| — oo hatéresetben
nullahoz kell tartania, vagyis olyan megoldasokat kell keresniink, amelyek eleget
tesznek a

Yr(x — —00) =0 és Yr(r —00)=0 (4.2.153)

hatérfeltételeknek, amelyekbél azonnal kovetkezik, hogy ¢’ = D’ = 0. A hullam-
fiiggvény folytonossédga és folytonos differencialhatésaga a potencidl x. = +a sza-
kadasi helyein az alabbi hatarfeltételeket eredményezi:

¢[[(—a) = ¢1(—a), 1#[(0,) = ¢[[[(CL), (42154)
Ui(—a) = ¥i(=a),  W(a) = ¢p(a). (4.2.155)

[rjuk ki ezeket részletesen:

Ce™™ = Acos(ka) — Bsin(ka),
kCe™ "™ = Aksin(ka) + Bk cos(ka),
De ™ = Acos(ka) + Bsin(ka),
—kDe ™™ = —Aksin(ka) + Bk cos(ka).

4.2.156
4.2.157
4.2.158
4.2.159

o~ o~ o~
— N N
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Ezekhez még hozza kell vegyiik a hullamfiiggvény norméalasét:

L= [ et

o

= /__adx|¢n(a7)|2+/_de|¢1(:17)|2+/00 W (2)?. (4.2.160)

o a

Osszesen van tehdt 5 darab egyenletiink 5 darab ismeretlen allandé, A, B, C, D és az
E energia meghatérozasara. A (4.2.156)-(4.2.159) homogén linedris egyenletrendszer
gyokeit most nem a formalis modszerrel keressiik meg. Ehelyett szarmaztassunk le
beldle az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert. Vegyiik rendre a (4.2.156) és a
(4.2.158) egyenletek megfelelé oldalainak az Gsszegét, vonjuk ki a (4.2.157) egyenlet
oldalaibdl a (4.2.159) egyenlet megfelel6 oldalait, vonjuk ki a (4.2.156) egyenlet
oldalaibdl a (4.2.158) egyenlet megfelels oldalait, és végiil adjuk Ossze a (4.2.157)
egyenlet és a (4.2.159) egyenlet megfelel$ oldalait; ekkor az aldbbi egyenletrendszert
kapjuk:

( e " = 2Acos(ka), ( )
( e " = 2Aksin(ka), ( )
(C—D)e ™ = —2Bsin(ka), (4.2.163)
( Je " = 2Bkcos(ka). ( )

Némi otletességgel belathatjuk, hogy a megoldasoknak 2 osztalya van:

e Ha C+ D # 0 és A # 0, akkor elosztva egymaéssal a (4.2.162) egyenlet és a
(4.2.161) egyenlet megfelels oldalait, kapjuk, hogy

k = ktg(ka). (4.2.165)

Ez az E energia meghatarozasara szolgdlé egyenlet. A (4.2.163) és (4.2.164)
egyenletek kielégiilnek, ha D = C' és B = 0. Ha vannak a (4.2.165) egyenletnek
gyokei, akkor az azokhoz tartozé hullamfiiggvények

w[(l’) = ACOS(]{JSL’), w[[ = C’em, w[[[(l’) =Ce™™ (42166)

alakuak. Az ilyen tipusu stacionarius allapotok hullamfiiggvényei paros fiigg-
vények: (—x) = ¢(x), és ezek az allapotok IT = +1 paritasuiak.

e Ha C'— D #0és B #0, akkor a (4.2.164) és a (4.2.163) egyenletek megfelel§
oldalait elosztva egymassal kapjuk, hogy

k = —kctg(ka) (4.2.167)

az I energia-sajatértékeket meghatarozé egyenlet. Ekkor a (4.2.161) és a
(4.2.162) egyenlet kielégiil, ha D = —C és A = 0. Ha vannak a (4.2.167)
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egyenletnek gyokei, akkor a megfelelé energia-sajatértékekhez tartozo staci-
onarius allapotok hullamfiiggvényei

Yr(x) = Bsin(kzx), ¢r(x) =Ce™, () = —-Ce™™  (4.2.168)

alakiak. Ezek a hullamfiiggvények paratlan fiiggvények, (—z) = —i(x),
ugyhogy a megfelel6 stacionarius allapotok I1 = —1 paritdsuak.

Ezzel megkaptuk a (4.2.156)-(4.2.159) homogén linedris egyenletrendszer &sszes meg-
olddsat®. Latjuk, hogy a megoldasoknak az egyik osztalya pozitiv, a masik osztélya
negativ paritasu.

Miel6tt az energia-sajatértékek meghatarozasaval foglalkoznank, vegyiink észre
egy lényeges kiilonbséget a véges Vj esete és a Vy — oo hatareset kozott. Az utdbbi
esetben a részecske csak a [—a, a] intervallumban tartézkodhat, mert a hullamfiigg-
vénye az intervallumon kiviil azonosan eltiinik. Ha azonban a potencidlgodor véges
magassagu, akkor a hullimfliggvény a [—a, a] intervallumban sem nulla, hanem ex-
ponencidlisan cseng le a II és a III tartomanyban. A kvantummechanika szerint tehat
a részecske behatol azokba a tartomanyokba is, amelyekben a klasszikus mechanika
szerint nem tartézkodhatna, mert ott a kinetikus energidja negativ lenne.

Térjiink most rd a (4.2.165) és (4.2.167) egyenletek megolddséra. Ezeknek a
trigonometrikus egyenleteknek a gyokei analitikusan nem taldlhatok meg, csak nu-
merikusan. A gyokok megkeresésében segit azonban, ha grafikus eljarast hasznalunk.

S4A (4.2.156)-(4.2.159) homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van nem tri-
vialis megoldasa, ha a determindnsa zérus:

cos(ka)  —sin(ka) —e™® 0
_ ksin(ka) kcos(ka) —kre @ 0
0 = det cos(ka) sin(ka) 0 —e "
—ksin(ka) kcos(ka) 0 ke "
= Q¢ 2m@ [mk (cos2(ka) — sin? (ka)) + (k% — k%) cos(ka) sin(ka)] . (4.2.169)

Koénnyen lathat6, hogy ha akdr cos(ka) = 0, akér sin(ka) = 0, akkor ellentmondésra jutunk. Ha
sem cos(ka), sem sin(ka) nem zérus, akkor viszont a szogletes zaréjeles kifejezést

{. : ] = cos(ka)sin(ka) [52 —k* + Kk (ctg(lm) — tg(lm))]
= cos(ka) sin(ka) (n + kctg(ka)) (n - ktg(k:a)) (4.2.170)

alakba frhatjuk. Ezért a determindns elt{inésének megkovetelése vagy a (4.2.165), vagy a (4.2.167)
egyenlet teljesiilésével ekvivalens. Ezen egyenletek gyokei szolgaltatjak tehat valoban az Osszes
lehetséges energia-sajatértéket. Az energia-sajatértékeket egyesével visszahelyettesitve a (4.2.156)-
(4.2.159) egyenletekbe meghatdrozhatjuk mindegyikhez a megfelels C'/A, ill. C'/B hanyadosokat.
Végiil A, mint normélési tényezd, meghatdrozhaté a (4.2.160) normélési feltételbdl.
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Vezessiik be a & = ka > 0 és az n = ka > 0 ,,koordinatakat”, amelyekre k és x de-
finiciéjabol kovetkezben teljesiil, hogy
2mV;
E4n = - 0 = R2. (4.2.171)
A (4.2.165) és (4.2.167) egyenletek gyokei tehat a (&, n)-sikon az R sugart koriven
helyezkednek el a (£ > 0,7 > 0) siknegyedben. A (4.2.165) és (4.2.167) egyenleteket
a-val szorozva kapjuk, hogy

n = &gl =n(9), (4.2.172)
ill.

n = —&ctgé =n_(§). (4.2.173)

A (4.2.172) és a (4.2.173) egyenléségek dltal meghatarozott n(§) fiiggvényeket
abrazoljuk a (£ > 0,17 > 0) siknegyedben. Az n.({) fliggvénygorbéknek megszam-
lalhatéan végtelen sok dga helyezkedik el a (£ > 0,17 > 0) siknegyedben. Ezeknek
a gorbedgaknak és az R sugaru korivnek a metszéspontjai szolgaltatjdk a meg-
olddsokat. Az n,(§) fiiggvénynek zéruspontjai vannak a & = 0,7,2m7,... helye-
ken, és a fiiggvénygorbék innen kiindulé agai szigorian monoton névekedve +oo-
hez tartanak, ahogy a névekvé ¢ rendre tart a & = (2n — 1)7 helyekhez, ahol
n=12,.... Az n_(§) fiiggvénynek zérushelyei vannak a § = 7, 37”, 57”, ... helyeken,
és a fliggvénygorbék onnan kiindulé dgai szigorian monoton novekedvé értékeken at
tartanak +oo-hez, ha a novekvo & rendre tart a = 2n7 helyekhez, aholn =1,2,. ...

Ha a potencialgodor nagyon sekély, akkor csak egyetlen pozitiv paritasu allapot-
nak megfelel6 gyok van, ami az alapéllapotnak felel meg. Ahogy n6 R azaz pl.
a Vo potencidlugrds értéke. tgy az ni(§) fuggvénygorbék egyre tobb, a (§ >
0,nm > 0) siknegyedben fekvé dga metsz bele a korivbe, egyre tobb gyokdt kapunk:
az alapallapot mellett egyre tobb gerjesztett allapot jelenik meg. Végiil amikor
Vo — o0, akkor a koriv sugara is végtelenhez tart és az n.(§) fiiggvénygorbék min-
den, a (£ > 0,1 > 0) siknegyedben fekv6 dga belemetsz a korivbe. Rdaddsul ekkor a
metszéspontok pontosan azokra a &, = k,a = nj (n = 1,2,...) helyekre tolédnak,
ahol 7, tart +oo-hez. Igy a (4.2.165) egyenlet, ill. a (4.2.167) egyenlet gyokeiként
rendre visszakapjuk a végtelen fali potencidldobozba zart részecske pozitiv és ne-
gativ paritdsi staciondrius allapotainak energidit a k,, = n7 feltételbdl, ahol L = 2a
a doboz szélessége és n = 1,2,.... Ha elvégezziik az 2’ = x + a transzformaciot,
akkor az n = 1,3, ... indexi, paros paritasi allapotok hullamfiiggvényei

Y(x) = lim Y(z) = Acos(n%x) = —Asin (n%x’) sin(ng),(4.2.174)

Vo—o0

az n = 2,4, ... indexl, paratlan paritasu allapotok hullamfiiggvényei pedig

Y(x) = lim 9¢;(x) = Bsin (n%x) = Bsin (n%:ﬂ') cos (ng) (4.2.175)

Vo—>oo
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alakot Oltenek, ami egységnyi abszolut értéki fazisfaktortol eltekintve azonos ezen
hullamfiiggvényeknek az el6zo fejezetben kapott alakjaval. Belattuk tehat, hogy a
vizsgalt véges mélységii potencidlgodor problémajanak hatareseteként megkapjuk a
végtelen mély potencidlgodorbe zart részecske staciondrius allapotainak jellemzo6it.

4.2.10. Az egy-dimenziés mozgasra vonatkozo6 id6tol fiiggetlen Schrodin-
ger-egyenlet megoldasairol

1. Altaldnos megjegyzések az egy-dimenzios mozgasra vonatkozéan

Az el6z6 fejezetben olyan problémat tanulmanyoztunk, amikor a stacionarius
allapotok egyuttal kotott allapotok is voltak. A ¢ (z) hullimfiiggvény és a
részecske megtaldlasdnak p(x) = [¢(z)]? valésziniisége ilyen esetben éltaldban
csak a tér egy korlatos tartomanyaban kiilonbozik jelentésen zérustol, azon
kiviil exponencidlisan lecseng. Fenti példankban, amikor a vizsgélt tartoma-
nyon kiviil végtelen a potencidl, a hullamfiiggvény végtelenben torténd le-
csengése nem jelenhet meg, mert a hullaimfiiggvény nem tud behatolni oda,
ahol a potencidl értéke plusz végtelenhez tart. A kotott allapotok energia-
spektruma diszkrét. Most olyan esetet fogunk vizsgalni, amikor a stacionarius
allapotok nem kotott, hanem tgynevezett szdrasi allapotok. Ilyenkor az
energiaspektrum folytonos. Azért nevezziik az allapotot szorasi allapotnak,
mert segitségével azt a kisérleti elrendezést szeretnénk (egyel6re egy-dimenziés
esetben) vizsgélni, hogy a részecske a végtelenben még lényegében szabad
részecskeként elindul, befut abba a tartomanyba, ahol a potencidl 1ényegesen
kiilonbozik nullatél, majd a potencidllal kolecsonhatva, azon szérodva vagy
tovabb halad, vagy visszaverodik. Nevezziik kolcsonhatasi tartoménynak azt
az intervallumot, amelyben a potencial lényegesen kiilonbozik nullatol. A
részecske a kolecsonhatasi tartomanytol tavol 1ényegében szabad részecskeként
viselkedik. Azt mondjuk, hogy a részecske aszimptotikusan szabad a kol-
csonhatasi tartomanytél nagy tavolsagban. Ezért azt varjuk, hogy a befutd
részecskét a kolesonhatési tartomanytol tavol pl. jobbra haladé de Broglie-féle
sikhulldm irja le. Majd aztan a visszavert részecskének és a kolcsonhatési tar-
tomanyon athaladé részecskének rendre balra és jobbra haladé sikhullam felel
meg a kolcsonhatédsi tartomanytol tavol, amikor a részecske ismét aszimp-
totikusan szabadnak tekinthet6. (Hasonléan lehetséges az is, hogy a be-
futé részecske * — +o00-bdl indul és balra haladé hullam irja le. Ekkor
értelemszertien a visszavert hullam jobbra, a kolecsonhatasi tartomanyon at-
eresztett hulldm balra halad.) A staciondrius allapotok nyelvén ez azt jelenti,
hogy a ,,befutasi oldalon” a bejovo hullam mellett egy visszavert hullamnak
is jelen kell lennie, mig a ,,masik oldalon” csak a tovabb haladd, ateresztett
hullam van jelen. Ennek megfeleloen kell megvalasztani a stacionarius hullam-
fiiggvényre vonatkozoan az |r| — oo aszimptotikus tartomanyban megfogal-
mazott hatarfeltételt.
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2. Az energiaspektrum

A matematikai bizonyitast mellézve érdemes néhany fontos dolgot elmondani
arrdl, hogy milyen tulajdonsaguak az egy darab részecske potencidlis energia-
mezoben torténd egy-dimenziés mozgasara vonatkozo stacionarius Schrodinger-
egyenlet megoldasai. Tampontul a megfelel6 klasszikus mechanikai mozgas
jellemz6i szolgalhatnak.

e A klasszikus mechanikdban a részecske T'(x) kinetikus energidjanak a
pélya minden pontjdban nem negativnak kell lennie, azaz T'(z) = E —
U(x) > 0, ahol E a részecske megmaradd energidja, U(x) a részecske
potencidlis energidja. Ebbol kovetkezik, hogy E > U(x) > Ui, ahol
Unmin @ potencidlis energia pontos alsé korlatja (ami lehet véges, de akar
minusz végtelen is), azaz mozgds csak olyan FE energidval lehetséges,
amelynek értéke nem kisebb, mint a potencidlis energia minimalis értéke.
Az E > U, energia a klasszikus mechanikdaban tetszoleges szamértéket
felvehet. A klasszikus energiaspektrum folytonos és alulrél korlatos, ha
Unin Véges. A kvantummechanikaban az energiaspektrum lehet folytonos
és diszkrét (alabb erre még visszatériink). A spektrum alulrél korlatos,
tovabbra is eleget tesz az F > Uy, egyenlotlenségnek, ha azonban a
spektrum aljan a legkisebb F érték(ek) kotott allapot(ok)hoz tatozik (tar-
toznak), akkor az egyenl6ség nem valésulhat meg (1d. még aldbb).

e A klasszikus mechanikaban meghatarozé szerepe van a klasszikus palya
fordulépontjainak, amelyekben eltiinik a részecske kinetikus energidja,
vagyis azokban az x; pontokban, amelyekben U(x;) = E. A klasszi-
kus mozgas fordulépontjai segithetnek a kvantummechanikai stacionarius
allapotok jellegének megértésében, noha elveszitik kozvetlen jelentésiiket.
Az alabbiakban a ,,potencialgédor” és a ,,potencidlgat” egyszeri mo-
delljeinek esetében bizonyitas nélkiil ismertetjiik a stacionarius allapotok
természetét, és hasonlitjuk Ossze a klasszikus mechanikai és a kvantum-
mechanikai mozgést.

(a) Tegyiik fel, hogy olyan ,,potencidlgédorrdl” van szd, amelyre lim, 4
U(x) = Ux és U_ < Uy, tovabbé a potencidl egyetlen széls6értékkel
rendelkezik, ami lokdlis minimumhely: U(zyin) = Unin < U_, és
U(z) a (—00, Tmin| és az [Tmin, 00) intervallumokon rendre szigortan
monoton csokken, ill. noé. Ha az energia az Uy, < EF < U_
egyenlotlenséget teljesiti, akkor két klasszikus fordulépont létezik,
x_ <z, és a részecske korldtos mozgdst végez az x € [r_,x,] in-
tervallumban. Ha F = Uy, akkor a mozgas intervalluma egyetlen
pontra, az x = Tp,;, minimumhelyre sziikiil le, amelyben a részecske
nyugalomban van, Ez a klasszikus esetben az alapallapot. Az id6t6l
fliggetlen Schrodinger-egyenletnek az Uy, < E < U_ energiainter-
vallumban csak diszkrét F, energidk esetén van megoldasa. Ezek az
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energiaszintek nem elfajultak, s igy novekvo energiajuk sorrendje sze-
rint indexelhetok: Ey < E; < Ey < .... A hullamfiggvény abszolit
értékének négyzete ilyenkor egy korlatos tartomanyon, nagyjabol a
két klasszikus fordulépont kozotti intervallumban kiillonbozik csak
lényegesen zérustol. Ezeket az allapotokat nevezziik kotott allapo-
toknak. Minél nagyobb azonban a kétott allapot energiaja, annal job-
ban ,,tilnyilik” a hullamfiiggvény az adott E energidhoz klasszikus
mozgds [r_, x4 intervalluman. A stacionarius kétott dllapotokban
a részecske impulzusanak varhato értéke zérus, ezért kinetikus ener-
gidjanak varhato értéke teljes egészében a Ap, impulzusbizonyta-
lansdgbdl szarmazik. Az alapallapot energiaja mindig nagyobb, mint
a potencialis energia minimuma: Fy > Uy;,. Ennek az az oka, hogy
a hatarozatlansagi elv miatt, ha csokken a részecske Ax helybizony-
talansaga, azaz a részecske egyre nagyobb valdszintiséggel az x,;, mi-
nimuhely kozelébe keriil a potencial vonzasa miatt, akkor a részecske
Ap, > O(h)/Azx impulzusbizonytalansiga nagyon megné és ezéltal
a részecske kinetikus energidjanak a varhaté értéke is megnd. Ha Ax
csOkken, akkor a potencidlis energia U(x) varhaté értéke csokken, a
kinetikus energia T = (Ap,)?/(2m) varhaté értéke pedig né, igyhogy
az energia minimélis értékéhez olyan ,,optimalis” Ax tartozik, amely
az U(z) + T Osszeget minimalizalja.

Maradjunk tovabbra is az el6z6 pontban vizsgalt ,,potencialgodorben”
torténd mozgas példdjanal, de most nézzik azt az esetet, amikor
U. < E < U,. llyenkor egyetlen xy fordulépontja van a klasszi-
kus mozgas pélydnak. Ez annak felel meg, hogy a részecske balrél
befut, majd a fordulopontban elvesziti sebességét és utana elindul
visszafelé, balra elhagyva a kolcsonhatasi tartoméanyt. A klasszikus
részecske nem hatol be a fordulépont mogotti © > xy tartomanyba.
A stacionarius Schrodinger-egyenletnek az U_ < FE < U, interval-
lumbdl vett minden F energiaértékhez tartozik megoldédsa, amely-
nek a hullamfiiggvénye z — —oo esetén egy befutd és egy vissza-
vert anyaghulldim szuperpoziciéja. Az allapot szorasi allapot. A
hullamfiiggvény behatol ugyan a klasszikus fordulépont mogotti x >
xp tartomanyba, de nem jelenik meg ateresztett hulldm. Végil az
E > U, esetben nincsen fordulépontja a klasszikus mozgasnak, a
részecske befut az x — —oo (vagy az * — +o00) aszimptotikus
tartomanybdl és athaladva a kolecsonhatasi tartoméanyon, elhagyja
azt az + — +0o (x — —oo) aszimptotikus tartomény irdnyaban.
Az id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenletnek az U, < E végtelen
intervallumbdl vett minden E energiaértékhez tartozik megoldasa.
Ha pl. az * — —oo tartoménybdl befutd részecskét vesziink, ak-
kor a stacionarius allapot hullamfiiggvénye az * — —oo aszimp-
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totikus tartomanyban egy befutd és egy visszavert hullam szuper-
pozicidja, mig az r — oo aszimptotikusan tavoli tartoményban
csak az athalad6 hullamot tartalmazza. A kvantumfizika megenge-
di, hogy a részecske ebben az esetben is valamilyen valoszintiséggel
visszaverodjon a kolcsonhatési tartoméanyrol.

A masik tipikus eset a véges ,,potencidlgat”. Ennek egyszerii példdja
olyan potenciél, amikor U(x) tart nulldhoz, ha |z| — oo, U(z) > 0
és U(x) egyetlen széls6értékkel, egy lokalis maximummal rendelkezik
az T = Tmay helyen, amelynek értéke Upax, U(x) a (—00, Timax] €5 az
[Zmax, +00) intervallumban rendre szigortian monoton névekvo, ill.
csokkend. Ha 0 < E < Uy, akkor a klasszikus mozgas aszerint,
hogy a részecske balrdl, vagy jobbrdl fut be, egy-egy forduléponttal
rendelkezik a potencidlgat befutd részecske feldli oldalan, legyenek
ezek rendre x_ és vy és x_ < xy. llyenkor a klasszikus részecske so-
sem juthat be a ,,potenidlgat alatti” [z_, x| intervallumba. Szoérési
allapotok vannak: a klasszikus részecske balrél (jobbrol) befut, majd
az x_ (xy) fordulépontot elérve visszafordul és tavozik abban az
iranyban, ahonnan befutott. Az id6tdl fiiggetlen Schrodinger-egyen-
letnek a 0 < E' < Upay intervallumbdl vett minden E energiaértékhez
tartozik kétféle megoldasa, amelyek egyike balrél, masika jobbrdl be-
futé részecskének felel meg. A befuté oldalon az |x| — oo aszimpto-
tikusan tavoli tartomanyban a stacionarius allapot hullamfiiggvénye
a befutd és a visszavert anyaghullim szuperpoziciéja, ugyanakkor
a hullamfiiggvény a potencidlgat masik oldalan sem zérus, hanem
az aszimptotikusan tavoli tartomanyban kifuté hullam alakjat olti.
Ez azt jelenti, hogy a potencidlgat U ,,magassaganal” kisebb E
energiaju befutd részecske nem 1 valdszintiséggel verodik vissza, ha-
nem # 0 valésziniiséggel megjelenik a potencidlgat masik oldalén,
athalad a potencidlgaton. Ezt a tisztan kvantumfizikai jelenséget ne-
vezziik alaguteffektusnak. Kovetkezésképpen a stacionarius allapot
hulldmfiiggvénye a klasszikus fordulépontok kézti [x_, x| interval-
lumban sem nulla.

Ha a részecske energiaja nem kisebb, mint a potencidlgat ,,;magassaga’
azaz F > Upay, akkor a klasszikus mozgas palydjanak nincsen for-
dulépontja; az x — —oo (xr — +00) aszimptotikus tartomanybdl be-
futo részecske a ,,potencidlgat felett” athaladva tavozik az xr — 400
(r — —o0) aszimptotikus tartomény irdnyaba; visszaver6dés nin-
csen. Az id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenletnek minden E > Ulyax
energidhoz tartozik egy balrdl és egy jobbrdl befuto részecskének meg-
feleltetheté6 megoldasa. A stacionarius allapot hullamfliggvénye a
befuté oldalon az aszimptotikusan tavoli tartomanyban a befutd és
a visszavert anyaghullam szuperpozicidja, mig az atellenes oldalon

9
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az aszimptotikusan tavoli tartomanyban csak kifuté hullamot tartal-
maz. A kvantumfizikai részecske tehat véges valdszintiséggel vissza-
ver6dik a potencidlgatrél akkor is, ha az energidja nagyobb, mint a
potencidlgat ,, magassaga’.

o Osszegzésként elmondhatjuk, hogy egyetlen részecske kiils$ potencidl-
mezében torténd egy-dimenzidés mozgésa esetén a kvantumeffektusok az
aldbbi valtozasokat okozzék a klasszikus mechanikai mozgashoz képest.

— Amig a klasszikus mechanika szerint a részecske energiaspektruma
folytonos, addig a kvantummechanikaban a kotott allapotok ener-
gidja csak diszkrét értékeket vehet fel, mig a szérasi dllapotok ener-
giaspektruma folytonos.

— Ha az alapallapot kotott allapot, akkor annak energiaja a hatarozat-
lansagi elv kovetkeztében mindig hatarozottan nagyobb, mint a po-
tencidlis energia minimalis értéke, s ennek oka a kvantumrészecske
. hytizsgése” .

— A kvantummechanikai részecske alaguteffektus révén véges valészini-
séggel at tud haladni olyan potencidlgaton, amelynek , magassiga”
nagyobb, mint az aszimptotikusan tavoli befuté részecske energiaja.

— A kvantummechanikai részecske akkor is véges valészintiséggel vissza-
ver6dik a potencidlgatrol, ha az energiaja nagyobb, mint a poten-
cidlgat ,,magassaga”.

4.2.11. Részecske visszaverddése végtelen potencialfalrdl

Ebben a fejezetben a végtelen potencidlfalba iitkozo részecske probléméjat targyaljuk.
Ez a példa annyira ,,egyszerti”, hogy ateresztett hullam nem is jelenhet meg.

1. Stacionarius allapotokon alapulé targyalas

A legegyszeriibb az id6tol fliggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasait felhasz-
nalni ahhoz, hogy megmutassuk, a végtelen potencidlfalba iitkozé m
tomegi részecske a falrdél rugalmasan visszaverddik. Vizsgaljuk a ré-
szecske visszaverodésének problémdjat 1-dimenziés esetben, azaz mozogjon a
részecske az r-tengely mentén olyan kiilsé mezoben, amelyben a részecske po-
tencidlis energidja
0, ha =<0
V(z) = { too, ha 250" (4.2.176)

Tekintve, hogy az x > 0 félegyenes mentén a potencialis energia végtelen,
azért a részecske nem tud oda behatolni, vagyis a hullamfiggvénye ¢ (z) = 0,
ha = > 0. Masrészrol a hullamfiiggvény folytonossaga azt koveteli meg, hogy
a potencidlis energia végtelen ugrasanak helyén a hullamfiiggvény bal oldali
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hatarértéke is zérus legyen. Ha x < 0, akkor a részecske Hamilton-operatora
. 7 . 7 7 o A2 A

megegyezik a szabad részecske Hamilton-operatoraval, azaz H = 5—;‘1, ahol p,

a részecske (z-irdnyd) impulzusdnak operatora. Koordindta-reprezentéciéban

az 1dotdl fiiggetlen Schrodinger-egyenlet:
W d*P(x)

om da?

Ey(z), € (—00,0] (4.2.177)

alakl, ahol 0 < E az energia-sajatérték. Ezt a kozonséges masodrendii diffe-
rencidlegyenletet kell megoldani megfelel6 hatéarfeltételekkel. Az egyik hatar-
feltétel a hullamfiiggvény folytonossaga az x = 0 helyen:

»(0) = 0. (4.2.178)

A masik hatéarfeltétel az, hogy az © — —oo hataresetben a hullamfliggvény
aszimptotikus alakja a balrél beérkezd részecskét leiré hulldm és a poten-
cialfalrél visszavert részecskét leird hullam linearis szuperpoziciéja kell le-
gyen. Kz a hatarfeltétel, most automatikusan kielégiil, ha felirjuk a diffe-
rencidlegyenlet megoldasanak altalanos alakjat. Vezessiik be a

V2mE
ko= ;’1 >0 (4.2.179)

hulldmszamot, amelynek segitségével az id6tol fiiggetlen Schrodinger- egyenlet
a

d2
f(f) +E(x) = 0, x€(—00,0] (4.2.180)
x
alakot 6lti. Ennek két linedrisan fiiggetlen megolddsa van: e™** és e=*% ame-

lyek tetszoleges k£ > 0 valds paraméter esetén léteznek, és az

21.2
E(k) = % (4.2.181)

energia-sajatértékhez tartoznak. Az differencidlegyenlet dltaldanos megoldasa
tehat a (—oo, 0] intervallumon

Y(z) = Ape*™ 4 A_e e, (4.2.182)
Képezziik az E(k) energiaju stacionarius allapot id6t6l fliggd
U(z,t) = e_%E(k)tw(:ﬁ) = A eiwimhe) 4 g emilwttke) (4 9 183)

hullamfiiggvényét, ahol w = 28 — I "1 4tiuk hogy az éltaldnos megoldds

els6 és mésodik tagja rendre jobbra haladé (azaz balrdl befuto) és balra haladé
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(azaz visszavert) hullamot ir le. A hulldmfiiggvény folytonossidga az © = 0
pontban az

Ay +A_ =0 (4.2.184)

feltételt réja ki a befutd és a visszavert hullamok amplitudéira. Mondhatjuk
tehat, hogy

Y(x) = Y°(x) +¢¥(z), € (—00,0], (4.2.185)

ahol ¥¢(x) = A e*® a befuté hulldm és ¢V (z) = —A e = A e he=im 4
visszavert hullam. Az amplitudé a visszaverddés soran nem valtozik meg, de a
visszavert hullam fazisa m-vel eltolodik a befutd hulldiméhoz képest. A befuto

//////

be __ ﬁ bed,l?bbe* o be>|<d,l/)bo>’<
e T om <¢ dx v dx

h ) . ) ) hk
= Z—|A+|2 (—e““ik:e_’kx - e_’kxik:e’kx) = —|AL|? (4.2.186)
2m m
és az értelemszeri k — —Fk cserével kapjuk, hogy
hk
Gy = ——| AL (4.2.187)
m
A részecske visszaver6désének valdszintisége
™

R = 3 =1. (4.2.188)

Ez 6sszhangban van azzal, hogy a részecske nem hatol be a [0, co) félegyenesre,
ahol a potencialis energidja plusz végtelen lenne, hanem teljes egészében vissza-
verodik.

. Visszaverodés végtelen potencialfalrol. Hullamcsomagokon alapulo
targyalas

Kétségeink tamadhatnak, hogy egy dinamikai feladatot stacionarius allapotok
vizsgélata révén oldottunk meg. Erre tobb okunk is lehet:

(a) A megoldast impulzus-sajatallapotok linedris kombindcidjaként raktuk
ossze, de sem ezek, sem a Schrodinger-egyenlet eredményiil kapott meg-
oldasa nem véges norméajui, azaz nem valodi fizikai allapot.

(b) A bejové és a visszavert valdszintliségi dramsiiriiséget tgy hataroztuk
meg, hogy a staciondrius allapot hullamfiiggvényét fizikai szemléletiink
alapjan mintegy mesterségesen bontottuk két, egymaéssal szembe haladé
sikhulldm szuperpoziciéjara.
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A 2. ellenvetés csak latszdlagos. Egyrészt igaz, hogy a (—oo, 0] intervallumon
a stacionarius allapot hullamfiiggvénye

Y(z) = Ap(e™ — e ™) =24 isin(kx), (4.2.189)

//////

iR Ayt Ly
S %( e @)

= %4|A+|2 (k sin(kz) cos(kx) — ksin(kx) cos(k:a:)) =0,

(4.2.190)
masrészt viszont az is igaz, hogy
: A (e ) (AP dy
Ju(x) = %[Gﬂ + )( e + i c.C.
div* d bex
= X4 —|— [¢b0 4 + ¢V —— ¢ c.c.}
'h oo . :
= jge + ]; + Z_ [ikeikxelkx . z'k,e—zk:ce—zkx N C.C.:|
2m
= 5+ (4.2.191)

//////

hullamtdl szarmazé | kevert” jarulékok kiejtik egymést. Ezért a felbontas a
befuté és a visszavert hullam jarulékainak az dsszegére nem onkényes.

Az 1. ellenvetést ugy orvosolhatjuk, hogy nem az idotdl fliggetlen, hanem az
id6tol fluiggo

ihoW(x,t) = ——=——=V(x,t) (4.2.192)

Schrodinger-egyenletet oldjuk meg az x € (—oo, 0] intervallumon megfelel§
kezdéfeltétellel és azzal a hatarfeltétellel, hogy ¢ (z,= 0,t) = 0 tetsz6leges t
idopillanatban. Ez az id6 szerinti derivalt tekintetében elsérendi, az x koor-
dinata szerinti derivalt tekintetében masodrendii parcialis differencidlegyenlet.
Ezért a kezdeti feltétel az, hogy a W(z,t) hullamfiiggvény a tavoli miltban (a
t — —oo hatdresetben) az x — —oo aszimptotikusan tavoli tartoményban
nagyon jé kozelitéssel egy szabad befuté részecske mozgdsat leiré ¢*°(z,t)
hulldmcsomaggal ardnyos. Hasonléképpen a W(z,t) hullamfiiggvény sokkal
kés6bb azutan, hogy a részecske 1itkozott a potencialfallal, azaz a tavoli jovoben
(a t — +oo hatdresetben) nagyon jé kozelitéssel egy szabad visszaverédott
részecskét leird ¢V (z, t) hullimcsomaggal ardanyos a téavoli z — —oo tartomany-
ban. Feltessziik, hogy ¢P®(z,t) at = —T — —oo idépillanatban térben az
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xg = —(po/m)T < 0 pont korill és az impulzustérben a p, = py > 0 im-
pulzus koriil lokalizélt hullamcsomag. Az id6t6l fiiggd (4.2.192) Schrodinger-
egyenletet ezzel a kezdofeltétellel megoldva azt vizsgaljuk, hogy ez a hullam-
csomag id6ében hogyan fejlodik mikozben kolesonhat a potencialfallal, majd
azutan djra eltavolodik a potencialfaltol.

A 4.2.4 alfejezetben meghataroztuk a térben szabadon mozgé gaussi hullamcsomag
alakjat, mint az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet megoldasat azonosan elttiné po-
tenciél esetén. A (4.2.56), (4.2.58) és (4.2.59) egyenleteket egy-dimenzios eset-

re alkalmazzuk és helyettesitsiink be tg = 0-t. Az igy kapott hullamfliggvényt
azonositsuk a ¢"°(x,t) befuté hulldimcsomaggal:

2 ht .

o m ™ m Do D +1
S (rt) = )= N [ exp {__ ( _ _t) 7}

2mht o —in 2ht m ) 1+ _455524

2 .

m Do D +1
— N A(t (2= 2] 2ms 4.2.193
Ny, ()exp[ m(x m) 1+4f§§§4] ( )

Ez az azonositas jogos, mert t — —oo esetén a |¢p"¢(z, t)|? valésziniiségi sfirtiségnek
x = P2t — —o0 helyen van a maximuma, és ez a maximum 22 sebességgel halad
a pozitiv irdnyba az = 0 hely felé kozeledve. Természetesen az x = 0-ban a
¥(0,t) = 0 hatarfeltételt kielégité megolddsnak tartalmaznia kell a visszavert
hullamot is. Utobbit a befuté hullamcsomag képletébol pg — —pgo helyet-

tesitéssel kapjuk meg,

2 ;

v m Po ez T 1
’ t) = VA(t —— —t ) /- 4.2.194
&Y (z,t) N, ()exp[ 2ht<z+ ) 1+4f§2i4} ( )

Ezt a hullamfiiggvényt joggal azonositjuk a visszavert hullamcsomaggal, mert
t — 400 esetén maximuma az v = —29¢ — —oo helyen van és —£° sebességgel
halad a negativ z-tengely irdnydban. A (4.2.192) egyenlet megoldését tehat

Uz, t) = ¢™(x,t) + ¢ (1) (4.2.195)

alakban keressiik. A v(0,t) = 0 hatarfeltétel kielégiil az N, = —MN},. valasztdssal.
A kapott megoldas ,,szemléletesen” azt jelenti, hogy amig —pgt/m > s, vagy-
is a befuté hullamcsomag centruma jéval tavolabb van a potencialfaltél, mint
a hullamcsomag szélessége, addig csak a befuté hullam ad lényeges jarulékot
a 1(x,t) megolddshoz, mert a ¢¥(x,t) komponens maximuma x = —(po/m)t
tavoli helyen van az x-tengely pozitiv részén. Amikor ¢ tart nullahoz, akkor a
befuto és a visszavert hullimcsomag maximuma (balrdl , ill. jobbdl) az z =0
helyhez tart és az ampltuddik ellentétes elojele miatt kioltjak egymaést, majd
ahogy t lényegesen nagyobbra né, mint sm/py, akkor az z-tengely negativ
részén mar csak a balra haladoé vissavert hullamcsomagot latjuk.
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A visszaver6dés valészintiségének jellemzéséhez vizsgaljuk gondolatban a hullamcsomag
athaladdsat az x = X = —(pg/m)T helyen at = —T ésat = +7T idépillanatokban.
Vélasszuk T-t gy, hogy | X| > s, azaz a megfigyelést a potencidlfaltél sokkal
tavolabb végezziik, mint a hullaimcsomag félszélessége. Legyen ugyanakkor

T sokkal kisebb, mint a hullimcsomag szétfolydsat jellemzd 7. ~ O(ms?/h)
idotartam. Ebben az esetben elhanyagolhatjuk a hullamcsomag szétfolyasat,

és a befuto, ill. a visszavert hullimcsomagra az alabbi kozelitéseket kapjuk:

P*°(z,1) = NpeA(t) exp [—% (1’ — @t) _im (:B — %t) (]4,2.196)

s? m h 2t
1 po,\> im P\

' (x,t) ~ NA(t)exp [_4—52 <x + —t) - —= <x + Et) }4.2.197)
Hatarozzuk meg a befuté és visszavert hullamcsomagok altal 1étrehozott valoszintiségi
aramstriiséget:

-De Zh (& a [¢1.3
Py = B2 el)

om ox
%|NbeA(t)|22<—2—i2 + %?) <x - %t) exp [—2—; (1’ - %t)T
_ (% n 2222) (x - %t) pPe(x, 1)
_ (% N %) (x _ %t) (1) A %(m - %t) P t), (4.2.198)
B = ge(o'ge - cc)

2m

1 ih Do 1 Po
— —t |p¥(x,t) = - —t ) p'(z,t 4.2.1
(7 + 5oz ) (o4 22 )ty (4 220 ) . (42009

ahol a megfelel6 valdszinliségi strliségek:

Q

Q

2
PP (2, 1) = [NpeA(t)]? exp [—2—22 <x — %t) ] , (4.2.200)
2
p'(x,t) =~ |NA(t)|? exp {—2—; (:B + %t) } , (4.2.201)

tovabba az x = 0-ban el6irt hatarfeltétel miatt |N,|? = |Mpo|?. A valészintiségi
aramsuriségek képzetes részeit nyugodtan elhagyhatjuk, mert olyan ¢t idépillanatokban
vizsgalédunk, amikor ¢t = =T, és t =~ T, azaz |t| > 7.

Az R visszaver6dési tényezd értelmezésénél most koriiltekintének kell lenniink.

Nafvan a [j¥(X,T)/j2°(X, —T)| hanyadosra gondolhatnank, ez azonban 0/0

xT
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alakt nem jol definidlt eredményre vezetne. Ezért a x = X helyen a t =T pil-
lanat koriili 7 hosszusagu idointervallumban athalado ,,valdszintiségi toltést”
hasonlitjuk ossze az ugyanitt a t = —T iddpillanat koriili 7 szélességli inter-
vallumban athaladé ,,toltéssel”:

QV

ahol a ,,valészintiségi toltések
~T+1
Q™ = / dtj>* (X, t), (4.2.203)
-T-1
T+3
Q" = / dtji(X,t). (4.2.204)
T—3

A 7 idéintervallumot gy vélasztjuk, hogy T' > 7 > s/(po/m) legyen, vagy-
is sokkal rovidebb legyen, mint 7', de elég hosszu legyen ahhoz, hogy a kb.
s szélességli hullamcsomag 7 id6 alatt 1ényegében teljesen athaladjon az X
helyen. Azzal a kozelitéssel éltiink, hogy az A(t) amplitudé véltozaséat elha-
nyagoltuk a 7 < 7' iddintervallum alatt.

—T+%
@ = [ g
-T-z
-T+% 1p0 p2
~ - dt==(T + t)|INA(=T)[? ——0 (T +1t)?
[, oA ey
/2 2
Po 2 Po o
~ ——|NA(-T dt — t
m|N (=Dl /T/Q t—TeXp[ 2m?2s? }
2o N A( T)|2/T/2 dt—t—ht® (4.2.205)
=~ — — —E€ /N
m —7/2 T—t ’
ahol 1 = =20 > 1/72. Mivel [T — #| < T, irhatjuk, hogy
t 1 t 1 t?
— r e~ (tr =t ... 4.2.206
T—1 T1—/T) T(+T+ ) ( )
amit felhasznalva azt kapjuk, hogy
7/2 2 T/2
be Po 2 t —ut? Po 2 2 —ut?
= L \NAT dt(t+=+... e " ~ " |NA(-T dt t2e "
Q mT|N ( )| /—T/2 ( +T+ )e mT2|N ( )l w/—‘r/2 ‘
T/2
Po 2 (9 ot
= - A(=T)]>=— dte " 4.2.207
AT [ e (12.207)

Mivel azonban 4/1/u < 7, a Gauss-integrél integraldsi hatdrait jé kozelitéssel kitolhatjuk a
végtelenbe:

be Po 2 0 T \/Epo 2
Q ~ _mT2 |NA(_T)| 8_,LL ; - 2mT2u3/2| A(_T)|
™ 24/2m3s3
_ ;/ﬂ:Tg TU\/A(—T)F (4.2.208)
0
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Hasonlé6 kozelitéseket hasznalva hatarozzuk meg a visszavert ,,toltést”:

T+3
@ - [ aqc
T3
T+
1
- / TP (¢~ TN A(T) e
T-% tm
/2
Do 2
= —|NA(T dt
RN [ i

/2 2
Po 2 t —t?
=L INA(T dt[t——=—+...)e "
At [ (-7 )

/2 R
o |NA(T)|23 / dte 1t

_Nt2

e

%

%

mT o J /2
~ ﬂf;z |NA(T)|2(% 1 Z dte
— nf;QWA(T)Fa% %:%W«TW
_ ggg%gﬁ'NA(T”Q (4.2.209)

A hulldimcsomag szétfolydsanak elhanyagoldsa miatt |A(—T)|* = |A(T)|?, tgyhogy
a reflexios tényezore R = 1 adddik, varakozsunknak megfelelGen.

4.2.12. Alaguteffektus

A kvantummechanika helyességét tobbek kozott az is igazolja, hogy el-
lentmondasmentes magyarazatot ad az alaguteffektusra, amely a klasszi-
kus fizika torvényei szerint lehetetlen lenne. Az alaguteffektus segit-
ségével sikeriilt tobbek ko6zott megérteni a radioaktiv atommagok alfa-
bomlasat, és az elektronok hideg emisszidjat (az elektronok kilépését
fémekbdl erds kiilsé elektrosztatikus tér hatasara).

Klasszikus pontrészecske mozgasa potencidlgat jelenlétében. Vizsgaljuk meg,
mi torténik, ha a részecske mozgasanak utjaban potencialgat helyezkedik
el. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a potencial, V(x) > 0, az x,, helyen
lok&lis maximummal rendelkez6 folytonos fliggvény, amely az aszimptotikusan tavoli
x — too pontokban zérushoz tart, a (—oo, 2] intervallumban szigoriian monoton
novekvo, az [rp,,+00) intervallumban szigortian monoton cstkkend. Legyen Vi a
potencidl értéke a maximumban, V(zy,) = Vo, tgyhogy 0 < V(z) < V4. Miért
beszéliink ekkor potencidlgatrol? Az elnevezés a klasszikus mechanikabdl szarmazik.
Ha egy klasszikus pontrészecske E energidaval mozog a fenti potencidlban, akkor

érvényes ra az energiamegmaradds torvénye:
2
Dz

E=_t+V(), (4.2.210)

134



ahonnan a részecske impulzusa, mint a hely fiiggvénye

pe = £V/2m[E —V(z)] (4.2.211)

alakban adodik. A pozitiv ill. a negativ el6jel rendre a jobbra ill. a balra ha-
lad6 részecskének felel meg. Ha E > Vj, akkor a fenti Osszefiiggés minden z he-
lyen értelmes, azaz valds impulzust eredményez, ami azt jelenti, hogy a részecske
akadélytalanul mozoghat balrdl jobbra, vagy jobbrél balra. Ha az energia 0 < F <
Vb, akkor a részecske beleiitkozik a potencidlgatba és visszaverddik rola, akarmelyik
oldalrdl is indult. Induljon pl. balrél, az r — —oo tartomanybdl a részecske, amely-
nek kezdetben teljes energidja kinetikus energia, akkor

pu(T = —00) = V2mE. (4.2.212)

A részecske mozgésa soran kinetikus energidjat fokozatosan elveszti, mert az atalakul
potencidlis energiava. Végiil eljut az x_ < z,,, pontba, ahol teljes kinetikus energidja
potencidlis energiava alakul,

E=V(xz_). (4.2.213)

Ebben a pontban a részecskére F, = —%|x:x, < 0 er6 hat, hiszen itt a poten-
cial novekvo x-szel novekszik. Ezért a részecske impulzusa negativva valik és ab-
szolut értékben tjra elkezd novekedni, ami azt jelenti, hogy a részecske visszafor-
dult. Hasonlé visszafordulds torténik az x, > x,, pontban, amelyre £ = V(x,), ha
a részecske az r — +oo tartomanybdl indul. Ha tehat a részecske energiaja
kisebb mint a potencidlgat ,,magassiga” (azaz a potenciilis energia ma-
ximadlis értéke), akkor a részecske, a klasszikus mechanika értelmében,
nem jut at a potencialgaton, hanem visszafordulasra kényszertiil.

Mikroszkopikus pontrészecske dthaladasa potencidlgdton. A mikroszkopikus
részecskék nem a klasszikus mechanika torvényei szerint viselkednek, ha
utjukba potencialgat keriil:

1. A részecske R > 0 valdsziniiséggel akkor is visszaverédik a poten-
cialgatrdl, ha az energiaja nagyobb, mint a potencidlis energia ma-
ximalis értéke, tehat nem halad at rajta 1 valdszintiséggel.

2. Ha a részecske energiaja kisebb, mint a potencialis energia maximalis
értéke, F < V,, akkor a részecske T' > (0 valésziniliséggel athalad a
potencialgaton, és megjelenik annak a tiloldalan. Ezt a jelenséget
nevezik alagutjelenségnek.

3. Barmely 0 < E energiiju részecske esetében teljesiil az
R+T =1 (4.2.214)

egyenlGség.

135



A (4.2.214) egyenléséget a potencidlgat pontos alakjanak ismerete nélkil is
igazolhatjuk a valészinliségi stirtiségre vonatkozé kontinuitasi egyenlet alapjan.
Mivel az aszimptotikusan tdvoli |z|] — oo tartomdnyokban a potencidl zérushoz tart, a

részecske stacionarius allapotainak hullamfiiggvénye ezekben a tartoményokban dgy viselkedik,
mint a

2 ()
2m  dx?

Ev(z) (4.2.215)

idotél fuggetlen Schrédinger-egyenlet megoldasa. Ezért az aszimptotikusan tdvoli x — +oo tar-
tomanyokban a befutd, a visszavert és az ateresztett részecskét is sikhullam irja le. Vegyiik pl. a
balrél befuté részecskének megfeleld ¢)(x) staciondrius &llapotot. Ekkor az & — —oo tartomdnyban
() a befutd e és a visszavert e~*** hulldmok szuperpozicidja kell legyen, mig az x — +oo tar-
tomanyban () csak a jobbra haladé e?** kifuté sikhulldmot tartalmazhatja:

P(x) TR P (2) + ¢V (z) = AT 4 Bem e qp(x) TR ¢ = et (4.2.216)

ahol A, B és F rendre a befutd, visszavert és dteresztett hullim (komplex) amplitidéi, és k& =
V2mE/h. A megfelel§ aszimptotikus tartomdnyokban az Gsszetevd sikhulldmok az aldbbi valdszi-
niiségi dramsiriségeket hozzdk létre:

x x x

it =—AP, il =—-—IBP ji=—|F (4.2.217)
m m m

A teljes valészintiségi dramsfirtiség j,(z) = & (w(ac)% - c.c.). Ha 2 — —o0, akkor j,(x) ~

2m

jbe 4+ 4¥. ha pedig x — 400, akkor j,(x) ~ ji. A teljes valésziniiségi dramsiiriiség eleget tesz a

ot + or

=0 (4.2.218)

kontinuitdsi egyenletnek. Stacionarius dllapotok esetében a p(z) = |¢(x)|? valésziniiségi sfirfiség
id6 szerinti elsé derivaltja zérus, igyhogy a kontinuitasi egyenlet a

2ie

= 4.2.21
o 0 ( 9)

alakot 0lti, ahonnan kovetkezik, hogy j, az x koordinatatdl sem fiigg. Vélasszuk most az 1 < 0
és az w9 > 0 koordindtaji pontokat gy, hogy azok az x, maximumhelytdl aszimtotikusan tavoli
pontokat jeloljenek, és integraljuk a kontinuitési egyenlet mindkét oldalat x szerint x1-t61 xo-ig:

To .
J AR R ACA EAES
T1——00,Ta—+00 -t .be vy ﬁk 2 2 2 -
~ o — S+ 40) = p |F|* = (JA]* = |B|*) ) =0, (4.2.220)
ahonnan
|BI? + |F|* = |A]%, (4.2.221)
azaz
B> | |FP?
st = L 4.2.222
|A|2 + |A2 ( )
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Ez valéban az R+ T = 1 egyenlOség, mert

lima—, o0 Jy (%) | |BJ?

R = = 4.2.223
Frv—) e (4:2229)
limw—>+ooj§c(x) |F|2

T = |—————=—~| = —— 4.2.224
Hmm—)—oojl;e(x) |A|2 ( )

Az alaguteffektusnak és a potencidlgat feletti energiaju részecske visszaverodé-
sének jelenségét olyan leegyszertisitett modellen mutatjuk be, amikor a potencidlgat

0, ha x <0
V(z) = { Vo>0, ha 0<z<b (4.2.225)
0, ha x>0

és a részecske az x — —oo tartomanybdl fut be. A rémai szamokkal az egyes
intervallumokat jeloltiik, amelyekben a potencidlis energia alland6 az x koordinata

fliggvényében. Legyen a részecske kinetikus energiaja x — —oo esetén E = h; 1’;2.
Keressiik az id6tdl fiiggetlen
h? d?

Schrodinger-egyenlet megoldésat. A megoldas alakja

Ae** 1 Be=**  ha <0
(x) =13 Ce™ +De " ha 0<z<b, (4.2.227)
Fek®  Ge=** ha b<ua

ahol .
K= ﬁ\/Qm(Vo —FE) (4.2.228)

valés, ha 0 < E <V, és tisztan képzetes, Kk = iK, ha E > V. A 6 darab allandot
ugy kell meghatarozni, hogy a hullamfiiggvény a potencial véges szakadasi helyein,
azaz az x = (0 és az x = b pontokban folytonos és folytonosan differencialhatoé legyen.
A hullamfiiggvényre és az els6 derivaltjara vonatkozd folytonossagi feltételek az egyes
tartomanyok hatdrait jelenté x = 0 és x = b pontokban:

A+B=C+ D,

ik(A— B) = k(C — D),

Ce™ + De " = Fe'k® 4 Ge= P,
k(Cer — De™™) = ik(Fe™* — Ge ™).

4.2.229
4.2.230
4.2.231

(
(
(
(4.2.232

)
)
)
)

Ez 4 darab egyenlet 6 darab ismeretlen egyiitthatora. A peremérték-feladat tel-
jes egyértelmiisitése azaltal lehetséges, hogy eldontjiik, jobbrdél balra, vagy balrol
jobbra haladé részecskét kivanunk-e leirni. Ezeknek az eseteknek rendre az felel

137



meg, hogy az r — —oo, ill. az x — +o0 esetén csak kifutd részecskét (dteresztett
sikhullamot) latunk. Vegyiik az utébbi esetet, amikor tehat G = 0, tgyhogy 5 da-
rab ismeretlen egyiitthaté marad. Elvben a kiilonbozé E és E' energidkhoz (k és £/
hulldmszdmokhoz) tartozé hullamfiiggvényekre, mint nem valédi fizikai allapotokra,
altalanositott, Dirac-deltéds ortonormaltsagi feltételt réhatunk ki, s igy 5 egyenletiink
lesz az 5 darab allandé meghatarozasara. Konnyen beldthatjuk azonban, hogy az R
reflexios tényez6 és a T transzmisszios tényezd meghatarozasahoz nincsen sziikség
az ,,ortonormaltsagi” feltételre. A potencialgatrol valé visszaverédés R, ill. az azon
val6o athaladés T' valészinliségét rendre gy kapjuk meg, hogy a visszavert hullam

////// ’”

gRill. az dthalad6 hulldm ;T valdszinfiségi dramsfirtiségét osztjuk a befuté hullim

////// 2

jbe valészintiségi aramstiriiségével és vessziik a hdnyadosok abszoltt értékét:

Jr Ja.

R = oo’ = oo | (4.2.233)
A vizsgalt potencidlgat esetén az egyes valdszinliségi aramstiriiségek rendre:
be __ ﬁ A 2 zkxi —ikx —ikxi ikzy _ @ A 2
o = AP (e e ke Dtk T
. hk ‘ hk
Jo =——IBI%  j; = —I|F]". (4.2.234)
m m
Azt kapjuk tehat, hogy
1B? |72
R=— = —. 4.2.235
g © (1:2:299)

A (4.2.229)-(4.2.232) hatérfeltételi egyenletek rendszere tekintheté tgy, mint az
A, B, C, D egyiitthatokra vonatkozé olyan inhomogén linedris egyenletrendszer,
amelyben az inhomogenitédsi tagok mind ardnyosak az F' egyttthatoval, és amely-
nek megoldésa ezért A = a(E)F, B = (E)F, C =~(E)F, D = §(E)F alaki kell
legyen, ahol a(FE), B(E), v(F) és 6(F) a k és k paraméterek révén csak az E ener-
gidtol fliggd szorzétényezdk. Ekkor |F|? nyilvdnvaléan kiesik az R-et és T-t definidlo
hanyadosokbdl.

Az R és T tényezdk kiszamitasat az alabbi stratégiaval végezziik:

e Oldjuk meg el6szor a (4.2.231) és (4.2.232) egyenleteket C-re és D-re:

C = 1e—*”~b(1 + %) Feikt, (4.2.236)
2 K
D = 1e*”~b(1 - %)Fe““b. (4.2.237)
2 K
e Oldjuk meg a (4.2.229) és (4.2.230) egyenleteket A-ra és B-re:
1 K 1 K
A= -|1+—|C+=(1—-——= D 4.2.238
2 ( + zk) + 2 ( zk) ’ ( )
1 K 1 K
B = —-(1-—|C+=(1+—]D. 4.2.239
2 ( zk;) + 2 ( * zk) ( )
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e Helyettesitsiik be C' és D (4.2.236) és (4.2.237) kifejezéseit az (4.2.238) és
(4.2.239) egyenléségek jobb oldaléba:

A

1 K tk\ _. K tk\ ikb
Z[(ljt%)(l%—;)e +(1 k)(l K)e ]F

1 .
e [(KJ +ik)2e ™ — (k — z'k)Qe“b} Felk?, (4.2.240)
1 K (L - K KN | ik
4{ 1 zk:) 1—|—KJ)6 +<1+ik)(1 K)e ]Fe
1 .
m(/@ + k) (k — ik) (e’ — e7"V) Fet*?
22(&+¢@0m—%ﬁh@@Fé“. (4.2.241)
ikk

A tovabbiakban kiilon-kiilon diszkutaljuk azt az esetet, amikor a részecske E
energiaja kisebb, ill. nagyobb, mint a potencidlgat V, magassaga.

1. Vizsgéljuk el6szor a 0 < E < Vj esetet, és hatarozzuk meg az alaguteffektus T’
valdszintiségét. Ebben az esetben x valds. Képezziik a (4.2.240) és (4.2.241)
kifejezések abszolut értékének négyzetét:

ugyhogy

|F]? i

|AJ? Torz (k4 ik)%e ™ — (k — ik)2e™| | (4.2.242)
K2 + k22| F)?

|B|? = %shz(/{b), (4.2.243)
| B|? 4(K? + k?)?sh?(kb)

R = 4.2.244
|AS|2 (K +ik)2erb — (k — ik)2erb|2’ ( )
F|? 1642k

r - L Ok"r (4.2.245)

AR ™ (s + k)2 — (k — ik)2e]2”
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A tovabbiakban még kiértékeljik az R és T tényezok kozos nevezdjét.
2
nevezé = |(k? —k*+ 2ikk)e ™ — (k? — k* — 2ikr)e™®

2
= | (K = k(e — e7™) 4 2ikn(e™® 4 e7P)

2
= |—2(xk* — k*)sh(kb) + 4ikrch(kb)

= 16k*k*ch®(kb) + 4(k? — k?)*sh?(kb)
= 16k°x* (1 + sh2(/<;b)) + 4(k* — k*)?sh?(kb)

= 16k*x* + [16k*x” + 4(k* — k°)*] sh?(kb)

= 16k*k* + 4(k* 4 k?)*sh?(kb). (4.2.246)
Vezessitk még be a & = Vy/E > 1 hanyadost, akkor k = ky/§ — 1, és azt
kapjuk, hogy

A€ —-1)
4(¢ — 1) + €2h*(kv/E— 1b)

Eljiink azzal a feltevéssel, hogy e > 1. Ebben az esetben sh(kb) ~ e/2, és
a nevez6t a sh?(kb)-vel ardnyos tag dominélja, tigyhogy jé kozelitéssel

16(6 -1 2
T ~ %e—zbn — Tyexp <—bﬁ\/2m(VO - E)) (4.2.248)
adodik az alaguteffektus valészintiségére. Az alaguteffektus alapvetéen expo-
nencidlisan el van nyomva, ha széles a potencidlgat (b nagy); pontosabban, ha

bi = b\/2m(Vy — E)/h > 1.

. Vizsgaljuk most meg azt az esetet, amikor £ > Vj, és mutassuk meg, hogy
ilyenkor is van visszaverddés a potencidlgatrol. Ekkor k = 1K tiszta képzetes
és K = /2m(E —Vy)/h > 0. Ezt behelyettesitve a (4.2.240) és (4.2.241)
egyenloségek jobb oldalaba azt kapjuk, hogy

(4.2.247)

A = _élk:LK —(K + k)2 0 4 (K — k:)QeiKb} Feikt

= 41%1( _—(KQ + K = 2kK)e™" 4+ (K2 + K + QkK)e_iKb} Fet*t

_ ﬁ -_(K2 + k2)(6iKb o e—iKb) + Qk‘K(eiKb + e—iKb):| Fez’kb

= ﬁ -4l<:K cos(Kb) — 2i(K? + k?) sm(Kb)] Feit, (4.2.249)
p = UCKIhGRD) foay (4.2.250)

2kK
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A keresett visszaver6dési tényez6 tehat

B> (K?—k?)?sin®*(Kb) 16k*K*
|A]2 4k2K? 16k2K2 cos?(Kb) + 4(K?2 + k2)2 sin?®(Kb)
(K? — k%)2sin?(Kb)
4k2 K2 + [(K2 + k?)2 — 4k2K2] sin?(Kb)
(K? — k%)2sin?(Kb)

(K2 — k2)2sin?(Kb) + 4k2K2°

R

(4.2.251)

Innen latjuk, hogy 0 < R < 1, azaz van visszaverodés.

A potencialgaton valé athaladas valdsziniiségére vonatkozo 6sszefiig-
gés tetszoleges alakll potencidlgat esetén

T=T, exp{—% /j+ dz/2m[V (z) — E]}, (4.2.252)

ahol az integralas a klasszikus palya fordulépontjai kozott torténik®. Ezen
osszefiiggés alapjan olyan fontos jelenségeket lehet értelmezni, mint pl. az atomma-
gok alfa-bomlésa és az elektronok kilépése fémbol erds kiils6 elektromos tér hatasara
(hideg emisszi6). A (4.2.252) képlet a kovetkezOképpen is értelmezhetd: osszuk
fel az x_ és x, fordulépontok kozti intervallumot infinitezimélis b = (x4 —x_)/N
szélességii részintervallumokra és legyenek x; (i = 1,2, ..., N) ezen részintervallumok
tetszoleges belso pontjai; kozelitsiik a teljes potencidlgatat N darab egymashoz szo-
rosan illeszkedd, V' (z;) magassdgu, derékszogl potencidlgat sorozataval; jelolje T; o

exp (—% V2m[V (z;) — E] | az i-edik ilyen potencidlgaton torténd athaladds transz-

misszids egyiitthatdjat. A teljes potencidlgaton torténd athaladds transzmisszids
egyiitthatoja ekkor T' oc limpy o0 Hf\il T;, ahol a hataratmenet a fordulépontok kozti
intervallum végteleniil finom felosztasanak felel meg.

4.2.13. Linearis harmonikus oszcillator

1. A Hamilton-operator és az id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet

A linedris harmonikus oszcillatort egy olyan, egy-dimenzids mozgéast végzo
pontrészecske valdsitja meg, amelyik a

1 1
V(z) = =Da? = —mw?x?

4.2.2
5 5 ( 53)

S5 A transzmissziés egyiitthaté meghatarozasira a Wentzel-Kramers-Brillouin-féle kozelitd
moédszer (roviden a WKB-kozelités ) alkalmas.

Gregor Wentzel (1898-1978) német fizikus; Hendrik Anthony Kramers (1894-1952) holland fizi-
kus, Léon Nicolas Brillouin (1889-1969) francia fizikus.
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potencidlban®® mozog, ahol D = mw? a visszatéritd erd (idegen széval direkcids
er6), m a részecske tehetetlen tomege és w a megfelel6 klasszikus mozgas kor-
frekvencidja. Utébbinak a kvantummechanikai jelentését majd késébb fogjuk
latni. A linedris harmonikus oszcillator Hamilton-operatora tehéat:

1
H =% 4 -D3? (4.2.254)

H=———+ -Dz? (4.2.255)

alakot Olt. A linedris harmonikus oszcillator idétol fiiggetlen Schrodinger-
egyenlete tehét:

R 1,
T om da? +2D v Y(r) = Ei(x). (4.2.256)

Vezessiik be a A = mw/h paramétert, akkor —2mE /h?-tel torténd szorzas utan
a Schrodinger-egyenlet

2mE
72

;ﬁg) >\2$2w(x) _ () (4.2.257)

alakot olt. A tovabbiak celjara érdemes 4ttérni az y = VAz 4j véltozora.

Legyen 1 (x) = F(y), akkor & & — \/_CZ, 312 )\‘éyg adédik, és az (4.2.257)
egyenlet
PRy 28
—y°F = ——F(y). 4.2.258
ae Y (y) o (y) ( )

A Schrodinger-egyenlet olyan megoldasait keressiik, amelyek normanégyzete
1-gyel egyenld, [|¢]|* = 1:

1 = /_:dxw \F/ dy|F (y) (4.2.259)

A normaélasi feltételbol, pontosabban a normalési integral konvergenciajabol
az is kovetkezik, hogy | F'(y)|*-nek 1/]y|-ndl gyorsabban kell zérushoz tartania,
ha |y| — oo, vagyis létezik olyan K > 0 pozitiv allandd, hogy az |y| — oo
hatédresetben |F(y)| < —&=.

N

A linedaris harmonikus oszcillator stacionarius allapotainak hullamfiiggvényeit
és a megfeleld energia-sajatértékeket az alabbi lépésekben taldljuk meg:

56 A kvantummechanikdban szokas kicsit ,,pongyolan” fogalmazni és V (x(-et potencidlnak ne-
vezni, noha V' (z) tulajdonképpen potenciélis energia.
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(a) Megsejtjiik a staciondrius Schrodinger-egyenlet egy specidlis megoldasat,
amelyrél késobb belatjuk, hogy az alapallapotot irja le.

(b) Léptetd operatorokat értelmeziink, amelyek segitségével egy tetszoleges
stacionarius allapotbol megkapjuk az 6sszes tobbi staciondrius allapotot,
hw energia-adagonként csokkentve, ill. novelve a gerjesztési energidt.

(c) Ezutén belatjuk, hogy a linedris harmonikus oszcillatornak van legkisebb
energiaju allapota, és hogy ez azonos az elsé 1épésben megsejtett meg-
oldassal.

(d) Végiil megkeressiik a stacionérius dllapotok hullamfiiggvényeinek explicit
alakjat koordinata-reprezentaciéban.

Ha ezeket a lépéseket végrehajtjuk, akkor megtaldljuk a linearis harmoni-
kus oszcillator Osszes stacionérius allapotét, amelyek hulldmfiiggvényei (1-re
tortént normélds utdn) ortonormalt teljes rendszert alkotnak a linedris harmo-
nikus oszcillator allapotainak Hilbert-terében. Azt szoktuk mondani, hogy
ezzel az eljarassal megkonstrualjuk a linearis harmonikus oszcillator
allapotainak Hilbert-terét, hiszen a stacionérius allapotok (linearis kom-
bindciéik révén) felfeszitik a teljes Hilbert-teret®?.

Menjiink most végig 1épésrdl 1épésre a fenti programon.

. Specidlis megoldas: az alapallapot hullamfiiggvénye

Els6 megallapitasunk az, hogy a linearis harmonikus oszcillator stacionarius
Schrodinger-egyenletének van - tobbek kozott —

1,2 1y 2 Y 1/4 mMw 1/4
Fo(y) = Coe™2Y", azaz o(x) = Coe 2",  Cy= <_) _ <_)
™ hm
(4.2.260)
alaktd megoldasa, ami az
1
By = Shw (4.2.261)

energia-sajatértékhez tartozik. Késébb be fogjuk latni, hogy a linearis harmo-
nikus oszcillatornak van legkisebb energiaju allapota, alapallapota és, hogy a
(4.2.260) megoldas éppen az alapallapot hullamfiiggvénye.

Csakugyan, ha a feltételezett megolddst behelyettesitjiik a (4.2.257) Schrodinger-egyenletbe,

azt kapjuk, hogy

2F
~Fo+y*Fy —y*Fo = —2—F, (4.2.262)

57 Az elsé harom pontban kovetett eljirds a gerjesztett allapotokat az alapallapotbdl allitja eld,
mikozben felhasznalja a léptetd operatorok algebrai tulajdonsdgait. Ezért ezt az eljards a Hilbert-
tér algebrai megkonstrualasinak is nevezik. A 4. pontban egy masik lehet&séget is mutatunk
a gerjesztett allapotok megkeresésére, amikor a stacionarius Schrodinger-egyenletnek az analizis
modszereivel kapott megoldasait hasznaljuk fel.
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ami akkor és csak akkor teljesiil, ha £ = Fy — %hw A Cj egyiitthaté értékét (egy egységnyi
abszoldt értékd komplex fazisfaktor erejéig) az

= \F/ dy|Fo(y \F/ dy|Co|2e™Y" \/7|co|2 (4.2.263)

normaldsi feltételbdl hatarozhatjuk meg.

. A kelto és eltiintet6 operatorok, és az energiakvantumok szamanak
operatora

A tObbi energia-sajatértéket és a megfelel6 energia-sajatallapotok hullamfiigg-
vényeit a 1y megoldasbdl kapjuk meg. Vezessiik be az ugynevezett keltd és
eltiinteto operatorokat rendre az aldbbi definiciokkal:

at = \}i(ﬁx }dd) \2( —d%), (4.2.264)
i = %(ﬁ \}dd) %<y+%)‘ (4.2.265)

Az elnevezéseket késObb magyardazzuk meg. A kelt6 és eltiintetd operdtorok
az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:

(a) Az at és az a operdtorok az Ly(R,dy) Hilbert-tér f6l6tt nem onad-
jungaltak, hanem egymasnak adjungaltjai:

(@) =a, a'=a". (4.2.266)

Legyen (&) = F(y) és ¢(&) = f(y) két tetszbleges, az La(R, dy) Hilbert-térbél vett
fliggvény, akkor

(8l (@™)w)

(wlat] ey \F/ dyF (y—%})f*(y)
= % (/O; dyF(y)yf*(y) — {F(y)f*(y)} N

+/_OO dyf*(y)d%F(y)>
1 & . o0 . d
= ﬁ(/_m dyf (y)yF(y)Jr/_oo dyf (y)d—yF(y)>
= (dlaly). (4.2.267)

Ezt akartuk bizonyitani. Az utolsé egyenléség felirasakor felhasznaltuk a normanégyzet
(a belsd szorzat) konvergencidjdbdl adédé hatérfeltételt.

A bizonyitast mésképpen is elvégezhetjiik. Mivel koordinédta-reprezentéciéban az
alabbi megfeleltetések érvényesek,

hd hd
po— 1 3h

; S
x—>:v—\/X, i dx i dy

(4.2.268)
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az a és a operdtorokat kifejezhetjiik az & és p, operdtorokkal,

o= G- i) o= g (Ve i)

Ezek a kifejezések abrézolastol fiiggetleniil érvényesek. Mivel 2 és p, az Lo(R, dx) téren
haté 6nadjungdlt operdtorok, ezért régton adédik, hogy a és a™ egyméas adjungaltjai.

(4.2.269)

Kés6ébbi felhaszndlas céljabdl érdemes felirni az inverz-relacidkat:

(a+a%), p.=—=y/<(a—a"). (4.2.270)

Legyen
n = a‘a. (4.2.271)

Beldtjuk, hogy (a) az # operdtor énadjungdlt, (b) felcserélheté a H
Hamilton-operatorral, [n, H| = 0, mert az utébbi

H = <n+%)hw (4.2.272)

alakra hozhato.
Képezziik n adjungaltjat, akkor azt kapjuk, hogy

nt = (ata)t =al(at) =ata =n, (4.2.273)
vagyis n onadjungalt.
Induljunk ki abbdl, hogy
. 1 d n ay 1 d n d d?
n = - — — - — — - —
2\Y dy 4 dy ~2 v’ dyy ydy dy?
1/ 4 d d d? 9 1 d?
= = —1—y— — - — At —1———
2<y Yy TV dy2> 2< X da?
1/mw 4 h d2

(Vigyézat, amikor a 3. egyenl8séget felirtuk, felhasznéltuk, hogy az operdtor-egyenls-
ségnek tgy van értelme, hogy a jobb oldaldra odagondoljuk azt az f(y) fuggvényt,
amelyre az operatorok hatnak.) Szorozzuk a kapott egyenldséget hw-val, akkor azt
talaljuk, hogy

(4.2.275)

ahonnan a Hamilton-operatorra a keresett kifejezést kapjuk.

Az n operator tehat onadjungalt, igyhogy a sajatértékei valésak. Kérdés,
mit nyertiink azzal, hogy a Hamilton-operatort azonos atalakitassal a
(4.2.272) alakban kifejeztiik az n operatorral? Ha megkeressiik az a, a*
és n operatorok kommutatorait, akkor latni fogjuk, hogy kénnytiszerrel
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le tudjuk majd olvasni a Hamilton-operator sajatértékeit, s6t a megfe-
lel6 sajatallapotokat is el6 tudjuk majd &llitani az E, = %hw energia-
sajatértékhez tartozé io(x) = Fy(y) allapotbdl. A kérdéses kommutd-
torok:

[a,a%] =1, (4.2.276)
) =at. (4.2.277)

—

ha) =—a, [ha

A (4.2.276) reldcié bizonyitdsdhoz képezzik az

aat = 1 +i _i —1 2+i _ i_d_2
= slvtg)\va) =\t gy v aE )
1 d d 1 d d d?
.o L d B R O T L R v e
avra 2(y dy) (y+dy) 2(3/ dyy+ydy dy2> ( )

operatorszorzatokat, majd az utobbit kivonva az eléz6bol megkapjuk a keresett azo-
nossagot,

d d d

b6t = Sy—y— =14 y— —y— =1.
[a,a™] 7YV +ydy e

(4.2.279)

A (4.2.276) azonosségot felhaszndlva konnyen beldthatjuk a (4.2.277) azonossigokat:

—(ata+1)a = —a, (4.2.280)

] = a a
tata=a"(ata+1)—atata=a". (4.2.281)

A,
"]

mat] = a

Ezutan vegyiink egy tetszoleges v, allapotot, amely az n operatornak
valamelyik, egyelore ismeretlen v sajatértékéhez tartozé sajatallapota:

b, = v, (4.2.282)

A v sajatérték valds, mert n onadjungalt. A fenti csererelaciok alapjan
konnyti észrevenni, hogy

n(ay,) = (v —1)(ay,), fz(dﬂﬁy) =+ 1)(d+¢y). (4.2.283)
Az a és az at operatorok tehdt léptetd operatorok, az n operdtor
sajatallapotara hatva, annak olyan tjabb sajatallapotat allitjak el6, amely
rendre 1-gyel kisebb, ill. 1-gyel nagyobb sajatértékhez tartozik.
A (4.2.277) csererelcidkat felhasznélva irhatjuk, hogy

naty, = (ata+at)p, = (v+1)aty,, (4.2.284)
hah, = (ah—a), = (v — 1)ab,. (4.2.285)

Mivel barmely a, allapot normanégyzete nem negativ,

0 < [lag[|* = (ulatalv,) = v(|) = v, (4.2.286)

azért az n operator valamennyi sajatértéke nem negativ.
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Azonnal latjuk, hogy v = 0 a sajatértékek kozott van. Csakugyan, tudjuk
egyrészt, hogy 1y a Hamilton-operatornak F, = %hw sajatértékhez tartozé
sajatallapota. Maésrészt az energia-sajatértékek az n-operator sajatértékeivel

kifejezve F, = (V + %)hw alakba irhatok. Innen latjuk, hogy v = 0 a

sajatértékek kozott szerepel. Az Ej sajatértékhez tartozd 1y sajatallapotnak
van mégegy fontos tulajdonsdga: beldle a ,lefelé” lépteté a operatorral nem
lehet H és n Gjabb kozos sajatallapotat képezni, mert

avy = 0. (4.2.287)
Valéban fennéll, hogy

1 d 1,2 1 1,2
apy = 7 <y + d—y)C’oefy = C’Oﬁ(y —y)e ¥ =0. (4.2.288)

. A Hilbert-tér algebrai megszerkesztése

Ezutan osszeallithatjuk az energia-sajatértékek és energia-sajatalla-
potok teljes Osszességét. Az n operator v sajatértékei a v = n nem
negativ egész szamok. Az n = 0,1,2,... kvantumszamok ebben a
sorrendben névekvo energia-sajatértékeket hataroznak meg az

E, = <n+%)hw (4.2.289)

képlet szerint. Ez tisztan diszkrét energiaspektrum, amelyben E, =
%hw az alapallapot energiija, és az n > 1 értékekhez tartozé F, ener-
giaszintek a gerjesztett allapotok energiai. A szomszédos energia-
szintek kozotti energiakiilonbség AE = E,, .1 — E, = hw a teljes spekt-
rumban allandé, az energiaszintek ekvidisztidnsan (egyenkoziien) he-
lyezkednek el. Az a* és az a operator a hw energiakvantumok szaméat
rendre egyesével noveli, ill. csokkenti. Az n operator n = 0,1,2,...
sajatértéke azt mutatja meg, hogy a 1, stacionarius allapotban a
linearis harmonikus oszcillator hany darab hw energiakvantummal
van gerjesztve. Ezért az n operatort a gerjesztési kvantumok szamat
meghatarozo operatornak nevezik. A kelt6 és eltiintet6 operator
rendre az oszcillaitor gerjesztett allapotdban hw energiakvantumot
,.kelt” és a gerjesztett allapotbdl fiw energiakvantumot ,,tiintet el”*®.
Az alapallapotot az ayy = 0 feltétel hatarozza meg. Az alapallapotbdl

58 Az elnevezés kicsit megtéveszts. Természetesen azt gondoljuk, hogy az oszcilldtornak a fw
energiakvantumot a kérnyezetével torténé kolcsénhatas soran kell megkapnia vagy leadnia, igyhogy
val6jaban energiakvantum nem keletkezik és tlinik el, hanem azt a kornyezet adja at az osz-
cillatornak, vagy az oszcillator a kornyezetnek. Ezt a kolcsonhatast a magara hagyott oszcillator
Schrodinger-egyenlete nyilvanvaléan nem veszi figyelembe.
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kiindulva az a* operdtor ismételt alkalmazasaval szerkeszthetjiik meg
a gerjesztett allapotokat a

1.

b = o=@ (4.2.290)

utasitassal. Az \/—111_' szorzo6tényezd biztositja, hogy teljesiiljon a ||,

1 normalasi feltétel. Minden energiaszinthez pontosan 1 darab 1-re

normalt sajatallapot tartozik, vagyis minden sajatértékhez a Hilbert-

tér egy egy-dimenzios altere tartozik. Az energiaszintek tehat nem
elfajultak.

A 1, allapot normalési feltételét teljes indukciéval kaphatjuk meg. Abbdl indulunk ki, hogy
n = 0 esetén |[¢p|? =

I* =

= 1. Ezutdn feltessziik, hogy n = k esetén tejesiil, hogy a |¢]|? =
feltételt 1y, = (k) ~1/2(aT)vy kielégiti, és megmutatjuk, hogy akkor |11 ||? = 1 kielégitése

Yrrr = [(k + DNY2(at)k+ g alakban sikeriil. A 41 4llapotra vonatkozé norméldsi
feltétel ekkor valéban teljestil, mert
[nsall® = [(k+ DN gpola" 1 (@")* yo) = [(k + 1)~ (vola*a*a(a®)*yo)
k! k!
_ Aot _ ata 41
k!
= ———(k+1 =1 4.2.291

Kényelmes sokszor attérni a ,,bra-ket” irdsmédra. Ebben a stacionarius allapo-
tok hullamfiiggvénye 1, (x) = (z|n) alakba irhatd, ahol |n) az n operdtor n =
0,1,2,... sajatértékekhez tartozé sajatéllapota: n|n) = n|n). Az alapallapot
hulldmfiiggvénye 1o(x) = (x|0), ahol a |0) alapdllapot eleget tesz az al0) = 0
feltételnek™. Az 1 = (n|n) normaldsnak eleget tevd dllapotok

Lo
n) = (@) (4.2.292)

alakuak. Ebbdl kovetkezik, hogy
atiny =vn+1ln+1), aln) =+/nln—1). (4.2.293)

Az |n) allapotok ortonormadlt teljes rendszert alkotnak, mert az énadjungélt
Hamilton-operator 1-re normalt sajatvektorai, és minden energiaszinthez csak
egyetlen egy |n) sajatvektor tartozik. A normalasi feltétel

(nln') = Onw. (4.2.294)

A teljességi feltétel azt jelenti, hogy az oszcillator tetszéleges |psi) allapota
kifejtheto az energia-sajatallapotok szerint,

o0

) = Y caln), (4.2.295)

n=0

Vigydzat! Most |0) az alapallapot és nem a Hilbert-tér nullvektora, amelyet most az egyenléség
jobb oldalan all6 0 képvisel.
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ahol a kifejtési egyiitthatdk

e = (nly) = / " da (@) (a) (4.2.296)

o0

Ha visszairjuk a kifejtési egyiitthatot az energia-sajatallapotok szerinti sorba,
akkor leolvashatjuk, hogy az egység-operator:

> [n)(nl. (4.2.297)

Valéban, irhatjuk, hogy

atln) = 1L atyloy = YT 1 at)" o) = vn n
n) W( )"0) o 1)!( )"0y =Vt dn+ 1), (4.2.298)
. 1 i 1 .. e 1
aln) = ﬁa(cﬁ) 0) = ﬁaéﬁ( o) = T(a a+1)n—1)
= %(n —14+1)n—1)=+njn—1). (4.2.299)

. A kvantumoszcillator fizikai sajatossagai. 1.

Erdemes felfigyelni ra:

(a) a klasszikus mechanika szerint a linearis harmonikus oszcillator az alapal-
lapotban nem mozog, hanem a potencidl minimumhelyén (esetiinkben az
x = 0 helyen) nyugalomban van és energidgja Fq = V(0) = 0. A kvantélt
linedris harmonikus oszcillator energidja az alapéllapotban nem nulla,
hanem Ey = %hw. Azt szoktuk mondani, hogy az alapallapoti osz-
cillator sincs tokéletes nyugalomban, hanem zérusponti rezgé-
seket végez, amelyek energiija %hw.

(b) A klasszikus mechanikdban az oszcillator kinetikus energidja a peridédikus
mozgast végzo m tomegl részecske haladd mozgdsabdl, a részecske nem
nulla impulzusabdl szarmazik. Feltehetjiik a kérdést, hogy honnan szar-
mazik a kvantalt linearis harmonikus oszcillator kinetikus energiaja staci-
onarius allapotban. Konnyen meggyozodhetiink réla, hogy a részecske
az oszcillator-potencialban nem végez haladé mozgast, ha staci-
onarius allapotban van. Ez abbdl latszik, hogy a helykoordlnatajanak
varhato értéke zérus, és a p, impulzusdnak, ill. az & = —;[%, H]
bességének” varhato értéke is zérus.

Elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

ty *Lna a™|n) L nin|n — n nln =
(nkitn) = —=(ala + a*ln) = = (Vilaln = 1)+ Vi F Tonlo +1) =0
(lpele) = 3 24ala — o) = 52 (Vitupn 1) - Vi Tl 1)) =0
(nfé[n) = —%<n|[£,ﬁ]|n> _ —%En<n|:& — &) =0, (4.2.300)



A staciondrius allapotokban tehat a részecske kinetikus energidja nem
haladé mozgésbél szarmazik. A kinetikus energia varhaté értéke:

(n\ \n) = (n| 5 |n) o (4.2.301)
Innen latjuk, hogy a kmetikus energia teljes egészében az impulzus szorés-
négyzetébol szarmazik. Ez biztosan nem tlinik el, mert a részecske hul-
lamfiiggvénye az x = 0 koriili véges intervallumban kiilonbozik csak
lényegesen zérustdl, a végtelenben (ha |z| — co) exponencidlisan lecseng,
mint azt alabb meg fogjuk mutatni. Ezért stacionarius allapotokban
(Ax)? véges, és akkor a hatdrozatlansagi relacié kovetkezménye, hogy
(Ap,)? > O(h/(Az)?) kell legyen. Azt szoktuk mondani, hogy az sta-
ciondrius allapotban a részecske ,,nyiizsog” % noha nem végez haladé
mozgast, és ebbol a nyiizsgésbdl szarmazik a kinetikus energiaja.

Kozvetlen szamolassal igazolhatd, hogy a stacionarius allapotokban tel-
jesiil a Heisenberg-féle hatarozatlansigi reldcio: a gerjesztett allapotok-
ban, mint egyenl6tlenség, az alapallapotban, mint egyenloség. Mi itt csak
az utébbit mutatjuk meg. A linearis harmonikus oszcillator alapédllapota-
ban a hatarozatlansagi relacio telitésbe megy, azaz fennall, hogy

h2

(Az)*(Ap,)? = T (4.2.302)
Az alapéllapot hullamfiiggvénye explicit alakjanak felhasznédlasaval irhatjuk, hogy
(Az)? = \/_/ dyCie 7y2y )\g% h cl;g(f-yzy2
2
_ _Wcz— ~ay? » C;)B\/C di —1/2 _ %}4.2.303)
(Apz)2 = —52%/_00 dnge_%f)\;—Ze_%yz
_ —\/_C2h2/oodye by gy
= \/_C2h2/oodye 2y dC; (—ye_é?ﬁ)
= —\/XCSFLQ/ dye™ (=1 + ¢?)
= \/Xcgrﬁ(f— %ﬁ) = %\/Ecgh? (4.2.304)
Ezekbdl kovetkezik, hogy
(Ap,)*(Az)? = hﬁ%w = %2, (4.2.305)

amit be akartunk latni.

60A kifejezés Kdarolyhdzy Frigyes (eredetileg Fetter Frigyes, 1929-2012.) magyar fizikustél

szarmazik.
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6. A stacionarius allapotok koordinata-hullamfiiggvényei

Tanulsagos, ha megkeressiik a linearis harmonikus oszcillator stacionarius &l-
lapotainak ¢, (z) = (x|n) = \/—ln—!<:v|(d+)"|0) = F,(y) hullamfiiggvényeit a koor-
dindta-reprezentdciéban, ahol y = v Az és A\ = mw /h korabbi jeloléseink sze-
rint. Eljarhatnank annak szellemében, hogy az alapallapot ismert hullamfiigg-
vényére ismételten hatndnk a koordindta-reprezentaciéban felirt a* kelté ope-
ratorral. Most azonban mégsem ezt az utat kovetjiik, hanem addig alakitjuk a
linedris harmonikus oszcillator id6t6l fliggetllen (4.2.258) Schrodinger-egyen-
letét, mig egy a matematikai szakirodalombdl jol ismert egyenletet kapunk,
amelynek ismertek a megolddsai. Valasszuk ezért le a tetszbleges F(y) meg-
oldasbdl az alapallapot hullamfiiggvényét, mint szorzé tényezét, és irjuk, hogy

Fly) = e 2V f(y). (4.2.306)

Ekkor azt talaljuk, hogy

dF(y) _ 1,0 (df(y)
Ty:e 2 (d—y_yf(y))’

d dF?;gy) _ b (de;gy) _ gydfd_(yy) bR 1)f(y)). (4.2.307)

és

Ezeket behelyettesitve a (4.2.258) egyenletbe az alabbi kézonséges masodrendii
differencidlegyenletet kapjuk a keresett f(y) fiiggvényre:

d*f(y) df (v)
dy? — % dy

+ (% - 1)f(y) - 0. (4.2.308)

Hasonlitsuk ezt 6ssze az Hermite-polinomokat® definials

d’H(y) 2de(y)

2UH = 4.2.
e a0 +2vH(y) =0 (4.2.309)

ismert differencialegyenlettel, amelynek akkor és csak akkor van megoldésa,
ha v = n = 0,1,2,... nem negativ egész szam. Az Osszehasonlitds alapjan
azt mondhatjuk, hogy a (4.2.308) egyenletnek csak olyan diszkrét FE,-kre van
megoldasa, amelyekre

~1 = 2n, (4.2.310)

azaz FE, = (n + % hw. Ezzel visszakaptuk az energiaspektrumra vonat-

koz korabbi eredménytinket. A megolddsok az f,(y) = N, H,(y) tigynevezett

61Elnevezésiiket Charles Hermite (1822-1901) francia matematikusrél kaptdk.
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Hermite-polinomok (az N, normélési tényez&tdl eltekintve). A linedris harmo-
nikus oszcillator staciondrius allapotainak koordinata-hullamfiiggvényei tehat

Ua(@) = Fuly) = Nue 2 Hy(y) (4.2.311)

alakuak.

Tovabbi célunk az Hermite-polinomok explicit alakjanak megkeresése. Ebben
segit az a tény, hogy az Hermite-polinomok leszarmaztathatok az

Fly,s) = e ~(70° = g=s"+2 (4.2.312)

generald fiiggvénybol. Nevezetesen megmutatjuk, hogy az F(y,s) general6
fiiggvény s hatvanyai szerinti Taylor-sordnak egyiitthatéi éppen a (4.2.309)

egyenlet v =n =0,1,2,... értékekhez tartozé megolddsai:
=1
= ) —H.y (4.2.313)
n!
n=0
ahonnan
" F(y, s)
—_— H,(y). 4.2.314
5|, () ( )

Jeloljiik a (4.2.312) generald fiiggvény (4.2.313) Taylor-sordnak egyeldre ismeretlen egyiitt-
hatéit H,(y)-nal. Megmutatjuk, hogy ezek a H, (y) fliggvények az Hermite-polinomokat
definidlé (4.2.309) egyenletnek a megolddsai, vagyis azonosak az Hermite-polinomokkal.
Képezziik az F(y, s) generalé fliggvény elsd parcidlis derivaltjait:

%;: — 9ge~% 24osy _ — 9 F = Z n+1
s"dH,,
= ZF o (4.2.315)
n=0
aF —s2 s - Hﬂ Yy n
S5 = (F2s+2)e y=<—2s+2y>f=20 n(, ) (—25 + 29)s
0 Snfl
= — _H,(y). 4.2.31
;m—l)! () (4.2:316)

Az utolsé egyenldségek két oldaldn s azonos kitevdjii hatvanyai egyiitthatdinak egyenléségébdl
rendre a kovetkez6 azonossagokat kapjuk:

dH,,
AHn(y) = 2nH,_1(y), (4.2.317)
dy
H,11(y) = 2yH,(y) —2nH,—1(y). (4.2.318)
A (4.2.317) és (4.2.318) azonossdgokbdl kovetkezik, hogy
dH,(y
LD~ gt (g) - Hons ) (12.319)
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Vegyiik ennek az y szerinti els6 derivéltjdt, akkor a (4.2.317) azonosség tjboli felhaszndla-
saval kapjuk, hogy

d*H,(y) dH,(y) dHny1(y) dH,(y)
Y _ 9H, 2 - — 2H,, 2y—") _9(n + 1)H,
e (y) +2y a0y i (y) +2y a0y (n+1)Hy,(y)
= 2yd}z"(y) = 2nH,(y). (4.2.320)
y

Ha egy oldalra rendezziik a tagokat, akkor latjuk, hogy ez éppen az Hermite-polinomokat
definidl6 (4.2.309) egyenlet. A (4.2.313) Taylor-sor egyiitthatéi tehét tényleg az Hermite-
polinomok, és a (4.2.312) egyenldséggel definidlt F(y,s) fiiggvény valéban az Hermite-

polinomokat &llitja el6 a (4.2.314) utasitassal.

Az Hermite-polinomok explicit alakjénak el6éllitdsara alkalmas (4.2.314) &ssze-
fliggést

2 d" 2
H,(y) = (=1)"e d—yne Y (4.2.321)
alakra hozhatjuk.
A (4.2.312) definiciét felhasznalva frhatjuk, hogy
O"F(y,s) 2 0" (2
Hy(y) = ——1=| =V —e 79 (4.2.322)
s s=0 s s=0
Tetszbleges f(s — y) fliggvény esetén fenndll, hogy % = —g—-;, ezért azt kapjuk, hogy
2 an 2 2 dn 2
Ho,(y) = (=1)"e¥ ——e ¥ = (—1)"e¥ —e V. 4.2.323
W) = (et =t (12323)

Ezt akartuk belatni.
Konkrét példaként alljon itt néhany Hermite-polinom explicit alakban:
H(](y) = 17 Hl(y) = 2y7
Hy(y) =4y® -2, Hi(y) = 8y° — 12y,
Hy(y) = 16y"* — 48y* + 12, . (4.2.324)
Amit érdemes észben tartani, hogy H,(y) n-edrendi polinom, amelynek ve-

zeto rendil tagja 2"y™; tovabba, hogy a paros, ill. paratlan indexti Hermite-
polinomok rendre paros, ill. paratlan fiiggvények.

Azt taldltuk tehat, hogy a linedris harmonikus oszcillator stacionérius allapo-
tainak koordinata-hullamfiggvényei:

U(z) = Nye 2V H,(y) = Nye 22 H, (v 2z), (4.2.325)

ahol y = Vz és A\ = mw /h, a normdlasi tényez6 pedig

Al
VL2 = \/;znn!' (4.2.326)
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A normalési tényez6t az
o 1 [ 2
1 = dz|, (z)|* = _/ dy|\Ny,|?e v H? 4.2.327
| aten@P = o= [ ainiper ) (1:2.321)

normélési feltételbél hatdrozhatjuk meg. Ennek jobb oldaldn hasznaljuk fel a (4.2.323)
relaciot,

1 = \%INnIQ(—l)” /m dyHn(y)jy—nne*yQ, (4.2.328)
majd integraljunk parcialisan,
1 = \%WHF(—U”{ [Hn(y)j;T_lleyQ]O; - /Z dyd%ﬁ ddynn_llef}.(m.?)zg)
Itt a kapcsos zdrdjelben all6 els6 tag a (4.2.323) reldcié segitségével dtirhaté az
e = (e w2

alakba, amelyrdl latjuk, hogy eltlinik, mert az |y| — oo hatdresetben |y|2"_1e_y2 — 0. Azt
kaptuk tehat egyszeri parcialis integralas utan, hogy

1 0 ° dH,(y) d e
1 = \/XW”H 1)™( 1)[mdy o @ (4.2.331)

Hajtsunk végre egymds utdn (n — 1)-szer tovabbi parcidlis integréldsokat, akkor végiil azt
kapjuk, hogy

1 > d"Hy,(y) 2
1 = —Nn2—1”—1”/ dy——"L eV, 4.2.332
ﬁll()()imydyn ( )
Mivel H,,(y) vezetd rendii tagja 2"y™, azért dngﬁ(y) = 2"n! dgyhogy
1 = i|/\/n|22”n! /Oo dye ™" = i|/\/n|22"n!\/%, (4.2.333)
VA —o VA

ahonnan rendezés utdn megkapjuk a normaldsi egyiitthatéra vonatkozé (4.2.326) feltételt.

. A kvantumoszcillator fizikai sajatossagai. 2.

Az alap- és az elsO gerjesztett allapot hullamfiiggvénye rendre:

A 1/4

Yo(z) = (;) e (4.2.334)
1 AN? e

Yi(z) = (5 ;) e 2V Az, (4.2.335)

Létjuk, hogy ezeknek rendre 0 és 1 darab val6s zérushelyiik ¢és rendre 1 és
2 valds széls6érték-helyiik van. Altaldban a v, (x) allapotban a hullamfiigg-
vénynek n darab kiillonboz6 valds zérushelye és n + 1 darab kiilonbo6zo valds
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szélsGérték-helye van. A stacionarius allapotok tehat kicsit hasonlitanak olyan
allohulldmokhoz, amelyeknek n darab csomépontja van. Tovabbi figyelemre
mélté tény, hogy a péaros és a paratlan n indexii dllapotok v, (x) hullamfiigg-
vénye rendre paros és paratlan fliggvény:

Un(x) = 1, (—x), ha n paros és ,(zr) = —,(—x), ha n paratlan.

Ezért a koordinata-tengely x — —ux tiikkrozésekor az n =paros indexii alla-
potok hullamfiiggvénye valtozatlan marad, az n =paratlan indextieké pedig
eléjelet valt. Azt mondjuk, hogy az n =paros indexli allapotok paritdsa po-
zitiv, Il = 4, az n =paratlan indexii allapotok paritasa negativ, Il = —.

Erdemes még dsszehasonlitani a klasszikus és a kvantalt oszcillitor mozgésat.
Az E energiaju klasszikus oszcillator olyan A amplitudéval végez harmonikus
rezgd mozgdst, amelyre E = $mwA?. A kvantumoszcillator ¢, () dllapotdban

az F, energianak a klasszikus mozgas A, = ,/% amplitudodja felelne meg

és klasszikusan a részecske csak az |z| < A, intervallumban tartézkodhatna.
A kvantumoszcillator hullamfiiggvényének azonban a ,,végtelenig elnytuld, le-
csengd farka van”, vagyis a kvantumoszcillator ott is tartézkodhat nullatél
kilonbozo valdszintiséggel, ahol a klasszikus fizika szerint nem tartézkodhatna.
Meg lehet azonban mutatni, hogy a ¢, (z) fliggvény széls6érték-helyei és zérus-
helyei mind az |z| < A, intervallumon beliil helyezkednek el. A részecske
|t (z)]2dx megtaldlasi valdszinlisége az [z, x + dx] intervallumban kozépérték-
ben kozelit a klasszikus py(x)dz taldlati valészintiséghez, ha n > 1, azaz ma-
gasan gerjesztett allapotokat tekintiink. Erdemes még megjegyezni, hogy az
impulzus szérdsnégyzete, (n|p2|n) azért nem nulla, mert a hulldmfiiggvénynek
széls6értékhelyei vannak, és ezért az d*i,(x)/dx? nem nulla. Tulajdonképpen
azt mondhatjuk, hogy a hullamfiiggvény alléhullamokra emlékeztet6 alakjaban
van kodolva az oszcillator-potencialban mozgé m tomegi részecske ,,nytizsgése”
azaz hogy a kinetikus energidaja annak dacara nem nulla, hogy nem végez a
részecske halado mozgast.

4.2.14. Részecske mozgasa centralis potencialban

A Hamilton-operdtor. Centralis potencialrél akkor beszéliink, ha a potencial, ill.
a V potencidlis energia csak egy centrumtdl valo r tavolsag fliggvénye. Az egy-
szerliség kedvéért inerciarendszeriink origéjat ebbe a centrumba helyezziik. Ekkor a
kiils6 potencidltér gombszimmetridja miatt célszerti az abban mozgd pontrészecske
Schrodinger-egyenletét gombi polarkoordinatdkban felirni. A V(r) potencidlban
mozgo részecske Hamilton-operatora koordinata-reprezentacioban

. B2
H=—3-A+V(r) (4.2.336)
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alakd. Ha felhasznaljuk a A Laplace-operator kordbban megtanult
10 0 1
A = ——(r=-]+5A 4.2,
r2 or (T 87") + r2 0 (4.2.337)
2
—h*Ay,, kapcsolatét a részecske

~
—

gombi polarkoordinatas alakjat és annak /¢
palyaimpulzusmomentuma&anak operatoraval, akkor az aldbbi stacionédrius Schrodinger-

egyenletet kapjuk:
(4.2.338)

|

1o /(,0 2
—— | "= )+ + V(r r,0,0) = EY(r,0,p).
A Hamilton-operdtor énadjungdltsdganak feltétele. A Hamilton-operdtor elsé tagja, a kine-
tikus energia operdtoranak ,radidlis része”
10,0 1 4
—_— — | ==—p 4.2.339
2m r? or (T 81") 2m’ " ( )
alakba irhatd, ha bevezetjik a ﬁ impulzus-operator radidlis iranyt komponensét a Weyl-féle szim-
metrizalt alakban:
1(7 ~ o+ 7
o = —|—D+Pp-— ). 4.2.340
b 5 <T p+D r> ( )

Konnyen belathatjuk, hogy koordindta-reprezentaciéban
0 hl 0
) = (4.2.341)

a1
rTor)  Gror

Dbr = =
i
- R, amelynek gombi

Rk

Csakugyan, legyen R(r) tetsz8leges, differenciglhaté fiiggvény és legyen A =
polarkoordinatas komponensei A, = R, Ay = A, = 0; segitségiikkel frhatjuk, hogy
- h(dR 1 d, 4
= — | — _— A’I‘
( dr — r2dr (r ))

1hl7 = = (7 1h
R = == [f VR + v(fRﬂ =2 ((gradR)r + divA) :
27 |r r 1 2
h (2 dR h(l 0
= —|-R+2— ) =-|-+—=— )R 4.2.342
2i<r + dr> i<r+6r) ( )
A 7 és a p, operdtorok kielégitik a Heisenberg-féle cserereldciot,
h(l 0
Fopr] = ,—| =+ —=— || =ih, 4.2.343
ol = i ()] = (4.2.343)
hiszen tetsz6leges, differencidlhaté R(r) fiiggvény esetén igaz, hogy
h(l 0 h 1 0 1 0
RG] = Geg)ne i )en)
h dR dR .
= —.(R—FT% —R—R—TE) =1ihR. (4.2.344)
Ha gombi polarkoordinatak hasznalata esetén a hullamfiiggvény normanégyzetének explicit
alakja:
oo ™ 2
lv|?> = / dr r2/ de sin@/ doly(r, 0, 0) 2. (4.2.345)
0 0
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha R(r) csak a radidlis koordindtétdl fiiggd hulldmfiiggvény, akkor nor-
manégyzete:

IR|? = / dr r*|R(r)P?, (4.2.346)
0
illetve két tetszdleges R(r) és R(r) radidlis hullimfiiggvény belsé szorzata
/ dr T R*(r)R(r). (4.2.347)
0

Vegyiik észre, hogy a p, operator és vele egyiitt a A-operator radidlis része a fenti belsd szorzatra
nézve azoknak és csak azoknak a radialis hullamfiiggvényeknek a terén énadjungdlt, amelyek eleget
tesznek az rR(r) — 0, ha r — 0 hatérfeltételnek. Ehhez azt kell megmutassuk, hogy

>—~ﬂ

QRR*:| _

> Rl 0\4]" h(1 9
[/ dr P R*— < + >R} = / dr r*R* = <— + )R (4.2.348)
0 or 0 or
Végezziik el a komplex konjugalast a bal oldalon, majd a részletesen kiirt kifejezés masodik tagjaban
hajtsunk végre parcidlis integréalast:
o0 hi(l 1" ho[* 1 5
U dr r*R*~ ( +8)R} ——,/ drr2R<—+g>R*
0 or i Jo r 0
{/ dr TQR R* + / dr r*R— R*}
0 0
> 2 D* 2 * OO = (9 2
dr r R rRR - drR*—(r*R)
0 0 87"
°° 2 OR
{ { o (G5}
0 87’
> _h(1 h _1%
/ dr ™ R*= <— 0 >R - { QRR*} . (4.2.349)
0 or i 0
A négyzetes integralhatésdg miatt rR(r) — 0, ha r — oo. Ahhoz azonban, hogy az r = 0
pontban vett hatdrfeltételi tag is eltlinjon, az szikséges, hogy az rR(r) — 0 hatarfeltétel az
origbban is teljestiljon, azaz ha r — 0. Erdemes megjegyezni, hogy a ugyan %% operator
is kielégiti az [r, —ihd,| = ih cserereldciét, de ez nem Onadjungdlt operdtor a négyzetesen in-
tegralhatd fiiggvények terén. A Hamilton-operator onadjungaltsidga tehat azédltal biztosithato,
hogy olyan megoldésait keressiik a Schrodinger-egyenletnek, amelyek az origéban eleget tesznek az
r(r, 8, p) — 0 hatdrfeltételnek, ha r — 0.

Megmaradé mennyiségek. A gbmbszimmetrikus rendszer Hamilton-operdtora

felcserélhets az (2 és az 0, operatorokkal, ahol a z-tengely irdnyat tetszolegesen
valaszthatjuk:

~ ~

02, 0] =0, [0, H]=0. (4.2.350)

Ezért a f[, 0?2 és l, operatoroknak van kozos sajatfiiggvény-rendszeriik.
Ez azt jelenti, hogy az energiasajatallapotok nemcsak joél definialt F ener-
giaval, hanem egyuttal jol definialt palya-impulzusmomentummal, ¢ kvan-
tumszammal is rendelkeznek és az adott energiaju allapotok mind a palya-
impulzusmomentum négyzetének ugyanahhoz az h*(({ + 1) sajatértékéhez
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tartoznak. Ugyanakkor a Hamilton-operator a gombszimmetria miatt csak 0281
fligeg, de nem fiigg kiilon fz—t()'l, hiszen ha fiiggene téle, akkor megsériilne a gémb-
szimmetria. Az adott E, /¢ értékkel jellemzett energia-sajatallapotok ezért 2¢ + 1-
dimenzids alteret alkotnak. Minden energiaszinthez 2¢ + 1 darab linearisan
fuggetlen allapot tartozik, amelyek csak /¢, sajatértékében kiilonbo6znek.
Ezért azt mondjuk, hogy a gombszimmetria kovetkeztében minden ener-
gidhoz az allapotok egy multiplettje tartozik. Ha ¢ = 0 ill. ¢ = 1, akkor
specidlisan rendre szingletrdl (2-0+41 = 1 dimenzids altér) ill. tripletrél (2-1+1 =3
dimenziés altér) beszélink. A kiilonb6z6 (-értékekhez tartozé allapotoknak
kiilon neveket is adtak:

elnevezés

s-allapot
p-allapotok
d-allapotok
f-allapotok
g-allapotok

B~ W N~ Ol

A radidlis hullaimegyenlet. Keressiik ezek utan a stacionarius allapotokat
egy radidlis Rp,(r) hullamfiiggvény és az Y;,, (6, »), csak a szogektdl fiiggd
impulzusmomentum sajatfiiggvények szorzataként, azaz

Viem(r,0,0) = Reo(r)Yem(0, ¢) (4.2.351)

alakban. Behelyettesitve a Schrodinger-egyenletbe nyilvanvaléva vélik, hogy az E
energidju allapot hullamfiiggvénye altaldban attol is fiigghet, hogy mennyi ¢ értéke,
hiszen a Hamilton-operator az impulzusmomentum négyzetének operatorat is tar-
talmazza:

R 10 (,0 R0+ 1) B
{_%7’?5 (7“ 5) + o + V(T)} Reo(r)Yum(0,¢) = ERp ()Y (0, @),
(4.2.352)

ahonnan az alabbi, Gn. radidlis Schrodinger-egyenletet kapjuk a staci-
onarius allapot radialis hullamfiiggvényére:

10,0 20+ 1) B
[_%ﬁa (7’ E) + IS w——— + V(r)] Rp(r) = ERg(r). (4.2.353)

Azt vérjuk, hogy a stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasa allé6 gomb-

hullam lesz, ezért kézenfekvé a radidlis hullamfliggvényrdl a gombhullamok ampli-
tuddjanak %— fliggését levalasztani, azaz feltenni, hogy

R(r) = ;X(r). (4.2.354)



Helyettesitsiik ezt be a radialis hullamegyenletbe és hasznajuk fel, hogy
10 (20X _ 10 (ldx_x
r2or or r Cr20r rdr 12

Loy \_1fdx, By iy
r2or Tdr X 2\ dr Tdr2 dr

1d*y
="~ 4.2.355
akkor az alabbi egyenletet kapjuk:
h? d*y
“om dr? + Verr(r)x(r) = Ex(r), (4.2.356)
ahol bevezettik a R0+ 1)
+
=—" 4.2.
Vigs(r) = 5=+ V() (4:2.357)

effektiv potencidlis energidt. A x(r) = rR(r) radiilis hullAmfiiggvényre olyan
egy-dimenzios feladatot kaptunk, amelyikben a potencialis energia sze-
repét a V.rp(r) effektiv potencidlis energia jatssza. Az utébbi két tagbdl
tevodik Ossze, a részecske palyamozgasabodl szarmazdé

R0+ 1)

2mr?

(4.2.358)

energiibdl és abbdl a V(r) potencidlis energidabdl, amivel a részecske a
gombszimmetrikus kiils6 térben rendelkezik. Ha a részecske s-dllapotban van,
akkor az effektiv potencialis energia megegyezik a részecske potencidlis energiajaval.
Ha ¢ # 0, akkor a palyamozgasbdl szarmazoé tag mindig pozitiv, azaz taszitast ir le.
Ez azt jelenti, hogy az s-hulldm elhelyezkedését a tényleges V' (r) potencidlis energia
hatarozza meg, mig a p-, d—, stb. allapotok radialis hullamfiiggvénye az r = 0
origbbdl , kitaszitédik” még akkor is, ha V(r) az egész tartomanyon vonzé jellegii.

A radialis hullamegyenlet megoldasa akkor valik egyértelmiivé, ha
megmondjuk, hogy a hullamfiiggvénynek r = 0-ban és r — oco esetén mi-
lyen hatarfeltételeket kell kielégitenie. A kinetikus energia operdtoranak
radialis része, ill. a radidlis impulzuskomponens operatora akkor és csak akkor
onadjungélt, ha teljesiil az origéban a x(0) = 0 hatarfeltétel. Ezért olyan meg-
oldasokat fogunk keresni, amelyekre

x(0) = 0. (4.2.359)

A realisztikus potencidlok olyanok, hogy 72V (r) — 0, ha r — 0. Ilyen a
Coulomb-potencial és ilyen a harmonikus oszcillator potencialja is. Ekkor
a radialis Schrodinger-egyenlet az origd korili tartomanyban

_h_2d2X 20+ 1)
2m dr? 2mir?

X=0 (4.2.360)
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alakl, ha csak a vezet6é rendil tagokat Orizziik meg. Keressiik a megoldast az origd
kornyezetében x ~ r® alakban. Ekkor

ala—1)=0(0+1) (4.2.361)

adodik az ismeretlen a kitevore. Az egyenletnek 2 megoldasa van, a = ¢ + 1 és
a = —/(. Az utdbbi megoldas azonban ¢ semmilyen értéke esetén nem tesz eleget
az origoban kirott hatarfeltételnek. Ezért a hatarfeltételt is kielégito egyetlen
megoldas a potencial centrumanak kozelében

/+1

x(r) ~ = R(r) ~ 0 (4.2.362)

alaku.

Valasszuk a tovabbiakban a potencidlis energia nullszintjét a végte-
lenben: V(r) — 0, ha r — oco. Ekkor a végtelenben az effektiv potencidlis
energia is zérushoz tart. A megoldds tulajdonsagai hasonléak, mint az egy-dimenzids
mozgasok altalanos tulajdonsagai. Két esetet kell megkiilonboztetni, amikor
az energia negativ, £ < 0. ill. amikor az energia pozitiv, £ > 0. A
negativ energia-sajatértékekhez tartozé megoldasok a kotott allapotok,
a pozitivakhoz tartozok a nem kotott, mas néven szérasi allapotok. Itt
most a kotott allapotokkkal foglalkozunk részletesen. A szérasi allapotokra késobb
fogunk visszatérni.

Kotott dllapotok. Ha vannak negativ energiaju stacionarius allapotok, ak-
kor azokat kotott allapotoknak nevezziik. Megmutathato ugyanis, hogy ilyenkor a
hullamfiiggvény r — oo tavolsagokon exponencialisan lecseng, tigyhogy a részecske
[Y(r, 0, 9)|?dV megtaldldsi valsziniisége a potencial centruma kozelében lesz csak
szamottevd és attol nagy tavolsdgokban exponencidlisan lecseng.

Legyen £ = —e < 0 egy sajatérték és r — oo. Ebben, a potencidl centrumatodl tavoli
tartomanyban a radidlis Schrodinger-egyenlet

h_Q d? Xasz (T)

g = —€Xasz(T) (4.2.363)
alakot 6lt. Atrendezve: 2 -
Xasz (T 2me
—agr = ?Xasz(r) = 0 Yas: (1), (4.2.364)
aminek a fiiggetlen megoldédsai:
e” v, e’ (4.2.365)

alakuak. Nyilvanvalé azonban, hogy a pozitiv kitevos aszimptotikus viselkedést fizikai allapot
nem mutathatja, mert akkor nem lesz négyzetesen integrélhaté a hulldmfiiggvény. Ezért a x(r)
hulldmfliggvény az aszimptotikus tartomanyban (r — oo)

3
Xasz(r) ~ €7, a= /T >0 (4.2.366)

torvény szerint lecseng. Ezt akartuk belatni.
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Meg lehet mutatni, hogy - ha egyaltalan léteznek, akkor - a negativ energias
stacionarius megoldédsok, azaz a kotott allapotok energiaspektruma diszkrét.
Indexelhetjiik Oket az n, = 0,1,2,... nem negativ egész szamokkal az energidjuk
szerint szigortian monoton novekvo sorrendben haladva, a legalacsonyabb n, = 0-
val indexelt energiaszinttél kezdve. A megfelelé y(r) megolddsok is hordozzék
ezt az n, indexet, amelyet radidlis kvantumszadmnak neveziink. FEz - az egy-
dimenzids staciondrius megoldasokra vonatkozé csomoéponti tétel értelmében azt is
jelenti, hogy az E,, energiaszinthez tartozd x,, ((r) hullamfiiggvénynek a (0, o00)
nyilt intervallumban n, darab zérushelye van. Kovetkezésképpen az R, , radidlis
hullamfiiggvénnyel leirt, all6 gémbhullaAmnak n, darab csomofeliilete van,
amelyek a potencial centruma, mint origd koriil elhelyezked6 koncentri-
kus gombfeliiletek.

4.2.15. Hidrogénatom

A hidrogén-atom és a klasszikus fizika. A hidrogén-atom (H-atom) olyan kotott
rendszer, amelyben egy elektron helyezkedik el a pozitiv toltési atommag, a proton
kornyezetében. A protonnak 3 nagysdgrenddel nagyobb a nyugalmi tomege (m,c* =
1 GeV; m, = 1,7-107%" kg), mint az elektronnak (m.c? = 511 keV; m, = 9,1-1073
kg). Ezért az atom témegkdzéppontja jo kozelitéssel az atommagban, a protonban
van. Els6 kozelitésben mind a protont, mind az elektront pontszeriinek tekinthetjiik.
A proton, pozitiv e > 0 toltésénél fogva centralis Coulomb-potencidlteret hoz létre.
Ebben helyezkedik el az elektron, amelynek —e = —1,6 - 1071 C a toltése és igy a
potencidlis energiaja

62

—a—, (4.2.367)

r
ha r az elektron tavolsaga a protontdl; o az egységrendszer megvalasztasatol fliggd
dllandé (a SI rendszerben o = (4mey)™!, ahol &g ~ 8,9 - 1072 F/m a védkuum

permittivitdsa; 1 C=1 As és 1 F=1 C/1 V=1 A%s'kg™'m~2).

A klasszikus mechanikai felfogds szerint az atommag Coulomb-potencialjaban
elhelyezked6 elektronra sugariranyd vonzé erd hat, amely azt a centripetélis gyor-
sulast tudja fenntartani Newton II. torvénye értelmében, ami ahhoz sziikséges, hogy
az elektron korpalyan maradjon,

e MV
- 4.2.368
ar2 r ( )

ahol v az elektron keriileti sebessége. Ha az elektron megmaradé energiaja £ < 0,
akkor erre

C B (4.2.369)
—a— + —m.v° = F, 2.
T 2
ahonnan ) 5 )
Met <—+ae—2). (4.2.370)
T T T



Ezt Newton II. torvényével osszehasonlitva,

e? 2F

ag == (4.2.371)
adddik, tgyhogy az F < 0 energiaju elektronnak
2
r=a—vw (4.2.372)

sugaru korpalyan kellene mozognia.

Ez a klasszikus fizikai kép teljesen ellentmond a H-atomra vonatkozo kisérleti
tapasztalatoknak. El6szor azért, mert mint klasszikus fizikai modell sem lehet he-
lyes, hiszen a korpalyan mozgé elektron gyorsul, a gyorsuld toltés pedig
a klasszikus elektrodinamika szerint elektromagneses sugarzast kelt. Ha
tehat kiegészitjik a klasszikus fizikai modelltinket ezzel a sugarzassal, akkor az elekt-
ronnak el kellene veszitenie elektromagneses sugarzas révén az energiajat és bele
kellene zuhannia a protonba. (A korpalya sugarara vonatkozd képletben F — —oo
esetén r — 0.) A klasszikus fizikdn alapulé modell tehat nem tudja megma-
gyarazni, hogy miért stabil rendszer a H-atom. Méasodszor azért sem helyes
a klasszikus modell, mert ez megengedné, hogy az elektron E energidja barmilyen
negativ érték legyen. Ez egyuttal azt is jelentené, hogy tetszdleges energiat lehet-
ne kozolni, pl. elektromagnesesen az elektronnal, ill. hogy ugyanigy a gerjesztett
H-atom tetszoleges energiat tudna leadni. Megvizsgaltdk ugyanakkor, hogy ma-
gas hémérsékleti, H-atomokbdl all6 gaz (hidrogén-ldmpa) milyen elektromagneses
sugarzast bocsat ki. Azt tapasztaltak, hogy csak diszkrét frekvenciaju, azaz csak
meghatarozott diszkrét energia-adagoknak megfelel6 sugarzast bocsat ki. Ebbol arra
kell kovetkeztetni, hogy az elektronnak a H-atomban csak diszkrét energiaju
kotott allapotai vannak, ezt a tapasztalati tényt pedig a klasszikus fizika
nem tudja megmagyarazni.

A tomegkozéppont mozgdsanak levdlasztasa. A H-atom szerkezetének, tu-
lajdonsagainak ellentmondasmentes magyarazata a kvantummechanika
keretében valt lehetségessé. Ez is a kvantummechanika helyességét iga-
zolja. A klasszikus fizikdval ellentétben a kvantummechanika magyarazatot ad ar-
ra, hogy az elektron miért nem esik be az atom kozéppontjaban talalhato protonba,
és arra az eredményre vezet, hogy a kotott elektrondllapotok csak diszkrét ener-
giaértékeket vehetnek fel.

A centralis potencidlban elhelyezkedd pontrészecske stacionarius allapotaira
vonatkozé korabbi ismereteinket kell csak alkalmazni. Annyiban kell 6vatosan eljar-
nunk, hogy a proton nincsen lerégzitve, ezért a feladat valéjaban a protonbdl és
az elektronbdl allé 2-részecskés rendszer leirasa. Megmutatjuk, hogy ez
a feladat hasonléan vezethets vissza egy részecske centralis potencialban
tortén6é mozgasara, mint ahogy a klasszikus mechanikai kéttest-feladat is
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visszavezethet6 egy-részecskés feladatra. A H-atom Hamilton-operatora:

R h2 h2 2
H=——Ap ——Ap ‘

2m, ° 2m, e_a\F’p—Fe|’

(4.2.373)

ahol 7, és 7, rendre a proton, ill. az elektron helyzetvektora. Vezessiik be a proton-

elektron rendszer tomegkozéppontjanak R helyzetvektorat és a 7 relativ helyzetvek-

tort: o
=4 m MeTe — — —
RoTlp T Mede  n_ (4.2.374)
my, + me

Az 4j véaltozok segitségével a Hamilton-operatorban szeparalodik a tomegkozéppont
helyzetvektoratol és a relativ helyzetvektortdl valo fliggés:

N A2 h2 2
H=—— " A A0S, 4.2.375
2(m, +me) ® 2u “r ( )
ahol e
=__P € 4.2.376
i ( )

a problémahoz tartozé redukalt tomeg. Mivel a proton kb. 3 nagsagrenddel
nagyobb toémegli, mint az elektron, m,/m. ~ 1836, azért a redukalt tomeg j6
kozelitéssel az elektron tomegével egyenld, és a proton kozelitoleg a H-atom tomeg-
kozéppontjaban helyezkedik el.

Felhasznaltuk, hogy tetszdleges 1/3(7},1?6) = 1/1(§, 7) fiiggvényre valé hatdsukban az aldbbi
operator-azonossagok allnak fenn a Leibnitz-szabaly értelmében:

m Me -

ﬁFp = - ﬁﬁ ~ Vi, Vi = Vi+ V. (4.2.377)

My + Me Mp + Me

Kovetkezésképpen a kinetikus energia operatorat az alabbi alakra hozhatjuk:

. h? h?
T = ——— Az — —Az
2my, 7 2me
h? mf) my, - -
= - QAR""'AF—ZivR"VF
2my \ (myp + me) My + Me
h2 2 . o N
— e AR*—FA;-FQLVR“V;
2me \ (mp + me)? My + Me
h? /1 1
B SN TN
2(mp + me) 2 \my  me
h? h?
= ——Az— —An 4.2.378
2+ ) R 2 (4.2.378)

Mivel a Hamilton-operatorban szét tudtuk valasztani a tomegkozépponti és a
relativ helyzetvektortol vald fiiggést, a

ﬁ¢(ﬁv 7_") = Eatomw(p':a F) (42379)
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stacionarius Schrodinger egyenlet megoldasat a
W(R,7) = (R)p(F) (4.2.380)
szeparalt alakban keressiik. Ekkor

h? 12 . L
<—Wﬁé - @Aﬁ V(r))éb(R)qb(f‘) = Baom®(R)o(7),
M AGR(R) LR N
2(mp +me)  B(R) + o(7) ( QMAT’ +V( )) (7) Eatom- (4.2.381)

Ez az egyenlet akkor és csak akkor allhat fenn, ha a bal oldalon all6 két tag, amelyek
egyike csak R-t6l, masika csak m-tdl fligg, kiilon-kiilon allandé. Legyen Ergp az elso
tag értéke, akkor
h? ~ -
————A:®(R) = Ergp®P(R 4.2.382
2y + ) R (R) = Ergp®(R), ( )

—

ahol a ®(R) hulldmfiiggvény a H-atom egészének, azaz a TKP-janak a szabad
mozgasat irja le. Mivel a TKP szabad mozgasdanak Hamilton-operatora felcserélhetd

a TKP impulzusanak P= %ﬁ 7 operdtoraval, azért a kozos sajatfiggvények a TKP
impulzusanak P sajatértékéhez tartozé sikhulldm-megoldasok:

O(R) = erl R (4.2.383)
és a megfelel6 energia-sajatérték
P2
E = 4.2.384
TP 2(my, + me) ( )

Ekkor az elektronnak az atommaghoz képesti relativ mozgasat leiro
¢(7) hullAmfiiggvényre, azaz a H-atomon beliili bels6 mozgésra vonatkozé
hullamfiiggvényre a

h? e?
{—ZA; — 047] () = Eo(T) (4.2.385)
alakt stacionarius Schrodinger-egyenletet kapjuk, ahol £ a H-atom ener-
gidja az atom tomegkozépponti rendszerében:
P2
Esom = ———+ FE. (4.2.386)
2(my, +me)
A tovabbiakban tehat elegend6 a relativ mozgds hullamfiiggvényét meghatérozni, hi-
szen tudjuk, hogy a tomegkozéppont mozgasat sikhullam irja le. A relativ mozgas
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hullamfiiggvényére kapott Schrodinger-egyenlet viszont alakilag egy egy-
részecskés feladat stacionarius Schrodinger-egyenlete. Etto6l kezdve méar al-
kalmazhatjuk az el6z6 fejezetben tanultakat.

A relativ mozgads hulldimfiigguénye és a kiotott dllapotok. Mivel a relativ mozgést
leiré

-2
- 1o /(,0\ h(l 2
o = ———— (= —aS (4.2.387)
2u 12 0r or 212 r
Hamilton-operator felcserélhetd az elektron palyaimpulzusmomentuma négyzetének
operatoraval és a palyaimpulzusmomentum tetszoleges, z-tengelyre vett vetiiletének

az operatoraval,
2

~
A —’ A A

[Hyet,0 | =0, [Hye,?.] =0, (4.2.388)
22 .
azért a relativ mozgas Hamilton-operatoranak és az ¢ és £, operatoroknak van
kozos sajatfiggvény-rendszere. A relativ mozgas hullamfiiggvénye tehdt

GEem(7) = Reo(r) Y (0, ¢) (4.2.389)

alaki, ahol i%((¢ + 1) és hm rendre az impulzusmomentum négyzetének és z-irdnyt
vetiiletének a sajatértékei. Az Rp, radidlis hullamfiiggvényre vonatkozé hullam-
egyenlet most

R10(,0\ R+ . .
{‘@ﬁ& (r 5) e a7] R(r) = ER(r). (4.2.390)

(A jelolés egyszertisitése érdekében dtmenetileg elhagytuk a kvantumszamok feltiintetés
et a radidlis hullamfiiggvény alsé indexben.) Hozzuk az egyenletet

d*R(r) 2dR(r) (({+1) 2u e
— — — | F — = 4.2.391
dr? rodr r? R(r) + h? o r R(r)=0 (4.2.391)
alakra. Vezessiik be az atomfizikdban széles korben hasznélt Bohr-sugarat.
h2
rg = 5~ 0,5x107"m = 0,5A. (4.2.392)
Mmeove

Alabb latni fogjuk, hogy ez a H-atom térbeli kiterjedésének nagysagrendjét meg-
hatarozo paraméter. Legyen tovabba

_ _ 2
R(F) = %, B = m};;”B E. (4.2.393)
B

Ekkor a radialis Schrodinger-egyenletet a kovetkezo alakra hozhatjuk:

1 (@R 2 1 1
_(dRJr_@_E(“ )R)+2<%E+—>R — 0, (4.2.394)

ra\ dr? 7 dr 72 h? r4r
2R 2dR  (({+1) - _ 1) -
R 248 DR (B DR = 0 (4.2.395)
dr? 7 dr 72 T
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A kotott dllapotok azok, amelyeknek az energidja negativ (mivel a
potencialis energia additiv allanddjat tgy valasztottuk, hogy a potencialis
energia a végtelenben nulldva valjon: V' — 0, ha 7 — c0). Ezt onnan latjuk,
hogy 7 — oo esetén a radialis hullamfiiggvényre vonatkozé differencidlegyenlet a

{2 Rles) (7)

FEE —2E R (7) (4.2.396)
E

aszimptotikus alakot olti. Igy az aszimptotikusan tdvoli tartoményban a radidlis
hullamfiiggvény exponencialis fliggvény:

RY(7) ~ exp{+V —2FEF}. (4.2.397)

Ha az energia negativ, azaz E < 0, akkor, és csak akkor, az exponenciélis fiiggvény
kitevGje valdos. A hullamfliggvénynek négyzetesen integralhatonak kell lennie, amibol
kovetkezik, hogy csak a négyzetgyok elotti negativ eléjel felel meg fizikai meg-
oldasnak. A negativ energia-sajatértékekhez tartozo6 stacionarius allapotok
hullamfiiggvényei tehat a H-atom TKP-jatol tavol exponencialisan le-
cseng6 alldhullamot irnak le. Az exponencialis lecsengés mértékét az
energia-sajatérték hatarozza meg: minél kisebb \E|, azaz minél maga-
sabban gerjesztett allapotrdl van szdé, annal lassabban cseng le a hullam-
fiuggvény az atom TKP-jatol tavolodva.

Ezzel szemben, ha az energia pozitiv, azaz E > 0, akkor a radidlis
hullamfliggvény kitevGje nagy r tavolsagokban tisztan képzetes és a kapott meg-
oldas egy nem normalhaté, halad6 hullamot ir le (be- vagy kifuté6 gdmbhulldmot).
[lyenkor fizikai Allapotokat sok, tobbnyire végtelen sok ki- vagy befuté
gombhullam linearis szuperpozicidjaként lehet eldallitani, és azok a TKP
felé kozeledo, vagy attdl tavolods hullamcesomagot fognak leirni. Az ilyen allapotu
elektron a mozgas soran nincsen a tér korlatos tartomanyara korlatozva.
A kapott allapotok tUn. szorasi allapotok.

A jelen fejezetben a kotott allapotokkal foglalkozunk. Mivel az energia
negativ, £ < 0, vezessiink be tovabbi jeloléseket:

1 2r ~
v=——, p=—, R(p)=R{): (4.2.398)
—9F n
innen kapjuk, hogy
v ~ 1 1 1
= _ Y F=_—_— —_°=_ . 4.2.
bl 202 4(v)2)? (4.2.399)
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Az 1j jelolésekkel a radidlis Schrodinger-egyenletet tovabb alakithatjuk:

1 [@®R  2dR  ((+1) } < 1 )
R Bl T R +2( F+ R = 0, (4.2.400
R LdE T dp e, (4:2.400)

PR 2dR (0 +1) 1 v

e 2dR 24+ 0\R = 0, (42401

dp*> ~ pdp p? R+< 4+,0)R 0, (42.400)
PR 2dR W+1) vl
AN A Y_2\r = 0 (42402
dp? pdp+< p? +p 4)R - (42402)

A megoldést ugy keressiik, hogy figyelembe vessziik a radialis hullamfiigg-
vényre vonatkozoé hatarfeltételeket az origéban és a végtelenben. A hullam-
fiiggvény korlatossidga (pontosabban a Laplace-operator radidlis részének 6nadjun-
géltsdga) az origbéban az R, ,(p) ~ p’ viselkedést koveteli meg. A végtelenben a
viselkedést tigy olvashatjuk le, hogy elhagyjuk az 1/p-val és 1/p*-tel ardnyos tago-

kat: » 0 1
R Pl L .
dp2 472(p) =0, (4.2.403)

ahonnan R(p) ~ e2*, de ezek koziil csak R(p) ~ e 2¢ ad normalhaté hulldm-
fliggvényt. Mindezeket figyelembe véve a megoldast

Roe(p) = pée_%pw,,j(p) (4.2.404)

alakban keressiik, ahol w(p)-nak az origéban végesnek kell maradnia, a végtelenben
meg nem szabad gyorsabban novekednie, mint p valamely véges hatvanyanak, és
eleget kell tennie a

d*w(p)
dp?

+ (2042 — p>d1ﬁl—£)p) + (v —0—-1Nw(p)=0 (4.2.405)

p

differencialegyenletnek.

A (4.2.402) egyenletbdl indulunk ki. Ennek bal oldaldn a radidlis hullamfiiggvény derivéltjai:

dR l 1 1 dw ¢ 1 1 dw
A Pt - STy~ S (ST | ) 4.2.406
dp PIRTYF (p 2+wdp) ’ ( )
®R 1 1dw)’ ¢ 1 fdw\® 1d%w
— = (4= R4 |—=—-=— —— R
dp? <p 2+wdp> +[ p? w2<dp) +wdp2]
_ [, 1 (e 0 22Adw 1dw 01 (dw\® 1dw
B 24 w2\ dp p wpdp wdp p> w?\dp w dp?
2 1 ¢ 2Wdw 1dw l 1 d?w
= |4 = 4.2.407
[p 1T e wd wdpz} ( )
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Helyettesitsiik be ezeket a (4.2.402) egyenletbe. Ekkor a kovetkez6ket kapjuk:

2 1 7 20 dw 1 dw 14 1 d?w
0 = —+4-—-4+—— - — t

- S 4.2.408
2R ( )

1 d?w 2(0+1) dv v—£0—-1
0 = —— . 4.2.409
w dp? < wp ) dp - P ( )

Szorozzuk az utébbi egyenlet mindkét oldaldt wp-val, akkor megkapjuk a (4.2.405) egyenletet.

A széban forgé (4.2.405) differencidlegyenlet a fels6bb matematikaban jol is-
mert

2
P Y.

—af = 4.2.41

alaku differencidlegyenlet, amelynek (az origéban nem szingularis) megoldésai az

f(p) = Fla,c,p) Zﬂ% (4.2.411)

C
k=0

konfluens hipergeometrikus fiiggvények, ahol (a), = a(a+1)---(a+k—1) és (¢)r =
clc+1)---(c+ k —1). Feltéve, hogy ¢ # —n, ahol n = 0,1,2,... (azaz ¢ nem
azonos nullaval vagy negativ egész szamokkal), akkor a sor konvergens minden p €
[0,00) esetén. A konfluens hipergeometrikus fliggvény p — oo esetén akkor és csak
akkor nem novekszik gyorsabban, mint p valamely véges hatvanya, ha a = —n =
0,—1,—2,.... Ha az is teljesiil, hogy ¢ = m+ 1, ahol m =0, 1,2, ... (azaz ¢ pozitiv
egész szam), akkor ardnyossagi tényezotol eltekintve a konfluens hipergeometrikus
fliggvények azonosak az L,%m) (p) Laguerre-polinomokkal,

(n+m)!

S F(enmt 1 p) (4.2.412)

amelyek n-edrendd polinomok.

Esetiinkben a = £ +1—v és ¢ = 20+ 2, igyhogy a egész szam, ha v = n egész
szam és a keresett tulajdonsdgu, polinom alakt megoldasokat a < 0, azaz az

n—(¢—1>0 = (<n-1 (4.2.413)
egyenlotlenségek teljesiilése esetén kapjuk meg az m = 20 + 1 fels6é indeksszel:

wne(p) o< LEFY(p); (4.2.414)
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ezek n, = n—{—1-edrendi Laguerre-polinomok. A H-atomban az (n, ¢, m) kvantum-
szamokkal jellemzett stacionarius allapoti elektron radidlis hullamfiiggvénye tehat
csak az (n,£) kvantumszamoktdl fiigg és

Rou(r) = 18R, (r/rp) = Nrgp'e L (p) (4.2.415)

2r
nrg’

alak, ahol p = és az N normaldsi egyutthaté értékét a

e} 2m ™ 00
1:/ rzdr/ dgo/ sin OdOR? ,(r)|Yem(6, )| :/ r?drRy (1) (4.2.416)
0 0 0

0

normalési feltételbdl kell meghatarozni.

Az energiasajatértékeket az n = 1,2,... in. fékvantumszam sor-
szamozza novekvo sorrendben:
. 1 palet 13,6 eV
E=—-—— ill. F=— N — ) 4.2.417
mz 2h2n? n? ( )
Az E = —% energiiju alapallapot és az E = 0 energiaszint k6z6tt végtelen

sok energiaszintet talalunk, amelyek mind kotott allapotokhoz tartoz-
nak, és amelyek egyre siiriibben helyezkednek el az energiatengelyen az
energia novekedtével. Az energiasajatérték nem fiigg a palyamomentum
négyzetének sajatértékétol, azaz (-t6l, amit mellékkvantumszamnak ne-
veziink. Mivel a stacionarius megoldasok teljesitik az n — 1 > /, ezért az
egyes energiaszintek csak a mellékkvantumszam véges sok értéke,

(=0,1,....n—1 (4.2.418)

mellett valésulhatnak meg:

Fokvantumszam | Lehetséges allapotok

n=1 S
n=2 S,p

n=3 s,p,d

Mivel minden / esetén a palyamomentum z-iranyu vetiiletének a hm
sajatértéke 2¢ + 1 értéket vehet fel, ezért egy energiaszint elfajultsaga:

[y

n—

(20 +1) = n?. (4.2.419)
l

i
o

Az m kvantumszamot magneses kvantumszamnak nevezik, mert — mint
alabb majd kitériink ra — az értéke kapcsolatos az atom magneses dipolus-
momentumaval. Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy az elektronok
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a spinallapotuk tekintetében minden esetben kétféle allapotban lehetnek
(a spin z—irdnyu vetiilete j:%h lehet), akkor a tulajdonképpeni elfajultsag
mértéke 2n2.

Az R, o(r) radidlis hullamiiggvényeknek n, = n—¢—1 darab csomépontjuk van,
ill. a bels6é mozgast leird allé gobmbhullamoknak ennyi csomofeliiletiik, amelyek a H-
atom TKP-ja, mint origd kortil elhelyezkedd, koncentrikus gémbfeliiletek. Lattuk,
hogy a radialis hullamfliggvények exponencidlisan lecsengenek nagy r tavolsagban,
s ezzel egyiitt a térfogategységben valé megtalalasi valdoszintiség is exponencidlisan
lecseng az aszimptotikus tartoményban. Annak a valésziniisége, hogy az elektront
az (n,f,m) staciondrius allapotban az r és r + dr sugari gombfeliiletek kozotti
gombhéjban talaljuk

2 T
Wn,g(r)Ter ~ / dap/ d@sin9|¢n,g7m(r,9,g0)|27“2d7’ = Ri,g(r)rzdr
0 0

= rLR2 (F)FdP

3
n
= (5) rERy (p)p*dp

3 2
= (g) reNZp¥e=r [Lfle)(p)} p*dp, (4.2.420)

ahol p = (2/n)(r/rg). Léatjuk, hogy a taldlati valészintiség radidlis irdnyban nagy
r — oo tavolsagokon exponencidlisan lecseng, a lecsengés karakterisztikus tavolsaga
nrg, novekvo fokvantumszammal a lecsengés egyre lassabb. Ez azt jelenti, hogy a
protont koriilvevé elektronfelhé annal kiterjedtebb, minél magasabban gerjesztett
kotott allapotrdl van szé. Alabb megadjuk a radidlis hullamfliggvény alakjat az
alap- és az els6 néhany gerjesztett dllapotban és az elektron-proton tavolsagnak, ill.
a négyzetének a varhaté értékét ezekben az allapotokban:

7/2 ad ~ — Y 2
n,{ r5 Rpyo(T) g 72 Wi oT? X

1,0 2e~" rg | 3r% rle= %

N

2
2,0 %e‘éf<1—%f> 6rp | 42r% f2<1—§f> e

P i
2,1 L_em2"f 5rp | 30r% Fle "
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Itt 7 és 2 definicidja a varhaté érték altalanos definicidja értelmében rendre

=
|

<n,£mn,£>:/ dr r°R2 ,(r), (4.2.421)
0

r? = <n,€|f2|n,€>:/ dr r*R2 ,(r). (4.2.422)
0

Latjuk, hogy a Bohr-sugar nagysagrendileg egyenl6 az alapallapotban az elekt-
ronnak a protontél mért atlagos tavolsagaval. Az utolsé oszlopban feltiintettiik an-
nak a w, ,r? valésziniiségi stirliségét (konstans szorz6tdl eltekintve), hogy az elektron
az (r,r+dr) infinitezimélis intervallummal meghatérozott gémbhéjban tartézkodik.
Latjuk, hogy az origéban (a H-atom TKP-jadban) a taldlati val6szintiség eltiinik és az
origotdl nagy tavolsagban exponencialisan lecseng. Az 1s és a 2p allapot esetében
a hullamfiiggvénynek nincsen csomofeliilete az r € (0,00) nyilt intervallumban, a
2s allapot esetében pedig 2 — 0 — 1 = 1 darab csomofeliilet van, amelynek sugara
r=2rg.

A H-atom alapdllapotdinak leirdsa. Az (n = 1, £ = m = 0) alapéllapotban
az elektron impulzusmomentuma zérus. Ez felfoghato gy is, mint annak a kovet-
kezménye, hogy a H-atom alapallapotaban az elektron valdsziniiségi aram-
surusége zérus:

= h’l = % *
J= Z(wloov%oo — 100 Vi100) = 0, (4.2.423)
ami nullanak adédik, mert az alapallapot hullamfiiggvénye,
1
V100 = Ri0(r)Yo,0(0, ) = —=Ri(r) (4.2.424)

Var

val6s©2.

A H-atom alapallapota s-allapot, ezért géombszimmetrikus. A hullam-
fliggvény nem fiigg a 0 és ¢ szogektdl. Az alapallapotii H-atomban nem folyik

//////

és az elektron —e toltésének (e > 0) a szorzata. Az elektron toltéssiiriisége a H-
atomban p, = —e|ihigo(F)e 172 = —eR? (r) nem fiigg az id6t8l, sztatikus, a
toltésaram stirlisége pedig zérus. A H-atom alapallapotaban az elektron tehat
csak sztatikus elektromos mez6t hoz 1étre, az alapallapotii H-atom stabil

az elektromagneses sugarzassal tortén6 elbomlassal szemben.

Az elektronnak, noha nem aramlik, mégis van kinetikus energiaja a
H-atom alapallapotaban. A kinetikus energia abbdl szarmazik, hogy az elektron
nem homogén modon tolti ki a teret, hanem a hullamfiiggvényének gradiense van:
az elektron ,,nyiizsog”’, vagy mas széval zérusponti kvantumfluktuaciéi

62Legfeljebb a normélasi tényez6t valaszthatjuk komplexnek, de ennek nincsen helyfiiggése, s igy
nem befolyédsolja a valdszinliségi aramstiriiség eltiinését.
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vannak. Ez a nyiizsgés a hatarozatlansagi relacié kovetkezménye. Minél
inkabb be akarja vonzani a Coulomb-eré az elektront a proton kozelébe, annal ki-
sebb Ar sugart tartoményra lesz az elektron lokalizdlva, azaz annal kisebb lesz a
helybizonytalansdga. A hatarozatlansagi relacié értelmében azonban ekkor megno
az elektron impulzusbizonytalansiaga Ap ~ h/Ar szerint. fgy az elektron energiaja
kozelitleg
(Ap)? e? h? e
e — N~ g
2u Ar  2u(Ar)? Ar

osszefliggés szerint fligg az elektron helybizonytalansdgatol. Itt felhasznaltuk, hogy
az elektron impulzusanak varhato értéke zérus, igyhogy a kietikus energia varhaté
értéke teljesen az impulzus-bizonytalansaghdl szarmazik. A Természet az elektron
helybizonytalansagat az alapallapotban ugy allitja be, hogy az elektron energiaja
minimalis legyen:

E(Ar) ~

(4.2.425)

dE(Ar) h? e?
d Ar pu(Ar)3 * a(Ar)2 0 ( 6)
ahonnan
h2
Ar ~ ac? =rg. (4.2.427)

A helybizonytalansag becsiilt értéke tehdt a Bohr-sugarral azonos. Ez a hatarozat-
lansagi elven alapuld becslés az alapéllapot esetében nagyon jol miikodik, hiszen az
egzakt (a radiélis hullamfiiggvény pontos alakjat felhaszndld) szamitas szerint

= \/3_7779 ~ 0, 8667 5. (4.2.428)

A H-atom gerjesztett dllapotainak kvalitativ leirdasa. A H-atom gerjesztett
allapotaiban az impulzusmomentum, ill. annak z-irdnyd vetiilete, im
lehet nullatdl kiilonbo6z6, ha nem s-allapotban van az elektron. Ilyenkor az
elektron valdszintiségi dramstirtiségének j,. és jy komponense véltozatlanul eltiinik,

Jr =170 =0, (4.2.429)
de a valésziniiségi aramsiiriiség j, komponense lehet zérustdl kiilonb6z6:

ih

m[¢n74,ma¢¢;,é,m — &1 1m0 Prtim)]- (4.2.430)

jcp =
Itt felhaszndltuk, hogy a gradiens-operdtor p-komponense (rsin6)~!(9/dp). Tud-
juk, hogy a staciondrius allapotok hulldmfiiggvényei p-tél €™¢ alakban fiiggnek,

ezért
mh

i = el 4.2.431
]90 ,UTSIIIQ|¢ ,57 | Y ( )
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ami tényleg nem azonosan nulla. Ha tehat m # 0, azaz az elektron nin-
csen s-allapotban, akkor az allapot olyan, mintha a z-tengelyre merdleges
sikokban elemi koraramok folynanak. Ez egyrészt magyarazza, hogy
miért van a palya-impulzusmomentumnak ilyenkor nullatdl kiillonb6zo
vetiilete, masrészt arra lehet bel6le kovetkeztetni, hogy a H-atomnak
az elektron palya-impulzusmomentumabdl szarmazé magneses dipélmo-
mentuma van.

Csakugyan, az elektrodinamika értelmében az elemi di = j, rdf dr koraramok az altaluk
koriilfolyt A = 7r? sin? 6 feliilettel ardnyos

AM. = —SA di = —Sdr rdf j, 7r?sin?0 (4.2.432)
c c
jarulékot adnak a mdgneses momentumhoz (CGS-rendszert haszndltunk, hogy explicit médon

megjelenjen a vdkuumbeli ¢ fénysebesség képletekben) . Ha ezeket a jarulékokat az Osszes ele-
mi koraramra felosszegezziik, akkor megkapjuk a teljes magneses momentumot:

B[ "
M, — em / dr 7,227T/ do sin9|¢n,e,m|2
0 0

B 2uc
h h
_ _emh /dv|¢ng L (4.2.433)
2uc ” 2uc

ahol kihasznaltuk, hogy |¢n.¢.m|* nem fiigg p-t81 (és m-t6l sem) és ezért a hullimfiiggvény normaldsi
integrélja jelent meg az egyenlet jobb oldalan. Végiil bevezettiik a

eh

= 4.2.434
Sic ( )

UB

Bohr-magnetont. Az is latszik innen, hogy a H-atom péalyamozgasbdl szarmazé méagneses mo-
mentuma aranyos az elektron palyaimpulzusmomentuma z—irdny vetiiletének a varhaté értékével:
{, = mh miatt:
e
M,=—-——/ 4.2.435
z 2/1/0 z ( )

a CGS egységrendszerben. Az SI rendszerben

eh

~9,3-107%4J/T. 4.2.436
S ) / ( )

UB =

(A mégneses fluxus egysége 1T = 1 kg s72A~1)

A palyaimpulzusmomentum és z-iranyu vetiiletének értéke, azaz az
(¢,m) kvantumszamok azt hatarozzak meg, hogy hogyan viselkedik a hul-
lamfiiggvény a koordinatarendszernek az atom tomegkozéppontja koriili
elforgatasakor. Az ezt leird Y, (0, ) gombfeliileti fliggvények az elektron
megtalalasi valdszintiiségének jellegzetes iranyfiiggést kolcsonoznek. Az
elektron megtaldlasi valgszintisége a TKP-t61 adott 7 tavolsdgban ardnyos | Yy, (6, ¢)|*-
tel, és ez a tényezo hatdrozza meg az iranyfiiggést. Példaként megadjuk a

2 T
/ d<p/ sin @ df|Yy..(0,0))* =1 (4.2.437)
0 0
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normalasi feltételre normalt gomfeliileti fliggvények koziil az s-, p- és d-allapotokat
jellemzok explicit alakjat:

Yoo =

Y

I3 .
cosf, Yi41 ==+4/—-sind et
8

15 .
Yoo =1/ —(3 cos?f — 1), Yo 11 ==£4/ S cosfsinf e,
T

[ 15 :
= %sinw e, (4.2.438)

A p-, d-, stb. allapotokban a megtalalasi valésziniiség iranyfiiggése ugyanolyan,
mint rendre az elektromos dipél-, kvadrupél-, stb. antenna iranykarakterisztikéja.
Ennek koszonhet6, hogy a gerjesztett allapotd H-atomnak kiilonb6z6 forgdsi szim-
metriakat mutaté alakja lehet, nem csak gombalakja. Hasonlé okokra vezetheto
vissza az atomok formagazdagsdga, ami aztan a molekuldk és az egész anyagi vilag
formagazdagsagat eredményezi.

ot §|°"§‘H

—_
(=)
3

o
H_
[\

)

4.2.16. Részecske szordodasa centralis potencidlon. Szoérasi amplitado és
hataskeresztmetszet

Szoraskisérlet és szorasi hatdskeresztmetszet. Nagyon sokszor egy fizikai rendszerrél
ugy szerziink ismeretet, hogy szoraskisérletet végziink. A vizsgdlt fizikai rend-
szert, mint céltargyat, idegen szoval targetet valamilyen részecskékkel bombazzuk
és azt figyeljiikk, hogy ezek a részecskék hogyan viselkednek a céltarggyal torténo
kolesonhatas utdan. Mar a klasszikus fizikdban egy részecske (pontszeriinek te-
kinthetd test) megfigyelése is tulajdonképpen széraskisérlet, amikor azt vizsgaljuk,
hogy a részecskére bocséatott fény (elektromdgneses sugarzas) hogyan szérddik a
részecskén. Az atomi és szubatomi méreti fizikai rendszerek vizsgalatanak pedig az
egyik legjelent6sebb vizsgalati mdédszere, hogy a vizsgalt rendszeren masik részecskét
vagy elektromagneses sugarzast szoratunk.

A széraskisérlet 1ényege, hogy egy részecskeforras (gyorsitd) adott impulzust,
ill. v, sebességii részecskékbdl allé részecskenyalabot allit el a céltargytol nagy
L tavolsagban. Altaldban feltessziik, hogy a nyalab F' keresztmetszetének linedris
méretei sokkal kisebbek, mint a részecskeforras és a céltargy kozti tavolsag, vVF < L
és ugyanakkor sokkal nagyobbak, mint a kibocsatott részecskék de Broglie-féle A\, =
ﬁ hulldimhossza, vV'F > Ape, és sokkal nagyobbak, mint a céltdrgy nyalab kereszt-
metszetére merdleges vetiiletének F” teriilete linearis méretei, F' > F’. A nyalab
részecskéi kolcsonhatnak a céltarggyal, egy résziik valtozatlanul tovabbhalad, més
részilk irdnyt valtoztat. A céltargytél R > +/F tavolsdgban, tetszdleges iranyokban
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detektort helyeziink el és megfigyeljiik, hogy mennyi részecske szorodik idéegység
alatt a detektorba.

A szoras jellemzésére bevezetjiik a differencidlis és a totalis szorasi hataskereszt-
metszet fogalmat. A tovabbiakban rugalmas szérasrél fogunk csak beszélni, ami-
kor sem a bombazd részecske, sem a target-részecske nem gerjesztodik. A tar-
getet rogzitettnek tekintjilk és egy centralis potencidllal modellezziikk. A koor-
dindtarendszeriink origéjat a potencial centrumaba helyezziik. Legyen a nyaldb
hengerszimmetrikus és legyen a nyalab tengelye a z-tengely. A szért részecskék de-
tektalasara helyezziink el részecskedetektort a (6, ¢) gombi polarszogekkel jellem-
zett iranyban. Jelolje d) = sin 0 df dy azt a térszoget, amilyen térszog alatt a detek-
tor infinitezimalis méretii ablaka latszik a potencial centrumabdl nézve. A detektort
olyan nagy r tavolsagra (és olyan irdnyban) helyezziik el, hogy |rsin 6 cos ¢|, |rsin@
sin @] > VF legyen. Az eléreszéras (6 ~ 0) és a hatraszéras (A ~ m) mérése proble-
matikus lehet, mert meg kell kiilonboztetni a az igy szort részeskéket a bombéazo
részecskéktol, de ezzel a méréstechnikai nehézséggel most nem foglalkozunk. A
bejovo részecskenyaldb részecskéi vy, nagysagu, z-iranyu sebességgel rendelkeznek,
a hulldmfiiggvényiik, pe = Ae’** sikhulldm, ahol v,, = hk/m, m a bombdzé
részecskék tehetetlen tomege. A normadlasi tényezot valasszuk tgy, hogy a bejovo

////// 2

részecskék valdszinliségi aramstriiségének nagysaga
hk

m

Tbe |A]2 = vpe| A]? = Vbenine (4.2.439)
legyen, ahol np, a bejové részecskenyaldbban a részecskék térfogati siirtisége (a
nyalab egységnyi térfogataban taldlhatd részecskék szama). Ut6bbirdl az egyszertiség
kedvéért feltessziik, hogy idében és térben allando a nyalab belsejében. Valasztasunk
annak felel meg, hogy a nyalab V térfogatara a bejovo részecskék hullamfiiggvénye

/ AV |[pe|* = npeV (4.2.440)
\%

feltétellel van normalva, vagyis a vy, hullamfiiggvény abszolut értékének négyzetét
a homogén nyalab V térfogatara integralva megkapjuk a nyalab V' térfogataban
talalhaté részecskék szamét. A nyaldbra merdleges F' keresztmetszeten dt id6 alatt
belépo részecskék szama

dNbe = F'Ube dt Npe = Fjbedt. (4.2.441)
A valészintiségi aramstriség tehat megadja a nyaldb egységnyi keresztmetszetén
idoegység alatt belépo részecskék szamat.

Ha betartjuk a kisérleti elrendezés geometriai méretére vonatkozo, fentebb
részletezett feltételeket, akkor a detektor csak a szorodott részecskéket érzékeli, azo-
kat nem, amelyek szorédéds nélkiil haladnak tovabb az eredeti irdnyban. A dt ido
alatt az r sugart gombfeliiletnek a detektor ablaka &ltal lefedett r2dS) feliiletén

dNy, = r*dQjgdt (4.2.442)
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szamu szort részecske 1ép at a gombfeliiletre merdlegesen. Itt jg, a szért részecskék
valoszintiségi aramstirtiségének a radialis komponense, a radialis irdnyra meroleges
egységfeliileten idGegység alatt atlépo részecskék szama. A szorast a j—g differencialis
szorasi hataskeresztmetszettel jellemezziik, amelyet az idéegység alatt df) térszogbe
szért részecskék 127, dS) szdma és az idéegység alatt a nyaldb egységfeliiletén belépd
részecskék jp. szamanak aranyaval definialunk:

d_"dQ = T2j,szd9,

ds2 Jbe

ahol a definicié soran felhasznaltuk, hogy az egyenlGség jobb oldala aranyos a df2
térszoggel. Innen azt kapjuk, hogy

(4.2.443)

do  1%j,
ds2 - jbe .
Az idGegység alatt 4 térszoghe szort részecskék teljes szamat viszonyitva a bejovo

részecskék valdszintiségi aramstiriiségéhez, megkapjuk a totalis szordsi hataskereszt-
metszetet:

(4.2.444)

Lo 7275282 / do
o="——"-= —dS). 4.2.445
Jbe 4am dS2 ( )

Ezt elvileg egy olyan detektor mérné, amelyik adott sugaron 47 térszogben koriilveszi
a targetet és nem érzékeli hatrairdnyban a még nem szort, ill. elore irdnyban a szoras
nélkil tovahaladé részecskéket.

Ha klasszikus, pontszerli golyécskék szérdédnanak egy véges kiterjedésii klasszi-
kus fizikai targeten, amellyel csak akkor hatnak kolcson, ha érintkezésbe 1épnek ve-
le, akkor a szort golydcskak teljes szama megegyezne azon golyéeskdk szamaval,
amelyek beleiitkoznek a targetbe. Iddegység alatt ekkor F'vpenpe = F'jpe szamu
golyéeska titkozik a targetbe, ahol F” a klasszikus fizikai target nyaldbirdnyra merdleges
vetiiletének teriilete. Ezért ekkor a teljes szérasi hataskeresztmetszet

F,,jbe

Jbe

azaz a targetnek a nyaldbiranyra meroleges geometriai keresztmetszete. Természete-
sen ilyen kozvetlen geometriai jelentés mar akkor sem adhaté a hataskeresztmetszet-
nek, ha a részecskék és a target kolcsonhatasahoz nem sziikséges a kozvetlen érintke-
zés. Még kevéshé lehet ilyen geometriai jelentést tulajdonitani a hataskeresztmetszet-
nek, ha a bombazé részecskék és a target is kvantummechanikai objektumok.

= F, (4.2.446)

g =

A totélis hataskeresztmetszet teriilet dimenzidju fizikai mennyiség. Egysége 1

barn= 1072 c¢m?.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogyan lehet kiszamitani a kvantummechanika
eszkozeivel a differencialis szorasi hataskeresztmetszetet. Csak azzal az esettel fo-
gunk foglalkozni, amikor sem a bomb&zé részecskék, sem a target nem gerjesztodik a
szoérasi folyamatban, vagyis amikor a szérasi folyamat tgynevezett rugalmas szoras.
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A szordsi amplitudo és a differencidalis szordsi hatdskeresztmetszet. Tegytk
fel, hogy a részecske olyan potencialban mozog, amely a térbeli végtelen-
ben eltlinik és a részecske E energidja nem negativ, F > 0, akkor a
Schrodinger-egyenlet stacionarius megoldasait szérasi allapotoknak ne-
vezzik. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a V(r) potencidl centralis, azaz
csak az r radidlis koordinatatol fligg, ami a potencidl centrumétol mért tavolsag.
Ekkor a staciondrius Schrodinger-egyenletet célszerti ismét gombi polarkoordinatas
alakban felirni:

~

[ W10 < ) a) G +V<T)}¢(T79’¢) — B(r,6,p). (4.2.447)

2mr2or " or 2mr?

Ha bevezetjiikk a k = v/2m£E /h hullamszdmot, akkor az egyenletet atirhatjuk

10 ( ,00(r,0,) , 0 2m

- rr—= —— = — = 4.2.44
fr,2 87’ (’l" 07“ + k V(T) ?/)(739»%0) 0 ( 8)
alakba. Ha a részecskenyaldb hengerszimmetrikus, akkor a potencidlon szérodéd
részecske 1 hullamfiiggvénye nem fiigghet a ¢ szogtél, tehat ekkor ¢ (r,0). Eazt
a tovabbiakban feltételezziik az egyszertiség kedvéért.

Az egyenlet megoldasat megfelel6 hatarfeltétellel kell keresni, amelyik il-
leszkedik a szoraskisérlet feltételeihez. Ha a bejovo részecske hullamfiiggvényét
az e** sikhullimmal kozelitjilk, ahol Ak = mune, a szért hulldimot meg a 1,
hullamfliggvény irja le a szérécentrumtol nagy r tavolsagban, akkor a stacionarius
hullamfiiggvénynek a potencialtél nagy téavolsaghan

O(r,0) ~ e 4 14y, (r,0) (4.2.449)

alaktinak kell lennie. Mi tobb, a szort hullam csak kifuté gombhullamokat tartal-
mazhat,

6ikr

Vg, (r,0) ~ f(6) - (4.2.450)

ahol az f(0) szogfiiggd szorzétényezét szérasi amplitudénak nevezziik. A szérasi
amplitudot tehat a stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasanak a-
szimptotikus alakjabdl tudjuk kiolvasni.

Miel6tt ratérnénk a stacionarius Schrodinger-egyenlet ilyen hatarfeltételt ki-
elégité megoldasdnak megkeresésére, megmutatjuk, hogy a szérasi amplitudo,
amelyet a stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasanak aszimptotikus
alakjabdl olvasunk ki, meghatarozza a differencialis szérasi hataskereszt-

metszetet:
do

Yol |£(0)]2. (4.2.451)
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Csakugyan, a szért hulldm valdsziniiségi dramstiriiség-vektordnak radidlis komponense (korabbi
jeloléstinkben jg,) az aszimptotikus tartomanyban:

10 0 0
Jea(r,0) ~ %ﬁ@maﬁ;—¢* %Q

SZE
= ﬁ |:¢sz (_'Lk - l) :z - 1/); (Zk - 1)1/)%]
2m r r
Rk, . Bk L
= sl = —SIFO)7, (4.2.452)

ahol felhasznéltuk, hogy az aszimptotikusan tavoli tartomanyokban

B 1
By Ve = <zk - ;)wsz. (4.2.453)

A differencidlis szérdsi hatdskeresztmetszet tehat

do e
20 =" = re)P,

jbc

(4.2.454)

Ezt akartuk belatni.

Centralis potencidalban mozqo részecskére és a szabad részecskére vonatkozo ra-
dialis Schrodinger-egyenlet megolddsa.” A (4.2.448) egyenletben szerepld Hamilton-operétor

felcserélhet6 a palyaimpulzusmomentum négyzetének 2 operatoraval. Keressiik ezért az egyenlet
Vrtm (r,0,0) = R o (r)Ye,m (0, ) (4.2.455)

alaku megoldéasait, amelyek palyaimpulzusmomentum-sajatallapotok is egyuttal. A radialis hulldm-
fliggvényre ekkor a

1 d [ 5dRpe(r) s l+1) 2m B
2 <T dr + |k 2 = V(r)|Rie(r) =0 (4.2.456)

radiélis Schrodinger-egyenletet kapjuk. Szabad mozgés esetén a (4.2.448) és a (4.2.456) egyenletben
a potencidlt zérusnak kell vegyiik. A radidlis egyenlet (4.2.456) alakja vildgosan mutatja, hogy a
radidlis hullimfiggvényt a k hullimszam (azaz az F energia) és az ¢ pélyaimpulzusmomentum
jellemzi.

A kinetikus energia (pontosabban a radidlis impulzus) operdtoranak onadjungaltsiagéit az
biztositja, hogy a x.¢(r) = rRy ¢(r) fiiggvény az origéban eltlinik, xx.¢(0) = 0.

A nagy r — oo tavolsagokon megvizsgalhatjuk a radialis hulldmfiiggvény aszimptotikus
viselkedését. Ennek a

1d{ ,d 9
—_ 22 ~ —k 4.2.4
2 dr (T dT)Rk’E(T) Rkyg(T) ( 57)
egyenletet kell kielégitenie. Vilagos, hogy ennek az egyenletnek két fiiggetlen megoldasa van,
ikr —ikr
Ry~ S RO LS (4.2.458)
r r

amelyek rendre a potencidl centrumdabdl kifuté, ill. oda befuté gémbhulldmot irnak le, ha meg-
szorozzuk Gket a stacionarius allapot id6fiiggését meghatdrozé e~ 7Pt fazistényezbvel. A pozitiv
energids staciondrius allapotok g ¢,m (7,6, ) hullamfiiggvénye tehdt az aszimptotikus r — oo
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térbeli tartomanyokban &ltalaban egy kifuté és egy befuté gémbhullam linearis kombinaciéja kell
legyen:

ikr —ikr
Rkj(?“) ~ Agg . + BkjeT ~ Xk%“ (4.2.459)
Az Ay ¢ és By linedrkombindacids egytitthatdkat a
/ r?dr Ry o(r)Rye(r) = 2m0(k' — k) (4.2.460)
0

normélasi feltétel és az [rRy¢(r)]r=0 = 0 hatarfeltétel rogziti, de meglehetésen implicit médon.
Az ortonormaltségi feltételbe és a origéban kirétt hatarfeltételbe az egzakt megoldast kell ugyanis
behelyettesiteni.

1. Vizsgéljuk elészor a szabad részecske mozgdsdt. Az ¢ = 0 esetben a radidlis hullamfiiggvényre
vonatkozé (4.2.457) egyenlet nemcsak az aszimptotikus tartomédnyban all fenn, hanem eg-
zaktul igaz az r € [0,00) intervallumon. Az Ry o(r) megoldds tehdt az egész r € [0,0)
intervallumon (4.2.459) alakd. A xj0(0) = 0 hatdrfeltételnek eleget tevé megolddsra tehdt

Apo+ Bro=0, Brpo=—Ako, (4.2.461)
ugyhogy N 2
zﬁp:_%%a“—e””)ziiﬂ%m@n. (4.2.462)
A (4.2.460) ortonormdltsagi feltételb8l |Ag o|? = 1, ami megengedi az Ay o = —i valasztast;
ekkor )
Y0,0(r,0,9) = =sin(kr)Yy 0. (4.2.463)
T
Szabad részecske esetén az ¢ > 0 esetben a radidlis Schrodinger-egyenlet
1d/,d L+1) 9
- —R Rie=k°R 4.2.464
r2 dr <T dr M) + r2 kot L ( )

alakot 6lt. Keressiik ennek a megolddsat Ry ¢(r) = Cy ¢r* ¢y ¢(r) alakban, ahol C o normalasi
egyiitthaté. A mér trgyalt £ = 0 speciélis esetben: Ry o(r) = ¢r,o(r) = 2sinkr. Ekkor
¢ > 0 esetén behelyettesitéssel a

20+ 1)
ho

i+ K dre =0 (4.2.465)

differencidlegyenletet kapjuk a ¢y ¢(r) fliggvényekre. Vegyiik észre, hogy ha derivdljuk a
(4.2.465) egyenlet mindkét oldalat r szerint,

o 2(0+1) v+ {kg . 2@;— 1)}@@1 —0, (4.2.466)

majd ¢ ,(r) = rx(r) helyettesitéssel éliink, akkor a x(r) fiiggvényre kapott

zgi@x+ﬁx=0 (4.2.467)

X/I _"_
egyenlet pontosan azonos a (4.2.465) egyenlettel, ha abban f-et (£ 4+ 1)-gyel helyettesitjiik.
Mondhatjuk tehdt, hogy x(7) = ¢r,e+1(r), ami azt jelenti, hogy rekurziés képletet taldltunk
a ¢ ¢(r) figgvények meghatdrozasara:

Dr,e41(T) Pk (7). (4.2.468)

_1d
ordr
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Ennek megoldasa:
) = (L) () = (1LY 2etnllr) (4.2.469)
kT =\ T ar RO =\ Sar r ’ o

Az Ry (r) fuggvényekre vonatkozé ortonormaltségi feltételbdl a normalasi egyiitthatdkra

|Crel?> = k72% adédik, ami megengedi a Cy, = (—1)¢/k’ vélasztést. Ekkor a szabad
mozgasra vonatkozo, £ impulzusmomentumhoz tartozé radidlis hullamfiiggvény alakja

ot ‘ sin(kr “sin(kr
Ryoo(r) = (—1)f2k—e(%d%) ik ) _ 2k(—1)é(kr)5<$d(zﬂ) kff )= 2kje(kr),
(4.2.470)

ahol je(u) (0 < u) az ugynevezett ¢-edrendii szférikus Bessel-fiiggvények.

A fentieket Osszegezve azt mondhatjuk, hogy gémbi polarkoordinatdkban a szabad mozgas
staciondrius Schrodinger-egyenletének 4116 gémbhullamokat leird vk ¢.m (7,6, ¢) megolda-
sai vannak, amelyek az E = h%k?/2m energiasajatértékhez és a palyaimpulzusmomentum
négyzetének, ill. vetiiletének rendre h20(£+1), ill. hm sajatértékéhez tartozé sajatallapotok.
Ezek olyan

wk,é,m (T‘, 97 SD) = 2kj€(kr)§/€,m (97 (P) (42471)

allapotok, amelyekben a pélyaimpulzusmomentum négyzetének és z-iranyu vetiiletének van-
nak jol definialt értékei, viszont amelyekben a részecske impulzusa nem jol definialt, azaz
ezek nem impulzus sajatallapotok.

Vizsgaljuk még meg, hogy hogyan viselkednek a szabad mozgést leiré Ry, ¢(r) radialis hullam-
fliggvények az r — oo aszimptotikus tartomanyban. Az aszimptotikus viselkedést az r nove-
kedtével leglassabban csokken6 tag hatarozza meg, amelyet akkor kapunk meg, ha a radialis
hullamfiiggvény implicit kifejezésében kijelolt derivalasok mind a szogfiiggvény hatvanyara
hatnalk,
2rt 1 dt
Kkt rtr drt
Felhasznélva, hogy minden egyes derivélds a szinusz-fliggvény (—k)-val torténd szorzasat és
argumentuménak (—m/2)-vel torténé eltoldsét jelenti, azt kapjuk, hogy

Rio(r) "7 (~1) sin(kr). (4.2.472)

T [e ] 2 .
Rpe "X (—1)ZE(—/€)Z sin (kr - Eg)
rooo  2sin(kr — 4%
2o 2sin(kr — (3) (4.2.473)
r
a szabad mozgds radidlis hullamfliggvényeinek aszimptotikus alakja. Ahogy az aszimpto-
tikus tartoményban érvényes (4.2.457) egyenlet dltaldnos megolddsatdl varjuk, a kapott
(4.2.473) aszimptotikus alak kifuté és befuté gombhulldmok linedris kombindcidja:

rosoo  2sin(kr —(%) 1 [ei(’”_wzr) e~ ikr—t3)
T 7 T T
oo 1 N eikr y e*ikr
pe (= — 4.2.474
| (i) it (12.474)

A szabad részecske impulzus-sajatallapotat leird hullaimfigguényének kifejtése pdlyaimpul-
zusmomentum-sajatallapotok ortonormdlt teljes rendszere szerint. Ezt a sikhullam par-
cidlis hullamok szerinti kifejtésének nevezziik. Mozogjon a részecske a z-tengely

irdnydban hk nagysdgui impulzussal, azaz legyen a részecske a p impulzus-operator p =
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(0,0, iik) sajatértékkel jellemzett sajatallapotdban (a Descartes-komponenseket tiintettitk
fel). Ekkor a részecske hullamfiiggvénye (a szabad részecske Descartes-koordindtdkban felirt
stacionzirius Schrédinger egyenletének megoldzisa) iz (A hullamfiiggvényt igy normaltuk,

//////

ikz ikr cos 6

Ry o(r )Ygﬁm(G ) gémhulldm-megoldasok szerint. M1vel e =e a z-tengely koriili
elforgatdsokkal szemben szimmetrikus, azaz fiiggetlen a ¢ szogtol, azért a kifejtésben csak
a @ sz0gtol fiiggetlen

2041

Vie,0(r,0) = Rie(r)Ye0(0), Yeo(0) = i Py(cos9) (4.2.475)

fiiggvények szerepelhetnek:
e®* =" ay Ry (r)Ye,0(0). (4.2.476)

=0
Itt Pg(u) a
1 d* ’

Pi(u) = 5701 T e( -1 £=0,1,2,..., uwe[-1,+1] (4.2.477)

Osszefliggéssel definialt Legendre-polinomok, amelyek ortogondlis polinomokként az alabbi
ortonormadltsagi feltételt elégitik ki:

+1
2
‘/71 d’ng(’U/)Pg/ (u) = mé&gu (42478)

Felhasznalva a Legendre-polinomok ortonormaltsagat, az a, sorfejtési egyiitthaték meg-
hatarozhatok a

+1 T
2 = / du:/ sin @ df|e**|? (4.2.479)
0

-1

feltételbol. Végiil a sikhullam parcidlis hullamok szerinti kifejtése

e = > (=i) (20 + 1) Pu(cos 0) o (kr)
£=0
B = cos 1 d "\ sin(kr)
= % V(20 + 1) Py( 9)( ) (TdT) - (4.2.480)

alakban adédik. A sikhulldim gdmbhulldmok szerinti kifejtésének aszimptotikus alakja r —
0o esetén

sin(kr — (%)

etk T Z (20 4 1) Py(cos 0) -

£=0

N i i*(20 + 1) Py(cos §) [(=i)le™ — jte—tkr]

2ikr
=0
— (20 + 1)(=4)"Pi(cos ) . . 41, —ik
~ e -1 R 4.2.481
> e (<D (42480

Szemléletesen mondva: a bejovo sikhulldimnak adott palyaimpulzusmomentumu parcidlis
hullamokra térténé felbontdsa olyan, mintha a befuté sikhullamot a szérasi sikra meréleges
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tengely irdnydba mutatd i = /A6 + 1) , klasszikus” pédlyaimpulzusmomentumi, azaz

0+1) g, S .
b= % = (k ) iitkdzési paraméteri komponensekre bontottuk volna. A szérasi probléma

megoldasat vissza fogjuk vezetni az egyes parcialis hulldimoknak a centrilis potencidlon
torténd szérodasara.

2. Vizsgaljuk most a centrdlis potencidlban mozgo részecske esetén a radidlis hulldmegyenlet
aszimptotikus alakjdt. Ha a centralis potencidl az aszimptotikus r — oo tartomanyban elég
gyorsan eltlinik, akkor most is a (4.2.457) egyenlet irja le az aszimptotikus viselkedést. Ez
azt jelenti, hogy a radialis hullamfiiggvény most is befutd és kifuté gombhullamok linearis
kombindci6ja. Behelyettesitéssel konnyli beldtni, hogy a (4.2.457) egyenletnek &dltaldnos
megoldésa az

Rup "2 1 [(_Z_)éeikr—kiéz(k) B Z-ée_ikr_m(k) _ 2sinfkr — L5 + 64(k)]
VA T r r
(4.2.482)
aszimptotikus alak. Itt a d,(k) energiafiiggd faziseltoléddsokat az egzakt
1d/f,d LL+1) 2m 9
———|r"—R ——R —V(r)Rrs = k“R 4.2.483
e (7’ o k,e) =0 ket 53 (1) Ry k.0 ( )

radidlis Schrodinger-egyenletnek az [rRy ¢(r)]-=0 = 0 hatérfeltételt kielégité megoldasabol
kell kiolvasni, meghatarozva az egzakt Ry ¢(r) radidlis hullimfiiggvény aszimptotikus alakjit
és Osszehasonlitva azt a (4.2.482) alakkal. A kiilonb6z6 pélyaimpulzusmomentumi hulldmok
faziseltolédasat a potencial alakja hatdrozza meg.

A centrdlis potencidlon szorodo részecske hullimfiigguényének felbontdsa par-
cidlis hullimokra. Az el6zéekben megkerestiik a (4.2.448) stacionarius Schrodinger-
egyenlet olyan ¢, megoldasait, amelyek egyuttal palyaimpulzusmomentum-sa-
jatfiiggvények. Ezeket a megoldasokat parcialis hullamoknak szokas nevezni.
A kovetkezd feladatunk, hogy megkeressitk a (4.2.448) staciondrius Schrodinger-
egyenlet azon megoldasat, amelyik kielégiti a szoraskisérlethez illeszked6 hatarfelté-
teleket. Ez a megoldas a parcidlis hullamok olyan

Yil(r,0) =Y ApYio(0, 9)Rio(r) =Y Ay Pi(cos 0) Ry o(r) (4.2.484)
£=0

(=0

linedris kombindcidja kell legyen, amely aszimptotikusan (4.2.449) alaki. A (4.2.484)
alakot behelyettesitve a (4.2.448) stacionarius Schrodinger-egyenletbe és felhasznalva
a gombfliggvények

dQQYy o(0, 9)Yeo(0, ) = 64 (4.2.485)

(4m)

ortogonalitdsat, visszakapjuk az egyes parcidlis hulldmok Ry ,(r) radidlis hulldm-
fiiggvényeire a (4.2.456) radialis Schrodinger-egyenletet. Ennek megoldasardl tud-
juk, hogy aszimptotikusan (4.2.482) alaku. Ugyanakkor a (4.2.448) egyenlet meg-
oldédsétol megkoveteljiik, hogy aszimptotikusan (4.2.449) alaki legyen, azaz hogy a
g, szOrt hullam ne tartalmazzon befuté gémbhullam-komponenst. Ez azt jelenti,
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hogy a 1 megoldasban a befutd parcialis hullimoknak pontosan olyan sullyal kell
el6fordulniuk, mint amilyennel azok a bejovo részecskét leiré sikhullamban vannak
jelen. Ez a feltétel egyértelmiien rogziti a parcidlis hullamok szerinti kifejtésben
szerepld Ay, egyutthatokat. Explicit kifejezésiiket behelyettesitve a szért hulldm
aszimptotikus alakjéba, leolvashatjuk az f(6) szérasi amplitudé kifejezését.

Az egyes radialis hulldmok (4.2.482) aszimptotikus alakjat felhasznélva, a (4.2.448) egyenlet
megoldasanak aszimptotikus alakja

> A, ,P 0 . . . )
W, 0) ~ > At Pe(c0s6) —is, (=)l [T 200 4 (—1)t+1emikr), (4.2.486)
— ir
Ennek és a sikhulldm (4.2.481) aszimptotikus alakjinak a segitségével, a szért hulldm aszimptotikus

alakjara az adédik, hogy

>\ AP, 6) _. _ _
1/1525)(7",9) N Z k¢ ?(COS )6715@(_1-)2[811@”215@+(_1)e+1671kr]

w
£=0
= i4(20 + 1) Py(cos @ T ik ik
3 HOLEDR(eost) (_epginr 4 (_yestgiv
=0
o~ Pr(cost) ., —i8y jikr+2i8, _ -0 ikr
g Sikr (=) |[2k Ak e %€ i"(20 4+ 1)e™]
+(=1) 2k Ay e — 520 + 1))e . (4.2.487)

A sz6rt hullam (4.2.449) aszimptotikus alakjanak megkovetelése egyenértékii avval, hogy a fenti
egyenlet jobb oldaldn a befuté gémbhullamok amplitudéi tiinjenek el, azaz hogy az Ay, kifejtési
egylitthatok

it (20 4 1)e'

AL )= 4.2.488
ke ok ( )
legyenek. Ekkor a szért hullam aszimptotikus alakja:
as >N Py(cosf), ., a6 ikt , ,
as _ 0y Likr+2i6, _ L ikr
s ; Y (—1)*[2k Ak e *%e i°(20+ 1)e"™]
o~ Pr(cosd) . 0.0 2id, ikr
ZW(_Z) (20 + 1) [e¥ — 1]e
£=0
eikr
~  f(0) pt (4.2.489)

ahonnan kiolvashatjuk a szérédsi amplitudé kifejezését:
1 - 246 — =
10) =5 ;(ze +1) (e ¢ 1) Py(cosf) = ;(ze + 1) fePy(cosf).  (4.2.490)

Ebben a fejezetben mindvégig felhaszndltuk a bombazd részecske iranya koriili ten-
gelyszimmetridt. Az f(0) szérési amplitudé kifejezésében szerepls d,(k) a szort ki-
futé gombhullam faziseltolédasa a potencial centrumatol tavol, amelyet az egyes
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Ry, ¢ parcidlis hullamokra vonatkozé radidlis Schrodinger-egyenlet megolddsanak a-
szimptotikus alakjabol kell kiolvasni. Az

L[ gisur)
=—|e" -1 4.2.491
=5z (e (4.2.491)
mennyiségeket parcialis amplitudéknak szokés nevezni. A teljes szorasi ampli-
tudo az egyes parcialis amplitudéknak a megfelel6 Legendre-polinomokkal
és a palyamomentum vetiiletének multiplicitasaval silyozott Osszege. A
o totalis szérasi hataskeresztmetszet,

o= /da = /dQ|f(9)|2 => o (4.2.492)

a differencialis szorasi hataskeresztmetszetnek a teljes 47 térszogre vett
integralja, azaz az idGegység alatt a 4w térszoghe szért részecskék szama osztva a
bejovo nyalab valdszintiségi aramstirtiségével, ahol

47
k2
Az integralis szorasi hataskeresztmetszet a o, parcialis hataskeresztmet-
szetek Osszege.

o = 47 (20 + 1)| fo|® = 5 (20 + 1) sin® §,(k). (4.2.493)

Latjuk tehat, hogy az egyes parcialis hullamok additiv médon jarulnak hozza
a totalis hataskeresztmetszethez. Ez elso pillantasra meglepd lehet, hiszen a szorasi
amplitudo maga is az egyes parcialis hullamokra vonatkozé szorasi amplitudok ossze-
ge, s ezért a hataskeresztmetszetben a kiilonbozo parcialis amplitudék interferen-
cidgjat varhatnank. Ilyen interferencia-tagok azonban csak a differencidlis szorasi
hatédskeresztmetszetben 1épnek fel, a totdlis (a térszogre kiintegralt) hatéskereszt-
metszetben mar nem, mert a kiilonboz6 rendit Legendre-polinomok paronként orto-
gonalisak.

Az is figyelemre mélto, hogy ha a differencialis szérasi hataskeresztmetszetet
adott energian valamelyik parcialis hullam domindlja, azaz csak egyetlen (-hez tar-
tozd parcidlis hullam ad hozza nem elhanyagolhaté jarulékot, akkor a differencidlis
szorasi hataskeresztmetszet szogfiiggése do /dS) ~ Py(cos f) alapjan a mért differen-
cidlis hataskeresztmetszet szogfiiggésébol kozvetleniil el lehet donteni, hogy melyik
parcialis hullamrol van szo.

Latjuk, hogy a rugalmas szérdsi hatéskeresztmetszet® alapvetéen o ~ 1/k? ~

1/E médon fiigg a bombazé részecske energidjatol, azaz forditottan ardanyos vele.

63Mivel potencidlszérast vizsgalunk, a totalis szérdsi hatdskeresztmetszet egytttal a rugalmas
szorasi hataskeresztmetszet is, hiszen nincsen a rugalmas szérason kiviil mas folyamat, ami bekévet-
kezhetne. A jelen jegyzet kereteit meghaladja azon szérasi folyamatok targyaldsa, amikor a szdérasi
folyamatban résztvevo részecskék maguk is gerjesztodhetnek, esetleg el is bomolhatnak részeikre
a folyamat kozben. Utébbi esetben a rugalmas szdéras hataskeresztmetszete kisebb, mint a totalis
szorasi hataskeresztmetszet, amelyhez definicié szerint valamennyi lehetséges folyamat hozzajarul.
A szérasi folyamatok leirasaval a kvantummechanika szérdselmélet nevi dga foglalkozik.
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5. RESZECSKERENDSZEREK

A részecskerendszerek kvantummechanikaja rendkiviil gazdag és szerteagazo, mind a
szobajoheto fizikai rendszereket, mind pedig a rajuk vonatkozé Schrodinger-egyenlet
megoldasi médszereit illetéen. A kvantummechanika altaldnos érvényt elvei termé-
szetesen minden kvantummechanikai rendszerre egyarant érvényesek. Ezekkel méar
az elozo fejezetekben megismerkedtiink, és lattuk, hogyan jutnak érvényre a kiilon-
b6z6 egy-részecskés rendszerekben. Van azonban a kvantummechanikédnak egy olyan
tovabbi elve, amelyik csak akkor kaphat szerepet, ha a rendszerben legalabb két
darab, azonos részecske van. Ez a részecskeazonossag elve. Ebben a fe-
jezetben errdl az elvrdl és altaldnos kovetkezményeirol beszéliink. Természetesen
egy féléves bevezeté kvantummechanika eléaddsnak még az sem lehet célja, hogy
megismertesse a tisztelt Hallgatét a legfontosabb sokrészecske-rendszerekkel. Ezek
szinte az egész fizikat felolelik. Lehetne emliteni az atomokat, a molekuldkat, a
szilardtesteket, de a szubatomi fizikdban az atommagokat, a hadronokat és renge-
teg, ezekkel kapcsolatos jelenséget. Itt csak néhany olyan példat probalok kiragadni,
és részletes targyalasuk nélkiil mintegy felvillantani, amelyek nagy mértékben iga-
zoljadk a kvantummechanika helyességét. Itt kell elmondani, hogy jelenleg nem
ismeriink olyan kisérleti tényeket, amelyeknek alapjan kételkedniink kel-
lene abban, hogy a kvantummechanika helyesen irja le a mikrovilag nem
relativisztikus jelenségeit.

A kvantummechanika érvényességi kore mégis korlatozott.

1. Egyrészt, az a tapasztalat, hogy amikor a részecskék relativisztikus ener-
gidkon hatnak kolcson, akkor a részecskék megsemmisiilhetnek, azaz
sugarzassa alakulhatnak at, ill. 1j részecskék keletkezhetnek. Ez
nem fér bele a kvantummechanika keretei kozé. Lattuk, hogy a kvantumme-
chanikaban feltessziik, hogy a hullamfiiggvény norméja idoben allandé. Ez
fejezi ki matematikailag azt a fizikai jelentést, hogy a részecskék szamanak egy
(zart) kvantummechanikai rendszeren beliil meg kell maradnia. A kvantum-
mechanika relativisztikus altalanositasa nem bizonyult ellentmondasmentesen
véghezvihetonek. Az ilyen irdanyu prébalkozasok azonban elvezettek a kvan-
tumtérelmélet megsziiletéséhez, amelyben sikeriilt a kvantummecha-
nika és a specidlis relativitas elmélete elveinek az 6tvozése. A kvan-
tumtérelmélet alkalmas olyan folyamatok leirasara, amelyekben részecskék ke-
letkeznek, ill. semmisiilnek meg, azaz sugarzédnak szét.

2. Maés oldalrdl, az sem nyilvanvald, hogy a kvantummechanika érvényes-e valto-
zatlan forméaban, vagy pedig altaldnosithato-e kézenfekvé médon arra az eset-
re, amikor gravitacié van jelen. Az dltalanos relativitas elmélete értelmében a
gravitacié abban nyilvanul meg, hogy a téridé gorbiilt, nem lapos geometridju.
A kérdés tehat ugy fogalmazhatéd at, hogy milyen a kvantumfizika gorbiilt
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téridében. Mennyiben kiilonbozik gorbilt téridében a kvantumfizika attol,
ami a nem gorbiilt Minkowski-téridoben érvényes.

3. Végil pedig ott van a fizika egyik igazan mély kérdése, hogy a kvantumfizikai
viselkedésii anyag hogyan hozza létre a tapasztalataink szerint nem kvantumos
gorbilt téridét. De masképp is kérdezhetiink: nem az a természetes, hogy a
kvantumos anyag kvantalt téridét hoz létre, amely csak a csillagaszati meg-
figyelési skalakon latszik klasszikus gorbiilt téridének. Végsé soron tehdt a
gravitacié is kvantalt? FEzek, bizton allithatom, korunk fizikdjanak legizgal-
masabb kérdései.

5.1. Osszetett rendszer

Tegyiik fel, hogy a fizikai rendszer szabadsagi fokainak szdma s. FEz azt jelenti,
hogy az dllapotdnak egyértelmli megaddsahoz sziikséges és elegendd, egyidejiileg
mérheto fizikai mennyiségek szama is s. Legyenek ezek a fizikai mennyiségek Fj;,

i = 1,2,...,s, ekkor [FZ,F]] = 0. A fizikai mennyiségeknek ezt a rendszerét a
fizikai mennyiségek teljes rendszerének nevezziik. A rendszernek lehetséges
mikroédllapotai azok az |Fy, Fy, ..., Fy) dllapotok, amelyek kozos sajdtvektorai a fi-

zikai mennyiségek teljes rendszerében szerepld valamennyi operatornak:
E|F, Fy,...,F,) = F|F,F, ... F,). (5.1.1)

A teljes Hilbert-tér az |Fy, Fy, ..., Fy) dllapotoknak tetsz6leges linedris kombinécidit
is tartalmazza. Az s szabadséagi fok ezek szerint azt jelenti, hogy van a rendszernek
s darab fiiggetlen tulajdonsdga, amelyeket rendre az s darab F mennyiségnek az F;
értékei jellemeznek.

A fizikai mennyiségek teljes rendszerét altalaban sokféleképpen meg lehet va-
lasztani. Valasszuk most ugy, hogy az egyes tulajdonsdgok az egyedi szabadsagi
fokokat jellemezzék: legyen a fizikai mennyiségek teljes rendszere az egyes részecskék
Descartes-koordindtainak a halmaza%, amelyeket az egyszertiség kedvéért ;-vel (i =
1,2,...,s) jelolink. Egy részecske esetén s = 3 és a teljes rendszer &1 = &, T = 7,
t3 = Z; N részecske esetén s = 3N és i = (a,), ahol a = 1,2,..., N a részecske-
index, o = 1,2, 3 a Descartes-komponensek indexe.

Felmeriilhet az a kérdés, hogy az s darab filiggetlen koordinatéaval rendel-
kez6 rendszer Hilbert-terét meg lehet-e konstrualni olyan Hilbert-terekbdl, amelyek
olyan — hipotetikus — rendszerek Hilbert-terei, amelyeket rendre csak az s darab
koordinata egyike jellemez, azaz egyetlen szabadsagi foku hipotetikus rendszerek

64Ha a részecskéknek nemcsak térbeli, hanem bels6 szabadsigi fokai is vannak, mint pl. a spin,
akkor a koordinatdkhoz hozza kell venni pl. az egyes részecskék spinjének tetszoleges, rogzitett
irdnyu vetiiletét is. Az egyszeriiség kedvéért most csak azt az esetet targyaljuk, amikor a részecskék
spinje nulla és mas bels6 szabadsagi fokuk sincsen.
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Hilbert-tereibol. Az i-edik szabadsagi fokhoz tartozé ‘H; Hilbert-teret az z; operator
sajatvektorai,

Bils) = wilay), (2f]al) = 0(af —af), 1w, = /dxi|$z~><$i| (5.1.2)
feszitik ki. Ugyanakkor a teljes H Hilbert-teret olyan |z1, xo, . . ., z) vektorok feszitik
ki, amelyek valamennyi Z; operatornak kozos sajatiiggvényei:

Ti|w, Tay .o ) = Ty| Ty, X, L, T,

S
" " n ! / /
(T], Xy, To| T, Ty oo, X)) = | | Ot !5
i=1

1y = (H/dxi)\xl,xg,...,:L’s)<x1,x2,...,xs|. (5.1.3)
i=1

Ilyen tulajdonsagok akkor elégiilnek ki, ha a teljes H Hilbert-tér az egyes H; Hilbert-
tereknek tgynevezett tenzori szorzata:

H=]]on. (5.1.4)
=1

A tenzori szorzattér bazisvektorait formalisan
|£L’1,:E2,...,IL'8> = |Zl§'1> & |$2>®|$5> (515)

tenzori szorzatalakban képzelhetjiik el. A tenzori szorzas ® miiveletérol feltessziik,
hogy minden tényezGjében linearis. A tenzori szorzatteret az ilyen, szorzatalaki vek-
torok, mint bazis altal kifeszitett linearis vektortérként értelmezziik. Ha az egyes
H; Hilbert-terek rendre M; dimenzidsak (pl. az x; lehetséges értékeinek szamossiga
kontinuum végtelen), akkor a tenzori szorzattér My Ms - -+ M dimenziés. A tenzori
szorzattér tartalmaz a bazisvektorokhoz hasonld, szorzatalaku allapotokat, tin. sze-
paralhaté allapotokat, és a bazisvektorok tetszoleges linearis kombinacidi kozott
talalunk nem szeparalhatd, in. Osszefonédott allapotokat. Barmely, eredetileg
az egyik H; Hilbert-téren értelmezett 0; operator értelmezése kiterjesztheto a teljes
‘H Hilbert-térre tigy, hogy a tetszoleges

) = (H/d:ci)w(:cl,xz, x| 1) ® [Te) @ @ ) (5.1.6)

allapotvektorra a hatésa:

oY) = (H/dfi)@b(ﬂ?l,xz, s T)|T1) @ |12) ® -+ @ |Tim1) ® (6i]T)) @ |Tig1) @ -

= (17{1@17{2@®17{11®6Z®1’H1+1®®1H8)‘w>7
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azaz formalisan, mintha egység-operatorok és az 0; operator szorzata lenne.
A tenzori szorzattérben a tetszoleges bazisvektorok skalarszorzatat

S

(@, xy, o 2l ah, . 2l = H H5 (xf — ) (5.1.8)

=1

alakban értelmezziik, tetszoleges

o = (1 / A )p(es, T, . a)|an) ® [22) © - ® |12),

) = (H/da:i)@b(wl,xz,--.,ass)laa)®|x2>®---®|xs> (5.1.9)

vektorok skalaris szorzatara pedig

¢|¢ = H/dl'z 5(7173727...,l’s)w(l'l,IQ,...,ﬂ?s) (5110)

adddik, ha tovabbra is megkoveteljiik a skalaris szorzat linearitasat, ill. anti-line-
aritdsat, rendre a mésodik, ill. az elsé tényezdjében. Osszegezve, az s szabadsagi
foku rendszer Hilbert-tere tehat az egyes szabadsagi fokok Hilbert-terei-
nek tenzori szorzata.

Az egy-egy részecskéhez tartozd szabadsagi fokokat egytitt kezelve, a fentiek azt
is jelentik, hogy az N részecskés rendszer Hilbert-tere az egyes részecskék
Hilbert-tereinek tenzori szorzata. Az N-részecskés rendszer esetén a fenti-
ek annyiban moédosulnak, hogy a 7, helyzetvektor-operatorokhoz hozza kell ven-
ni az egyes részecskék spinvetiileteinek operatorait s, ,, hogy megkapjuk a fizikai
mennyiségek teljes rendszerét®. Egy sokrészecskés rendszert paronként disz-
junkt részrendszerek egyesitésére bonthatunk, s akkor a rendszer Hilbert-
tere az egyes diszjunkt részrendszerek Hilbert-tereinek tenzori szorzata
lesz.

A tovabbiakban megvizsgédljuk, milyen egy diszjunkt részekbdl Osszetett rend-
szer allapottere, Hamilton-operatora és stacionarius allapotai. Elegend6 az A és
B részek U = A U B egyesitésével létrejott U rendszert vizsgalni. Ketténél tobb
részbol allo rendszerekre kézenfekvo az altalanositas gy, hogy rendre egy-egy 1ijabb
részt vesziink hozza a rendszerhez, s minden 1épést visszavezetiink két diszjunkt rész
egyesitésére.

65Feltessziik, hogy a részecskék spinje, azaz 52

adottak, nem valtoznak a koélcsonhatasok soran.

operatoraik sajatértékei egyszer s mindenkorra
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5.1.1. Figgetlen részekbdl allé6 rendszer

Az dllapottér. Vizsgaljunk olyan U rendszert, amely az egymassal kolcson nem
haté, diszjunkt A és B részekbol all. A fejezet bevezetdjében elmondottak alapjén az
egyesitett U rendszer H Hilbert-tere a részei ‘H 4 és Hp Hilbert-tereinek tenzori szor-
zata: H = Ha®Hp. Annak, hogy a részrendszerek kozott nincsen kolesonhatas, fon-
tos kovetkezménye van. Léteznek egymastdl fiiggetleniil az A és a B részrendszerek
,,a maguk sajat jogan”, mint 6ndllé, azaz mint szabad fizikai rendszerek. A H4
és a ‘Hp Hilbert-terek nem hipotetikus matematikai konstrukciék csupan, hanem
fizikailag megvaldsithato dllapotokat tartalmaznak.

Ha |¢pa n) € Ha és |pp m) € Hp rendre az egyes részrendszerek allapottereiben
valasztott ortonormalt bazisok, akkor az egyesitett rendszer egy tetszoleges allapota

[Y0) = nml®a n) ® |65 m) (5.1.11)

n,m

alakd, ahol ¢, ,,, tetszéleges komplex szamok, amelyekre Zmn lenm|> =1. A|da n)®
|op m) allapotok ortonormalt bézist alkotnak a Hy = Ha ® Hp tenzori szor-
zattérben, ha az n és m indexek egymastol fliggetleniil az 0sszes lehetséges értékeiket
befutjdk. Nyilvanvalé azonban az is, hogy tetszéleges komplex ¢, ,, egyutthatok
esetén a |1y) allapot altalaban nem irhat6 |¢4) ® [1p) szepardlhaté alakba. Az
egyesitett rendszernek vannak nem szeparalhatd, mas néven osszefonédott allapo-
tai.

A szeparalhaté allapotokat az aldbbi érdekes tulajdonsag jellemzi: annak a
valésziniiségi amplitudéja, hogy a tetszéleges |104) ® [1p) szepardlhaté allapotban
megtalaljuk a |¢4) ® |¢pp) szepardlhaté allapotot, azon fiiggetlen valdszintiségi amp-
lituddk szorzataval egyenls, amelyek megadjak, hogy a [i4) allapotu A, ill. |¢pg)
allapoti B részrendszert rendre a |p4), ill. |¢p) dllapotban taldljuk:

(pa0BYAYE) = (pa| @ (@5l[1a) @ [p) = (Pala)(PB|YB)- (5.1.12)

Ez azt jelenti, hogy ilyenkor az egyes részrendszerekre vonatkozo fiiggetlen valészinii-
ségi amplituddk egyszeriien Osszeszorzdédnak. Ekkor annak a valészinlisége, hogy az
A részt a tetszOleges |pa) € Ha allapotban, a B részt pedig a tetszéleges |pp) € Hp
allapotban talaljuk, az egyes részekre vonatkozé taldlati valdszintiségek szorzatai.
Az tehat, hogy a nem 0Osszefonddott allapoti rendszer A, ill. B részét rendre a
|pa), ill. |¢pp) dllapotban taldljuk egyidejiileg, valészintiségi értelemben két fiiggetlen
esemény. Mondhatnank, hogy természetesen ezt vartuk, hiszen nincsen kélcsonhatas
az A és a B részek kozott. Mégis, ha a teljes rendszer 0sszefonddott allapotban van,
akkor nem tekinthetd fliggetlen két eseménynek, hogy A-t a |¢p4), B-t pedig az |¢pp)
allapotban taldljuk. Pl. ha |[¢y) = ¢1]da 1) ® |dp 1) + 2|4 2) @ |Pp o), akkor a
megfelel6 valdszintiségi amplitudo,

(Pal @ (¢5](c1|da 1) @ 9B 1) + c2|da 2) @ |95 2))
= c1{Pal¢a 1)(9B|0B 1) + c2({Palda 2){(¢Bl95 2), (5.1.13)
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két valdszintiségi amplitudd osszege, ugyhogy a megfelel6 talalati valdszintiség,

lci{palda 1){PBlo5 1) + c2(dalda 2)(d5lo5 2)|° (5.1.14)

mar nem a két részre vonatkozo valdszintiségek szorzata, és az amplitudd két tagja
interferenciat hoz létre a talalati valészintiségben: megjelennek benne a

ciea(dalda 1) (Palda 2) (08|08 1) (PBldB 2) + c.c. (5.1.15)

interferencia tagok.

Hamilton-operdtor. Képezzilkk most egy tetszoleges, szepardlhaté, azaz tenzori
szorzat alaku allapot id6 szerinti parcialis derivaltjat:

Ba) = R @ 16) = @) @ 16) + [0) © @e)]
= (Hal¥)) ®|¢) + [¥) @ (Hp|¢)) = (Ha® 15 + 14 ® Hp)[¢) ® [9)
= (Hy®lp+1a® Hp)|U) (5.1.16)

adodik, miutan felhasznaltuk a részrendszerekre vonatkozd Schrodinger-egyenleteket.
A kapott egyenlet az egyesitett rendszerre vonatkozé Schrodinger-egyenlet, amely-
nek tetszéleges (nem csak szepardlhaté) |W) allapotra fenn kell dllnia. Innen azo-
nosithatjuk az egymassal kolcson nem hato részekbol allé egyesitett rendszer Hamil-
ton-operatorat R ) R

HUIHA®13+1A®HB (5117)

alakban.

A koleson nem hatd részekbol allo egyesitett rendszer Schrodinger-egyenlete
tehat altalaban ) R
iho, W) = (Ha @ 1p+ 14 @ Hp)|¥) (5.1.18)

alaktd. Innen kovetkezik, hogy kolcson nem haté részekbdl Allé6 rendszer
Schrodinger-egyenletének szeparalhaté kezdofeltételhez tartozé megolda-
sa szeparalhato6 allapot marad az id6beli fejlodés soran. Természetesen Ossze-
fonédott kezdeti allapothoz dltaldban nem szeparalhaté megoldas tartozik.

Ha ugyanis a kezdeti allapot |¥(0)) = [¢4(0)) ®|¢5(0)), és |pa(t)), ill. |¢r(t)) jelolik rendre
a fliggetlen részekre vonatkozo

ihdipa(t)) = Haloa(t), ihdiles(t) = Hplon(1)) (5.1.19)

Schrodinger-egyenleteknek a |94 (0)), ill. |¢pp(0)) kezdeti feltételekhez tartozé megolddsait, akkor
[ (1)) = |pa(t))®|odp(t)) nyilvdnvaléan megoldédsa az egyesitett rendszerre vonatkozé Schrodinger-
egyenletnek. Mivel adott kezddfeltételhez a megoldés egyértelmiien létezik, ezért ez a szeparalhato
megoldas a szeparalhaté kezdofeltételhez tartozo egyetlen megoldés.

A fizikdban rendszerint a rovidség kedvéért a részrendszerek allapotterei felett
haté egység-operatorokat nem szoktuk explicit médon kiirni, hanem az egyesitett
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rendszer Hamilton-operatorat csak egyszeriien Hy = H, + Hp alakban irjuk. Kol-
cson nem hato részekbol allé rendszer Hamilton-operatora a részei Hamil-
ton-operatorainak az Osszege. Hasonléan barmely mas, additiv fizikai
mennyiség operatora is

FU:FA(X)iB—FiA@FB (5120)
alak.
Staciondrius dllapotok. Keressiik végiil a koleson nem haté részekbol allé rend-
szer stacionarius allapotait, azaz a

(Hy®1p+14® Hp)|®) = Ey|d) (5.1.21)

stacionarius Schrodinger-egyenlet (id6t6l fliggetlen) |®) megoldasait.

Tudjuk, hogy az egyes részrendszerek stacionarius allapotai rendre eleget tesznek a

Haldpa n) = Ea nléan), Hplos m)=Ep m|os m) (5.1.22)

staciondrius Schrodinger-egyenleteknek, és ortonormalt teljes rendszereket alkotnak rendre a H 4,
ill. a ‘Hp Hilbert-terekben. Ezért az dltalanos megoldast a H4 ® Hp tenzori szorzattérben

1) = Cnmlda n) ® 165 m) (5.1.23)

n,m

alakban kereshetjiik. Behelyettesitéssel kapjuk, hogy

ch7m(EA n+ EB m)|¢A n> & |¢B m> = EU ch,m|¢A n> & |¢B m> (5124)

n,m
Szorozzuk az egyenlet mindkét oldaldt skaldrisan a tetszdleges, rogzitett [pa »/)®|dp m/) dllapottal:
Cn! m! (EA n! + EB m/) = EUCn/,m’- (5125)

Ennek az egyenletrendszernek csak olyan megoldédsai vannak, hogy minden ¢, v egyiitthaté nulla
egyetlen egy kivételével, és annak az egyiitthaténak az (n, m) indexei egytttal az Gsszetett rendszer
allapotanak és energidjanak is jellemz6 indexei, merthogy ekkor az allapot szepardbilis,

|64 n) @ 9B m) (5.1.26)
és energidja

Kolcson nem haté részekbol 6sszetett rendszer stacionarius allapota
tehat szeparalhato, a részek megfelel6 stacionarius allapotainak tenzori
szorzata,

D) =[P4 n) @05 m), (5.1.28)

az energijja pedig a részek energiainak az Osszege,
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5.1.2. Kolcsonhato6 részekbdl allé rendszer

Kolesonhato részekbdl 4ll6 rendszerrol akkor tudunk beszélni, ha van annak értelme,
hogy a részrendszerekrol a koztiik 1évo kolesonhatastol eltekintve beszéljiink. Ezen
azt kell érteni, hogy a részek fizikai modszerekkel eltavolithack egymadstél, aminek
kovetkeztében megsziinik kozottiik a kolesonhatas, és a részek, mint aszimptotiku-
san szabad 4llapotok megvalésithaték®. Gondoljunk pl. arra, hogy az atombdl
kiszabaditjuk az atomi elektronok egyikét.

Ekkor fenntarthaté az, hogy a részrendszereknek van sajat Hamilton-operato-
ruk és a Hamilton-operator sajatvektorai altal kifeszitett allapotteriik. Az egyesitett
U = AU B rendszer allapottere a részei allapottereinek a tenzori szorzata, Haup =
Ha ® Hp akkor is, ha a részek kozott kolcsonhatas jelenik meg. A tenzori szor-
zattérben konstrualhatunk egy teljes ortonormalt bazist tugy, hogy vessziik a H 4,
ill. a Hp éllapotterek egy-egy ortonormdlt bézisét, pl. |i,) € Ha és |om) € Hp,
majd ezekbol elkészitjiik az Osszes lehetséges szeparalhato,

W) = [Un) @ |Pm) (5.1.30)

alaka allapotot. fgy ortonormalt bézist kaptunk, amely a teljes Hy = Ha ® Hp
tenzori szorzatteret kifesziti. A tenzori szorzattérben nyilvanvaléan nem csak sze-
paralhat6 allapotok vannak, mert a |V, ,,) bazisvektorok tetsz6leges linedris kom-
binécidi is benne vannak. Az AUB egyesitett rendszer tetszdleges |V) allapota
eloallithaté a bevezetett ortonormalt bazis linearis szuperpozicigjaként:

T) = Comltn) @ [dm), (5.1.31)

ahol a linearkombinacids egytitthatok:
Cnm = (Vn,m|¥), (5.1.32)
s az allapotvektor normalasi feltételébdl -, lcnm|* = 1.

A részek kozotti kolesonhatds ugyan nem véltoztatja meg az allapottér azon
matematikai tulajdonsagat, hogy a részek Hilbert-tereinek tenzori szorzata, de ki-
hatassal van a Hamilton-operator matematikai alakjara és a Schrodinger-egyenlet
megoldasainak tulajdonsagaira. A kolcsonhatd részekbol allé rendszer Hamilton-
operatora nem azonos a részrendszerek Hamilton-operdtorainak az osszegével, ha-
nem tartalmaz egy olyan H,p kolesonhatdsi tagot, amely sem az A, sem a B
részrendszer allapotainak H,, ill. Hp terén nem egységoperatorként hat:

Hip=Hi®1g+14® Hg + Hap. (5.1.33)

66Nem minden &ltaldnos szabadséagi fok képvisel olyan tulajdonsigot, amely mint aszimptotikus
szabad allapot megvalésithato. Pl. egy részecske x koordinataja, mint tulajdonsdg értelmes, de
nem lehet olyan szabad allapotot létrehozni, amelynek csak az z-koordinata, mint tulajdonsdg az
egyetlen jellemzdje, anélkiil, hogy a részecske (a 3-dimenzids térben) y- és z-koordindtdkkal ne
rendelkezne.
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A H 45 kdlesonhatdsi Hamilton-operdtornak koszonhetéen a Schrodinger-egyenlet
szeparalhaté kezdofeltételhez tartozo megoldasa nem Orzi meg a sze-
paralhaté alakot. Hasonldoképpen, a staciondrius Schrodinger-egyenlet megoldasait
jelent6 stacionarius allapotok a kolcsonhatasi Hamilton-operatornak a jelenléte
miatt altalaban nem szeparalhatdéak.

5.1.3. N-részecskés rendszer koordinata-hullamfiiggvénye

Az abrazolds alapjaul szolgdlé F' mennyiség(ek)nek a rendszer részecskéi helyzetvek-
torainak Descartes-komponenseit valasztjuk. Ekkor a koordinata-reprezentéciéban
a rendszer hullamfiliggvénye 3N-valtozos, azaz N darab helyzetvektortol fiigg:

Y, TN) = (T TN (YD), (5.1.34)
ahol

— —

T TN =R, PN, a=1,2... N (5.1.35)

A skaldrszozat

o= [, [ [ [ [y [

I1,y1,21>$2>y2,22>-- ZBN,yN,ZN)CbZEl Y1, 21,22, Y2, %2, . ->=TN>?/NaZN)

= /d’Fl . 'd’FN’lZJ*(’T_"l, cee ,FN)¢(F1, e ,’FN) (5136)

alakt és a hullamfiiggvényre a normalési feltétel:

/dﬁ~-~dFN|¢(F1,...,FN)|2:1. (5.1.37)
A hullamfiiggvény valdszintliségi jelentéssel bir:
W7, ... ) |Pdr - - - diy (5.1.38)

annak a valdszintisége, hogy egy részecskét az 1 helyzetvektori pont koriili dr
térfogatelemben, egy masikat az 7 helyzetvektori pont koriili drs térfogatelemben,
sth. és végiil egyet az 7y helyzetvektora pont koriili dry térfogatelemben talalunk.
A helyzetvektor operatoranak a hatasa a koordinata-hullamfiiggvényre most is a
helyzetvektorral torténé szorzas:

Pl it (Fry o ) = Fatb(F o Fy), a=1,2,...,N. (5.1.39)

Barmely mas, a koordinata-reprezentaciéban diagonalis matrixszal abrazolt fizikai
mennyiség varhato értéke:

(¢|f\¢> = /dfl e dPNY (T, - FN)ffl,.,,fNiﬂ(Fl, ce TN, (5.1.40)
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Ha a részecskéknek van spinjiik, akkor a spinvetiilet lehetséges értékeitol, mint
spinvaltozoktdl is fiigg a hullamfiiggvény,

V(7,015 TN, ON,2) (5.1.41)

ahol 04, a —5,, =5, +1,...,8, — 1, 8, diszkrét értékeket felvevd spinvaltozo, s, az
a-adik részecske spinje, allapotok skalarszorzata

(¢|¢>:/dﬁ---dﬁv > ¢ (o, T on) (Lo, v oy)  (5.1.42)

01,..,0N

és tetszoleges f operator varhato értéke

(W fl¥)
= /d’f_"ld’f_"]v Z ¢*(F1a0-1a"'7FNaO-N)fAT_"l,O'l,...,T_"N,O'Nw(FlaUla"'aFNaaN)'

010N

(5.1.43)

5.1.4. N-részecskés rendszer koordinata-hullamfiiggvényének valdszinii-
ségi jelentése*

Vizsgaljuk a tovdbbiakban az N-részecskés rendszer esetét. A koordinata-hullamfiiggvény értel-
mezése kapcsan megtanultuk, hogy

p(Fry . P t) = (7P, v ()P (5.1.1)

annak a valésziniiségi siiriisége, hogy a rendszert a t idépillanatban, a v (¢) dllapotban
olyan konfiguraciéban taldljuk, amikor az 1-es, 2-es, stb. részecskéje rendre az 1, 75,
..., Tx helyzetvektori pontokban taldlhat4%”. Most azt mutatjuk meg, hogy a p(71, ..., 7n;t)
valészinuiségi stlirliség a

N
Op(Fr, .. TNt + Y Vaja(Fi, ..., 7nit) =0 (5.1.2)
a=1

kontinuitasi egyenletnek tesz eleget, ahol

- . ih L NS L
]a(rlu"'urN;t) = om <¢(7°17'~77°N;f)va¢ (rlu"'urN;t)
_w*(Flu e 7FN;t)€aw(F17 cee 7FN7t)) (513)

az a-adik részecske valdsziniiségi dramsiiriisége a |¢(t)) dllapotban.

6TEgyelére feltessziik, hogy a rendszert alkoté részecskék megkiilonboztetheték. A megkiilon-
boztethetetlen részecskékbél felépiilé rendszerekkel késébb kiilon fogunk foglalkozni.
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frjuk fel a Schrodinger-egyenletet koordinata-reprezentaciéban,
PhOp (P, .. s t) = Hyy ey (P, Pt (5.1.4)
és ugyanennek az egyenletnek a komplex konjugdltjat,
—ihOp* (1, ..., TN t) = Hr*l) o i (PR S O P (5.1.5)

és hasznaljuk fel, hogy a Hamilton-operator

N %9 R
A= 2o v, i), (5.1.6)
a=1

2mg,

aminek koordinata-reprezentaciéban a

Hr, Z o ) (5.1.7)

operator felel meg. Ennek komplex konjugaltja onmaga HT*1 iy = Hr. 7y Szorozzuk a
Schrodinger-egyenlet mindkét oldaldt ¢*(7,...,7n;t)-vel, az egyenlet komplex konjugaltjanak
mindkét oldalat pedig ¥(7,...,7n;t)-vel, majd vonjuk ki az utébbi egyenlet megfelelé oldalait

az elsé egyenlet megfelel6 oldalaibdl,

[1/) Vi = 9V + VI — o], (5.1.8)

WO + o] = — 3

2mg,

ahol az attekinthetéség kedvéért atmenetileg elhagytuk a fiiggvények argumentumainak explicit
kifrasat. A hullamfliggvény értelmezése alapjan

PPy PN t) = (71, .., P o(t) (5.1.9)
és
[W(FL, ..., P )2y - di = p(FL, ..., P t)dFy - - - diy (5.1.10)

annak a valoszinlisége, hogy a t idépillanatban az N darab részecskét olyan térbeli elrendezésben
talaljuk, amikor rendre egy-egy részecske tartézkodik az 7, (a = 1,2,...,N) pontok koriili dr,
infinitezimadlis térfogatelemekben. Az (5.1.8) egyenlet bal oldala éppen ennek a p taldlati valészinii-
ségnek az id6 szerinti elsé parcialis derivaltja,

Op = + Z
Az egyenlet jobb oldalan alakitsuk 4t azonosan a szogletes zardjelben all6 kifejezést:

77/}*6(31/} _ ¢6a2¢*
= 6a ! (dﬁﬁad)) - (6117/}*) ' (ﬁad)) - 611 ! (d’ﬁzﬂ/}*) + (ﬁtﬂ/}) ' (ﬁad)*)
= Va0Vt — pVa1b*]. (5.1.12)

V21—V 2], (5.1.11)

Ezt felhaszndlva és a tagokat egy oldalra rendezve az (5.1.11) egyenlet az aldbbi alakot 6lti,

N

op + Z (_

" 1) — ¥ " ]) (5.1.13)
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Vezessiik be a
" ' —ih -

]a(Flv e 77?Nat) = om [1/}*(F15 o 77?N;t)va1/}(7?17 s 77?Nat) - 1/}(7?17 cee ;FN;t)ﬁaw*(Fla s aFN7t)]
(5.1.14)
vektorokat (a = 1,2,...,N). Ekkor a p(7,...,7n;t) N-részecskés valésziniiségi sfirliségre az
alabbi egyenletet kapjuk az (5.1.13) egyenletbdl,
N
Op+ Y Vaja=0. (5.1.15)

a=1

A kapott egyenlet fizikai jelentését jobban megértjiik, ha egy részecske kivételével mindegyik
részecske helyzetvektora szerint integraljuk az egyenlet mindkét oldalat a teljes V' koordindta-térre.
Tegyiik fel, hogy a kivalasztott részecske, amelynek 7 = 7 helyzetvektorara nem integralunk,
az l-es indexii. Ekkor bevezethetjiik az 1-es részecske megtalaldsi valészinliségét jellemz6 egy-
részecskés valésziniiségi siirtiséget,

pl(F;t)Z/ sz/ d773---/ AN (7, T, - Fvs £)]? (5.1.16)
v v v

—

- ih . . . S . v/ o -
() = —/ dTg/ d’f‘g"'/ AN [(F, Ty .., PN )V (P, Tay .o TN T)
v v v

2m1

egy-részecskés valosziniiségi aramsiiriiséget. Hasonlé mennyiségeket értelmezhetiink minden
egyes részecskére. Ekkor az (5.1.15) egyenlet az 1-es részecskére az aldbbi alakot 6lti:

N
315/)1(7?,15)—1-6]_’1(7?,15)—!—2/ d’FQ/ ng/ dFNﬁaja(F,FQ,,’FN,t):O (5118)
a=2 v v 14

Az egyenlet bal oldaldn szerepld a indexre vonatkoz6 O0sszeg minden tagjaban a térfogati integral
atirhaté Gauss%® tétele értelmében a V térfogatot hatarold felilletre vett feliileti integralla. Ha a V
térfogat hatarai a térbeli végtelenben vannak, vagy a hatarokon a potencidl pozitiv végtelen, akkor
a hatdrokon minden részecske valoziniiségi aramstirtiségének el kell tiinnie. Ezért az egyenlet bal
oldalan szerepld a-ra vonatkozé osszeg minden tagja zérus®? és az 1-es részecskére a

Opr(Fit) + V- J1(Fit) = 0 (5.1.20)

68Karl Friedrich Gauss (1777-1855, német) matematikus és fizikus, aki kiemelkedd munkassagot
folytatott a szdmelmélet, az asztronémia, a geometria és az elméleti fizika tertiletén. Amellett, hogy
a fizikdban is szamos eredmény fiiz6dik a nevéhez, mint pl. a legkisebb kényszer elve, a lencsék
leképezésének altaldnos elmélete, az elektrosztatika Gauss-torvénye, a Gauss-mértékrendszer, stb.,
szamos matematikai eredményét is dllanddan felhasznalja a fizika, mint pl. a legkisebb négyzetek
modszerét, a Gauss-eloszlast, a feliiletek belsé geometridjara vonatkozd eredményeit, a hipergeo-
metrikus sorokat, a Gauss-szamsikot, a faktorialis fliggvényt, stb. Joggal illetik a ,,matematika
fejedelme” megtiszteld cimmel.

69Négyzetesen integralhaté hulldmfiiggvény esetén a hulldmfiiggvénynek minden részecske 7,
helyzetvektoratol ugy kell fiiggnie, hogy r, — oo esetén ¢ ~ r * aszimptotikus viselkedést mu-
tasson, ahol @ > 3/2, mert ekkor az adott helyzetvektor szerinti térfogati integrélds R — oo felsd
hatar esetén

R
~ / dr r?r2% ~ R372% 5 0 (5.1.19)

miatt konvergens eredményt ad. Ekkor viszont a valésziniiségi aramstiriiség feliileti integralja
R — oo sugart gomb feliiletére ~ RZR™271 ~ R720+1 < R=2 — ( szerint elt{in6 eredményt ad.

196



kontinuitasi egyenletet kapjuk. Az Gsszes tobbi részecskére is hasonld alaki kontinuitasi egyen-
letet lehet levezetni.

A kontinuitési egyenlet értelme vildgosabbd vélik, ha atirjuk az egyenletet integralis alak-
ba. Integraljuk ezért az egyenlet mindkét oldalat egy tetszbleges V térfogatra, majd a valészintiségi
aramsiriség divergencidjanak térfogati integraljat irjuk at a Gauss-tétel segitségével a V' térfogatot
hatarol6 F feliiletre vett integralld,

d

D avpr ) = —7{ dfii - Ty (7). (5.1.21)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy annak a

w:/ dV p (73 1) (5.1.22)
%

valésziniisége, hogy egy részecskét a V térfogatban talalunk, azért valtozik csak idében,
mert bizonyos valésziniiséggel a részecske ki- és, ill. vagy bearamlik a térfogatot
hatarolo F feliileten keresztiil. Ha a V' térfogaton beliil dw-vel megvaltozik a taldlati valészi-
niiség, akkor a V' térfogaton kiviil —dw-vel valtozik meg gy, hogy a valdsziniiség ,,dtaramlik” a V'
térfogatot hatdrolé F' zart felilleten. Masképpen ez azt jelenti, hogy talalati valdsziniiség nem
keletkezik a V térfogaton belil a ,,semmib6]” és nem is tiinik el ,,nyomtalanul”. A
kontinuitasi egyenlet a taldlati valésziniiség lokalis megmaradasat fejezi ki. Masrészt, ha
az (5.1.21) kontinitdsi egyenlet integralis alakjdban V' a teljes tér, azaz az egész térre integralunk,

akkor a y
— [ ;(Ft)=0 (5.1.23)
dt [y
globalis megmaradasi torvényt talaljuk: annak a valésziniisége, hogy a részecskét a
térben valahol megtalaljuk, nem valtozik az id6 fiiggvényében. Tudjuk, hogy a fizikai
allapotok Ugy vannak normélva, hogy ez a valdsziniiség a bizonyos esemény valdsziniisége,

azaz
/ p(7t) = 1. (5.1.24)
\%4

A térben valahol bizonyosan ott van a részecske. Ilyen elméletet ,,alkottunk”, amelyben
ez igaz, azaz olyat, ami olyan fizikai rendszerek leirasara alkalmas, amelyekben a részecskék nem
keletkeznek és nem tinnek el. A kvantummechanika tehat olyan elmélet, amelyben a
részecskék megmaradnak. Ez természetesen nem azt jelenti, hogy a bels6 szerkezettel rendel-
kez6 objektumok nem eshetnek szét alkatrészeikre, az &ket felépité részecskékre.

Formailag a kontinuitasi egyenlet differencialis, ill. integralis alakja pontosan olyan, mint
rendre a klasszikus elektrodinamikaban az elektromos toltés megmaraddsat kifejez6 kontinuitasi
egyenlet megfelel6 alakjai.

Ha a rendszer egyetlen részecskét tartalmaz, azaz N = 1, akkor

pi(75t) = I#(F;t)|27
D) = T () - 0 DT (5.1.25)

5.1.5. A teljes impulzus
Részecskerendszer teljes impulzusdnak operatorat annak alapjan definialhatjuk, hogy

megkeressiik, mi az az operator, ami a részecskerendszer koordinata-hullamfiiggvé-
nyének megvaltozdsat generalja a rendszer b vektorral torténd infinitezimalis eltolasa
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soran. Legyen a K inerciarendszerben a rendszer hullamfiiggvénye (7, ..., 7y).
Legyen K’ a térben eltolt koordinatarendszer, amelyben a részecskék 77 helyzetvek-
toraira 7, = 77 + b, és legyen K'-ben a rendszer hulldmfiiggvénye 1/ (M, ..., 7y). A
két hullamfliggvény ugyanazt a fizikai allapotot irja le, ezért a tér azonos pontjaban
azonos az értékiik:

w(Flv 7FN) - w/(ﬂ7 .. 77_jN) = w/(Fl - 57 7FN - b)
o) 1 N n
= z_joa<—§_;b-va) GRS
= e T bVeyl (7L Ty (5.1.1)

A jobb oldalon az operator kitevdjében explicit médon megjelenithetjiik az egyes
részecskék impulzusanak p, operatorait,

G(F, . Fy) = e hSam PR (R ) (5.1.2)
ahonnan o
G (Fry o Fy) = UGV, . .., 7x) (5.1.3)
és o .
U(b) = eh 2a=10Pa (5.1.4)

pedig a térbeli eltolds operdtora. Mivel az impulzus-operdtorok énadjungaltak, azért
az Oszegiik is az, tigyhogy a térbeli eltolds U(b) operatora unitér, U~1(b) = UT(b).
Infinitezimalis eltolas esetén

. N
U(E):i+zz
a=1

S

Do + OB, (5.1.5)

I~

ami azt jelenti, hogy az infinitezimélis eltoldsok generatora a

) N
P=>"p, (5.1.6)
a=1
operator, amelynek segitségével eléallithatjuk a véges eltolasok operatorat,
U(b) = en”?. (5.1.7)

Vizsgéaljuk most meg, hogyan transzformalédik a H Hamilton-operator térbeli
eltolas soran. A K rendszerben a Schrodinger-egyenlet

ihdp) = Hip, (5.1.8)

a K’ rendszerben pedig .
o' = H'. (5.1.9)
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Az utébbi egyenletbe helyettesitsiik be v = U (b)y-t

iho,[U (0)y] = H'U (b)),
U(b)ihdpp = H'U(b)y,
ihdpp = UT(BYH'U (b)) (5.1.10)

Hasonlitsuk ezt 6ssze a K rendszerben érvényes Schrodinger-egyenlettel, s akkor
latjuk, hogy

A AL D A A

H=U'(b)H'U(b). (5.1.11)
ill.

= A A, >

H =U®D)HU (D). (5.1.12)

Vegytnk most olyan fizikal rendszert, amelyik invaridns a térbeli eltolasokkal
szemben. Egy ilyen rendszer esetén H' = H, aminek az a kovetkezménye, hogy a
Hamilton-operator felcserélheto a térbeli eltolasok operatoraival,

A A=

[H,U(b)] =0 (5.1.13)

tetszoleges b vektor esetén. Ez viszont azt jelenti, hogy a Hamilton-operator fel-
cserélhetd a térbeli eltoldsok P, P P, generatoraival,

[, P =0. (5.1.14)

Ennek az a kovetkezménye, hogy a P onadjungalt operator megmarado fizikai meny-
nyiség operatora, amely mennyiség akkor és csak akkor marad meg, ha a rendszer
invarians a térbeli eltolasokkal szemben. Ezt a fizikai mennyiséget ezért a rendszer
teljes impulzusanak kell nevezziik:

R N
P=> p, (5.1.15)

ahol
P =07 T 1

h 0 h*a:§<a 0 a) (5.1.16)

Ox, Oy, 0z,

az a-adik részecske impulzusanak operatora.
A részecskerendszer teljes impulzusanak operatora tehat az egyes
részecskék impulzusoperatorainak vektori osszege. FEz teljesen analég azzal

a klasszikus fizikai szabdllyal, hogy a rendszer teljes impulzusanak vektora az egyes
részecskék impulzusvektorainak vektori Gsszege.
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5.1.6. Az ered6 palyaimpulzusmomentum

Ha megvizsgaljuk, hogy mi az az operator, amely egy N-részecskés rendszer™ hulldm-
fliggvényének megvaltozasat generdlja a koordinatarendszer infinitezimalis, térbeli
elforgatdsa sordn, akkor azt kapjuk, hogy ez az operator az egyes részecskék pélyaim-
pulzusmomentum-operatorainak vektori 0sszegzésével kapott operator.

Valéban, legyen a rendszer hullimfiiggvénye a K inerciarendszerben (71, ...,7n) és Ha-
milton-operatora H, a K-hoz képest elforgatott K’ rendszerben pedig a hulldmfiggvény és a
Hamilton-operator rendre ¢/(7,...,7y) és H'. Legyen a K’ rendszer az, amelyet a K rendszer
7l irany (7?2 = 1) koriili d¢ infinitezimdlis elforgatdsdval kapunk. Ekkor 7, = 7, — iidp X 7 (a =
1,2,...,N), és ugyanazt a fizikai dllapotot irjdk le K-ban ill. K’-ben a megfelel§ hulldmfiiggvények,
tehat

w(Fl,...,FN) = ’lﬁl(ﬂ,...,FN):’t//(Fl —ﬁ&(pXFl,...,’FN—ﬁ&pXFN)

N
= (.. N) =09 Y ([ X T) - Vi, (71, TN
a=1

ahonnan a hulldmfiiggvény az elforgatott K’ rendszerben

N
WP, TN) = (P, TN) 00 Y (T X Vi )U(F . ) (5.1.18)

a=1

O(0p) pontossiggal. Ez azt jelenti, hogy a hulldmfiiggvény infinitezimdlis megvéaltozasa a koor-
dindtarendszer térbeli elforgatdsa miatt

(P, .. in) = (P, PN) — (P, .. TN)

N
= 0t > (Fa X Vi, JU(i, ..., 7N)
) ale ho
= popil ;(fax?vfaw(ﬁ, ,TN)
i Y
= ﬁ5<pﬁ~;€a¢(ﬁ, ,TN)
- %&pﬁ.iq/;(ﬁ,...,ﬁv). (5.1.19)

. N
L=> 1l (5.1.20)

onadjungalt operator.

0Tsmét zérus spini részecskékbél 4116 rendszerrdl van szé.
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Ezért az N-részecskés rendszer eredd L palyaimpulzusmomentuma-
nak az operatorat gy kapjuk meg, hogy vektorilag 6szegezziik az egyes

részecskék /, palyaimpulzusmomentumanak operatorait:

) N
L=>

a=1

l)

~

o (5.1.21)

Az egyes palyaimpulzusmomentum-komponensek operdtorai a
[Cajs Oy ] = ihap€jilay (5.1.22)

csererelacioknak tesznek eleget, ugyanis barmely két, kiillonboz6 részecskékhez tar-
tozd palyaimpulzusmomentum-komponens operatora kommutal, hiszen egyik az e-
gyik, a mésik a masik részecske allapotainak terében hat™. Ezeknek a csere-
relacicknak a segitségével konnyti belatni, hogy az ered6 palyaimpulzusmomentum
komponensei ugyanolyan alakt csererelaciéknak tesznek eleget, mint egy részecske
palyaimpulzusmomentumanak komponensei:

[L;, Ly) = ihe; L. (5.1.23)

Arrél is meggy6zodhetiink, hogy az eredé palyaimpulzusmomentum négyzetének
operatoraval valamennyi Descartes-komponensének operatora felcserélheto:

[L;,L? =0. (5.1.24)

A megfelel6 operatorok koordinata-reprezentacioban ugyanolyan alaktak, mint a
pontrészecskére vonatkozo megfelelé operatorok, csak most a 6, ¢ szogek a rend-
szer tomegkozéppontja helyzetvektoranak irdanyat hatarozzak meg. Mivel mate-
matikailag a sajatértékprobléma ugyanaz, mint az egy-részecskés esetben, ezért a
sajatértékek is ugyanigy kaphaték meg. Ezekszerint az N darab (zérus spinfi)
részecskébol allé rendszer impulzusmomentumanak sajatallapotai az ere-
d6 palyaimpulzusmpomentum négyzetének h?L(L+1) sajatértékeivel és az
ered6 palyaimpulzusmomentum tetszolegesen felvett z-tengely iranyaba
esé L, vetiiletének Mh sajatértékeivel jellemezhetok, ahol L = 0,1,2,...
lehet és az egyes L kvantumszamokhoz tartozé allapotok alterei (2L + 1)
dimenziésak, amelyben az M = —L,—L +1,...,0,...,L — 1, L vetiilethez
tartozé allapotok egy ortonormalt bazist alkotnak.

Meg lehetne mutatni, hogy az 7 irany korili véges « szogl elforgatés esetén a hullamfiiggvény
transzformécidja

G () = U, Q)7 - ), (5.1.25)

ahol a transzformaciot az

U, a) = en®iL (5.1.26)

"L Az N-részecskés rendszer Hilbert-tere az egyes részecskék Hilbert-tereinek tenzori szorzata.
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unitér operator irja le. Hasonlbéan, mint a térbeli eltolasok esetén, most is belathatjuk, hogy a
Hamilton-operator transzformaciéja

H' =U(it,a) HU (1, ). (5.1.27)

Forgasszimmetrikus fizikai rendszer esetén H' = H, ami azt jelenti, hogy a Hamilton-
operator felcserélhetd a térbeli elforgatasok U (7, a) operdtoraival,

[H,U (71, a)] = 0 (5.1.28)

tetszéleges 7 irdny és « € [0, 27| sz0g esetén. Ez akkor és csak akkor lehetséges, ha a Hamilton-

operator kommutal az ered6 pélyaimpulzusmomentum L operatoranak valamennyi Descartes-
komponensével, o
[H,L;] =0, (i=u,y,2), (5.1.29)
amibél az is kovetkezik, hogy a Hamilton-operédtor az eredé palyaimpulzusmomentum négyzetének
operatoraval is kommutal,
[H,L? = 0. (5.1.30)
A (5.1.29) reldciék fennalldsa azt is jelenti, hogy forgdsszimmetrikus (és zérus spinii részecskékbol
4allé) rendszer esetén az L operator, azaz a térbeli elforgatasok generdtora megmaradoé fizikai
mennyiség operatora, azaz Descartes-komponenseinek varhaté értéke idoben allandé. Megma-
radasa a forgasszimmetria kévetkezménye, ezért az L operatort valéban a fizikai rendszer

ered6 palyaimpulzusmomentumanak nevezhetjiik.

Ugyanakkor tudjuk, hogy az eredd palyaimpulzusmomentum komponenseinek egymaéssal
paronként képezett kommutdtorai rendre kifejezheték, mint a harmadik komponens linearis kife-
jezése:

[f/i, EJ] = ’L'hei’jykf/k. (5131)

Egyidejiileg tehdt csak a H, L? ¢s L, operatoroknak lehet jol meghatarozott értéke, azaz a
forgasszimmetrikus (zérus spinti részecskékbél felépitett) rendszer stacionérius dllapotait a megfe-
lel6 E, L, My kvantumszamokkal lehet jellemezni. A H Hamilton-operator azonban a forgasszim-
metria miatt nem fiigghet kiilon-kiilon tetszélegesen az L; Descartes-komponensektdl, hanem azok-

nak csak a forgdsszimmetrikus L2 kifejezésétol. Ezért az energiasajatértékek dltaldban L-t6l fiigge-
nek™, Ep, de az egyes E;, energiaszintek az eredd pilyaimpulzusmomentum L, vetiiletének M7,
sajatértéke szerint (2L + 1)-szeresen elfajultak, azaz (2L 4 1)-dimenziés multiplettek.

5.1.7. A palyaimpulzusmomentumok Gsszeadasa

A gyakorlat szamara az az eset érdekes, amikor tudjuk, hogy a rendszert adott
palyaimpulzusmomentumu allapotokban levo részecskék épitik fel. Ekkor az N-
részecskés rendszer a fentebb leirt teljes allapottérnek egy alterére van korlatozva.
Melyik ez?

"2Eléfordulhat, hogy a rendszer tovdbbi szimmetridval is rendelkezik és ezért az energia-
szintjei az L lehetséges értékei szerint is elfajultak. Ilyen eset a H-atom energiaszintjeinek
palyaimpulzusmomentum szerinti elfajulasa.
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A megfelel6 altér megkeresését 2 részecske, azaz 2 impulzusmomentum Ossze-
adasanak példajan mar az impulzusmomentumok 6sszeadasarol szolo fejezetben alta-

~

lanos alakban megadtuk. (A fejezetben Ja-t rendre Za—val, J-t L-lel kell helyet-
tesiteni, ill. ezen operatorok sajatértékeit a megfelel6 operatorok sajatértékeivel kell
helyettesiteni.)

Ismétlésképpen részletesen leirjuk az éltaléfnos Osszeadési szaibzily alkalmazasat. Legyenek

az egyes részecskék palyaimpulzusmomentumai Fa (a = 1,2), az E_?l, Uy » operator-parok kozos
sajatvektorai rendre |{g, mg),

P10, ma) = h20a(la + Dllas ma)s L 2|las ma) = himalla, ma) (a=1,2). (5.1.1)

Legyen az egyik részecske az ¢1-hez tartozé [¢1, m1) dllapotok valamelyikében, a mdsik részecske az
lo-hoz tartozé |2, me) dllapotok valamelyikében. Nyilvanvaléan az [{g ;, £y ;] = ihi€; j kla k0a,p kOm-
mutator-reldcidk allnak fenn, hiszen az egyes részecskék pédlyaimpulzusmomentum-operatorainak
Descartes-komponenseire a szokasos csererelacidk érvényesek, a kiilonb6z6 részecskék péalyaimpul-
:2 ~
zusmomentumdanak komponensei pedig egymadssal felcserélheték. Kovetkezésképpen [€,, é%] =

0, [E_?l,fb,z] = 0 cserereldcidk is fennallnak. Mindez azt jelenti, hogy a 2-részecskés rendszer

impulzusmomentum-allapotainak egyidejiileg mérheto jellemzo6i 6?, Kg, élyz és égyz. Az impulzusmo-
mentum-allapotok teljes rendszere tehdt az |[¢1,m1) ® |2, m2) dllapotok teljes rendszere, amely
(201 + 1)(2¢2 + 1) darab fliggetlen allapotot tartalmaz, s ezekre fenndllnak az

Gy, m) @ |la, ma) = B2 (£ + 1)1, m1) @ |2, ma),

E%Ml; m1> ® |€2, m2> = ﬁ2€2(€2 + 1)|€1, m1> ® |€2, m2>,
U1 2|0, my) @ b, mo) = hima|ly, ma) & [l2,ma),
627z|€1, m1> (24 |€2,m2> = ﬁm2|€1,m1> X |€2,m2>. (512)

Ezek a bazisallapotok ortonormaélt teljes rendszert alkotnak a 2-részecskés rendszer impulzusmo-
mentum-allapotainak (2¢; + 1)(2¢3 + 1) dimenziés Hilbert-terében.

Vizsgaljuk most meg azt, hogy milyen cserereldcidk allnak fenn az eredd L = Zl + Fg
52 .
palyaimpulzusmomentum négyzetének I operatora, a z-irdnyu vetiiletének L, operdtora és az

egyes részecskék é_?l és éAa_,z operatorai kozott. Mivel [Ea,i,:ﬁi] =0, azért
02, L% =0, (5.1.3)

A2 22 a2
azaz L , 7, és 7y egyidejileg mérhetok, azaz az eredé palyaimpulzusmomentum L és az egyes
részecskék /1 és fo impulzusmomentuma egyidejiileg lehet jol definialt. Ugyanakkor tudjuk, hogy

[L.,L* =0, (5.1.4)
és konnyen belathatjuk, hogy
[i/zuéa,z] = [gl,z + g?,zaga,z] = 07 (515)

ami azt jelenti, hogy L, {1 és f5 mellett M is egyidejlileg jol meghatarozott lehet. Arrél viszont

kénnyen meggyézddhetiink, hogy [éa,z, EQ] # 0, ésezért az L, {1, £5 és M kvantumszamokkal jellem-
zett allapotokban mj és ms nem lehet jol meghatarozott. Az cserereldcidk tehdt arra utalnak, hogy
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az impulzusmomentum-allapotok terében létezik egy masik bazis is, amelyhez tartozé dllapotokat
az L, {1, {5 és M kvantumszamok egyiittesen jellemeznek. Jeloljik ezeket az allapotokat

|L, M, £y, £2) (5.1.6)
ket-vektorokkal. Ezek kielégitik az alabbi sajatérték-egyenleteket:
L?|L, M, 61, 6) = K2L(L + 1)| L, M, £y, £5),
L.|L,M,ty,05) = hM|L, M, £y, £s),
BIL, M, by, 6) = 1204 (6 +1)|L, M, {1, 43),
BIL, M, 01, 05) = h20s(0s + 1)L, M, 01, 65). (5.1.7)
Viszont ezek az allapotok nem sajatvektorai az lﬁLZ és EQ_’Z vetlleteknek.

A 2-részecskés rendszer ered6 palyaimpulzusmomentumanak lehetséges értékei:

L= |£1 — €2|, |£1 — £2| +1,...,01+ 0y — 1,01+ £, (5.1.8)
és minden L-hez tartozé altér (2L + 1)-szeresen elfajult, azaz a lehetséges M értékek:
M=-L—-L+1,...,0,...,L—1,L. (5.1.9)
Vegylik észre, hogy ez pontosan
L1+1L2
> @L+1)=(20+1)(26+1) (5.1.10)
Lzlél—égl

darab paronként ortogondlis |L, M, £y, £2) bézisdllapot 1étezését jelenti. Ez pontosan ugyanannyi
bézisdllapot, mint ahdny paronként ortogonalis baziséllapot taldlhaté a |€1, m1) ®|l, ma) bazisban.
Ez azt jelenti, hogy a 2-részecskés rendszer szébanforgd alterében az adott L, M kvan-
tumszamokkal jellemzett |L, M; /¢, ¢;) dllapotok ugyanigy meghatiaroznak egy bazist,
mint az |{1,m1) ® |l2,my) szorzatalaku allapotok. Ezért létezik olyan bézistranszformacio,
amelyik az egyik bazist atviszi a masikba:

|L, M;tq, fg) = Z (LMwlmlfgmg)Ml, m1> ® |€2, m2>, (5.1.11)

ahol a bazistranszformacié matrixanak elemei az tn. (LM|{;m1f2ms) Clebsch-Gordan-
egyutthatok.

5.2. A teljes impulzusmomentum

Megtanultuk, hogy az ered6 palyaimpulzusmomentum operatora a hullamfiiggvény
transzformaciojat generdlja a koordinata-rendszer térbeli elforgatasai soran, ha olyan
fizikai rendszer hullamfiiggvényérol van szd, amelynek részecskéi s = 0 spintiek.
Feltehetjiik azt a kérdést, hogy mi az az operator, amelyik olyan fizikai rendszer
hullamfiiggvényének transzformaciojat generalja a koordinata-rendszer térbeli elfor-
gatasai soran, amelynek részecskéi zérustdl kiillonbozé spintiek. A matematika cso-
portelmélet nevii aga erre azt a valaszt adja, hogy a térbeli elforgatdsok generatorai
olyan J; (i = 1,2, 3) 6nadjungélt operdtorok, amelyek a

[ji, jg] = iﬁﬁi,j,kjk, [j?, jz] =0 (5.2.1)
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csererelaciokat elégitik ki, ahol Jy = jx, Jy = jy, Jy=J,aJ axialvektor-operator
Descartes-komponenseinek tekinthetdk, és

. 3

% . . . .

P=> =TI+ I+ ] (5.2.2)

i=1

A fenti Osszefiiggések tekintetében teljesen mindegy, hogy egyetlen részecske vagy
egy részecskékbdl bonyolult modon felépiilé fizikai rendszer hullamfiiggvényének
transzformaciojat meghatarozd generatorokrdl beszéliink.

Hasonléan, mint egyetlen részecske esetén belathatjuk, hogy a fizikai rendszer
elforgatasi szimmetridjanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a J; generatorok

felcserélhetok legyenek a Hamilton-operatorral. Ekkor a J? operator is felcserélhetd
a Hamilton-operdtorral. EbbGl kovetkezik, hogy a forgasszimmetria kovetkezménye,

hogy a J, generatorok és veliik egyiitt a J? operator is megmarado fizikai mennyiségek
operatorai. Azt a fizikai mennyiséget, amely a térbeli elforgatasi szimmetria kovet-
keztében megmarad, a fizikai rendszer teljes impulzusmomentumanak nevezziik.

Hasonléan, mint ahogy belattuk, hogy egy fizikai rendszer ered6 palyaimpulzus-
momentuméanak operatora az egyes részecskék palyaimpulzusmomentum-operato-
rainak vektori Osszege, ugyanugy a fizikai rendszer teljes impulzusmomentumanak

J operatora az egyes részecskék fa (a = 1,2,...,N) teljes impulzusmomentuma
operatorainak vektori osszege:

N ~
T=>Ja (5.2.3)

ahol az egyes részecskék teljes impulzusmomentumanak operatora a megfelel6 palya-
impulzusmomentum-operator és spin-operator Osszege,

Ja = lo + o (5.2.4)
Ha bevezetjiik a fizikai rendszer eredd palyaimpulzusmomentuménak
A N A~
L=S"1, (5.2.5)
a=1
operatorat és eredd spinjének
. N
S=>"5 (5.2.6)
a=1

operatorat, akkor irhatjuk, hogy a fizikai rendszer teljes impulzusmomentumanak
operatora a rendszer eredd palyaimpulzusmomentuma és eredd spinje operatoranak

osszege:
XLy N
J = Z,ja = Z(ga +

l)

el

=L+ (5.2.7)
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Itt az egy-részecskés operatorok az aldbbi csererelacidékat elégitik ki,

~

[Jais Jbj] = 1h0a v€i jkJak, [Cair loj] = thOap€ijklaks [Sais Sb5] = thbap€ijkSak,

NN £~ 2 A 22

[Eajbi] = 07 rgm gbl] = 07 Fsav Sbi] =0

[52752] =0, [537‘;’%%]:07 [Efw%%] =0,

[ja7 gaz] # Ov [}37 gaz] 7A 07 [gaza gbz] = 0. (528)

Az impulzusmomentum-allapotok terében létezik egy szeparalt egy-részecske
allapotok tenzori szorzatabol allé bazis:

|£17m17817m317'"7£N7mN78N7msN> = |£17m1>®‘817m81>®"'®|£]\77m]\7>
®\3N,msN>. (529)

Az egy-részecskés operatorok cserereldcioi alapjan, mint azt korabbi tanulmanya-
inkbol tudjuk egy masik lehetséges bazis, amikor az egyes részecskék j, teljes im-
pulzusmomentumat, a részecskék teljes impulzusmomentumanak m;, vetiiletét, va-
lamint a részecskék ¢, palyamomentumat és s, spinjét adjuk meg:

l71,mj1, G, 81, IN, MGNLEN, Sh) = g mgn, b, s1) @ - @ [gn, mn, O SN,
(5.2.10)
ahol
o M las 5a) =Y (amjallamaSamsa) o, Ma) @ |Sa; Msa).- (5.2.11)

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet az el6bbi, egy-részecskés
jellemzdk tekintetében szeparalt bazisok helyett olyan bazisokat taldlni, amelyek a

teljes impulzusmometum négyzetének és vetiiletének, azaz rendre J2nek és J,-nek
sajatallapotai. Erre kétféle lehetdséget érdemes megtargyalni:

1. A j—j-csatolds. Ennek lényege, hogy az impulzusmomentumok 6sszeaddsanak
szabalyat alkalmazva az egyes részecskék teljes impulzusmomentumait egymast

kovetd 1épésekben Osszecsatoljuk, el0szor ji-et és jo-t j12-vé, majd ji o-t és js-
at J123-ma, stb. mig végiil az utolsé részecske teljes impulzusmomentumat

is Osszecsatolva az el6zdek ereddjével, megkapjuk a J teljes impulzusmomen-
tumot. A j — j-csatolassal kapott bazisallapotok hasznalata akkor célszerti,
ha az egyes részecskék palyamomentuma és spinje kozott a kolecsonhatds sok-
kal erdsebb, mint a kiilonboz6 részecskék teljes impulzusmomentumai kozotti
kolesonhatéas. Ekkor az egyes részecskék teljes impulzusmomentuma négyzeté-
nek operatorai felcserélhetok vagy ,,majdnem felcserélhetok” a rendszer Hamil-
ton-operatoraval, azaz a Hamilton-operdator métrixa a j — j-csatolassal szer-
kesztett bézisban ,,csaknem diagondlis” (abszolut értékben kicsinyek a nem
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diagonalis matrixelemek a diagonalis métrixelemekhez képest). Nehéz ato-
mok esetében dltalaban a j — j-csatolas bazisfliggvényei jé kozelitését adjak
az energiasajatallapotok hullamfliggvényeinek.

Jelolje jio. , az elsé n darab részecske teljes impulzusmomentumainak az
Osszegét. Az eljards azért lehetséges, mert

[

~ ~

ajz] =0, [jzajz] =0, [J_Q’jiZ,...,n] =0, [;%,2,...,n?j2] =0,

a

%
12012, = 0. (5.2.12)

> k&;)

.

Jeloljiik a j — j-csatolas igy kapott ortonormélt bazis vektorait

|Ja MJ?jl,Qajl,Z,?n cee aj1,2,3,...,N—1aj1a s 7]N> (5213)

vektorokkal™, ezekre fennallnak a

T My, 10y 51280 < J120 N—1 s+ s IN) =

ﬁzJ(J + )|, My, J1,2, 91,23 - - 51,2, N—15 15 - - -5 IN )
T T, My, 12, 1,23, - s G121y 1y - -5 JN) =

hMJlja MJ>j1,2aj1,2,3> ... aj1,2,...,N—1>j1> ... ajN>

J_EM My, 12,5123 s J120 N—15J1s - - -y JN) =
P20 (Ga + DI, My, 1.2, 51235 - - 5 J1.20 N—15 J15 - - - TN

~

j%,2,...,n|Jv My, J12, 51,235 > J1,2, N1, J1s - - - JN) =
1. m(ro..m+ DI, My, G192, 5193 - - s J1.20 N1 J15 - - IN)
(5.2.14)

sajatérték-egyenletek.

Példaként nézziik meg 3 részecske esetét. Az 1-es és 2-es részecske teljes impulzusmomen-
tumanak Osszecsatolasa a

lj1,2,m1,2, 1, j2) = Z (J1.2,m1 2041, my1, 2, my2)li1, my1) @ |2, my2)  (5.2.15)

mj1,Mj2
éllapotot eredményezi, ahol j1’2 = |]1 — j2|, |j1 — j2| —+ 1, ey jl + jQ — 1, jl +]2 éS
mie = —ji2,—J1,2 + 1,..., 71,2 — 1, 1,2 értékd lehet. A harmadik részecske teljes impul-

zusmomentumanak hozzdcsatolasa eredményezi a rendszer teljes impulzusmomentuménak

7 Az ortogonalitdst az impulzusmomentum Osszeadds szabélyai automatikusan biztositjak, a
normdlas alkalmas normalasi egyiitthatok valasztasaval biztosithato.
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sajatallapotait:

|, My, j1,2, 1, J2, J3)
= Y (J Myljr2,maa, ds,mys)lie, ma2) @ |fs, mys)

mi,2,m3
= > (J, Myljr2,ma 2, j3, my3) (J1,2, ma 2| v, myu, 2, my2)
m1,2,Mj1,M;j2,M;3
1, mj1) ® [j2, mj2) ® |js, mys),
(5.2.16)

ahol J = [j12 — jal, 712 — Jsl + 1, j12 +d3 — Ljr2 + J3, Ji2 = g1 — jals [41 — Jof +
1, ...ii+je—La+jeésMy=-J-J+1,....,J -1,J.

2. Az L—S-csatolds, vagy mds néven Russell-Saunders-csatolds™. Ennek lényege,
hogy az egyes részecskék palyamomentumait el6bb Gsszecsatoljuk az ered6 L
palyamomentumma, az egyes részecskék spinjeit pedig az S eredd spinné, eze-
ket adjuk 6ssze a rendszer J teljes impulzusmomentumava. Ezt a bazist akkor
érdemes hasznalni, ha az egyes részecskék spinje és palyamomentuma kozott a
kolesonhatés gyenge, viszont az eredé palyamomentum és az eredd spin kozott
jelentos a kolesonhatas. Ez végso soron megint azt jelenti, hogy akkor célszerti
az L — S-csatolas hasznalata, ha ebben a csatolasban a rendszer Hamilton-
operatora diagonalis, vagy ,,csaknem diagonalis”. A konnyi atomok esetében
altalaban az L — S-csatolas bazisfiiggvényei adjak az energiasajatallapotok
hullamfliggvényeinek jobb kozelitéseit.

Erdemes megjegyezni, hogy az eredé spin és az ered6 palyaimpulzusmomentum
kozotti spin-pélya kolcsonhatas operatoraban fellépo L - § szorzat

~

22— & (5.2.17)

>

L.

N —

alakba irhat6, ami azt jelenti, hogy ennek a kolcsonhatasnak a maéatrixa az
L — S-csatolasu bazisban diagonalis:

%hz[J(JJr 1) = L(L+1) = S(S+1)]. (5.2.18)

A konny atomok energiaszintjeinek spin-palya-kolcsonhatas miatti felhasada-
sa tehat az L és S kvantumszamokkal jellemezhet6: az eredetileg adott L-lel
jellemzett energiaszinthez tartozé multiplett a J (és S) kiilonb6z6 értékeinek
megfeleld tovabbi energiaszintekre hasad fel a spinpalya-kolecsonhatas kovet-
keztében.

"Henry Norris Russell (1877-1957) és Frederick Albert Saunders (1875-1963) amerikai fizikusok.
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5.3. Részecskeazonossag. Fermionok és bozonok

A részecskeazonossdg kvantummechanikai értelmezése. A részecskék azonossaga
a kvantummechanika szerint azt jelenti, hogy az azonos részecskéket sem-
milyen fizikai mdédszerrel nem lehet megkiilonboztetni egymastol. A
részecskék azonossaganak ez az értelmezése sokkal szigoribb, mint a klasszikus fi-
zikdban a részecskék azonossaganak fogalma. Ott az egyes részecskéket meg lehet
jelolni, és kiilon-kiilon nyomon lehet kovetni a mozgasukat. Mindegyiknek jol defi-
nialt palydja van. Ugyanezt nem lehet a kvantummechanikaban elmondani. Ha egy
fizikai rendszer azonos részecskékbol all, akkor semmilyen fizikai modszerrel nem le-
het megjelolni vagy beazonositani ezeket, hogy melyik az 1-es, a 2-es, stb. részecske.
Csak annyit lehet tudni, hogy hany darab azonos részecske van a rendszerben, de
nem lehet 6ket ,,cimkével”, | sorszammal”, stb. ellatni.

Azonos részecskék rendszerének hullaimfiggvénye. Ha N darab azonos ré-
szecskébdl all a fizikai rendszer, akkor annak a hullamfiiggvénye tetszole-
ges két részecske felcserélésével szemben vagy szimmetrikus, vagy anti-
szimmetrikus. Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Jeldlje x; (i = 1,2,..., N)
az i-edik részecske Osszes szabadsigi fokait, azaz legyen z; = (7, 04,...) az i-edik
részecske heyzetvektoranak, spinvetiiletének, egyéb szabadsdgi fokainak Osszessége.
Tetszoleges két részecske (mondjuk az j-edik és a k-adik) felcserélése esetén a rend-
szer minden mérhetd tulajdonsdgéanak valtozatlannak kell maradnia. T6bbek kozott
annak a valdszinlisége sem valtozhat meg, hogy egy részecskét x;, egy masikat pedig
xp adatokkal talalunk a rendszerben, ezért teljestilnie kell a

T O | e L G N S | (5.3.19)

egyenléségnek a rendszer ¥ (xy, ..., xy) hullamfiiggvényére. Ez azonban azt jelenti,
hogy tetszéleges két részecske felcserélése esetén a hullamfliggvény legfeljebb egy
egységnyi abszolut értékii komplex szammal szorzodhat:

¢(...,$k,...,$j,...> :emib(...,mj,...,xk,...), (5320)

ahol v € [0, 27] val6s szdm. Ha most mégegyszer felcseréljiik a két részecskét, akkor
vissza kell kapjuk az eredeti hulldimfiiggvényt™. Ugyanazon két részecske tjabb
felcserélése azt jelenti, hogy a hullamfiiggvény tjabb e'® fazisfaktorral szorzddik,

¢(...,$j,...,$k,...)
=Y., Th ..., T, )
=eX( . xy, Ty, (5.3.21)
ahonnan 4 4
=1 = =+l (5.3.22)

75 Az alapfeltevésiink a kvantummechanikdban, hogy a hulldmfiiggvény egyértékii fiiggvényként
létezik
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addédik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a hullamfiiggvény tetszoleges két részecske
felcserélésével szemben vagy szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus lehet.

Lehet masképpen is érvelni. Vegyiik egyszertiség kedvéért a 2 darab, azonos részecskébél 4116
rendszer példéjat. Legyen a rendszer Hamilton-operatora H és hulldmfiiggvénye 1(1,2). Jelolje
]5112 a két részecske egymadssal torténd felcserélésének operatorat. Akkor a 2 részecske felcserélésével
kapott rendszer hullamfiiggvénye

P'(1,2) = Proh(1,2) = 4(2,1). (5.3.23)
Az 2 részecske ismételt felcserélésével visszaall az eredeti dllapot, azaz
$(1,2) = Pro(2,1) = Proy'(1,2) = PEyy(1,2), (5.3.24)
ugyhogy R
P, =1 (5.3.25)

az egység-operator. Mi lesz a 2 részecske felcserélésével kapott rendszer H' Hamilton-operatora?
Nyilvan az eredeti rendszerre és a 2 részecske felcserélésével kapott rendszerre is érvényes a Schro-
dinger-egyenlet:

ihdap(1,2:8) = Hy(1,2:1),
W' (1,2;1) = H'Y'(1,2:t). (5.3.26)
Irjuk az utébbit az aldbbi alakba:
ihdi [ PLov(1,2;1)] = [Pro)?H'[Pra(1,2;1)],
Piolihdp(1,2;1)] = Pio[(PLoH Pro)y(1,2;t)] (5.3.27)

Hassunk az utébbi egyenlet mindkét oldalara a ]5112 operatorral,
ihdpp(1,25t) = (PyoH'Pro)y(1,2:t), (5.3.28)

majd a kapott egyenletet hasonlitsuk Ossze a részecskék felcserélése el6tti rendszerre vonatkozo
Schrédinger-egyenlettel, és akkor leolvashatjuk , hogy

H=PoH Py, H =P oHP,. (5.3.29)

Ha a 2 részecske nem lenne azonos, akkor a részecskék felcserélésével kapott rendszerek fizikailag is
kiilonbozhetnének. Azonos részecskék esetében azonban a részecskék felcserélése ugyanazt a fizikai
rendszert eredményezi és ugyanazt a fizikai dllapotot:

H =P ,HP,=H, (5.3.30)

azaz

[Hv PLQ] = 07 (5331)

vagyis az azonos részecskékbdl all6 két-részecskés fizikai rendszer Hamilton-operatora kommutél a
részecskék felcserélésének operatoraval. Ez azt jelenti, hogy az energia-sajatallapotok egyuttal a
]5112 operator sajatéllapotainak valaszthaték. Keressiik meg a részecske-felcserélés 1—:’172 operatora-
nak sajétértékeit, sajatfliggvényeit! Legyen ¢(1,2) sajatfiiggvény, akkor fenndll a

Protp(1,2) = Xp(1,2) (5.3.32)
sajatérték-egyenlet. Ha ennek mindkét oldalara hatunk a 1—:’172 operatorral, akkor

$(1,2) = P2y(1,2) = APy ap(1,2) = A29(1,2) (5.3.33)
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egyenléség adédik, ahonnan azt kapjuk, hogy A2 = 1, azaz a lehetséges sajatértékek:
A=+1, A=-1 (5.3.34)

A X = +1 sajatértékhez tartozé sajatallapotokra a

tulajdonsag teljesiil, azaz ezek az allapotok szimmetrikusak a két részecske felcserélésével szemben.
A X\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatdllapotokra a
$(2,1) = Proy(1,2) = —(1,2) (5.3.36)

tulajdonsag teljesil, azaz ezek az allapotok antiszimmetrikusak a két részecske felcserélésével szem-
ben.

A fentiek azt kellene, hogy jelentsék, hogy két azonos részecskébdl allé fizikai rendszer min-
den energia-szintje kétszeresen elfajult a részecskék felcserélésével szemben mutatott tulajdonsag
tekintetében, azaz tartozik hozza egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus dllapot. A Természet
azonban nem valdsitja meg ezt a fajta kettGsséget! A két azonos részecskébdl allé rendszer-
nek csak szimmetrikus allapotai vannak, ha a részecskék bozonok, és csak antiszim-
metrikus allapotai vannak, ha a részecskék fermionok.

Bozonok és fermionok. Mint arrél mar beszéltiink, a Természetben a ré-
szecskéket két osztalyba lehet sorolni aszerint, hogy milyen a spinjiik.

Az egész spinli, azaz az s = 0,h,2h,... spint részecskéket bozonoknak,
a feles spinii, azaz az s = %h, %h, ... spinu részecskéket fermionoknak ne-

vezziik. A kvantummechanika akkor ad az azonos részecskékbol allé rendszerekre
vonatkozoan a tapasztalattal egyezo eredményeket, ha a linearis szuperpozicié elve
és a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi elv mellett tovabbi alapelvként elfogad-
juk a részecskeazonossag elvét. Ez kimondja, hogy az azonos bozonok
rendszerének hullamfiiggvénye tetszolegesen valasztott két részecske fel-
cserélésével szemben szimmetrikus, az azonos fermionok rendszerének
hullamfiiggvénye pedig tetszilegesen valasztott két részecske felcserélé-
sével szemben antiszimmetrikus. Az azonos fermionokra vonatkozo6 utob-

bi allitas a Pauli-elv legaltalanosabb megfogalmazasa™.

A Pauli-elv mas megfogalmazdsa. Vizsgaljuk azonos fermionok rendszerét.
Tegyiik fel, hogy az egy-részecskés allapotok H; terében valasztunk egy ortonormaélt
bézist, mondjuk a ¢, (z;) egy-részecskés dllapotok teljes rendszerét. Az N részecské-
bol all6 rendszer allapottere a H = H; ® --- ® Hy tenzori szorzattér. Ebben egy
teljes rendszert alkotnak az Osszes lehetséges ¢, (x1) - - - vy (xn) N-tényezds szor-
zatfiiggvények. Mivel azonban a rendszer W(xy,...,xy) hullamfiiggvénye barmely
két részecske felcserélésével szemben antiszimmetrikus, azért linearisan kombinalha-
t6 az Osszes lehetséges @, (1) - - - Yoy (T n) szorzatok antiszimmetrizélt kifejezéseibdl,

"6 A Pauli-elv ,,legaltaldnosabb megfogalmazasa” alatt a Pauli-elv olyan megfogalmazasat értjiik,
amelyik nem hasznalja fel az egy-részecskés dllapotok fogalmat.
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amelyek nem masok, mint az 6sszes lehetséges

Puy (xl) Puy (x2) P (xN)
1 Pro (xl) Pro (x2) T P (xN)
¢V1,---7VN (,’L’l, ey IL’N) = Wdet
QOVN(‘(El) SOVN(xZ) e SOVN(xN)
= LZ:(—l)% (P(1)@w,(P(2)) - oy (P(N))
141 v VN
VN!'Z
(5.3.37)
determindnsok, az tin. Slater-determindnsok. Itt P(1), P(2),..., P(N) jelenti
az 1,2,..., N vialtozdk tetszOleges permutéciéjat, ), pedig Osszegzést jelent az
osszes lehetséges permutdcikra, tovdbba (—1)F = +1, ill. —1 aszerint, hogy a P
permutaacié az 1,2, ..., N valtozd sorrend paros, ill. paratlan permutaciéja.

Fontoljuk most meg, hogy hany darab részecskével lehet betoltve ugyanaz az
egy-részecskés allapot. Ha egy Slater-determinansban legalabb két v; index meg-
egyezik, akkor a determinans értéke azonosan nulla. Ez azt jelenti, hogy az N darab
azonos fermionbdl all6 rendszer allapota csak olyan részecske-konfiguraciok linedris
szuperpoziciéja lehet, amikor minden részecske mas egy-részecskés allapotban van.
A Pauli-elv azt mondja ki”", hogy azonos fermionok rendszerében barmely
egy-részecskés allapot legfeljebb csak egy fermionnal lehet betoltve. Mas-
szoval, két azonos fermion egy rendszeren beliil nem tartézkodhat ugyan-
abban az egy-részecskés allapotban. Még masképpen gy is fogalmazhatunk,
hogy azonos fermionok rendszerében tetszoleges o, egy-részecskés allapot vagy be
van toltve egy részecskével, vagy nincsen betoltve, azaz a tetszoleges ¢, egy-részecs-
kés allapotban taldlhaté részecskék szama, az n, betoltési szam csak 0 és 1 értékeket
vehet fel: n, =0 vagy 1.

Azonos bozonok rendszerében nincsen hasonlé megszoritds, barmely egy-ré-
szecskés allapotot akarhany, n, = 0,1, 2, ... részecske is betolthet. Ha a vy, 15, ..., v,
egy-részecskés allapotok rendre n,,,n,,,...,n,, darab azonos bozonnal vannak be-

"TA Pauli-elvnek ez a megfogalmazasa az egy-részecskés allapotok fogalméra tdmaszkodik, ezért
kevésbé altaldnos, mint a hullamfiiggvény antiszimmetrikussagat allité megfogalmazas.
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toltve, akkor az N =n,, +n,, + ...+ n,, részecskés allapot hullamfiiggvénye

¢ny1,nu2,..,,nu’r (1, 2 e N)

= \/nyl nl/z - Z 901/1 901/1(P(2)) o

nyl

X Quy (P(ny, + 1)) 00, (P(ny, +2)) - " Pug (P(ny, +n,, + 1))901/3(P(n111 + Ny +2)) -+

J/

TLV2 TLVS

- o, Znu,Jrl ), ( Z”w” (5.3.38)

g
Nup

5.4. A részecskeazonossag néhany kovetkezménye

A részecskeazonossag elve tehat megkoveteli, hogy az azonos részecskékbdl all6 rend-
szer hullamfiiggvénye fermionok esetén antiszimmetrikus, bozonok esetén szimmet-
rikus legyen barmely két részecske felcserélésével szemben. Ennek tovabbi kovet-
kezményei vannak, amelyek kozil itt csak néhanyat emlitiink.

1. Az elektronok Coulomb-szérasanak szordsi amplituddja antiszimmetrikus az
elektronok felcserélésével szemben. Példaul vegyiink két elektront, amelyek
hullamcsomagjai kezdetben elég jél lokalizdltak és amelyek csaknem jol defi-
nialt impulzussal indulnak el nagy tavolsagrél egymas felé. A TKP rendszer-
ben a két bejovo elektron impulzusanak varhaté értéke azonos nagysagu és
ellentétes iranyti. Mondjuk az egyiket , balrél”, a masikat ,,jobbrél” inditottuk
el. Tegyiik fel, hogy a két elektron kozott csak elektrosztatikus kolesonhatas,
azaz Coulomb-kolcsonhatds van, ami fliggetlen a spintél és emiatt a kolesonha-
tas miatt szorodik a két elektron egymason. Minden mas kolesonhatast el-
hanyagolunk. A kisérletet ugy végezziik, hogy az elektronok spinallapotat
sem kezdetben sem a végallapotban nem figyeljiikk meg. Amikor az elektro-
nok hullamcsomagjai a kolecsonhatést kovetden ismét messzire eltdvolodnak
egymastol, akkor djra két, lényegében szabadon repiilo elektront fogunk latni,
amelyek impulzusanak varhato értéke a TKP rendszerben azonos nagysagu,
ellentétes iranyu. FEz az irdny azonban szoget zar be a bejovo elektronok
iranyaval, amit eltériilési szognek neveziink. Legyen a bejovo részecskék iranya
parhuzamos a z-tengellyel, a végallapotban elrepiil6 elektronok impulzusanak
irdnya zarjon be 6, ill. 7 — 6 szoget a z-tengellyel, és legyen ¢ a bejovo és
a szort elektronok impulzusai altal kifeszitett siknak, a szordsi siknak az z-
tengellyel bezart szoge. Vegyiik észre, hogy a 6 és ¢ szogek éppen a 2 elektron
7 = 11 — T relativ helyzetvektoranak gombi polarkoordinatai.
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Az elektronok megkiilonboztethetetlensége miatt azt nem tudjuk semmilyen
modon eldonteni, hogy a végallapotban melyik az az elektron, amelyik ,,balrol”
és melyik, amelyik ,,jobbrél” indult el eredetileg. Ezért a (0, ¢) és a (1 —0, o+
7) irdnyokba torténé szérédés differencidlis hatdskeresztmetszetének meg kell
egyeznie, hiszen a két elektron felcserélése a végallapotban annak felel meg,
hogy a relativ helyzetvektor eléjelet valt, ill. hogy a (0, ¢) irdnyba szérodé
elektron feleserélédik a (m — 6,7 + ¢) irdnyba szérédé elektronnal. A z-
tengely koriili forgdsszimmetria miatt azonban a szérasi sik minden iranyitasa
egyenlOen valészinti, ugyhogy a differencidlis széréasi hatdskeresztmetszet csak
a 0 szogtol figg. A differencialis szorasi hataskeresztmetszet tehdt azonos
kell legyen a 0 és a m — 0 eltériilési szog esetén. A differencidlis szérasi
hataskeresztmetszet viszont a megfelel6 szorasi amplitudé abszolut értékének
a négyzete, d‘;g) = |f(0)|>. Ezért az f(0) és az f(m —0) szérdsi amplitudé csak
egy egységnyi abszolut értékli komplex fazisban kiilonbozhet egymastol:

f(m—8) =e“f(0), (5.4.39)

ahol o € [0, 27] valds. Rdadasul, ha a két elektront felcseréljiik, majd tjra fel-
cseréljiik, akkor vissza kell kapjuk az eredeti f(0) amplitudét. Ezért @ = 1
kell teljesiiljon, ahonnan a keresett fazisfaktor széba johetd értékei: e = 1.
Ez masképpen azt jelenti, hogy a szérasi amplitudé vagy szimmetrikus, vagy
antiszimmetrikus lehet a két elektron felcserélésével szemben. Tudjuk azonban

azt is, hogy a szérasi amplitudét ha megszorozzuk az %e““" gombhulldmmal
(r = |r] és kh a berepiil, ill. a rugalmas szérds utédn kirepiil§ elektro-

nok impulzusdnak nagysiga), akkor a szért részecskék relativ mozgdsanak
hullamfiiggvényét kapjuk. Ennek a Pauli-elv miatt antiszimmetrikusnak kell
lennie a két elektron felcserélésével szemben, amibol kovetkezik, hogy az e — e
szorasi amplitudénak is antiszimmetrikusnak kell lennie.

Képzeljiik el, hogy f4(), annak a ,,direkt” folyamatnak az amplitudéja, ami-
kor az 1-es elektron szorddik 6 szoggel, és ezért észlel a 6 szog alatt elhelyezett
detektor elektront. Ez a direkt folyamat azonban nem kiilonboztethet6
meg attél a folyamattol, amelyben a két elektron kicserélodik és a
2-es elektront észleli a 0 sz6g alatt elhelyezett detektor. Az utébbi
folyamat amplitudéja fics.(0) = fa(m — ). A fentebb elmondottak alapjin a
két amplitudo interferal és interferenciajukra elvileg csak kétféle lehetoség
van: f(0) o< fq(0) £ fa(m — 0), amelyek koziil a Pauli-elv az antiszimmetri-
kus lehetdséget koveteli meg. Az elektronok Coulomb-szérasa esetén a
szorasi amplitudé a két elektron felcserélésével szemben antiszim-
metrikus:

f(0) o fa(0) — fa(m —0). (5.4.40)

Az antiszimmetrizdlas eredménye abban mutatkozik meg, hogy az elektron
elektronon torténd Coulomb-szorddasanak differencidlis hatdskeresztmetszete
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kiilonbozik a klasszikus mechanikai tton szamolt Rutherford-féle szérasi ha-
taskeresztmetszetszettdl. A hataskeresztmetszet mindkét esetben szimmetri-
kus, d‘;g ) — d"(gﬂ_ % . Amig azonban a Rutherford-féle szérasi hatdskeresztmet-
szet szigortian monoton csokken a 6 € |0, %7?] intervallumban, nem zérus érték
minimuma van 6 = 7/2 esetén és szigortian monoton né a 6 € [r/2, 7| interval-
lumban, addig a kvantummechanikai differencialis hatéskeresztmetszet értéke
a 0 = m/2 minimumban zérus, és a direkt és kicserél6dési amplitudé interfe-

rencidja miatt tovabbi mellékmaximumokkal és -minimumokkal rendelkezik.

Azonos bozonok esetén a szorasi amplitudo a direkt és a kicserélédési folyamat
amplituddinak az 0sszege. A két folyamat interferencidjanak az eredményeként
a differencidlis szorési hataskeresztmetszet a 6 = 7/2 irdnyban nagyobb, mint
megkiilonboztetheto részecskék esetén lenne, és most is jelentkeznek a mellék-
maximumok és -minimumok.

2. A koleson nem hatd azonos részecskék rendszerének alapallapota lényegesen
kiilonbozik aszerint, hogy fermionok vagy bozonok alkotjédk a rendszert. Kol-
¢sOn nem hatd, azonos fermionok rendszerében az alapallapotot a Pauli-elv és
az energia-minimum elvének figyelembe vételével tigy kaphatjuk meg, hogy a
fermionokkal elkezdjiik benépesiteni egyesével, névekvé energidjuk sorrend;jé-
ben az egy-részecskés allapotokat. Ha a fermion-rendszer valamennyi, N darab
részecskéjét ilymodon elhelyeztiik a megfelel6 egy-részecskés allapotokban, ak-
kor egy bizonyos energiaszintig, az e Fermi-energidig minden egy-részecskés
allapot egyszeresen be lesz toltve, mig a Fermi-szint f6l6tt minden egy-részecs-
kés allapot betoltetlen marad. Az alapallapot hullamfiiggvényét olyan Slater-
determinans irja le, amely a Fermi-szint alatti 0szes, betoltott egy-részecskés
allapot hullamfiiggvényének N-tényezos szorzatabodl antiszimmetrizalassal all
eld.

A koleson nem haté, azonos bozonok rendszerében az alapallapotot az jellemzi,
hogy minden egyes bozon ugyanazt az egy-részecskés alapallapotot tolti be.
Az egy-részecskés alapallapot betoltési szama megegyezik a teljes N részecske-
szammal, az egy-részecskés gerjesztett allapotok betoltési szama zérus.

3. Egy masik fontos kovetkezmény az, hogy amennyiben egy egy-részecskés allapot
be van toltve, akkor ez a tény befolyasolja azt, hogy milyen valdszintiséggel
keriilhet tovabbi részecske ugyanebbe az allapotba™.

Az azonos fermionok rendszerében a Pauli-elv megtiltja, hogy két
részecske ugyanabba az egy-részecskés allapotba keriiljon.

Azonos bozonok rendszerében a kovetkezo6 furcsasag jelentkezik. Le-
gyen w annak a valdésziniisége, hogy egy betoltetlen egy-részecskés

"8 Az alabbiak bizonyitdsa meghaladja ennek az eléaddsnak a kereteit. A késébbi kvantumme-
chanikai tanulmanyok soran, az ugynevezett masodik kvantalas kapcsan fogjuk ezt targyalni.
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allapot betoltodik. Tegyiik fel, hogy mar n darab bozon van ebben
az allapotban. Ekkor annak a valészintisége, hogy egy tovabbi bozon
keriil ebbe az &allapotba, (n + 1)w. Azt szokds mondani, hogy az allapot
spontan betoltédésének w valdszintiségéhez hozzaadddik annak a | stimulalt”
(serkentett) folyamatnak az nw valészintlisége, amit az a tény vélt ki, hogy az
adott egy-részecskés allapotban mar van n darab részecske. A bozonok annal
inkabb ,,szeretnek” egy adott allapotba keriilni, minél tobb részecske van mar
ebben az allapotban.

A bozonallapotok betoltési szamainak fenti tulajdonsdga teszi lehetové a mézer
és a lézer miikodését, és ugyancsak jelentds szerepe van a sugarzas és az anyag
kozti termikus egyensily kialakulasaban.

. Tovabbi nagy horderejii kovetkezmény a spin-statisztika tétel. A spin-
statisztika tétel kimondja, hogy az egymassal kolcson nem hatd,
azonos fermionok rendszerében a Fermi-Dirac-statisztika, a kolcson
nem hatd, azonos bozonok rendszerében a Bose-Einstein-statisztika
érvényes. Jelolje n, az egymdssal kolecson nem hatd, azonos részecskék T
homérsékletii rendszerében azt az atlagos betoltési szamot, amivel az €, ener-
gidju ¢, egy-részecskés allapot be van toltve. (Egyszeriiség kedvéért helyez-
kedjen el a rendszer V' térfogatban, akkor az egy-részecskés allapotok « in-
dexe, azaz az egy-részecskés dllapotokat jellemzé kvantumszamok diszkrétek.)
Jelolje o = 0 az egy-részecskés alapéllapotot. A Fermi-Dirac statisztika
esetén

1
eksT +1
a Bose-Einstein statisztika esetén pedig
1
Ng = ~—(=pr (5.4.42)
eksT —1]

ahol i a kémiai potencial, ami a h6mérséklet fiiggvénye, kg pedig a
Boltzmann-allando.

Abszolut zérus hémérsékleten az elektronok kémiai potencialja a Fermi-energia,
w(T = 0) = ep. A Fermi-Dirac-statisztika azt jelenti, hogy abszolut zérus fo-
kon a rendszer kvantummechanikai alapallapota valésul meg, a Fermi-szint
alatt minden egy-részecsés allapot egyszeresen be van toltve, a Fermi-szint
folott minden egy-részecskés allapot betoltetlen. Ha a homérséklet T > 0,
akkor a Fermi-szint alatt pontosan annyi betoltetlen allapot jelenik meg, mint
ahany allapot betoltédik a Fermi-szint folott. Az alapallapotra jellemzo el-
oszlas ,.fellazulasa” a Fermi-szint koriili kb. kpgT szélességli energiasavban
torténik meg.

Bozonok esetére példaként a fotonok rendszere szolgalhat. Ekkor a kémiai
potenciadl u = 0. A fotonoknak zérus a nyugalmi tomege, a toltése, stb., ami-
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5.5.

re megmaradasi torvény vonatkozna, igy a fotonok szama nem megmaradd
egy V térfogati, az edény falaval termikus egyensilyban levo elektromagneses
sugarzasban. A T hémérséklet csokkenése esetén a Bose-Einstein-eloszlasnak
megfeleloen egyre inkdbb az alapallapot toltodik be fotonokkal, mikozben a
gerjesztett allapotok fokozatosan kitirtilnek. Ha az azonos bozonok nem zérus
nyugalmi tomegl részecskék, pl. S = 0 triplet-allapotd He-atomok, akkor
az N részecskeszam megmaradd mennyiség, a kémiai potencial nem zérus, de
ahogy a homérséklet egy kritikus Ty érték ald csokken, akkor nullava valik.
A gerjesztett egy-részecskés allapotok a Bose-Einstein-statisztika szerint van-
nak betoltve. Amig T > Ty, addig az alapéllapot atlagos betoltési szama
zérus. Amikor azonban a hémérséklet a Ty kritikus érték ald csokken, akkor
az alapallapotot nem nulla szdmu atom kezdi benépesiteni. A homérséklet
tovabbi csokkentésével egyre jobban kiiirtilnek a gerjesztett egy-részecskés
allapotok és a korabban gerjesztett allapotban volt részecskék koziil egyre tobb
keriil alapallapotba, Végiil abszolut zérus homérsékleten mind az N darab
atom az alapallapotba keriil. Azt a jelenséget, hogy alacsony homérsékleten a
bozonok ugyanazt az alapallapotot kezdik benépesiteni, Bose-kondenzacionak
nevezik. A Ty homérséklet a Bose-kondenzaciéo meginduldasdanak homérséklete.
Nagysagrendileg a kg1 termikus gerjesztési energia oOsszemérheté annak a
zérusponti rezgésnek az €, energidjaval, amivel egy V/N 4atlagos térfogatban
elhelyezked6 atom rendelkezik,

8m2h? 8m2h?
2mL2 2m

om \?
T ~Y ~Y _— 2 Y
k‘B 0 €0 (hL/2) / m

(N/V)*3 (5.4.43)

ahol felhasznaltuk, hogy egy atom szamara rendelkezésre allo térfogat linedris
mérete L ~ (V/N)3. Ttt N/V az atomok részecskeszdm-sfirtisége.

A lézer*

Miel6tt a lézer miikodési elvére ratérnénk, el kell mondani, hogy Einstein mar 1917-ben megmu-
tatta, hogy az atomi rendszerek haromféle sugarzasi folyamatban tudnak résztvenni:

1.
2.

abszorpcid, amikor az atom energiat vesz fel a sugarzasi térbol,

spontan (6nkéntelen, magdtdl bekovetkez6) emisszid, amikor az atom kiilsé behatas
nélkiil bocsat ki sugarzast,

. stimuldlt (serkentett) emisszid, amikor az atomot a kiils6 sugdrzasi tér készteti sugarzds

kibocsatasara.

Az elektromégneses sugédrzas fotonokbdl all. A fotonok 1A spinnel rendelkezd, zérus nyugalmi
tomegl részecskék. Legyen adott atomi dtmenet soran egy k impulzusu foton kibocsatasanak
valésziniisége w. Ha az atom kornyezetében mér van jelen n darab ugyanilyen foton, akkor (n +

1)w annak a valészinlisége, hogy jabb ugyanilyen k impulzusi foton keriil kibocsatésra stimuldlt
emisszié révén. Ebben mutatkozik meg az, hogy a fotonok bozonok és az azonos bozonok
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,,jobban szeretik” azt az allapotot benépesiteni, amely mar nem teljesen iires, mint
az ures allapotot.

A 1ézer miikodési elve a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy a 1ézert olyan kézegben valdsitjuk meg,
amelynek atomjai két gerjesztett dllapottal rendelkeznek. Legyen az atomok alapéllapota Ey ener-
gidja, Fy és Fy meg két gerjesztett dllapot energidja, amelyekre Ey < Ey < F,. Tegylik fel tovabba,
hogy az F- energidju allapot viszonylag hosszu élettartamu. Gerjessziik valamilyen médszerrel
az atomokat, hogy azok tobbsége az Fs energidju gerjesztett allapotba keriiljon. Ez lehetséges
gézlézerben termikus gerjesztés révén, vagy szildrdtestlézerben Q = (Eo — Ey)/h frekvencidju ger-
jeszt6 fénnyel torténd besugarzassal. Némi ligyességgel elérhetd, hogy igy 1étrejojjon az igynevezett
inverz populacid, amikor tobb atom tolti be az Es energidju gerjesztett dllapotot, mint az FEy
energiaju alapallapotot. Ez pontosan a forditottja annak a betdltésnek, ami T° h6mérsékleten ere-
detileg megvalésul, amikoris az alapéllapot van jobban betdltve és a gerjesztett allapot kevésbé™.
Ez tehat az allapotok forditott benépesitése, azaz inverz populécidja.

Miutan létrehoztuk az inverz populdciét, valamelyik atom spontdn médon emittdl egy
w = (Ey — Ey)/h frekvencigji fotont és torténik egy dtmenet az Fs energidju dllapotbdl az Fy
energiaju allapotba. A lézerkozeget tartalmazé edény két atellenes faldn parhuzamos tiikrok he-
lyezkednek el, amelyek sokszor visszaverik oda-vissza a kibocsatott fényt. Ha sikertl a spontan
emittalt fotont igy benntartani a kézegben, akkor annak az impulzusa meréleges a tiikrokre. Ett6l
kezdve kétszeresre né annak a valdszintisége, hogy tjra ilyen foton fog emittalédni amikor a kovet-
kez0 gerjesztett atom emittal, mert jelentkezik a stimulalt emisszié. A lézer két végén elhelyezett
tiikorrel tudjuk biztositani, hogy csak a tiikorre merdleges impulzusu fotonok tudnak a rendszer-
ben maradni. fgy a tovabbi spontan emisssziok fotonjai altaldban eltavoznak és a rendszerben
Osszegylilnek a tovabbi atomok stimuldlt emissszidjabdl szarmazo, azonos fotonok. Rovidesen
tehat makroszkopikus szamu azonos foton jelenik meg, amelyek hullamfiiggvényei a
stimulalt emissszié miatt azonos fazisban vannak és igy szuperpondlédnak egymasra.
Végeredményben tehat makroszkopikusan mérheto intenzitast, koherens sugarzas, 1ézerfény jelenik
meg. A sugarzas koherencidja a lézernek, mint sugarforrasnak a legfontosabb elénye a
hagyomadnyos fényforrasokkal szemben. Az atomok a lézerfoton kibocsatdsa utédn az £ — Ey
energia spontdn kibocsatdsa révén visszakeriilnek az alapéllapotba. Az inverz populdciét tehat a
lézer folyamatos miikddése érdekében folyamatos gerjesztéssel fenn kell tartani. A lézerfény tovabbi
elénye, hogy nagyon monokromatikussa és nagyon parhuzamossa tehetd. Utébbi azt jelenti, hogy
nagyon kicsi a 1ézernyaldbot alkoté 1ézersugarak széttartasi szoge.

A 1ézerekre alapozva az atomok spektroszképiai vizsgélatdban egy 1j mdédszer fejlédott ki,
a lézerspektroszképia®’, azaz az atomoknak lézerfény segitségével torténd vizsgélata. A fény
abszorpciéjat és spontdn emissszidéjat mar a hagyoméanyos atomi spektroszképia is hasznositotta,
ezen alapult az atomi energiaszintek vizsgdlata. Sokaig nem sikeriilt azonban a gyakorlatban
hasznositani a stimulalt emisssziét. Az 1950-es években amerikai és szovjet tuddsok egyarant
megprobéltak hasznositani az atomi rendszerek stimuldlt emissziéjat abbdl a célbdl, hogy gyenge

mikrohulldmu jeleket erdsitsenek fel és mikrohulldmu oszcillatort miikodtessenek. Ekkor fejlesz-
tették ki a mézert®!. Shawlownak, Townesnak és Prokhorovnak tttéré szerepe volt a mézer-elv

™Ha Np, ill. Ny rendre az alap-, ill. a gerjesztett allapotban taldlhaté atomok szama és T a

Ey—Eq
kT

80Nicolaas Bloembergen (1920-, holland) és Arthur Leonard Shawlow (1921-1999, amerikai)
egynegyed-egynegyed aranyban részesiiltek az 1981. évi fizikai Nobel-dijban a lézerspektroszkopia
kifejlesztése terén végzett munkdssdgukért. A dij masodik felét Kai M.B. Siegbahnnak (1918-, svéd)
itélték oda a nagy feloldoképességii elektronspektroszkopia kifejlesztésében végzett munkassagaért.
81 Micowave Amplification by Stimulated Emission of Radiation” elsé betiiibél képezett betfiszo,
jelentése mikrohullam erdsitése sugédrzéds stimulalt emisszidja révén. Az 1964. évi fizikai Nobel-

lézer kozegének hémérséklete, akkor No = Nyexp| — , ahol kg a Boltzmann-allando.
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infravoros és optikai tartomdnyra torténd kiterjesztésében. Ez vezetett a lézer-elvhez®2. Az elsé
miikodo 1ézert 1960-ban épitették. Azota lézerek miikodnek az egész lathatd tartomédnyban és az
infravoros meg az ultraibolya tartomany egy-egy részében is. A lézer csaknem idedlis eszk6zzé valt
az atomok és a molekuldk tulajdonsagainak spektroszképiai tanulméanyozasa terén. Ebbdl a célbol
szamos spektroszképiai médszert dolgoztak ki. A lézerspektroszképiai médszerek koziil nem egy
az anyagok nem linedris optikai viselkedésén alapul, kihasznalva, hogy a 1ézerfény intenzitasa olyan
nagy lehet, hogy a linedris anyagi osszefiiggések érvényiiket vesztik a kozegben.

5.6. Atomok Mengyelejev-féle periédusos rendszere

Az elemeket Mengyelejev (1869) kémiai tulajdonsagaik alapjan, empirikus dton ren-
dezte, ez az elemek periédusos rendszere. Az elnevezés onnan ered, hogy az
elemeket novekvé rendszamuk szerint sorba rendezve bizonyos tulajdonsagaikban,
mint pl. vegyérték, ionizacids energia, stb. periodikussag figyelheté meg. Niels Bohr
(1922) jott ré, hogy az elemek periddusos rendszerének az értelmezéséhez az atomi
elektronhéjak betoltodésének sajatsagait kell megvizsgalni. A kvantummechanika
egyik latvanyos sikere az elemek periédusos rendszerének a magyarazata az atomok
szerkezetének alapjan.

Az atomok alapallapotban elektromosan semlegesek. Ha az atom
rendszdma Z (a protonok szdma az atommagban), akkor az atom kézéppontjaban
elhelyezkedd, pontszeriinek tekintheté atommag +Z7|e| toltést hordoz. Ugyanakkor
a Z rendszamu atomban alapallapotban Z darab elektron van, amelyek Gsszesen
—Z|e| toltést hordoznak. Az alapallapotu atomok felépiilésében a Pauli-elv és az
energiaminimum elve érvényesiil. Az atomok stabil alapallapotanak olyan az
elektron-szerkezete, ami eleget tesz a Pauli-elvnek és amihez a legkisebb
energia tartozik.

Olyan inerciarendszerben, amelyben az atom TKP-ja nyugalomban van, az
atom Hamilton-operatora:

H:Z[ 2me m] Z _rb| (5.6.44)

a=1

ahol az els6 tag az egyes elektronok kinetikus energidinak és az atommag Coulomb-
terében felvett potencidlis energidinak az Osszege, a masodik tag pedig az elektronok
kozotti Coulomb-kolesonhatdsnak az energidja®. Rogzitett Z rendszam esetén az

dijban fele-részben Charles H. Townes (1915-, amerikai) részesiilt a kvantumelektronika teriiletén
végzett alapveté munkassagaért, amely a mézer-1ézer elven miikodo erdsitok és oszcillatorok kifej-
lesztéséhez vezetett. A dij mésik felében egyenld ardnyban Nikolai Gennadievich Basov (1922-2001,
orosz) és Alexander Mikhail Prokhorov (1916-2002,0rosz) részesiiltek azokért az alapozé kisérleti
fizikai kutatasaikért, amelyek a mézer és a lézer felfedezéséhez vezettek.

82A lézer a ,,Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation” kezdébetiiibdl alkotott
betiiszd, jelentése fényerosités sugarzas stimulalt emissszidja révén.

83 Azzal a kozelitéssel éltiink, hogy az atom tomegkdzéppontja és az atommag egybe esik, és ezt
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atom alapéllapotanak megkeresése tehat azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni azt az
antiszimmetrikus hullamfliggvényt, amely az atom Hamilton-operatoranak legkisebb
energia-sajatértékéhez tartozik. A feladatot az elektronok kozotti kolesonhatas teszi
bonyolulttd. Ezért a feladatot, a H-atom, ill. a H-szerti atomok (ionok) esetét
kivéve, nem lehet kozelitések nélkiil megoldani. A jelen eldadas keretében nem
vallakozhatunk a kiilonboz6 kozelité médszerek vazolasara sem.

Az elemek periédusos rendszerének kvalitativ magyarazataban az a tény van
segitségiinkre, hogy az elektronok kozotti Coulomb-taszitas jelentds része gy veheto
figyelembe, mint a tobbi elektron altal egy kiszemelt elektron szamara létrehozott
atlagos, centrélis potencidl. Ezutan az elektronok kozotti taszité Coulomb-koleson-
hatasnak az a része, amelyik nem olvaszthato bele az atlagos potencidlba, mér csak
gyenge, un. maradék-kolcsonhatds. Ha a maradék-kolcsonhatast elhanyagoljuk, ak-
kor a centralis potencidlban szokasos n f6- és ¢ mellékkvantumszamokkal jellemzett
(n,?) egy-elektronos allapotokrol beszélhetiink. Ezek elnevezése most is 1s, 2s, 2p,
stb. elektron-pédlydk, mint a H-atom esetén. Az egyes pélydkhoz, az elektron spin-
vetiiletének kétféle bedlldsat is figyelembe véve, 2(2¢ + 1) darab elektron-allapot
tartozik. A lényeges kiilonbség az, hogy most az egyes elektron-palydk energidjat
nem lehet altalaban olyan egyszerii képlettel kiszamolni, mint a H-atom esetén.
Ezért az elektron-allapotok energiai nem szigoriian monoton véltoznak a novekvo n
és ¢ kvantumszamokkal.

Az elemek periédusos rendszerében a rendszam 1-gyel tortén6 novekedése 1
darab tovabbi elektron beépiilését jelenti az atomba. Ez mindig tigy torténik, hogy
a kovetkezo elektron a még be nem toltott, energia szerint legalacsonyabban fekvd
allapotok valamelyikébe keriil. Ilyen moédon a periddusos rendszer elemei novekvo
rendszam szerint haladva, csoportokat alkotnak. Az egyes csoportokban rendre az
alabbi palyak allapotai toltodnek fel:

a pontot valasztottuk a koordindtarendszeriink origéjanak. Az egyszeriiség kedvéért a Coulomb-
kolesonhatason kiviil minden mas kolcsonhatast elhanyagolunk.
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Eletron-héj Allapotok szama

1s 2
25, 2p 8
3s, 3p 8
4s, 3d, 4p 18
5s, 4d, bp 18

6s, 4f, bd, 6p | 32

7s, 6d, 5f ...

A téblazatban feltiintetett palya-csoportokat azért nevezziik elektronhéjaknak, mert
amikor egy-egy ilyen csoport palyai teljesen betoltédnek, akkor az utolsé elektron
kotési energidgjanak (az atom ionizaciés energidgjanak) maximuma van, amikor meg-
indul a kovetkez6 héj betoltodése az eggyel nagyobb fokvantumszamu s-palyaval,
akkor az ionizacids energianak minimuma van, azaz a zart héju atomhoz hozzaadott
tovabbi elektron nagyon gyengén kotott.

Az elemek els6 csoportjaban a hidrogén és a hélium taldlhaté (a periédusos
rendszer els6 sora), a méasodik és a harmadik héj feltoltédése révén két (kis), egyen-
ként 8-8 elemet tartalmazdé periddus jon létre. Ezt koveti két nagy, 18-18 elemet
tartalmazd periodus és a 32 elemet tartalmazé periddus, amelyhez tartoznak a ritka
foldfémek is. Végiil az utolsé csoport a Természetben létez6 elemek kozott nem
zarul le.

5.7. Idealis gazok alacsony homérsékleten*

Az idedlis gz sok valésagos fizikai rendszernek j6 kozelité modellje. A ritka gazok elsé kozelitésben
idedlis gazként viselkednek, csak novekvd stirtiséggel jelentkeznek benniik a részecskék kolcsonhata-
sa miatti eltérések az idedlis viselkedést6l. A fémekben a vezetési elektronok szintén jé kozelitéssel
idedlis gézt alkotnak, idedlis fermi-gdzt, mert a feles spinti elektronok fermionok. A szilardtestek
kvantdlt racsrezgései ugy tekintheték, mint idealis bozon-gaz, fononok gédza. A hémérsékleti
sugarzas ugyancsak idedlis bozon-gaz, fotonok gaza. ezek azok a kisérletileg is vizsgalhat6 fon-
tosabb esetek, amikor a kvantummechanika makroszkopikus méretekben torténd jelent-
kezésének lehetiink a tanti. Az adott makroszkopikus test makroszkopikus jellemz6i
ko6zotti termodinamikai 6sszefiiggések alakja moédosul a kvantummechanika miatt ah-
hoz képest, mint amilyen Osszefiiggéseket a klasszikus fizika alapjan varnank. A
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klasszikus fizika alapjan varttdl eltérd viselkedés ezekben az esetekben végsd soron a
részecskeazonossag kvantummechanikai kévetkezményének tulajdonithaté.

A ritka gézok alacsony hémérsékleten masképpen viselkednek aszerint, hogy a gézré-
szecskék bozonok vagy fermionok. A hémérsékleti sugarzas vizsgalata a kvantummechanika
alapjainak lefektetése soran is rendkiviil fontos szerepet jatszott, mint a klasszikus fizika torvényei
alapjdn meg nem érthetd jelenség (1d. az A.1 fliggeléket). Ugyanigy a szilardtestek fajh8jének
alacsony hémérsékleten mutatott hémérséklet-fuggését sem lehet a kvantummechanika,
az idealis fonongdz tulajdonsdgainak ismerete nélkiil megérteni (1d. az A.1 fiiggeléket). A fémek
vezetési tulajdonsagainak, a fotoeffektus soran szerepet jatszé kilépési munkanak, stb.
a megértése szempontjabdl megintcsak donté az idedlis elektrongaz kvantummechanikai alapon
torténd targyaldsa (1d. az A.1 fiiggeléket) .

Az idedlis gdzon olyan fizikai rendszert értiink, amelyet az aldbbi tulajdonsigok jellemeznek:

1. a géz részecskéi nem hatnak koleson egymassal,

2. a részecskerendszert az tartja Ossze, hogy a részecskék egy V térfogatu edény falai kozt
végezhetnek ,,szabad” mozgast,

3. a gaz részecskéi az edény faldnak részecskéivel iitkozve véletlenszertien vehetnek fel, ill.
adhatnak le energiat, amelynek révén a géz az edény T hoémérsékleti falaval termikus
egyenstilyba keriil®4.

Az idedlis gaz viselkedésére jellemz6k a makroszkopikus jellemzéi kozotti sszefliggések. Ezek
elméleti értelmezésével, - itt nem részletezheté médon — a statisztikus fizika és a termodinamika
foglalkozik. Ilyen Gsszefliggések pl. a p nyomds, mint a gdz T hdémérsékletének és n = N/V
részecskesiirliségének a fiiggvénye egyensilyi allapotban (N a géz részecskéinek szama, V a géz
térfogata), vagy a gdz U energidja (belsé energidja), mint T, n és V fiiggvénye, stb. Meg lehet
mutatni, hogy minden (nem zérus nyugalmi tomegi, belsé szerkezet nélkiili, azonos részecskékbol
allg) idedlis géz elég magas hémérsékleten

% = gnkBT, p=nkpT (5.7.45)
torvényszeriiségeket mutat, ahol kp a Boltzmann-dllandé. Ez a viselkedés akkor lenne érvényes
tetszoleges homérséklet esetén, ha a gaz részecskéi klasszikus mechanikai objektumok lennének,
amelyek nem engedelmeskednek a kvantummechanika torvényeinek.

Valéjaban azonban a részecskék a kvantummechanika torvényeinek engedelmeskednek. Ez
alacsony homérsékleten észre is veheté. Ha a giz homérséklete olyan alacsony, hogy kpT N €0,
ahol €y a V/N térfogatba kényszeritett részecske alapallapoti energidja, akkor az ideélis gdz mak-
roszkopikus jellemzo6i k6zotti termodinamikai Ossszefiiggések megvaltoznak. Ilyenkor a részecskék
zérusponti kvantumfluktuaciéinak ey energidja dssszemérheto a termikus gerjesztések kpT' atlagos
energiajaval, vagy anndl jelentosebb. Ezért a kvantumfluktudciok kovetkeztében a makroszkopi-
kus jellemz6k kozti torvényszeriiségek megvaltoznak. A kvantumeffektusok kévetkeztében a feles
spinfi fermionok gaza, és az egész spinli bozonok géza alacsony hémérsékleten nemcsak a klasszikus
idealis gazétol eltéro viselkedést mutat, hanem egymasétdl is. A fermionok géza esetében a Pauli-
elv a fermionok kozott hasonléan jelentkezik, mint valamiféle taszitas, és ezért sem a gaz belso
energidja, sem a gaz nyomasa nem tinik el zérus homérsékleten, hanem véges pozitiv értékhez
tartanak. Ugyanakkor a bozonok idedlis gaza esetében mind a belsé energia, mind a nyomas a

84Termikus egyensilyrdl akkor beszéliink, ha a gaz részecskéinek a fal részecskéivel torténd egyedi
iitkozései révén idéegység alatt atlagosan ugyanannyi energiat ad le a falnak, mint amennyit felvesz
tole.
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hémérsékletnek T hatvanyfiiggvénye szerint nullahoz tart, ahol a > 1, ellentétben a klasszikus
idealis gézzal, amikor a kitevé @ = 1 lenne. A bels6 energia és a nyomds tehat a klasszikus fizi-
ka alapjan elérejelzett linearis homérséklet-fiiggésnél gyorsabban tart nulldhoz, ha a hémérséklet
zérushoz tart.

Az elmondottakat a tapasztalat meger6siti. A megfigyelt torvényszeriiségek értelmezése
a kvantummechanika, a statisztikus fizika és a termodinamika torvényeinek egyidejii figyelembe
vételével lehetséges. Az idedlis gazok alacsony hémérsékleten mutatott termodinamikai viselkedése
szép példaja annak, hogy a kvantummechanika a makroszkopikus testek makroszkopikus jellemz6i
kozotti torvényszeriiségekbe is észrevehetden ,,beleszolhat”.

5.8. Bose-kondenzatumok interferenciaja*

A Bose-Einstein-kondenzéacié jelensége, mint errél mar széltunk, abban all, hogy egész spinii
és valamilyen megmarad$ tulajdonsiggal (pl. részecskeszdmmal, toltéssel) rendelkezd, azonos
részecskék idedlis gdzaban elég alacsony hémérsékleten, a kordbban emlitett Bose-kondenzacio
Ty homérséklete alatt minden részecske igyekszik ugyanazt az egy-részecskés kvantumallapotot, a
legkisebb energidju alapallapotot betolteni.

A feketetest sugarzds Planck-féle torvényét Bose3® vezette le el6szor 1924-ben azon az alapon,
hogy a sugdrzast azonos részecskékbdl (fotonokbdl) allé géznak tekintette. Az 6 megfontoldsait
altalanositotta Einstein olyan atomok vagy molekulak idedlis gazara, amelyekben a részecskeszam
megmaradd, és még ugyanabban az évben megmutatta, hogy elég alacsony homérsékleten be kell
kovetkeznie a kondenzacionak. Az elméleti megfontoldsokbdl nyilvanvald, hogy csak az egész spinii
részecskék, a bozonok kondenzalédnak. Azok is csak akkor, ha van valamilyen megmaradé tulaj-
donsaguk, mint pl. a részecskeszam.

Hosszu évtizedeken at folytak kisérletek a Bose-Einstein-kondenzatum laboratériumi meg-
valésitasara zérus, pontosabban csaknem zérus abszolit hémérsékleten. Cornell, Wieman®® és mun-
katarsai hoztak létre az els6 kondenzatumot rubidium atomok ultrahideg gazdban. Kés6bb még
ugyanebben az évben Ketterle és munkatarsai az MIT-ban natrium-atomok gazaban valdsitottak
meg a kondenzatumot. Etto6l kezdve robbanasszertien nétt meg az érdeklédés a kondenzatumok tu-
lajdonsagainak vizsgalata irant. Az egyik legérdekesebb tulajdonsdg, hogy a kondenzatum egy ko-
herens allapot, sok atombdl felépiilé anyagdarab, amelyet egyetlen, jol definidlt fazissal rendelkezé
hulldmfiiggvény ir 1e®”. A koherencia kozvetlen kisérleti ellendrzése megtortént. Két egymas mellet-
ti magneses csapdaban hoztak 1étre kondenzatumokat, majd megsziintették kozottiik a ,,magneses
valaszfalat”, és észlelték az interferenciat, amelyet a kondenzatumok allandé faziskiilonbséggel
rendelkezé hulldmfiiggvényeinek szuperpozicidja hoz 1étre®®. A Bose-Einstein-kondenzatum tehat
a koherens lézerfénynek anyaghullimmal megvaldsitott analogonja. Mint ilyen, a Bose-Einstein-
kondenzacié alapja lehet atomlézerek létrehozasanak, amelyekben a kdzonséges lézer fotonjainak

85Gatyendra Nath Bose (1892-1974, indiai) fizikus, a kvantumstatisztika egyik szellemi atyja,
akinek nevét viselik a bozonok és a Bose-Einstein-statisztika. Meghnad Sahaval k6z6s munkéjuk
eredménye a gazok Saha-Bose-féle allapotegyenlete.

86A 2001. évi fizikai Nobel-dfjat megosztva kaptak Eric A. Cornell (1961-), Wolfgang Ketter-
le (1957-) és Carl E. Wieman (1951-) alkédli atomok hig gdzdban a Bose-Einstein-kondenzécié
megvaldsitasaért és azokért a kezdeti, alapveto fontossagu vizsgalatokért, amelyek soran a kon-
denzatumok tulajdonsdgait tanulményoztak.

87Itt nem részletezhetd, hogy a koherens kondenzatum létrejottéhez a bozonok kozotti gyenge
vonzdé kolcsonhatds jelenléte is sziikséges.

881d. pl. http://physicsweb.org/article/world/10/3/3/2
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szerepét atomok veszik at.

A Bose-Einstein-kondenzdtumokat ma mér felhasznéljak olyan Michelson®%-interferométerek
készitésére, amelyekben fény helyett kondenzdtumok interferalnak?. Egy hullimvezetében Bose-
Einstein-kondenzdtumot hoznak létre atomokbdl, amely kezdetben nyugalomban van. Ezt elekt-
romagnesesen két kondenzatumra , hasitjdk”, amelyek ellentétes +p impulzusokkal mozognak és
a hullamvezetd végein elhelyezett tiikrokon reflektalédnak. Végiil, amikor a két kondenzatum
visszaér a kiinduldsi helyére, akkor ott elektromédgneses impulzusokkal ujra egyesitik Oket. A
taldlkozé kondenzatumok ekkor meghatarozott féziskiilonbséggel interferalnak. A faziskiilonbsé-
giiket ugy lehet valtoztatni, hogy a hullaimvezeté mentén térbeli gradienssel rendelkezé magneses
teret alkalmaznak, amig a két kondenzdtum szét van vélasztva egyméstél. Az ilyen Michelson-
interferométerek nagy elénye, hogy kis méretiiek (egyetlen ,,chip”-en megvaldsithatdk) és alkal-
masak az elektromégneses mez6 finom valtozdsainak érzékelésére. Valdsziniileg érzékel6kben,
ugynevezett szenzorokban nyernek majd technikai alkalmazést.

89 Albert Abraham Michelsont (1852-1931) 1907-ben fizikai Nobel-dijjal tiintették ki preciziés
optikai berendezéseiért és az azokkal végzett spektroszkdpiai és metrologiai kutatasaiért. Edward
Williams Morleyval (1838-1923) kozosen végzett és vildghir{ivé valt interferometrids kisérlete (1887)
a relativitdselmélet alapjaul szolgdl. Fontos az a felismerése, hogy a hosszegység visszavezethetd
hullamhossz mérésére.

90Ying-Yu Wang, Dana Z. Anderson, Victor M. Bright, Eric A. Cornell, Quentin Diot, Tetsuo
Kishimoto, Mara Prentiss, R.A. Saravanan, Stephen R. Segal, Saijun Wu, An Atom Michelson
Interferometer on a Chip Using a Bose-Einstein Condensate, arXiv:cond-mat/0407689
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6. KOZELITO MODSZEREK

A kvantummechanikai problémak megoldasa altaldban nem lehetséges egzaktul, ha-
nem kozelité moddszerek alkalmazasat igényli. A kvantummechanikai problémaék
néhany tipikus csoportja

1. a stacionarius allapotok energiainak és hullamfiiggvényeinek meghatarozasa;

2. idoben valtozd kolcsonhatésok hatésara atmenetek johetnek létre kiilonbozo
kvantumallapotok kozott, ezek atmeneti amplituddjanak meghatarozasa;

3. kornyezetiikkel gyengén kolcsonhaté rendszerek elbomlanak, ilyen rendszerek
energianivéi kiszélesedésének és élettartamanak (bomlasi szélességének és fe-
lezési idejének) meghatarozésa.

Ezeken kiviil még szamos mas, fontos problématipust lehetne emliteni, amelyekkel
azonban a jelen jegyzet keretein beliill nem kivanunk foglalkozni.

6.1. Stacionarius allapotok meghatarozasa

A stacionarius allapotok meghatérozasa, azaz a stacionarius allapotok energidjanak
és hullamfliggvényének meghatarozasa egyike a kvantummechanika alapfeladatai-
nak. Ez tarsulhat olyan tovabbi kérdések megvalaszolasaval, hogy bizonyos fizikai
mennyiségeknek mi a varhato értéke a staciondrius allapotokban. A feladat elvileg
egzaktul megoldhatd, ha tetszolegesen valasztunk egy bazist a Hilbert-térben és a
Hamilton-operator matrixat diagonalizaljuk. A gyakorlatban ez a mddszer csak az-
zal a kozelitéssel alkalmazhatd, hogy a bazist csonkitani kell. A feladatot sokszor
ugy érdemes megoldani, hogy a Hamilton-operatort két tag osszegére bontjuk, H=
Hy+V, ahol Hy sajatérték-problémdjanak a megolddsa ismert és V-t kicsiny zavar-
nak, gyenge perturbacionak lehet tekinteni. Ha a V' zavar csatolasi allanddja g, azaz
V ~ O(g), ahol g ,,kicsi”, akkor az eredeti, nem perturbalt rendszer energiaszintjei és
stacionarius allapotainak hullamfiiggvényei csak kicsit kiillonbéznek a nem perturbalt
H, rendszer energiaszintjeitol és stacionarius allapotainak hullamfiiggvényeitdl. Eze-
ket az eltéréseket a g csatolasi dllandé hatvanysora alakjaban, ugynevezett per-
turbécios sor alakjaban keressiik. A mddszert perturbaciészamitasnak nevezziik.
Kiilon fogjuk targyalni azt az esetet, amikor az eredeti, nem perturbalt rendszer
energianivoi nem elfajultak, ill. amikor elfajultak.

6.1.1. A Hamilton-operator diagonalizalasa

Oldjuk meg a A
Hy) = El) (6.1.46)
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sajatértékproblémat jol definidlt (de itt nem specifikdlt) hatarfeltételekkel. Ez le-
het pl. az, hogy a rendszer V térfogata véges. Ilyenkor minden energiasajatérték
diszkrét, minden stacionarius allapot normaéja véges, és a V' — oo hatéaresetet utobb
képezhetjiik, ha arra vagyunk kivancsiak.

Legyen az adott hatarfeltételeknek eleget tevd allapotok egy tetszdlegesen
vélasztott ortonormédlt teljes rendszere {|¢,)}. (Ezek altaldban nem sajatvektorai
a H Hamilton-operatornak.) Tetsz6leges 1) allapot kifejthetd ezen teljes rendszer
szerint:

) = utbn,  n = (Palt)). (6.1.47)
Ezt a kifejtést felhasznalva a staciondrius Schrodinger-egyenlet

> el = E)|¢,) =0 (6.1.48)

alakot 6lt. Szorozzunk ré az egyenlet mindkét oldalara balrél a (¢,,| bra-vektorral
és hasznaljuk fel a |¢,) allapotvektorok ortonormaltsagat, (¢m,|¢n) = Om.n, akkor
az alabbi homogén linearis egyenletrendszert kapjuk az energia-sajatallapotok c,
kifejtési egyiitthatoira:
> (Hun — Edmn)cn = 0. (6.1.49)
ahol )
Hypn = (Pm|H|Pn) (6.1.50)

a Hamilton-operétor matrixa a {|¢,)} bazisban. Altalaban az allapotok Hilbert-tere
megszamlalhatoan végtelen dimenzids, ugyhogy a kapott homogén linearis egyen-
letrendszer — bar egzakt — nem kezelhet6 numerikusan csak akkor, ha a bazist
csonkitjuk, azaz csak véges sok, N darab bazisvektorral dolgozunk. Utébbi esetben
N darab csatolt, homogén linearis egyenletbol allé egyenletrendszert kell megolda-
nunk. Ennek akkor és csak akkor létezik nem trividlis megoldasa, ha az egyenlet-
rendszer determinansa zérus,

det (Hpp — Ebpp) = 0. (6.1.51)

Altalaban olyan bazisallapotokat szokas hasznalni, amelyek egy H, Hamilton-opera-
tor sajatallapotai, A
Ho|¢n) = Eon|¢n)- (6.1.52)

Ha a bazisallapotokat novekvé energia szerint rendezziik és az N darab legalacso-
nyabb energiahoz tartozét vessziik, akkor ebben a csonkitott bézisban az (6.1.51)
egyenlet N x N-es méatrix determindnsanak eltiinését koveteli meg, és N darab
gyoke van, F,., r = 1,2,...,N. Ezek a H Hamilton-operator legalacsonyabban
fekvo energiaju sajatallapotai. A bazis csonkitdsa miatt altalaban a magasabban
gerjesztett allapotok energidjat egyre pontatlanabbul lehet meghatarozni. Az egyes
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E, energiasajatértékekhez tartozé hullamfiiggvényeket, pontosabban a megfelel6 )
egyiitthatokat a homogén linearis egyenletrendszerbol a megfeleld energiasajatérték
behelyettesitése utan hatarozhatjuk meg, ha a S0 7|2 = 1 normaélsi feltételt is
figyelembe vessziik.

6.1.2. Ido-fiiggetlen, nem elfajult perturbacidoszamitas

Az ido6tél fiiggetlen perturbaciészamités a stacionarius Schrodinger-egyenlet kozelité
megoldasanak egyik médszere. Elonye, hogy elvileg korlatlanul javithato, ha a per-
turbacids sor konvergens. A rendszer H Hamilton-operatorat két tag Osszegére bont-
juk,

H=Hy+V, (6.1.53)

ahol Hy az ugynevezett nem perturbalt rendszer Hamilton-operatora, 1% pedig a per-
turbald kolesonhatds. A nem perturbalt rendszer Hy Hamilton-operatora altaldban a
rendszer kinetikus energidjanak operatorat tartalmazza és tartalmazhatja a kolcson-
hatasbol szarmazd potencidlis energia jelentos részét. Altaldban Hy-t ugy valasztjuk,
hogy ismert legyen a sajatérték-problémajanak a megoldasa, a nem perturbalt Ej,
energiaszintek és a hozzdjuk tartozo |¢,) energiasajatallapotok. A 1% zavar, azaz a
perturbacié tobbnyire valamilyen ¢ csatolasi allanddval aranyos. A perturbacidsza-
mitds akkor mikodik, ha g értéke kicsi. A jelen fejezetben feltessziik, hogy a per-
turbalatlan rendszer energianivoi nem elfajultak. Ezért a perturbacidészamitasnak
az ebben a fejezetben ismertetett valtozatat nem elfajult perturbacidszamitasnak
szokas nevezni.

A feladatunk a perturbalt rendszer Hamilton-operatora sajatérték-probléma-
janak a megoldasa, R R
(Ho + V)|Y) = E|Y). (6.1.54)

Az egyenletet gy oldjuk meg, hogy a keresett allapotvektort is és a keresett energia-
sajatértéket is a perturbacio g csatolasi allandéja szerint sorbafejtjiik:

) = [0 + oty 4 By
E=E0 1 UL pRI (6.1.55)

ahol ||[)|| ~ ¢g" és EI'l ~ g" a perturbéciészamités r-edik rendjében az dllapotvek-
tor és az energia korrekcidja. Az allapotvektor kiilonb6z6 rendi korrekeidit kifejtjiik
a |¢,) bazisban,

iy =" dllg,) (6.1.56)
ahol ¢! = O(g").
Az r = 0-adik rendben a perturbélatlan rendszer Ej, energiaszintjéhez tartozo

|¢,) dllapottal indulunk, ezért ¢ = 6, és [ = |¢,), tovabba EY = Ey,.
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A perturbaciészamitas killonboz6 rendjeit tgy kapjuk, hogy a perturbécids
sorokat behelyettesitjiik a stacionarius Schrodinger-egyenletbe és annak két oldalan
megkoveteljiikk az azonos rendi tagok egyenloségét:

(Ho + V(1) + [l + [P + ..
(B0 -+ B0 B2 () + gl + () 4. )
(6.1.57)

ahonnan a nulladrendi, elsorend(i, masodrendi, stb. tagok egyenlésége rendre

Hol!”) = EO 1)
Holy!M) + V[l = B0yt + By l),
Vi

f]ow[?}) + 1y = B0yl 1 g0ty 4 BRIy
: (6.1.58)
Szdmoljuk ki a perturbalatlan rendszer n- edlk energiasaj atallapotanak megval-
tozésat a V perturbdcié hatésdra. Ekkor EY = Ep, |wn> = |¢n). A per-
turbaciészamitas elsé rendjében:
Holyll) + Vi) = Eoule)) + EV|n). (6.1.59)

Szorozzunk ra az egyenlet mindkét oldalara (¢,,| bra-vektorral,

(G| Holt!Y) + (6l V |0)
- E0n<¢m|w7[11]> E[l mna
(EOm_EOn)<¢m|¢ 1]> <¢m|vl¢n> E[l mna
(Bom — Eon)clt + Vi = EWG,,, 0, (6.1.60)

ahol bevezettiik a perturbalé potencial

Vi = (&mlV |6n) (6.1.61)

matrixelemeit. Az egyszertibb jelolés kedvéért nem jeloljik a el sorfejtési egyiitt-
hatdk indexében azt, hogy melyik |1),) allapotvektor korrekciéjaban szerepelnek. Az
m = n esetbol megkapjuk az energia elsérendii korrekciéjat,

EN =V, (6.1.62)

ami nem mas, mint a perturbalé potencial diagonalis matrixeleme a perturbalatlan
|p,) allapotban, azaz a perturbaci6 atlagenergidja. Az m # n eset pedig az dllapot-
vektor elsérendii korrekcidjanak i (m # n) sorfejtési egyiitthatoit szolgédltatja,

an
- ___mr__ (6.1.63)



A Y egyiitthatét a l|on) + |¢E ])||2 = 1 normélési feltételbél (csak az elsérendii
tagokat megtartva) hatdrozhatjuk meg:

1= |ll¢n) + [P
S (6.1.64)

aminek i = i, a megolddsa, ahol v, ~ O(g) rendii valés szdm. Ez azt jelenti,
hogy az allapotvektor az elsérendii korrekcidkkal bezardlag

) = (L+i)lon) + D cllom) + O(g%)

m¥#n
mV n
= g+ 30 a4 o
m;ﬁn "
mv n
= wn(|¢n +Z ¢ |_|§0 |¢m>)+o(g2)

(6.1.65)

Ez annak felel meg, hogy minden perturbélt allapotvektor egy helyfiiggetlen komp-
lex fazissal szorzédik. Ezeknek azonban nincsen kihatasa arra, hogy a perturbalt
allapotok ortonormaltsaga fennalljon, és nem befolyéasoljak az energiaszintek korrek-
cidjat sem. Az altalanossag csorbitasa nélkiil élhetiink tehét a v, = 0 valasztédssal.

Tehat az energia és az allapotvektor valtozasa a perturbacidészamitas elsé
rendjében:

Eon = Bu = Bon + Van, 6n) = ) = [60) = Y EVjW) (6.1.66)
— On

Az energia elsorendi korrekcidja aszerint pozitiv, ill. negativ elgjelii, hogy a per-
turbacié atlagenergidja milyen el6jelli, azaz hogy rendre a perturbacié taszité, ill.
vonz6 kolesonhatast jelent a |¢,,) dllapotban. Az allapotvektor megvéltozasa alapjan
latjuk, hogy a perturbédcidszamitas akkor adhat jo kozelitést, ha a perturbacié nem
perturbalt allapotok kozotti matrixelemeinek abszolut értéke sokkal kisebb, mint a
megfelel6 nem perturbalt allapotok energiajanak kiilonbsége:

Az allapotvektor megvaltozasa azt mutatja, hogy a perturbdcié hatdsara az n-
edik perturbdlatlan allapot allapotvektorahoz a perturbacio hatasara egyre csokkeno
amplitudoval keverednek hozza az n-edik nem perturbalt allapottél energidban egy-
re tavolabb levé allapotok. Az is nyilvanvald, hogy ha a nem perturbalt rendszer
energiaszintjei nagyon kozel vannak egymashoz, azaz az energiaspektrum csaknem
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elfajult, vagy széls6 esetben elfajult, akkor a perturbédcidészamitas szerinti korrekci
nagyon naggya valik, ill. divergal, azaz ebben a formdjaban nem alaklmazhat6 a
perturbaciészamitas. Az elfajult energiaspektrumu rendszer perturbaciéjaval majd
a kovetkezo fejezetben fogunk foglalkozni.

Térjiink most vissza a nem elfajult energiaspektrumu rendszer perturbéacidjara.
A perturbaciészamitas masodik rendjében

Ho[p2y + VYY) = B [p2) + Vi ol + EPlg,),  (6.1.68)

amit a (¢,,| bra-vektorral szorozva kapjuk, hogy

(o — Fon)c2 — E _Yn 1V

EOn’_EOn
oS g e
V /—V 6 /)V/
Eom — Eon)c? — Vi = VinOmn o — B35, .. (6.1,
(Eom — Eon)cl; g B Womn.  (6.1.69)

Innen az m = n esetben kapjuk az energia méasodrendii korrekciojat,

2
2] _ }: |Vn’,n|
En - n'#n Eon — EOn’ (6170)

az m # n esetben pedig az allapotvektor masodrendii korrekcidjanak egyiitthatoit,

(vm n’ — Vn ném n’)Vn’ n Vm n’Vn’ n Vm nVnn
0[2] — Z 5 ) 5 5 — ) 5 _ ) 5 .
" n'#n (EOm - EOn)(EOn’ - EOn) n'#n (EOm - EOn)(EOn’ - EOn) (EOm - EOn)2
(6.1.71)

A2 egyiitthatét a norméldsi feltételbdl kapjuk meg (a méasodrendii tagokkal beza-
rélag 6rizve meg a tagokat):

1 = (Sulon) + (atD) + @16,) + (W01 + (3] + (612]6,,)
— 1+Z|C[1 ‘2 —|—C[2 _|_C[2]* (6172)

ahonnan
1 1 1 Vil
_t 2 _ = 2 — -~ S . — 6.1.73
3 2l 2§\cm\ 2§<Eom—E0n>2’ (6.1.73)

ahol ismét elhanyagoltunk egy lényegtelen fazisfaktort. Az m-edik energianivéd és
a hozzatartozo energia-sajatallapot tehat a perturbaciészamitas masodik rendjével

230



bezardlag rendre

|Vn’,n|2
E, = FEop+Von— E T E
'4n On on

Vi

Vm n’ Vn’ n Vm nVn n
" e ~F ey |1om
T,;L L’Z;én EOm - EOn)(EOn’ - E()n) (EOm — EOn)2 | >

1 an 2
-5 P [Von ). (6.1.74)
m#n

EOm - EO

Erdemes megemliteni, hogy az alapéllapot energidjanak méasodrend{i korrekcidja
mindig negativ, ilyenkor ugyanis az Gsszegzés az Osszes m # n gerjesztett allapotra
torténik, amelyekre Fy,, — Ep, > 0.

6.1.3. Degeneralt perturbaciészamitas

Tegyiik fel, hogy a perturbalatlan rendszer energiaszintjei elfajultak és azt is, hogy
a perturbacié energiaja sokkal kisebb, mint a nem perturbalt rendszer szomszédos
energiaszintjeinek tavolsaga. Ekkor a perturbacié a nem perturbalt rendszer egy-
egy energiaszintjéhez tartozé allapotainak keveredését és az egyes energiaszintek
elfajultsaganak csokkenését vagy teljes megsziinését eredményezi, de nem keverednek
a szomszédos energiaszintekhez tartozo allapotok.

Tegyiik fel, hogy a nem perturbélt rendszer F,, energiaszintjének a perturbacié
hatasara tortén6 felhasaddsat vizsgaljuk. A perturbalatlan rendszer FE, energia-
szintjéhez az allapotok Hilbert-terének egy s, dimenzids altere tartozik, ahol s, az
n-edik energianivé elfajultsaganak foka. Legyenek |¢,,.) (r =1,2,...,s) ortonormalt
bazisallapotok, amelyek kifeszitik a nem perturbélt rendszer E,, energidhoz tartozo
allapotainak az alterét. A perturbalt rendszer stacionarius allapotai a

(Ho+ V)|y) = E'|) (6.1.75)

stacionarius Schrodinger-egyenlet megoldasai. Altaldban a perturbalt rendszer élla-
potai kifejtheték a nem perturbalt rendszer stacionarius éllapotainak teljes rend-
szere szerint. Ha a perturbacié gyenge, azaz a V,,, matrixelemek abszolut értéke
kicsi a nem perturbalt rendszer szomszédos energianivéinak a tavolsdgahoz képest,
akkor — mint azt a nem elfajult perturbacidszamitas mutatja, — elhanyagolhat6 an-
nak a valészinlisége, hogy a perturbacié miatt a nem perturbalt rendszer kiillonb6z6
energiaszintjeihez tartozé allapotai keveredjenek a perturbacié miatt. Ugyanak-
kor formalisan a zérus energiakiilonbségii, azaz degeneralt allapotok keveredésére a
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nem elfajult perturbaciészamitas szingularitast jelez. Valdjaban azzal a kozelitéssel
élhetiink, hogy a nem perturbdlt rendszer egy adott energiaszintjéhez tartozé allapo-
tok keverednek csak egymassal. fgy feltehetjiik, hogy a perturbalt rendszer energia-
sajatérték-problémajanak megoldasat ugy kereshetjiik, hogy a nem perturbalt rend-
szer minden egyes energiaszintjéhez megkeressiik a perturbalt rendszer allapotainak
megfelel6 multiplettjét. Ezért a staciondrius Schrodinger-egyenletnek olyan meg-
oldasait keressiik, amelyek jo kozelitéssel csak egy-egy adott energiaszinthez tartozé
nem perturbalt allapotok linearis kombinacioi:

= cldm)- (6.1.76)

Ezt behelyettesitve a stacionarius Schrodinger-egyenletbe:

Zcr (Hy + V)|dnr) = E’Zcrww (6.1.77)

ahonnan a tetszéleges (¢,,-| vektorral torténd skaldris szorzédssal kapjuk az allapot-
vektor kifejtési egytlitthatoira az aldbbi homogén linearis algebrai egyenletrendszert:

Sn

> [(En = ENow s + Vi) e = 0. (6.1.78)

r=1

Ennek akkor és csak akkor létezik nem trivialis megoldasa, ha az egyenletrendszer
determinansa nulla,

det [(En - El)(sr’,r + Vv(n,r’),(n,r)] = 0. (6179)

Az s, X s,-es matrix determindnsanak elt{inése matematikai szempontbdl az E’
valtozo s,-edrendii polinomjanak eltiinését koveteli meg. Ennek az egyenletnek pon-
tosan s,, darab gyoke van. A gyokok valdsak, mert a Hamilton-operator onadjungalt.
El6fordulhatnak azonban azonos gyokok is, azaz altalaban nem biztos, hogy a per-
turbdcié hatdsara a degeneracié teljes mértékben megsziinik?'. A nem perturbalt
rendszer E, energiaszintje a (6.1.79) egyenlet megolddsaiként meghatdrozhaté £, .
(m=1,2,...,8, s < s,) energiaszintekre hasad fel. Az m-edik energiaszint-
hez tartozé allapotot, ill. alteret az Fj,  energiasajatértéknek a (6.1.78) homogén
linearis egyenletbe torténd visszahelyettesitésével és annak a megfelelé (adott m-hez
tartozd) ¢, egyiitthatékra torténé megoldasival hatdrozhatjuk meg.

Nézziik azt az egyszeri példat, amikor a nem perturbalt rendszer E ener-
giaszintje 2-szeresen elfajult. Legyenek a |¢,) (r = 1,2) az elfajult energiaszinthez

91 Az, hogy a degenerdcié milyen mértékben sziinik meg, azzal kapcsolatos, hogy a nem perturbalt
rendszer szimmetriai koziil, melyeket sért le a perturbéacié explicit médon.
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tartozé ortonormaélt allapotok. A (6.1.78) homogén linedris egyenletrendszer explicit

alakja: /
<E‘%fle_gﬁwﬁ)CD:0 (6.1.80)
A (6.1.79) egyenlet
(E—E' +Vig)(E — E' + V) — [Vio|* =0, (6.1.81)
azaz
(E' = E)? = (Vig + Va2)(E' — E) + Via Voo — [Via|* = 0 (6.1.82)

alakot 0lt, ahonnan a masodfoku egyenlet megolddképlete segitségével a gyokok:

1 1
E. =FE+ 5(‘/1,1 +Voo) £ \/1(‘/1,1 —Va2)? + [Viof% (6.1.83)

Létjuk, hogy ha Vi ; = Va9 és V1 o = 0, akkor az energiaszint nem hasad fel, hanem a
nem elfajult perturbacidszamitasnak megfelel6 elsorendii energiakorrekciot szenved,
E =E+V;. Altaldban azonban a degeneracié megsziinik. A késébbiek érdekében
elemezziik részletesebben azt a specidlis esetet, amikor Vi, = Voo = K és Vi =
Va1 = A. Ebben az esetben a nem perturbalt, degenerdlt E energiaszint a (6.1.83)
képlettel meghatarozott 2 energiaszintre hasad fel a perturbécié kovetkeztében:

E. = E+K+A (6.1.84)

Ha ezeket a gyokoket rendre visszahelyettesitjiik pl. a (6.1.80) egyenletrendszer elsé
egyenletébe, akkor megkapjuk a perturbalt energiaszintekhez tartozé allapotok c;
és co kifejtési egyiitthatdinak az értékét és megfelel6 perturbalt energia-sajatallapot
hullamfliggvényét:

E' (E—(E+K+A)+K)01+A02:0, = 01202:%,

N |¢+>:%<|¢1>+|¢2>>; (6.1.85)
E (E_(E+K_A)+K)01+ACQZO, = 01:—02:%,

S ) = = (161) — |62)). (6.1.56)

V2

A |y ) és a |¢p_) allapot rendre a 2 bazisillapot szimmetrikus és antiszimmetrikus
kifejezése.

Ha a fent ismertetett degeneralt perturbdcidszamitas az energiaszintek elfa-
jultsaganak megsziinését mutatja, akkor az eredményiil kapott energiaszintek és
allapotok, mint a nem elfajult perturbaciészamitas nulladrendii kozelitése, kiin-
dulé pontként hasznalhatok a perturbacidészamitas magasabb rendjeinek megfelel6
korrekciok meghatarozasahoz, ami most mar a nem elfajult perturbaciészamitas
modszerével torténhet.
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6.2. Idofiiggd perturbaciok

Most azzal az esettel foglalkozunk, amikor a nem perturbdalt rendszert az id6tol
ismert médon fiiggd kiilsé behatasnak vetjiik ald, és amikor a kiilsé térrel vald
kolesonhatés energidja sokkal kisebb, mint a nem perturbalt rendszer szomszédos
stacionarius allapotainak energiakiilonbsége. Ekkor a kiilso térrel torténo kolesonha-
tas perturbacidonak tekinthet6. Ha a kiilsé tér és a vizsgalt fizikai rendszer kolesonha-
tasat g csatolasi allando jellemzi, akkor a g csatolasi allandé Taylor-soraként allithato
el6 az egyes energiaszintek és a hozzajuk tartozo allapotoknak a perturbacié miatti
megvaltozasa.

6.2.1. Fermi-féle ,,aranyszabdaly”

Legyen a nem perturbélt rendszer (id6tél fiiggetlen) Hamilton-operdtora Hy, és
jelolje a perturbald, id6tol ismert moédon fiiggd kiilso térrel torténd kolesonhatas
operatorat V(t) Tegyiik fel, hogy ismertek a nem perturbalt rendszer stacionérius
allapotai, jelolje E, a megfelelé energiaszinteket, |¢,) a megfelel§ id6tol fiiggetlen
allapotvektorokat. Ekkor a nem perturbalt rendszer stacionarius allapotainak idotol
fliggo allapotvektorai e™ i Ent ¢n). Keressiik a perturbdlt rendszerre vonatkozd, id6t6l
fliggd Schrodinger-egyenlet,

ihd, |0 (1)) = [Hy + V()] T(t)), (6.2.87)

megoldéasat

Zc Je ~Bmt| g Gm) (6.2.88)
alakban. Az id6fiiggé perturbacid kovetkezmenye, hogy a nem perturbdlt rend-
szer stacionarius allapotai trivialis id6fliggésének explicit médon tortént levalasztasa
utdn a ¢, (t) sorfejtési egytitthaték még tovabbi idéfiiggést kell, hogy tartalmazza-
nak. Helyettesitsiik be a (6.2.88) sorfejtést az id6fliggd Schrodinger-egyenletbe:

> [ihiem(t) + Emea(Ole” 75 d) = > cn(t)e 5 By + V(E)][dm),  (6.2.89)

majd szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a (¢,,| bra-vektorral. Ekkor a ¢, (t)
sorfejtési egylitthatokra az alabbi kozonséges elsorendii, valtozd egytitthatds, ho-
mogén linearis differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

ihé s (t Zeﬁ (B =Emtys | m(t)em(t ZVm m(t)em(t (6.2.90)

ahol

V(1) = e Em =Bty (1) = (6,0 (D|V (1) b (£)) (6.2.91)
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a perturbalé potencidl operatoranak matrixa az idé6tol fliggd, perturbalatlan staci-
onarius allapotok alkotta ortonormalt bazisban.

Ha a nem perturbalt rendszer F, energiaszintjéhez tartozé |¢,) allapot per-
turbacidjat akarjuk meghatdrozni, akkor az (6.2.90) egyenletrendszert a ¢;,,(0) = 0y,
kezdofeltétellel kell megoldanunk.

A perturbativ megoldas lényege, hogy a ¢, (t) egyiitthatékat a perturbald 1%
potencidl g csatolasi dllandéjanak novekvé hatvanyai szerinti Taylor-sor alakjaban

keressiik,
cn(t) =D+ By + .., (6.2.92)

ahol clj) (t) ~ O(g") a korrekcid a perturbacidszamitas r-edik rendjében. A megfeleld
rendii tagok egyenlGsége alapjan hatarozzuk meg a sorfejtési egyiitthatok kiillonbozo

rendi korrekciéit, rendre a perturbacidszamitas egyre novekvo rendjeiben. A nulla-
dik rendben a
ihicld =0 (6.2.93)
egyenlet addédik, ahonnan
A% = const. = ¢,(0). (6.2.94)
A perturbaciészamitas elsé rendjében a il (t) korrekciéra az aldbbi egyenletet kap-
juk:
ihény (t) =Y Vi m () (2). (6.2.95)

Innen integralassal azt kapjuk, hogy

0

() = % < / t dt’Vm/,m(t’))cm(O). (6.2.96)

Alkalmazzuk a kapott eredményt arra az esetre, amikor a t = 0 idépillanatban
a rendszer a perturbalatlan Hamilton-operator n-edik stacionarius allapotaban tar-
tozkodik. Ekkor a perturbacié bekapcsoldasa utan ¢ idovel kialakuld allapot

Ua(t)) = 5,y + 3 e F )

= [+ 5o, + > e P g,).  (6.2.97)

m¥#n

Ebbél latszik, hogy annak a folyamatnak az amplitudéja, hogy a |¢,,) perturbélatlan
stacionarius allapotbol a rendszer az id6tol fliggd perturbacié hatdsara atmenetet
szenvedjen a |¢,,) perturbdlatlan stacionérius allapotba, éppen a
—i [t B
Cnen(t) = 7 / AV (F) (6.2.98)
0
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egyitthaté. Ezért annak a w,,,,(t) valészintisége, hogy az n — m atmenet t id6
alatt létrejon a perturbacié hatasara:

2

1

Winen(t) = e n (B = 7

== (6.2.99)

t
/ dt' Vo (t)
0

Tekintsiik az elsorendii perturbacioszamitas eredményének két specialis alkal-
mazasat:

1. Idétol figgetlen perturbdcio esete. Kz az eset ,,fabol vaskarikdanak” tiinhet, de
meg fogjuk latni, hogy mégis érdemes komolyan venni. Arrél van szd, hogy a
t = 0 idopillanatban hatni kezd a V idétél fliggetlen perturbacio, ami aztan a
t idépillanatban megsziinik (valdjaban tehat van id6fiiggése). A staciondrius
allapott rendszer n — m atmenetének valészinlisége ekkor

Vienl2| 1 e
'lUm(—n(t) - | 72 | / dt/€_lwm’nt
h* 1o
_ ‘Vm,nP e—iwm,nt’ —1 2
N h? — W,
2\ Vinnl? 1 — cos(wpmnt)
- == = (6.2.100)

ahol wy,,, = (E, — Ey,)/h. Vizsgaljuk meg el6szor, hogyan fiigg az dtmeneti
valészinliség az atmenet w,,, frekvencidjatél. Az atmeneti valészinliség az
Wm,n Valtozonak wy, , = 0 helyen fomaximummal rendelkezd, paros fiiggvénye.
A fémaximum értéke
2 242
9|Vt
Wnen(t) = 2L lE e o = 0, 6.2.101
calt) = Ll | (6.2101)
a fiiggvénynek w,, , = £27/t, 4w /t, £67/t, ... helyeken minimumai vannak,
amelyek értéke zérus, a mellékmaximumok értékei rohamosan csokkennek, ha
|win.n| n6. Ha a perturbacié bekapcesolasatdl szamitva elég hosszu t id6 telt el,
t > 27w, akkor az dtmenet valdszintisége (ldsd a fiiggeléket):

|2

W n(t) = 2”'2%”'755(%”), (6.2.102)
ami azt jelenti, hogy végtelen id6 alatt az id6tdl fliggetlen perturbacié hataséara
csak az azonos energiaju allapotok kozott torténhet atmenet. Véges, de nagy t
esetén azonban olyan allapotok kozott is torténhet atmenet véges valdszintiség-
gel, amelyek kozti 0F energiakiilonbség nagysdgrendje olyan, hogy 0F =
hwmen = O(hm /t) megfelel a w,,. ,(t) dtmeneti valésziniliség fémaximumahoz
tartozo csics félértékszélességének. Az ilyen allapotok, ha léteznek, az [E,, —

236



0E, E, + 0E] keskeny energiasavban foglalnak helyet, amelynek szélességét
20E ~ 2mh/t jellemzi. A kovetkez6 pontban részletesen fogunk érvelni amel-
lett, hogy a ,,nem perturbdlt” rendszer f[o Hamilton-operatoranak spektru-
ma valoban allhat | kiszélesedett” energiaszintekbol, vagyis sok nagyon kozeli
energiaju energiaszintbol allé keskeny energiasavokbdl, amelyeket egymastél
jelent6s energiakiilonbség valaszt el. (Azt is latni fogjuk, hogy az energiaszin-
tek ilyen kiszélesedése maga is valamiféle perturbacié kévetkezménye, amely
mar bele van foglalva a mostani ,,nem perturbalt” H, Hamilton-operatorba.)

Vezessiik, be a , kiszélesedett” nivéhoz tartozé m allapotok energia szerin-
ti stirtiségét. Legyen py(E)dE azon éllapotok szama az (E, E + dFE) ener-
giaintervallumban, amelyek az M-edik kiszélesedett nivéhoz (az M-edik kes-
keny savhoz) tartoznak. Nyilvanvaldéan py,(F) olyan fliggvény, amely csak
egy E)s energia koriili keskeny, I' szélességli energiasavban vesz fel zérustol
kilonbozo értékeket; I'-t nivoszélességnek nevezziik. Annak a valdszinisége,
hogy ezen kiszélesedett energianivd n-edik allapotabdl az m-edik allapotaba
atmenet torténjen, ugy kaphaté meg, hogy adott n esetén a wy,. ,(t) dtmeneti
valdszintiségeket Gsszegezni kell az Osszes lehetséges végéllapotra, amit a pyy (E)
allapotstirtiség segitségével az F energia szerinti integrélassal helyettesithetiink,

Waten(®)
_ / W n(O)prt (E)AE = / AL _C‘zsbﬂ(f ;n];")t/ M i (E)E.

(6.2.103)

Ha E,, és E, egyazon M kiszélesedett nivéhoz tartozo allapotok, akkor a
Winen(t) dtmeneti valosziniiségi fémaximuma beleesik abba az intervallumba,
ahol az adott kiszélesedett nivohoz tartozo pu (E) energiasiiriiség nem nulla.
Ugyanakkor az dllapotstiriiség és a V,;, ,, atmeneti matrixelem is lassan valtozo
fiiggvénye E-nek, mig a w fiiggvény gyorsan véltozik. Ezért jé
kozelités a lassu véltozasu tényezoket az I/ = E,, ~ E); helyen venni és ki-
emelni az energia szerinti integral elé,

1 —cos|[(E — E,)t/h]
(E — E,)?

Itt az integrandus annyira éles maximummal rendelkezik az F = E,, helyen, ha
t nagy, hogy az integralas hatéarait kiterjeszthettiik a végtelenig. Felhasznalva

az integrandus (7t /h?)d((E — E,,)/h) aszimptotikus viselkedését ¢ — oo esetén,
azt kapjuk, hogy

Wiren®) =~ 2|Viual?on(Ey) / dE. (6.2.104)

— 00

2t -
Innen az iddegységre esé atmeneti valdszinliség
AW pren(t 2,
Wipen = 1‘27:() A €|Vm,n\2pM(En). (6.2.106)

237



Ez a Fermi-féle ,aranyszabaly”, amelyet itt most az egyazon, ill. kozel egy-
azon energidhoz tartozd atmenetek valdszintiségére kaptunk meg az idofiiggd
perturbaciészamitas elsé rendjében. Ilyen atmenetek jonnek létre részecske po-
tencidlszorasa esetén, amikor a szérddés rugalmas, a részecske energiaja meg-
marad. A kezdeti n allapotot az impulzusa, p; egyértelmiien kijeloli, a szért
részecske m allapotat Valamllyen Df 1mpulzus jellemzi, mikézben a részecske

energiadja megmarad, F; = 57;1 = Ey = 5L, A végallapoti impulzusnak csak

az irdanya lehet tetszOleges. Az Osszes Vegallapotok szama, amelyekben a py
impulzus adott irdny koriili df) térszogbe esik és energidja (£, E + dE),

_dp p*dp
p(E)dEdQ = Gk = {2y o (6.2.107)

A Kkijelolt df€) térszogbe idOegység alatt torténo atmenet, azaz szérdédas valdszi-
niisége tehat

2m o
wdQ) = E|(pf|wpi)|2p(E)dQ, (6.2.108)
ahol

p° _omp

By = —Y _qgo-— P
pE)d (27rh)3‘fi—§d (2mh)3

(6.2.109)
Ha figyelembe vessziik hogy korabbi jeloléstink szerint wdf) = j,.dS2, akkor
a differencialis szorasi hataskeresztmetszetre az id6fiiggé perturbdcidszamitas
els6 rendjében

do 27 - 9
— = 7 D; E
B = VIR PeE)
2T L a2 M
= i 2.11
o V1) s (6:2.110)

adodik. Ez a differencidlis szoérasi hataskeresztmetszet tgynevezett Born-
kozelitése.

. Idében periodikus perturbdcio esete, rezonancia-jelenség.

Természetesen érdekes lehet az az eset is, amikor nem azonos, ill. kozel azonos
energigju allapotok kozott jon 1étre atmenet az idofiiggd perturbacié hatasara.
Alkalmazzuk az atmeneti amplitudéra az idofiiggé perturbécidszamitas elso
rendjében kapott eredményt olyan esetre, amikor a perturbélé potencial adott
korfrekvencidju, periodikus idofiiggéssel rendelkezik. A perturbalé potencial
6nadjungalt operdtoranak altaldnos alakja akkor V(t) = g(ve™ + dfe~™t),
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ahol ¥ idotol fiiggetlen operator. Innen

t t
/ dt/me (t/) = g / dt/e—iwm,nt’ [Um’neiwt’ + U;me_iwt/]
0 0

. Ui nei(—wm7n+w)t -1 i} 6i(—wm7n—w)t -1
= -9 : + Uy ,
—Wmn +w ’ —Wmn — W

(6.2.111)

ahol bevezettitk azt az wy,, = (E, — E,)/h ,.el6jeles” korfrekvenciat, ami
megfelel a perturbalatlan rendszer m-edik és n-edik energianivéja kozti eldjeles
energiakiilonbségnek, tovabba ahol v,,, = (¢m|0|¢n). Az n — m dtmenet ¢
ido alatti bekovetkezésének valdszintisége

92|Um,n|2 ei(—wm’n—l—w)t -1 ei(—wm’n—w)t -1

Wmn (t) 4h2 W T w + o —w
A jobb oldalon az abszolut érték alatti kifejezés elsé tagjanak w = wy, ,, esetén,
masodik tagjanak w = —w,,, esetén van jelentds jaruléka. Az elsé tag olyan
n — m atmeneteknek felel meg, amikor a rendszer a perturbacié hatasara ener-
giat sugaroz ki és olyan alacsonyabban gerjesztett allapotba keriil, amelynek
energidja 2mh/t bizonytalansaggal

E,~E, —hv+ O27nh/t). (6.2.113)

Ertelemszertien a mésodik tag pedig olyan atmeneteknek felel meg, amikor a
rendszer energiat nyel el

Ep ~ E, + hw + O(27h/t). (6.2.114)

Ha az egyes energianivok I' # 0, nem zérus szélességiiek, de t elég nagy ahhoz,
hogy I' <« 2mh/t legyen, akkor a két amplitudé nem interferal. Ekkor pl. az
emisszié idoegységre esé valoszintlisége

2w
Wiren = E|UW,L|2pM(EM). (6.2.115)

Ismét a Fermi-féle aranyszabdly van érvényben. Teljesen hasonlé eredményre
jutunk az energiaelnyelés esetén. Osszegezve tehat mondhatjuk, hogy a pe-
riodikus perturbacié a rendszert rezonanciaszerii energiakisugarzasra, vagy
energiaelnyelésre készteti, ha léteznek olyan energiaszintjei, amelyek kozotti
energiakiilonbség 27h/t bizonytalansiggal megfelelnek perturbdlé potenciél
korfrekvencidja dltal meghatarozott hw energiaadagnak. Az idoéfiggd per-
turbaciészamitas ezért a foton fogalmatdl fiiggetleniil adja magyardzatat az
energiaszintek kozotti energiafelvétellel, ill. leadassal jaré atmeneteknek.
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6.2.2. Nivoszélesség és élettartam, bomlasi szélesség és felezési ido

Beszéljiink végiil arrél, hogy miért lehetséges, hogy egy rendszer energiaszintjei kes-
keny savokka szélesedjenek ki. Ehhez azt kell figyelembe venni, hogy altaldban az
atmenetet elszenvedd rendszer (nevezziik tovabbiakban atomnak) nincsen elszige-
telve a kornyezetétol. Pl. ki van téve a kornyezet termikus gerjesztéseinek, ami-
nek kovetkeztében a TKP-ja nincsen nyugalomban, hanem véletlenszertien vesz
fel kiilonboz6 nagysagu és iranyu sebességeket, ezért az atom a sajat nyugalmi
rendszerében a Doppler-effektus kovetkeztében w-tdl kicsit kiillonbozének érzékeli
a perturbacié frekvencidjat. FEz a laborrendszerben nyugvé megfigyelé szamara
ugyanazt jelenti, mintha az energiaszintjei valgjaban a sebesség-eloszldsnak meg-
felel6en megjelend keskeny energiasavok lennének (a TKP-i E,,, ill. E,, energidkhoz
véletlenszertien hozzajarul a TKP mozgdsanak linetikus energidja). Azt mondjuk,
hogy az energiaszintek Doppler-kiszélesedést szenvednek a termikus kornyezetben. A
homérséklet csokkentésével a Doppler kiszélesedés szigoriian monoton csokkentheto.
Hasonlé kiszélesedés az eredménye az elektromagneses mezével torténd (allanddan
jelentkezd, |, kikapcsolhatatlan”) kdlesonhatdsnak. Az ebb6l szdrmazé kiszélesedést
természetes vonalszélességnek nevezziik. Egyetlen E,, energiaszint tehat a kiszélesedés
miatt valdjaban sok, energiaban kozeli allapotbdl allo E,, + %F energia-intervallumot
kitolto keskeny energiasavot jelent, altalaban I' < E,,.

A periodikus perturbéci6 hatdsara bekovetkez6 emisszié valoszintiségére kapott
formulankat alkalmazhatjuk egy FE, energidju atomi allapot elbomlésara. Ennek
eredménye, hogy keletkezik egy alacsonyabb, E,, energiaju atom és egy hw energidju
foton. A perturbaciét ekkor a mindeniitt jelenlevo, kvantalt elektromagneses mezo
jelenti. Az energia megmaraddsa csak O(27h/t) pontossaggal teljesiil:

E, = Ey, 4 hw + O(27h/t). (6.2.116)

Ez azt jelenti, hogy hidba tudjuk adott kezdeti pillanatban pontosan megmérni az
atom energiajat, aztan t idovel késébb ugyancsak pontosan megmérni a végtermékek
E,, és hw energidit, a két, egymast t idokozzel kovetd energiamérés elvileg nem tudja
az energiamegmaradast pontosabban ellenOrizni, mint a 0 ' energiabizonytalanség,
amelyre fennall a

OE t~h (6.2.117)

,,hatarozatlansagi reldcié. Bomlasi folyamat esetén a 7 = h/I' id6tartamot az
allapot élettartamanak nevezziik. Meg lehet mutatni, hogy ez lényegében az allapot
bomlastorvénybol ismert felezési ideje.
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FUGGELEK

A. A kvantummechanika kisérleti alapjai

A fizikai kisérletek kozott néhany kiillonosen érdekes és fontos a kvantummechanika szem-
pontjabdl, mert olyan jelenségek megfigyelésével kapcsolatos, amelyeket a kvantummecha-
nika nélkiil, csak a klasszikus mechanika, elektrodinamika és statisztikus fizika alapjan
nem lehetne megérteni. Igy ezek a kisérletek nagyon meggy6zoen igazoljak a kvantumme-
chanikat. Egy résziik olyan megoldatlan problémaékat szolgaltatott a maga idején, amelyek
hozzajarultak a kvantummechanika létrejottéhez. Mas résziiket joval a kvantummechani-
ka létrejotte utén, a kisérleti technika jelentds fejlédésének koszonhetéen tudtak elOszor
elvégezni.

A.1. A kvantummechanika kisérleti elozményei

A.1.1. A foton, mint az elektromagneses mezo részecskéje

El6szor azokat a kisérleteket vessziik sorra, amelyek alapjan nyilvanvalova valt, hogy
az elektromagneses sugarzasnak részecskeszerli tulajdonsagai is vannak. Hasonlé tulaj-
donsagai vannak a racsszerkezettel rendelkezo szilardtestek atomracsaban kialakulé rugal-
mas alléhullamoknak, azaz az atomracs kollektiv jellegii kisrezgéseinek is.

1. A feketetest sugdrzdsa, a hémérsékleti sugdrzas.

A Kklasszikus elektrodinamikai tanulmdnyaink soréan megtanultuk, hogy a szabad
elektromagneses tér egy vezeto iiregében elektromagneses allohullamok linearis kom-
bindcidjaként irhaté le. Az elektromagneses allohullamokat a k hullamvektoruk jel-
lemzi. Ennek értéke az iireg hatdran kir6tt hatérfeltételek? miatt csak diszkrét
értékeket vehet fel, mégpedig olyan moédon, hogy téglatest alaku tiregben vala-
mennyi, L; (j = 1,2,3) hossztisagt élre a hullimvektor megfelelé k; (7 = 1,2,3)
Descartes”3-komponensébél szamolt %/\j = % félhulldmhossz n; = 0,1,2,3, ... egész
szamszor férjen ra, nj%/\j = L;

kj = 7—nj; (A1)

(az ny = ny = n, = 0 trividlis esetet kizarjuk). Az egyszerliség kedvéért vegyiink a
tovabbiakban kocka alakt tireget, akkor a hullamvektor lehetséges diszkrét értékei:
T

k= 17 (ne, ny, n). (A.2)

Minden % hulldimvektorral jellemzett alléhullam két fiiggetlen, egymasra merdleges
rezgés szuperpozicidja, mert az elektromos térerdsség merdleges a hullamvektorra és

92A hatarfeltétel az, hogy az elektromos térerésség érintéiranyt komponense, ill. a méagneses
indukcié normélis irdnyu komponense zérus a vezet6 iiregének feliiletén.

9René Cartesius Descartes (1596-1650, francia) filozéfus, fizikus és matematikus. Nevéhez
flizédik a fénytorés torvénye, a Snellius-Descartes-torvény. Fizikai vilagképének maradandé ele-
me az a felismerés, hogy a mozgdas kolcsonhatds eredménye, amelyet azonban a testek kozvetlen
érintkezése révén megvaldsuld kozelhatasként képzelt el.
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a meroOleges sikban két fliggetlen irany létezik. Jeloljék az é% (a = 1,2) egységvekto-

rok a k hullémvektorra merdleges sikban a két fliggetlen, meréleges irdanyt, akkor a
k hulldmvektorhoz tartozé alléhullam:

Ey(Fit) = ) SEX(F1). (A.3)

a=1,2

A teljes elektromagneses mezé az iiregben ilyen alléhulldimi médusok szuperpozicidja:

Brn= 3 Brn= 3 Y @ (A.4)

N, Ty, Nz Ng,Ny,Nz a=1,2

Ez a térerosségnek a diszkrét k-médusok szerinti Fourier-sorfejtése. A Maxwell-
egyenletek kovetkezménye, hogy a térerGsség eleget tesz vakuumban, forrasmentes
esetben a ~

1 6°E

c2 Ot?
homogén hulldmegyenletnek. Helyettesitsiik be ide az Eg(ﬁ t) = Eg(t)e_“;? alakot.
Akkor azt talaljuk, hogy az Eg(t) id6t6l fiiggd médus-amplitiiddk linedris harmoni-
kus oszcillatorok, mert a

—~AE=0 (A.5)

D*E2(t)
sz +WIEX(t) =0 (A.6)
egyenletnek tesznek eleget, ahol
w% = k2 (A.7)

a k-modus korfrekvencidjanak a négyzete. A klasszikus elektrodinamika keretében
azt is be lehet latni, hogy az elektromégneses mezo energiasiriisége az egyes alléhulla-
mu médusok energiastiriiségeinek az osszege?*

u=gB= YOS SRR (A8)

Ng,Ny,Nz a=1 2

Ez azt jelenti, hogy az elektromdagneses mez0 energidja a vezetd liregében ugy te-
kinthetd, mint fliggetlen linedris harmonikus oszcillatorok energidinak az Gsszege.
Egy-egy linedris harmonikus oszcillator egy-egy alléhulldmid moédusnak felel meg és
az (ng, ny,n,) egész szamokkal ill. az o polarizaciés irdnnyal jellemezhetd.

A Kklasszikus fizikdban minden all6hulldimu mdédus energidja tetszéleges lehet, mert
a médus amplitudoja folytonosan, barmilyen nem negativ, valds értéket felvehet, az
energiasiiriiség pedig ennek a négyzetével aranyos. Hatdrozzuk meg, hogy mennyi
energiat hordoz egy mdédus atlagosan, ha az elektromagneses mezo az ure%ben termi-
kus egyensulyban van a T hémérsékletli fémmel. A szdmoldsban Planck”™ eljarasat
fogjuk kovetni. Egyszeriibben tudunk szamolni, ha feltessziik, hogy egy linedris osz-
cillator energidja csak valamilyen €y energiaadag egész szamu tobbszorose, €, = neg

94Valéjsban az energiastiriiség id6atlagardl van szé, amelyet pl. kocka alaki iiregtérfogat esetén
az alapmaédus periédusidejére kell képezni. Az idézitlagolzist_a feliilvonds jelzi. A magneses indukcio

és az elektromos térerdsség jaruléka azonos, 16 L p2= 617T E?
9%Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947, nemet) 1918-ban fizikai Nobel-dijat kapott a Fizika
fejlodéséért az energiakvantum felfedezésével tett szolgalataiért.
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lehet, ahol n = 0,1,2,... egész szam, ¢egp-lal pedig a szamolds végén nulldhoz fo-
gunk tartani. Boltzmanntél”® szdrmazik annak a felismerése, hogy egy részecske,
egy oszcillator, ha egyensilyban van a 1" hémérsékleti kornyezettel, akkor

—en

eknT
1S9 —n
kT

ano e"B

valoszintiséggel tolti be az €, energidju allapotat. Ha ez igy van, akkor egy oszcillator
atlagos energidja

(A.9)

Wy, =

—en,

e 00 kT
_n€En€"B
n=0 Yz etE”

Ennek kiszamolasdhoz induljunk ki a mértani sor

1 >~ .
o= d (A.11)
n=0

képletébol és derivaljuk azt az x kvdciens szerint:
. inx”_l (A.12)
(1—2x)? vt ' '

—<
Vegyiik ezeket a sorokat x = e*BT helyettesitéssel, akkor

1 —€0
_ 1—2)2 €pe’BT €0 c0—0
E=¢ ( T P = — = = 2 kpT (A.13)
1—z 1 — ekBT ekBT —1

adédik. Ez azt jelenti, hogy a klasszikus fizika szerint termikus egyensilyban minden
oszcillator atlagosan kpT energiat hordoz, vagyis érvényesiil az energia ekviparticié-
janak torvénye: az energia egyenletesen oszlik el az egyes oszcillatorokon, azaz a
rendszer szabadsagi fokain.

Most mar csak az a kérdés, hany olyan médus van, amelynek korfrekvencidja az
(w,w + dw) infinitezimélis intervallumba esik? Azoknak a médusoknak, amelyeknek
a korfrekvencidja < w, az (ng, ny, n,) Descartes-koordindtarendszerben olyan pontok
felelnek meg, amelyek egységnyi racsdllanddju kockaracs racspontjai, és amelyek

beliil helyezkednek el az R = % sugaru gombon. Ezek szdma

4T R3 3
47 (L
N,=—2 == 3, A.14

Y 3 <7TC> “ (A-14)

9%Ludwig Boltzmann (1844-1906, osztrak) fizikus. Kisérletileg igazolta a Maxwell-elmélet
altal megkovetelt kapcsolatot a fény orésmutatdja, a relativ dielektromos allandé és a relativ
magneses permeabilitds kozott. Tovabbi fontos eredményei: az entrépia és a termodinamikai
valdészintliség kapcsolatanak felismerése, a Maxwell-Boltzmann-eloszlas és a feketetest-sugarzsra vo-
natkozé Stefan-Boltzmann-torvény elméleti megalapozasa.
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Ide még be kell irjuk a 2 szorzétényezot, amivel figyelembe vessziik, hogy minden
modus kétféle polarizacids irdnyban valésulhat meg. Innen derivalassal adodik, hogy
az (w,w + dw) infinitezimadlis intervallumban talalhaté médusok szama,

L 3
dN, = g,dw = 87T<—> w?dw (A.15)
e

novekvo korfrekvencidval négyzetesen né. Itt g, az un. allapotsiirliség, az alléhul-
ldmu médusok korfrekvencia szerinti stirtisége.

Mivel az tiregben az alléhulldmi mdédusok frekvencia szerinti stirtisége névekvé frek-
venciaval négyzetesen no, és minden médus atlagosan kg7 energiat hordoz, azért a
klasszikus fizika szerint a feketest-sugdrzas energiastiriisége,

1 oo
u = ﬁkBT/ Guwdw — 00, (A.16)
0

végtelen nagynak adédik. Ez az in. Rayleigh?’-Jeans®®-féle ultraibolya kataszt-
réfa. Ha ez igaz lenne, akkor a feketetest liregébdl végtelen nagy energia lenne
kinyerheto.

Planck jott ra, hogy a fenti megfontoldst csupan egy ponton modositva el lehet
érni, hogy novekvo frekvenciaval a modusok atlagos energidja sokkal kisebb legyen
mint kpT, s igy véges eredményt lehet kapni. A Planck-féle hipotézis az volt,
hogy az iiregben jelenlevd elektromagneses sugarzas w korfrekvenciaja
modusainak megfeleld linearis harmonikus oszcillatorok nem vehetnek fel
tetszlleges energiat a 7' hdmérsékleti iireg anyaganak atomjaitél, hanem
csak ¢y = hw energiaadagokat. Ezért az w korfrekvencidju oszcillator ¢,
energidja csak az ¢y = fw energiaadag egész szami tobbszordse lehet,
€n = neg, (n =0,1,2,...). Valéban, ekkor a fenti szamolés valtozatlan, csupan nem
szabad az ¢y — 0 hatdrértéket venni. A T hémérsékletii kornyezetével termikus
egyensulyban 1év6, w korfrekvencidju oszcillator atlagos energidja

huw
g =—F—""- (A.17)
eFBT —1
Ez az atlagos energia alacsony frekvencidju mddusok esetén, azaz ha kg% < 1,

kozelitleg €; ~ kpT, vagyis annyi, mint amennyit a klasszikus fizika alapjan
kapnank. Ugyanakkor a nagyfrekvencias, in. ultraibolya moédusok atlagos ener-
gidja, amelyekre kB% > 1, kozelitéleg

—hw

e; ~ hwe™sT (A.18)

ami novekvo korfrekvencidval exponencidlisan csokken. Az (w,w+dw) infinitezimalis
intervallumban taldlhaté mdédusok az energiastiriiséghez tehat

1 1 hwgy,
e"Bt —

9Lord (John William Strutt) Rayleigh (1842-1919, angol) 1904-ben fizikai Nobel-d{jat kapott a
legfontosabb gézok stirliségének kutatasaért és azért, hogy kutatdsai sordn felfedezte az argont.
9Gir James Hopwood Jeans (1877-1946, angol) matematikus, fizikus, csillagdsz.
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jarulékot adnak. Az Osszes médus egyitittes jaruléka tehat az energiasiiriiséghez

|, g
u = —=Juw€pdw
0 L3"Jk

1 3 poo hw3
= 87T<—> / ———dw = const.T* < 00 (A.20)
0 e

e T _ 1

véges érték, amely ardnyos a hémérséklet negyedik hatvanyaval®. Ez a feketetest
sugarzasanak Stefan'®%-Boltzmann-féle térvénye. A kisérletek nemcsak ezt, hanem
a Planck-féle sugarzasi torvényt,

3 3
p(w)dw = 87T<i> Mde (A.22)
TC/ eRpT — 1

is fényesen igazoljdk. Utdébbi az egységnyi korfrekvencia-intervallumban adja meg
az energia stliriiségét a feketest-sugarzasban. Végiil a Wien!'0!-féle eltolédasi torvény
is kiolvashaté beldle, ha megkeressiik, hol van a p(w) fiiggvény maximuma. Az az
wm korfrekvencia, amelyhez tartozé médusok maximélisan jarulnak hozza az ener-
giastiriséghez, azaz amely frekvencidn maximélis a feketetest sugarzasanak cp(w)

intenzitasa, aranyos a feketetest hémérsékletével, azaz Z‘;ﬁ =511.102,

A kvantummechanika szempontjabdl a feketest sugarzasanak tanulmanyo-
zdsa a Planck-féle hipotézisre vezetett: annak feltételezésére, hogy az
elektromagneses alléhullamok kvantaltak, azaz nem vehetnek fel, ill. ad-
hatnak le tetszileges energiat, hanem csak az w korfrekvenciajuk altal
meghatarozott fiw energiaadag egész szamu tobbszorsoseit. A fény részecské-
jének, a fotonnak a felfedezéséhez vezetd uton ez volt az elsé jelentds 1épés.

A feketetest-sugarzas a Vilagegyetem fejlédésében is jelentOs szerepet jatszott. A
megfigyelések'?3 azt mutatjék, hogy az egész Vildgegyetembdl izotrép médon
érkezik hozzank elektromagneses hattérsugarzas, az in. kozmikus hattér-
sugarzas. A kozmikus hattérsugarzas intenzitasanak frekvencia szerinti

Végezzilk el az w — x = k’:;—wT valtozé-transzforméciot, akkor

o0 3d [ee] 3d
/ fwiwch‘l/ T T (A.21)
0 e 1 0 1

X
kgT _ er —

3,—x

mert az integrdl konvergens hiszen x — oo esetén az integrandus z°e”% szerint minden
hatvanyfiiggvénynél gyorsabban tart nulldhoz.

100 Joseph Stefan (1835-1893, osztrak) fizikus, a kinetikus gazelmélet egyik megalapozdja.

101Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien (1864-1928, német) 1911-ben fizikai Nobel-dijat
kapott a hésugarzéas torvényeivel kapcsolatos felfedezéseiért.

1027 g78ls6érték sziikséges feltétele % = 0, ahonnan az z = kz—“’T helyettesités utan e* =
% adédik a széls6értékhelyre. Az x = 0 helyen minimum, a numerikusan megkereshetd x,,
helyen maximum van. A maximélis intenzitdsu sugarzas tehdt azon az w,, korfrekvencian torténik,
amelyre w,, = xm%. Mivel w,, = cf—:;, azért a megfelel6 hullaimhosszra A,,T = k’;CT =Ty, X
2,9 x 1073 Km.

103Arno Allan Penzias (1933-, német-amerikai) és Robert Woodrow Wilson (1936-, amerikai)
egynegyed-egynegyed aranyban részesiiltek az 1978. évi fizikai Nobel-dijban a kozmikus mikro-
hullamu héttérsugarzas felfedezéséért, amely a Nagy Bumm elméletének legmeggy6zobb kisérleti

bizonyitéka.
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eloszlasa megegyezik egy olyan Planck-eloszlassal, amely termikus egyen-
silyban levs, T = 2,7 K hémérsékletii feketetest-sugarzashoz tartozik. A
jelenséget ugy magyardzzuk, hogy a Vilagegyetem fejlodése soran volt egy pilla-
nat, amikor a még szabadon jelenlevd, elektromosan toltétt elektronok, protonok
és az elektromégneses sugarzas egymassal termikus egyenstlyba keriiltek. Ezutan a
Vilagegyetem tagulasa kovetkeztében az anyag hiilni kezdett és a toltott részecskék
semleges atomokat alkottak. Ekkor lényegében megsziint az elektromégneses térnek
a kondenzalt anyaggal valé kélcsonhatasa. A visszamaradt, annak idején az anyag-
gal termikus egyensilyban lev6 elektromdagneses sugdrzas azota szabadon terjed a
még mindig taguld Vilagegyetemben és ezt észleljiik kozmikus hattérsugarzasként.
A kozmikus hattérsugarzas jelenleg észlelt hOmérsékletébol az an. gravitacios voros-
eltolédas alapjan vissza lehet kovetkeztetni arra a hémérsékletre, amellyel a Vildg-
egyetem az elektromagneses sugarzasnak az anyagrél valo lecsatolédasa pillanataban
rendelkezett. Abbdl pedig, hogy a kiilonbozd irdnyokbdl hozzank érkezé kozmikus
hattérsugarzas homérséklete kb. % ~ 10~* nagysagrendii relativ ingadozésokat
mutat, arra lehet kdvetkeztetni, hogy a tér lapos, azaz nem gorbiilt, euklideszi geo-
metridja a Vilagegyetem méretskaldjan. Ettdl eltérések a tapasztalat szerint csak
,,kis” méretekben, lokalisan vannak pl. csillagok, feketelyukak kozelében.

. A fotoeffektus. A fényelektromos jelenség, idegen nevén a fotoeffek-
tus lényege, hogy a fémek feliiletét fénnyel megvilagitva a fémbol
elektronok 1épnek ki. A fényelektromos jelenség felfedezése H. Hertz!'%,
Hallwachs!'® és Lénard % nevéhez flizédik . A kisérletekben monokromati-
kus ultraibolya vagy Rontgen-sugarzast bocsatottak fémek feliiletére, és azt
tapasztaltdk, hogy ennek hatasara a fémbol azonos kinetikus energiaju elekt-
ronok lépnek ki. A tapasztalat szerint a kiléps elektronok kinetikus
energidja nem fiigg a fény intenzitasitél (energiadramsiiriiségének
a periédusidére vett atlagatdl), a kilép6 elektronok szama azonban
aranyos a fény intenzitasaval. A kilép6 elektronok E kinetikus ener-

gidja ardnyos a fény v frekvencidjaval, F o« v. A jelenségre Einstein'®”
az alabbi Osszefiiggés felirasaval adott magyarazatot:
hv =E+ W, (A.23)

8

ahol IV az adott fémre jellemzd allandé. Einstein'® az utébbi osszefiiggést

104Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894, német fizikus) fedezte fel a rddidhullimokat és a
fényelektromos jelenséget.

105Wilhelm Hallwachs (1859-1922, német fizikus) ismerte fel a kés6bb réla elnevezett Hallwachs-
hatést a fényelektromos jelenségben.

106philipp Eduard Anton von Lenard (1862-1947, magyar-német) kimutatta, hogy a
fényelektromos jelenség soran elektronok lépnek ki a fémbol; a katédsugarak kutatasaért 1905-
ben fizikai Nobel-dijat kapott.

107 Albert Einstein (1879-1955, német-amerikai) 1921-ben fizikai Nobel-dfjat kapott az Elméleti
Fizika terén kifejtett szolgalataiért, kiilonos tekintettel a fotoeffektus torvényének felfedezésére.

108 Albert Einstein (1879-1955, német-amerikai) 1921-ben fizikai Nobel-dfjat kapott az Elméleti
Fizika terén kifejtett szolgalataiért, kiilonos tekintettel a fotoeffektus torvényének felfedezésére.
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5. abra. Fotoeffektus soran kilépd elektronok kinetikus energiaja a monokromatikus
besugarzo fény frekvencidjanak fiiggvényében.

ugy értelmezte, hogy a fény, azaz a v frekvenciaju (azaz w = 2wv korfrekven-
cigji) elektromdgneses sugéarzas hv = hw energiaadagokbdl, fotonokbdl &ll
abban az értelemben, hogy energiat (esetiinkben a fémnek) csak fw energia-
adagokban tud atadni. Ha ezt az energiat egy elektron kapja meg, akkor
ez az energia részben annak kinetikus energidjara, részben pedig a kilépési
munkara forditodik. A kilépési munka az a munka, amelyet az elektronnak
végeznie kell azokkal az elektromos erékkel szemben, amelyek ra a fémbdl valo
kirepiilés soran a fém részérol fellépnek. A fémnek idéegység alatt egységfeliile-
ten atadott Aw energiaadagok szama aranyos a beeso fény intenzitasaval, s ha
mindegyik energiakvantum egy-egy elektronnak adodik at, akkor az idéegység
alatt az egységfeliiletbdl kilépd elektronok szama ardanyos a beesd fény inten-
zitdsaval. Az Einstein dltal felallitott (A.23) osszefiiggést Millikan'® igazolta
kés6bb kisérletileg, aki azt is megmutatta, hogy az (A.23) Osszefliggésben a
fénykvantumban szerepl6 aranyossagi tényezé pontosan megegyezik a Planck-
feltevésben szerepl6 aranyossagi tényezével.

3. Compton-szérds. Ha Rontgen''’-sugdrzas szérédik atomon, akkor frek-

109Robert Andrews Millikan (1868-1953, amerikai fizikus) 1923-ban fizikai Nobel-dijat kapott
az elektron toltésének megméréséért és a fotoelektromos jelenségre vonatkozé dontd jelentoségli
kisérleteiért.

HOWilhelm Conrad Roentgen (1845-1923, német) kapott elészor fizikai Nobel-dfjat, 1901-ben
azon rendkiviili szolgdlatainak elismeréseként, amelyeket a késObb réla elnevezett, figyelemre mélté
sugarak felfedezésével tett.
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6. abra. A Compton-szoras sematikus abraja.

vencia-eltolodast figyelhetiink meg, amelynek értéke fiigg a szorasi
szogtol. Ez a Compton!!'!-széras jelensége, amelyet Compton fedezett
fel és Compton és Debye!!? a foton fogalménak segitségével értelmeztek.

A kisérletben azért hasznalunk Rontgen-sugarzast, hogy az atomi elektront
kezdetben nyugalomban levd, szabad elektronnak lehessen tekinteni. Essen
k hullamvektortd, w = kc korfrekvenciaji Rontgen-sugarzas az m, nyugalmi
tomegi, kezdetben kozelitéleg zérus impulzusu elektronra. Legyen az titkozés

ﬂ
met

utan az elektron impulzusa p = \/72, a Rontgen-sugarzas hullamvektora
-z

—

k', korfrekvencidja w’ = k’c. Legyen a Rontgen-sugdrzéds szérasi szoge 6, az
elektron 7 impulzusénak a k hulldmvektorral bezart szoge o (lasd 6. dbra).
Ha azzal a feltevéssel éliink, hogy a Rontgen-sugarzas egyszerre hor-
dozza az Osszetartozé hw energia- és a hk impulzusadagot, akkor az
energia- és az impulzusmegmaradas torvénye:

fw 4+ mec? = hw' + %2,
— =
hk = hE + — el (A.24)
’U2
— @

Bontsuk az impulzusokat a bejovo k irannyal parhuzamos és arra meroleges

1L Arthur Holly Compton (1892-1962, amerikai) 1927-ben megosztott Nobel-dfjat kapott a réla
elnevezett szérasi jelenség felfedezéséért. A fizikai Nobel-dij msik kitiintetettje ugyanakkor Charles
Thomson Rees Wilson (1869-1959, skét) volt, aki a dijat azért az altala kifejlesztett mddszerért
kapta, amellyel az elektromosan t6ltott részecskék utjét lathatéva tette gézok lecsapédasa (kon-
denzécidja) révén.

H2Petrus Josephus Wilhelmus Debye (1884-1966, holland-amerikai) az 1936. évi kémiai Nobel-dij
kitiintetettje, a dijat azért kapta, mert a molekulak szerkezetére vonatkozd ismereteinket bévitette
részben dipélmomentumok vizsgalata, részben Rontgen-sugédrzas és elektronok gazokban torténo
elhajlitasa révén.
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komponensekre:

/

hg = hg cosf + &cosa,
c c 2
C2
/
0=hr"sing— 2 gna. (A.25)
& 1— v2
C2

A masodik egyenlet segitségével tiintessiik el a-t az elso egyenletbdl:
w W' 2 W' 2 mev
(h— — h=— cos «9) + (h— sin 9) = (75) ,
c c c /1 02
c2
w)? W' w,w mev  \’
(h—) + <h—) — 2h—h—cosf = <7e) ,
c c c c /1 w2
c2

w W\’ w, w 0 mev \°
(h— — h—) + 4h—h—sin® = = (76) .
c c c c 2 2

c2

(A.26)

Végil az energiamegmaradas torvényének segitségével tiintessiik el az elektron
v sebességét:

2 2 2
mev ) mec 5 4
— ) ¢ = | —— ) —mic
v2 v2

C2
2
= (hw — hw' + mecz) —m2c!
2
= (hw - hw/) +2 (hw — hw’) mec?,  (A.27)
tigyhogy
2 0 2
(hw — hw/) + 4h*ww' sin® 3= (hw — hw/) +2 (hw — hw’) mec?,
oo 6

w—w = mGCQWM/ sin? 3 (A.28)

addédik a Rontgen-sugarzas frekvencidjanak eltolédasara. Ebbol latjuk, hogy
a szort sugarzas frekvencidja kisebb, mint a bejovo sugarzasé. A frekvencia-
eltolédas eloreszéras esetén zérus, 180° fokos visszaszoras esetén pedig ma-
ximalis.
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Szokasosabb a frekvenciaeltolodas helyett a hullamhossz névekedését megadni:

h 7
"'\ =A4r——&in? =, A2
A=A Wmecsm 5 (A.29)

Az itt fellép6
2mh h
Ae= — = — (A.30)
MeC  MeC
mennyiséget az elektron Compton-hullamhosszanak nevezziik. Alap-
vetden ez hatarozza meg, hogy az elektromagneses sugarzas az elektront milyen
kiterjedésiinek latja. A Compton-szoras differencidlis hataskeresztmetszete

aranyos \-tel.

4. A szildrdtestek alacsony hémérsékleti fajhdje.

A szilardtestek fajhoje széles homérsékleti tartomanyban allando,
eleget tesz az tin. Dulong-Petit-torvénynek!'®. Alacsony hémérsékle-
ten azonban a szilardtestek fajh6je nem fiiggetlen a homérséklettol,
hanem c, 7% hémérséklet-fiiggést mutat (1d. 7. dbra).

A szilardtestek alacsony hémérsékleti fajhéjének homérséklet-fliggését azon
feltevés alapjan sikeriilt megérteni, hogy a fémet alkotd kristalyracs kollektiv
rugalmas kisrezgései, a rugalmas allohullamok kvantaltak: nem vehetnek fel
és adhatnak le tetszéleges értékii energiat, hanem csak a v frekvenciajuk
altal meghatarozott diszkrét értékii energiadagokat, a hr energiaadag egész
szamszorosat. Ezen tilmenden, adott energiaadag felvétele ill. leadasa jol
meghatarozott impulzusadag felvételét ill. leaddsat is jelenti. A szigorian
Osszetartozd energia- és impulzusadag felvételét, ill. leadasat ugy tekinthetjik
az energia- és az impulzusmegmaradas szempontjabol, mint részecske, in. fo-
non keltését, ill. megsemmisitését a rendszerben. A jelen jegyzet kereteit
meghaladja a jelenség részletes targyaldsa.

3Pierre Louis Dulong (1785-1838, francia) fizikus és Alexis Thérése Petit (1721-1820, francia)
fizikus nevéhez fiz6d6 torvény. A Dulong-Petit-térvény azon alapul, hogy az atomok kristalyracsot
alkotnak, amely rugalmas kisrezgéseket végez, ha a szildrdtest hémérséklete T # 0. A kollektiv
kisrezgések valdjaban az atomracsban kialakulé rugalmas alléhullamok. Hasonldéan, mint az elekt-
romagneses mezoben, egy tetszéleges alléhullam rugalmas alléhullamt mddusok linearis szuper-
poziciéjaként allithaté el6. A tetszOleges rugalmas hulldm energidja az Osszetev6 alléhullamu
modusok energidinak az 6sszege. Most is belathaté, hogy ha barmely allohullami mdédus ener-
gidja tetszOleges értéket felvehet, akkor egy allohullamu médus atlagos energidja kgT'. Ezt nevezik
az ekviparticié torvényének: a T" homérsékletli rezg6 rendszer energiaja egyenletesen oszlik el az
egyes allohullamd médusokon. Ellentétben a feketetest-sugdrzassal, véges V' térfogatu testben csak
véges sok allohulldmt moédus van, mert a hullimvektor abszolut értéke nem lehet nagyobb mint
(9(%”), ahol a a racséllandd. A rezgérendszer teljes energidgja F = modusok szama - kT, ahonnan
a fajhé

10F 1
%= Tar = Vmédusok szdma - kp, (A.31)
ami fiiggetlen a hémérséklettdl. Ez a Dulong-Petit-torvény.
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7. abra. Szilardtestek fajhéjének hémérséklet-fiiggése.

A.1.2. Anyaghullamok

Ebben az alfejezetben olyan kisérleti eredményekrol lesz szd, amelyek arra vilagitanak
ra, hogy az elektron, mint jél definialt toltéssel rendelkez6, a pontrészecskékre vonatkozd
Einstein-féle energia, impulzus és nyugalmi tomeg kozotti Osszefliggést kielégito részecske
interferencidra képes onmagaval.

1. Davisson és Germer kisérlete. A Davisson!''*-Germer!'-kisérlet azt bizonyitja,

hogy ha azonos p impulzusi elektronok esnek merdlegesen egy egykristaly

feliiletére, akkor a kiilonb6z6 iranyokban szérédott elektronok ugyan-

olyan jellegii elhajlasi képet hoznak létre, mint amilyet a megfelel6 A\ = %

hullAmhosszi Rontgen-sugarzas hozna létre.

A jelenség lényege, hogy az egykristdly feliilete egy kristalysik, amelyen az egymaéstol
d tévolsdgra elhelyezkedd atomokon szérédik a feliiletre merélegesen bees6 sikhullam
(Id. 8. ébra). Két, szomszédos atom &ltal szort hullam tkiilonbsége dsin6, ha a
beesési merolegeshez képest 0 szog alatt szort hullamot nézziik. Az elhajlasi képben
azokban a 6,, iranyokban kapunk intenzitds-maximumot, amelyekre a

dsin 0, = n\ (A.32)

feltétel teljesiil valamilyen n, pozitiv egész szdmra: a szomszédos atomokrol 6 irdanyba
szorodott hullamok ttkiilonbsége a hullamhossz egész szamu tobbszorose. Kordbban
Rontgen-sugarakkal figyeltek meg ilyen elhajlasi képet. Elektronok esetén a maxi-
mumok azokban az iranyokban jelentkeznek, amelyekre

dsin 6, = nﬁ (A.33)
p

H4A7 1937. évi fizikai Nobel-dfjat Clinton Joseph Davisson (1881-1958, amerikai)és Sir George
Paget Thomson (1892-1975, angol) megosztva kapték azért, hogy kisérletileg felfedezték az elekt-
ronoknak a kristalyokon torténd elhajlasat (diffrakcidjét).

15T ester Halbert Germer (1896-1971, amerikai) fizikus Davissonnal egyiitt bebizonyitotta az
anyag részecske-hullam dualitdsat, ami alapvetd jelentéségii volt az elektronmikroszkop kifejlesztése
szempontjabol.
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8. abra. A Davisson-Germer-kisérlet sematikus abraja.

\%\/ v

9. dbra. Segédabra a Bragg-feltétel megfogalmazasahoz.

Ebbol arra lehet kovetkeztetni, hogy a p impulzusi elektron ebben a kisérletben
ugyanigy viselkedik, mintha A = h/p hulldmhosszi klasszikus hulldm lenne.

116 17

2. Thomson kisérlete. Thomson megmutatta, hogy a Debye-Scherrer!'’-
moédszerben adott impulzusi elektronnyalabot alkalmazva monokromati-
kus Rontgen-sugarzas helyett, ugyanolyan elhajlasi képet kapunk, mintha
megfelels, A = % hullAmhosszi monokromatikus elektromagneses hullamot
hasznilnank.

A Debye-Scherrer-maédszer lényege, hogy ha monokromatikus sikhullam esik
kristalyporbol préselt mintara, akkor az egyes kristdlyszemcsék térbeli racsot képez-
nek. Egy-egy szemcsén az elhajlasi kép annak koszonhetden jon 1étre, hogy amikor
a beesd sikhulldmnak két szomszédos, egymastél d tavolsdgra levs, parhuzamos
kristalysikrol visszavert része taldlkozik, akkor kozottik 2dsin € tutkiilénbség van,
ahol 6 a beesd nyalab és a kristalysikok szoge. Amikor ezzel az allandé utkiilonbséggel
a két sikrdl visszavert sikhullam szuperponélédik, akkor intenzitds-maximumot a

H6Sir George Paget Thomson 1892-1975, angol) Clinton Joseph Davissonnal (1881-1958, ameri-
kai) kozosen megosztott fizikai Nobel-dijban részesiilt 1937-ben az elektronok kristélyokon torténd
elhajlasanak kisérleti felfedezéséért.

H7Paul Scherrer (1890-1969, svajci) fizikus, aki azokkal a kutatdsaival valt nemzetkozileg elis-
mertté, amelyeket a Rontgen-sugdrzasnak kristalyokon, folyadékokon gazokon vald szératasa terén
végzett.
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10. abra. A Debye-Sherrer-modszer sematikus abraja.

Wulf!'!® és Bragg!!”-féle feltétel teljesiilése esetén kapunk,
2dsin 0 = nA, (A.34)

ahol A\ a hulldmhossz és n =1,2,... (Id. 9. dbra).

Mivel a kristalyporbdl préselt mintaban a kristalyszemcsék orientacidja teljesen
véletlenszeri, ezért az elhajlasi kép forgasszimmetrikus a bees6 hulldm hulldmvekto-
rara nézve. Az elhajldsi kép koncentrikus korgyurikbol all: sotét és vilagos gytrik
kovetik egymast a beesé nyalab tengelyétdl radialis iranyban kifelé haladva a nyalab-
ra meroleges megfigyelési sikban. Legyen a megfigyelési sik a mintatol L tavolsdgra,
és nézziik az intenzitdst a bees6 nyaldb tengelyétdl r tavolsdgra. Itt a tg o = r/L
irdnyba szérédott hullamok ineterferencidjat észleljik. Ezek azok, amelyek a bees6
nyaldb irdnydaval %oz = 0 szoget bezard kristdlysikokrdl verédnek vissza. A kisérleti
elrendezés olyan, hogy o < 1, dgyhogy 20 = a ~ r/L és sinf ~ 6. Ekkor a
Wulf-Bragg-feltételbél azok az r, sugarértékek, amelyeknél intenzitds-maximumot
észleliink,

Tn L
2dﬁ =n\ = = n)\E (A.35)

egyenlOséget elégitenek Kki.
Azonos, p nagysagt impulzussal beesd elektronok esetén az intenzitds-maximumok-

nak megfelel6 sugarértékeket a tapasztalat szerint helyesen kapjuk meg a fenti, elekt-
romagneses hullamokra vonatkozé formuldabdl, ha abban a hulldmhossz helyére a

A= % de Broglie'?” hullimhosszat helyettesitjiik.

A.1.3. Az atomok diszkrét gerjesztési energiai

Az atomok stabil alapallapotdnak létezése, a periddusos rendszer és az elemek kémiai
tulajdonsagai, mind olyan tények, amelyeket a klasszikus fizika nem tudott értelmezni.

18 Theodor Wulf (1868-1946, német) fizikus és jezsuita pater, aki a sajf maga &ltal tervezett és
épitett elektrométerrel 1910-ben felfedezte a kozmikus sugarzast.

19Gir William Henry Bragg (1862-1942, angol) és Sir William Lawrence Bragg (1890-1971, angol)
megosztott fizikai Nobel-dijat kaptak 1915-ben a kristalyszerkezetek Rontgen-sugarak segitségével
torténé analizise terén tett szolgalataikért.

120Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987, francia) az 1929. évi fizikai Nobel-
dij kitiintetettje, a dijat az elektronok hullimtermészetének felfedezéséért kapta.
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Ezekre majd kés6bb visszatériink. Itt néhany olyan tapasztalatra hivom fel a figyelmet,
amelyekbOl arra lehetett kovetkeztetni, hogy az atomok diszkrét gerjesztési energiakkal
rendelkeznek.

1. Az atomi spektrumok vonalas szerkezete. A Ritz-féle kombindcids elv. Az ato-
mok altal kibocsatott elektromagneses sugarzas tanulmanyozisa révén
arra jottek ra, hogy minden atom ra jellemzdé frekvencidkon bocsat ki
elektromagneses sugarzast. Ezekhez a spektrumvonalakhoz tartozo6 ener-
giak pedig sorozatokba rendezhet6k, mint pl. a hidrogén-atom esetén
a Balmer'?!'-sorozat. A sorozatba-rendezés azon alapul, hogy minden észlelt
sugarzasi frekvenciat el6 lehet &llitani olyan, szigorian monoton csokkend szam-
sorozat tagjainak kiilonbségeiként, in. termek kiilonbségeiként, ahol a sorozat tag-
jal meghatarozott torvényszeriiség szerint csokkennek, pl. a hidrogén-atom Balmer-
sorozata esetén # szerint, ahol n =1,2,3,....

A Ritz'??-féle kombindciés elv azt mondta ki, hogy ismert spektrumvo-
nalak energidinak G6sszeaddasa és kivonasa révén tjabb spektrumvonalakat
lehet kombinalni. Az elv a gyakorlatban hasznosnak bizonyult ijabb spektrumvo-
nalak keresésében: meg lehetett elére mondani, hogy milyen frekvencidkndl varhaték
djabb spektrumvonalak. Az elv hatterében az a feltevés éll, hogy minden spektrum-
vonalhoz tartozé hw energia két term, azaz két energia kiilonbségeként allithaté eld.

A magyardzatot akkor kapjuk meg, ha feltessziik, hogy az atomoknak diszkrét E,
energidji allapotai vannak. Az w, ,, korfrekvencidju elektromégneses sugarzas ki-
bocsatasa annak a kovetkezménye, hogy az atom a magasabb energidji F,, gerjesz-
tett allapotabdl az alacsonyabban gerjesztett E, < E,, energidju allapotdba megy
at; ekkor

hnm = B — Ey. (A.36)

Ha megtalaltuk az wy,,; spektrumvonalat és utdna a w,; = wym + Wy, Osszeg-
frekvencianak megfeleld vonalat is, akkor ezeket el tudjuk rendezni gy, mint 3
darab energiaszint kozotti Osszes lehetséges atmenetet, ahol E,, < E,, < E;. Ugyan-
akkor, ha megtaldltuk el6zdleg az wy ,, és az w,; dtmeneteket, majd felfedezziik
a kiilonbségi frekvencidnak megfeleld w,,; = wy; — wym dtmenetet, akkor szintén
mondhatjuk, hogy megtaldltuk az atom 3 darab allapotanak energidjat.

A klasszikus fizika nem ad magyarazatot arra, hogy az atomi allapotok energidja
miért diszkrét. SOt, mint arrdl a klasszikus elektrodinamika keretében beszéltiink,
még azt sem tudja megmagyarazni, hogy a hidrogén-atom miért rendelkezik sta-
bil alapallapottal. Ezekre a kérdésekre csak a kvantummechanika adott kielégito
magyarazatot.

Az atomi spektrumok vonalas szerkezetének els6 magyarizata az atomok Bohr!23-

féle modellje alapjan tortént. Ennek lényege, hogy az elektronok az atommag koriil
kérpdlyan mozognak. A pélyamozgédshoz tartozé impulzus azonban olyan, hogy a
neki megfelel6 de Broglie hullimhossz éppen n > 0 egész szamszor férjen ra a pélya

121 Johann Jacob Balmer (1825-1898, svdjci) matematikus és fizikus a spektrumvonalak rendsze-
rezése terén a kvantummechanika kifejlédése szempontjabdl alapvetd fontossagu felismerést tett.

122Walter Ritz (1878-1909, német) matematikus és fizikus, aki sugdrzdselmélettel és spekt-
roszképidval, valamint az ezekkel kapcsolatos matematikai problémakkal foglalkozott és felismerte
a rola elnevezett kombinécids elvet.

123Niels Henrik David Bohr (1885-1962, d4n) fizikai Nobel-d{jat kapott 1922-ben az atomok szer-
kezetének és az altaluk kibocsatott sugarzasnak a kutatasa terén elért eredményeiért.
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keriiletére, mert igy tud elektronalléhullam kialakulni:
h
n; = 2rm, (A.37)

ahol p az elektron impulzusdnak nagysaga, r a korpalya sugara. Masrészt a Cou-

lomb'?*-erének kell biztositania, hogy az elektron korpalydn maradjon:
2 2 2 2
v Ze
r mér  mr r

ahol m, ill. e az elektron nyugalmi tomege, ill. toltése, Z az atom rendszama. fgy

nh mZe?
p = p2 = 9 (A39)

T r

ahonnan az elektron impulzusa, az elektron palyajanak sugara és az elektron ener-
gidja diszkrétnek adddik:

B mZe?
Pn = nh ’
n2h2
'n = mZe?’
1 Ze2 mZ2e* 1
E — _Z - _ = _—_R—. A .40
" 2 2h2n? n? ( )

Itt R az in. Rydberg'?®-allandé. Az atomi spektrumvonalak olyan elektromagneses
sugarzast jelentenek, ami akkor kovetkezik be, amikor az elektron egy magasabb
energiaszintrol alacsonyabb energiaszintre keriil. Az energiakiilonbség ugy jelenik
meg, mint a kibocsatott sugarzas energiakvantuma:

1 1

Ez a modell helyesen magyarizta a H-atom szinképvonalait, nem adott azonban
helyes magyarazatot a bonyolultabb atomok szinképvonalaira.

2. A Franck-Hertz kisérlet. A Franck és Hertz'?6 dltal végzett kisérlet annak
koézvetlen bizonyitasara szolgal, hogy az atomok diszkrét energiaadagok-
kal gerjeszthetdk, azaz hogy az atomi allapotok energidi diszkrétek.

A kisérletben egy elektroncsévet higany-gézzel toltenek meg, majd felveszik a fesziilt-
ség-aram karakterisztikajat. A tapasztalat az, hogy az aram a fesziiltség fuggvényé-
ben szigorian monoton novekszik, majd +4,9 V anddfesziiltségnél visszaesik; aztan
djra novekedni kezd és +9,8 V fesziiltségnél ujra visszaesik. Végiil a fesziiltséget
tovabb novelve, ijabb novekedési szakasz és +14,7 V fesziiltségnél egy tdjabb vissza-
esés is megfigyelhet6. A jelenséget azzal lehet magyardzni, hogy a higany-atomnak

124Charles Auguste de Coulomb (1736-1806, francia) fizikus méréseivel igazolta a réla elnevezett
Coulomb-torvényt.

125 Johannes Robert Rydberg (1854-1919, svéd) fizikus vezette be a termek fogalmét.

126 A7 1925. évi fizikai Nobel-dfjat 1926-ban megosztva kapta meg James Franck (1882-1964,
német-amerikai) és Gustav Ludwig Hertz (1887-1975, német) azoknak a torvényeknek a felfe-
dezéséért, amelyek az elektronnak az atommal torténé iitkozését meghatarozzik.
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4,9V 9,8V 14,7V

U

11. dbra. A Franck-Hertz-kisérletben megfigyelheto fesziiltség-aram karakterisztika.

van egy gerjesztett &llapota, amelynek az energidja 4,9 eV energidval nagyobb a
higany-atom alapéllapotanak az energidjanal. Amig az anddfesziiltség nem éri el a
4,9 V-ot, addig az elektronok csak rugalmasan tudnak titkézni a higany-atomokkal,
ugyanis nincsen elég energidjuk ahhoz, hogy gerjesszék azokat. Ezért ezen a fesziilt-
ségszakaszon az elektronok energiaveszteség nélkiil érik el az anddot, az aram a
fesziiltséggel szigorian monoton né. Amikor az elektronoknak az elektroncsére kap-
csolt fesziiltségbol szarmazé energiaja eléri ill. éppen meghaladja a 4,9 eV-ot, akkor
rugalmatlan titkozések kovetkeznek be az elektronok és a higany-atomok kozott.
Ezért azoknak az elektronoknak, amelyek rugalmatlanul {itkoztek egy higany-atom-
mal, nem lesz elég energidjuk, hogy elérjék az anddot, az aram lecsokken. A
fesziiltséget tovabb novelve az egyszer mar egy higany-atommal rugalmatlanul titko-
z0tt elektronok ujra kaphatnak a kiilsé elektrosztatikus tértél annyi energiat, hogy
elérjék az anddot, tehat az dram 1djra ndé. A nodvekedés mindaddig tart, amig az
egyszer mar rugalmatlanul titk6zott elektronok ujra fel tudnak venni ijabb 4,9 eV
energiat és igy mésodszor is tudnak rugalmatlanul titkbzni egy higany-atommal. Az
aram harmadik visszaesése a fesziiltség-aram karakterisztikan annak felel meg, hogy
vannak elektronok, amelyek haromszor is tudnak a higany-atomokkal rugalmatlanul
litkozni. Ezt a magyarazatot még az is igazolta, hogy azokon a szakaszokon, amikor
az aram csOkken, meg lehetett figyelni azt a, gerjesztett higany-atomoktol szarmazo
elektromdagneses sugarzast, amelynek az w korfrekvencidja kielégiti a hw = 4,9 eV
Osszefiiggést. Ez a sugdrzas azért jelenik meg, mert az elektronok &ltal gerjesztett
higany-atomok gerjesztett allapota nem stabil. Ezek a gerjesztett atomok elekt-
romagneses sugarzas kibocsatasa révén visszatérnek az alapallapotukba.

A.1.4. Az elektron spinjének felfedezése

Az elektron spinjének létezését, az elektron spinjének és magneses momentuméanak kap-
csolatat és az impulzusmomentum iranykvantaltsagat igazold kisérletekrdl beszéliink.

1. A Stern és Gerlach kisérlete. Stern'?” és Gerlach'?® azt igazoltik, hogy a
magneses dipélmomentum adott irdnyd vetiilete kvantalt. A kisérletben

127 A7 1943. évi fizikai Nobel-dfjat 1944-ben adtdk 4t Otto Sternnek (1888-1969, német) egyrészt
azért a hozzdjaruldsért a fizika fejlédéséhez, amit a molekula-nyaldbok mddszerének kifejlesztése
terén tett, masrészt a proton magneses momentumanak a felfedezéséért.

128Walther Gerlach (1889-1979, német) fizikus, aki az Otto Sternnel 1920-ban, a Frankfurti Egye-
temen kozosen végzett kisérlet és a Stefan-Boltzmann-allandé pontos mérésekkel torténé meg-
hatdrozasa révén vonult be a fizika torténetébe.
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12. abra. A Stern-Gerlach-kisérlet szemléltetése. A bejové elektronnyalab a
magnespofak kozti inhomogén mégneses térben két nyalabra vélik szét. A fel-
fogd ernyén a bejovo nyaldb tengelyére szimmetrikusan két helyen kapunk az N
beiitésszamban maximumot.

eziist-atomok nyaldbjat bocsatottdk at olyan térrészen, amelyben inhomogén magne-
ses tér uralkodott. Azt tapasztaltak, hogy a térrészen valé athaladds utdn az
eziistnyalab két nyaldbra valt szét.

Az eziist-atomok I mégneses dip6lmomentummal rendelkeznek. A méagneses dipdl-
momentumnak kiils6 mégneses térben U = —[i - B potencidlis energidja van, ahol

B a méagneses indukcié. A maégneses dipdlusra ezért inhomogén mégneses térben

zérustdl kiilonbozé F = —grad U = grad (ji-B) erd hat. Ha pl. a magneses indukci6
a nyaldb irdanyara kozelit6leg meroleges és csak a z-irdnyban véltozik szamottevoen,

akkor az erd kozelitSleg z-irdnyu és kozelitéleg F, ~ u,4B=

ddz . Az ezlistnyalabban az
atomok mégneses momentumai a z-tengelyhez képest véletlenszeriien allnak. Ezért
azt varnank, hogy a mdagneses dipélmomentum z-irdnyu vetiilete, p, a [—pu, 4]
intervallumban tetszoleges értéket felvehet, s igy az erd z-komponense az F, €
[—u df; S dfzz ] intervallumban folytonosan minden értéket felvehet. Ezért, ha a
nyalab athalad a véges vastagsiagu térrészen, ahol az inhomogén magneses tér ural-
kodik, akkor ki fog szélesedni. Ezzel szemben a tapasztalat azt mutatja, hogy az ere-
deti nyalab irdnyédra nézve szimmetrikusan, két nyalabot kapunk. Az egyes nyalabok
eltériilésének mértéke olyan, mintha a magneses dipdlmomentum g, vetiilete csak
a p, = tp értékeket vehetné fel. Az egyik nyaldbban azok az atomok marad-
nak, amelyeknek méagneses dipélmomentuma a z-tengelyhez képest ,,felfelé” (pozitiv
irdnyban) mutat, a masikban azok, amelyeknek a dipélmomentuma a z-tengelyhez
képest ,,lefelé” (negativ irdnyban) mutat. Akdrhogyan forgatjuk az inhomogén
magneses teret létesit6 magnespofakat a nyaldb tengelye koril, mindig ugyanazt
tapasztaljuk.

A Stern-Gerlach-kisérletbdl arra lehet kévetkeztetni, hogy a magneses
dipélmomentum tetszdleges irdnyud tengelyre vett vetiilete kvantalt. Az
eziistatomok esetén csak két értéket vehet fel.

Az aldbb ismertetésre keriils Einstein-de Haas!??-kisérlet eredményét is figyelembe
véve, azt lehet mondani, hogy az ezilistatomok magneses momentuma csak egyet-

129Wander Johannes de Haas (1878-1960, holland) fizikus és matematikus, aki leginkdbb a
Shubnikov-de Haas-effektusrdl, a de Haas-van Alphen effektusrdl és az Einstein-de Haas-effektusrol
ismeretes.
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len elektron kompenzalatlan méagneses momentumatol szarmazik és nem annak
palyamozgdsabdl, hanem az elektron sajat impulzusmomentumatol. Ekkor viszont
a Stern-Gerlach-kisérlet eredménye azt is jelenti, hogy az elektron §
sajat impulzusmomentumanak tetszlleges tengelyre vett vetiilete csak
2 értéket, s, = £|5| vehet fel.

. Finstein és de Haas kisérlete. Az Einstein-de Haas-kisérlet annak bizonyitasa-
ra szolgal, hogy az elektron magneses momentuma sajat impulzusmomen-
tummal kapcsolatos. Egyuttal az is bizonyitast nyer, hogy az elektron
sajat impulzusmomentumatdl, azaz spinjétol szarmazé magneses momen-
tum jél megkiilonb6ztethet6 a palyamozgas palyaimpulzusmomentumataél
szarmaz6 magneses momentumtol, mert a két esetben kettes faktorral
kiillonbozik a magneses momentum és az impulzusmomentum aranyossagi
tényezdje.

A kisérletben egy ferromagneses hengert vettek, amelyet torzids szalon fiiggdlegesen
felfliggesztettek a hossztengelye, a z-tengely mentén. Kezdetben a hengerben a
magneses momentumok, amelyek atomonként egy-egy darab elektron sajat magneses
momentumatdl szarmaznak, iranyukat tekintve rendezetleniil helyezkedtek el az
anyagon belili hémozgds miatt. Ezutan erGs, homogén, z-irdnyu kiilsé magneses
teret kapcsoltak be, amely a hengert telitésig magnesezte. A homogén mégneses
térben valamennyi magneses momentum bedllt a potencidlis energia minimumaét je-
lent6, a kiils6 magneses térrel ellentétes irdnyba. Megvartak, amig bedllt a henger
egyensulyi allapota. Ekkor atforditottak a magneses indukciovektor iranyat, aminek
kovetkeztében valamennyi atom mégneses momentuma ellentétes iranyuva valt. Ha
a magneses momentumokhoz impulzusmomentum is tartozik, akkor a kisérletben
az eredetileg z-irdnyd impulzusmomentummal rendelkez6 porgettylik a magneses
indukciévektor atforditdsa utdn mind a z-tengellyel ellentétes iranyba mutatnak.
Ez z-irdnyu impulzusmomentum-véltozast jelent, amelynek hatdsira a hengernek el
kell fordulnia. A kisérlet elvégzésekor valoban észlelték a henger elfordulasat, ill.
ennek megfelelen a torzids szdal elcsavarodasat. Ezzel beigazolddott, hogy az elekt-
ron méagneses dipdlmomentuma impulzusmomentummal kapcsolatos. Aranyossagot
feltételezve a magneses dipdlmomentum és az impulzusmomentum koézott, a torzids
szal torzids allandéjanak ismeretében az elfordulds szogébél meg lehetett hatarozni
a két mennyiség kozotti aranyossagi tényezd értékét.

A kisérletben megallapitast nyert

(a) hogy az elektron mégneses momentumdanak kapcsolatban kell éllnia valamilyen,
az elektron altal hordozott impulzusmomentummal;

(b) és hogy ez a kapcsolat linedris;

(c) s6t hogy az ardnyossagi tényezd kiilonbozik a pélyaimpulzusmomentum és a
magneses momentum kozotti, a klasszikus elektrodinamikabdl ismert ardanyossé-
gi tényez6tol, annak kétszerese.

Az elektron igy megfigyelt mégneses momentuma tehdt nem pélyaimpulzusmomen-
tummal kapcsolatos. Azt kell mondjuk, hogy az elektronnak nem péalyamozgasbdl
szarmazo0, ugynevezett sajat impulzusmomentuma, spinje van.

Az Einstein-de Haas-kisérlet és a Stern-Gerlach-kisérlet eredményei alapjéan azt
kell mondani, hogy az elektronnak sajat impulzusmomentuma van, amely-
hez magneses momentum is tartozik. Ezek egymadssal aranyosak, de
kvantumos mennyiségek, mert valamely z tengelyre vett vetiiletitk csak
kétféle értéket vehet fel. Az elektron sajat impulzusmomentuma tehat
iranykvantalt, csak ,,felfelé” vagy ,,lefelé” mutathat egy tetszbleges ten-
gelyhez képest.
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13. 4bra. Az Einstein-de Haas-kisérlet szemléltetése. Ha az erés B magneses induk-
cidteret ellentétes iranyba forditjuk at, akkor a henger elfordul, és ezért a torzids
szalra rogzitett tiikorre az S fénysugar mas szog alatt esik be és megvaltozik vissza-
vert S’ fénysugar irdnya.

A.2. A kvantummechanika néhany tovabbi kisérleti bizonyi-
téka*

1. Young-féle interferencia-kisérlet részecskékkel. A fény dthaladasa kettés résen olyan klasszi-
kus kisérlet, amelyik a fény hullimtermészetét kozvetleniil igazolja. Young!3® kisérlete
perdonto volt a Newton és Huygens kozotti vita eldontésében, hogy a fény részecske—, vagy
hullam-természetii. A kisérlet eredménye mutatta, hogy interferenciaképet kapunk a kettés
rés mogotti felfogd ernyén, ami Huygens allaspontjat és a fény hullam-természetét igazolta.
Emlitettiik, hogy szellemében hasonld kisérletet végzett Davisson és Germer elektronokbol
allé anyaghullammal és sikeriilt igazolnia az elektronok hulldm-természetét. Az anyag-
hullamok 1étének még kozvetlenebb igazolasa, ha elektronokat, vagy mas részecskéket bocsa-
tunk at kettos résen és megfigyeljitk az athaladé hullamban az elhajlasi képet. Kvantum-
mechanikai ismereteink birtokaban mondhatjuk, hogy az anyaghullamok Young-féle kettds
résen torténd elhajlasa azt igazolja, hogy az a két atmeneti amplitudd, hogy a részecske az
F forrésbodl az 1-es, ill. a 2-es résen keresztiil jut el a felfogd ernyd = pontjaba, 6sszeadddik:

A~ ([ 1)(1F) + (2]2)(2[F). (A.1)
Ezért annak a valészintlisége, hogy a részecskét az x pontban detektaljuk,
w(z) ~ AP ~ [{z[1)(LF)? + [(2]2)2|F)]* + 2 Re (2]1)" (1| F)" (2]2)(2|F).

Ha a két rés egyenld tavolsdgra van a forrdstol és a forras mindkettd irdnyaba azonos médon
emittal elektronokat, akkor [(1|F)|* = [(2|F)|* = wr, dgyhogy

w(@) ~ wr([(z[1)* + [(2[2)]* + 2 Re (2]1)"(]2)). (A.2)

139Thomas Young (1773-1829, angol) polihisztor, aki rendkiviil jelentds tevékenységet fejtett ki az
optikdban. Emlitést érdemel a 14tdsrél sz616 munkaja. Felfedezte a hullimok interferencidjét (1801)
és azt alkalmazta a fényre, pl. fényelhajlasi jelenségek magyardzatara. A fény hullamtermészetének
els6, kovetkezetes hirdetéje volt Newton korpuszkularis fényelméletével szemben.
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Az dtmeneti amplitudé az egyes résektdl az erny6é x pontjiba a megfeleld réstél az x
pontig hizott egyenes szakasz mentén torténd szabad mozgds klasszikus S;, (j = 1,2)
hataskifejezésével adhaté meg,

(@lj) ~ e

2
i1 (z—mj)
; ﬁ§va <1+ 5 )
~ eﬁ%mv\/L2+(m—mJ~)2 ~ e 2L
. mu(zfzj)z

moL g T (A.3)

ahol L a felfog6 ernyd és a kettGs rés tavolsaga, m az elektron tomege, v az erny6re meréleges
sebessége. Felhaszndltuk, hogy az ernyd és a kettds rés tdvolsdga L > |z — ;| (j = 1,2).
Ekkor a két rés az x = O-ra szimmetrikusan helyezkedik el, xo = —x1 = s, akkor

i 7711;(:1:7:1:1)2 i mu(z7z2)2
eh 4iL + en 4iL

w(x) ~ wpg

~ wp{z + 2008[% ((x —@)* - (@ - x2)2>} }

~ wp [24—2003(%1:5)] ~dwp cosz<%xs). (A4)

Az erny6 mentén mozgatva a detektort, azaz z-et valtoztatva, a belitésszamnak f6— és
mellékmaximumai vannak.

Ijjabban lényegében a Young-kisérletet ismételték meg fullerénekkel, a Cgg és a Cro ful-
lerénnel (M.Arndt, Nature 401 (1999) 680). Ebben az az érdekesség, hogy a szénnek
ezek a kristdlyos moédosulatai rendkiviil nagyméretiiek, atmenetet képeznek a mikrovildg
és a makrovilag objektumai kozott. Kettosrés helyett nagyon finom beosztasti, 100 nm-es
racsallandéji racsot hasznaltak. A kisérlet egyértelmiien igazolta, hogy a fullerének a racson
elhajlasi képet hoznak létre.

. A hidrogén-atom. Korabban hidrogén-atom kapcsan részletesen targyaltuk, hogy a klasszi-
kus fizika miért nem volt képes megmagyarazni, hogy a hidrogén-atomnak létezik stabil
allapota. Arra is ramutattunk, hogy a kvantummechanika térvényei hogyan teszik lehetévé
a stabil alapéallapot létezését. Az elektron az 6t a pozitiv téltésii atommag felé vonzo
Coulomb-erd és a hatarozatlansagi elv Osszjatékaként allandé atlagos tavolsdgra marad,
és nem is gyorsul alapallapotban, hanem &lléhullamszertien veszi koriil az atommagot.

A kvantummechanika egytttal természetes magyarazatat adja a hidrogén-atom és dltalaban
az atomok diszkrét energiaju kotott allapotainak.

. A periddusos rendszer felépitése €s az elemek kémiai tulajdonsdgai. Beszéltiink az elemek
Mengyelejev-féle periédusos rendszerérol. Az atomok szerkezetének kvantummechanikai ala-
pokon torténdé megértése, a molekuldk szerkezetének tisztazasa, a vegyérték és a kémiai
kotés kvantummechanikai magyarazata, mind-mind a kvantummechanika helyességének bi-
zonyitékai.

. Rabi-oszcillacio. Helyezziik az elektron spinjét kiils6, idében valtozé B (t) indukciéji mégne-
ses térbe. Az elektron Hamilton-operatora ekkor

H(t) = —gs5- B(t), (A.5)

ahol & = %hga Elhagytuk a Hamilton-operatorbdl az elektronspin ,,sajatenergidjat” leird,
a tovabbiak szempontjdbodl érdektelen tagot. Alkalmazzunk olyan kiilsé méagneses teret,
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amikor a magneses indukcié vektora a z-tengellyel adott szoget bezarva ,,precesszal” a z-
tengely koriil: B
B(t) = (Bj coswt, By sinwt, By). (A.6)

Rabitél'3! (Phys. Rev. 51 (1937) 652) szdrmazik az aldbbi 6tlet: Valasszuk meg a magneses
indukcié vektoranak precesszids w szogsebességét gy, hogy az éppen megegyezzen az elekt-
ronspin Larmor-precesszidja szogsebességével, ami a magneses tér z-iranyu, sztatikus kom-
ponense miatt 1ép fel. Ekkor az alkalmazott g(t) magneses tér az elektron spinjét pe-
riédikusan, rezonanciaszerlien forgatja a z-tengelyre merd6legesen, a z-tengelyhez képest
Hfelfelé” és | lefelé” mutatod spinallasok kozott. Ez a Rabi-oszcillacié. A felismert je-
lenség szép igazolasa egyrészt a kvantummechanikanak, masrészt gyakorlati szempontbdl is
nagyon jelentés. A Rabi-oszcillacié tovabbi fontos kisérleti mddszerek alapjaul szolgal:

(a) A magmaigneses rezonancia maédszere (idegen széval: Nuclear Magnetic Re-
sonance, roviden NMR), amikor a kiils6 mégneses tér az atommag spinjének Rabi-
oszcillaciéjat idézi eld. Ezen a jelenségen alapul az NMR-spektroszképial??, ami
ma mar altaldnosan elterjedt anyagvizsgalati mdédszer.

(b) Az orvosdiagnosztikdban &ltaldnosan elterjedten hasznéljdk a magneses rezo-
nancids képalkotas'3® mddszerét az agy és més szervek képének elééllitasara (1d.
http://physicsweb.org/article/news/7/10/3/1). A mddszer szintén a magméagneses re-
zonancian, azaz az atommagok magneses momentumainak Rabi-oszcillaciéjan alapul.
A mintdrdl azaltal sikeriil két-dimenziés képeket alkotni, hogy inhomogén, azaz térbeli
gradienssel rendelkez6 mégneses teret alkalmaznak. A képhez tartozé informacié gyors
begytijtésére kiilon modszert fejlesztettek ki.

(¢) Az eddig megvaldsitott kvantumszamitégép vezérlése is a Rabi-oszcilldcion alapult
(1d. pl. Papp Gy., Természettudoményi Ko6zlony, 2003, 134. évf., 3. fiizet, 103-106.;
L.L. Chuang, N. Gershenfeld, M. Kubinec, Phys.Rev.Lett. 80 (1998) 3408).

Az elektron |x(t)) id6t6] fiiggd spindllapota a

L d -

ih= Ix(@)) = H(t)[x(t)) (A.7)
Schrodinger-egyenlet megolddsa. Legyen a kezdeti feltétel a ¢ = 0 idSpillanatban a |x(0))

allapot. Akkor az idétél fiiggd Schrodinger-egyenlet megolddsa (A. Galindo, P. Pascual,
Quantum Mechanics II., (Springer, 1990)):

X)) = U®)x(0),

U(t) = e i30t0:eizlwow)oztwrslt
= |co . t 6, sin 2wt ) (co 1Qt 6 si 1Qt (A.8)
= s2w zazsm2w s2 i& Sm2 7 .

131 sidor Isaac Rabi (1898-1988, amerikai) 1944-ben kapott fizikai Nobel-dijat azért a rezonan-
ciamédszerért, amelyet az atommagok magneses tulajdonsagainak meghatarozaséara fejlesztett ki.

13207 1952. évi fizikai Nobel-dijat megosztva {télték oda Felix Blochnak (1905-1983, svajci-
amerikai) és Edward Mills Purcellnek (1912-1997, amerikai) részben azoknak az j mdédszereknek
a kifejlesztéséért, amelyek preciziés magmaégneses méréseket tesznek lehet6vé, részben azokért a
felfedezéseikért, amelyeket ezekkel a modszerekkel tettek.

133 A 2003. évi fiziolégiai vagy orvosi Nobel-dijat megosztva Paul Christian Lauterbur (1929-2007,
amerikai) és Peter Mansfield (1933-, angol) kaptdk a magneses rezonancids képalkotds terén tett
felfedezéseikért.
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ahol

wo = —gsDBo, w1 = —gsBi,

0= |(wo - ]

. 1 . .

o' = ﬁ[(wo — W), + w16y (A.9)
Itt Q2 az tgynevezett Rabi-frekvencia, wg pedig annak a Larmor-precessziénak lenne a
szogsebessége, ami akkor kovetkezne be, ha a magneses térnek az oszcilldilé komponensei
eltiinnének (1d. a 4.1.2. fejezetet).

Vélasszuk a ,felfelé” mutaté |+) spinédllapotot, mint kezdeti 4llapotot. Ekkor annak a
valészin{isége, hogy ¢ id§ milva a spin a ,,lefelé” mutaté |—) dllapotban van,

2

wicr = (=106 - (A.10)

Ez a valdszintliség 1 akkor és csak akkor, ha teljesiilnek a Rabi-oszcillacié feltételei:

(a) a rezonanciafeltétel: w = wy, azaz Q = |wy], és

(b) az id6pillanat kielégiti az
1
Qt—27r(n+§), n=041,42,... (A.11)

feltételt.

A spin ekkor gynevezett Rabi-oszcillaciét végez a |+) és a |—) dllapotok kozott: Q korfrek-
vencidval ide-oda billen. A rezonancia-feltételt kielégité magneses indukciéteret Rabi-féle
térnek nevezziik. A Rabi-féle tér tovabbi elénye, hogy megfelel6 ideig torténd alkalmazésaval
a spint kivant médon forgathatjuk a térben.

Osszefonddott dllapotok. Az allapotok Ssszefonédésa olyan kvantummechanikai jelenség,
amikor két, megkiilonboztetheto dllapotokkal rendelkezé részecske allapota kozott sokkal
szorosabb kapcsolat van, mint az a klasszikus fizika szerint lehetséges lenne. Nevezetesen,
ha két — egymastol akar tetszolegesen tavol tartézkodd — részecske osszefonddott allapotban
van, és az egyik dllapotdat méréssel meghatarozzuk, akkor a maésik részecske dllapota is is-
mert lesz. Pl. az 6sszefonédott allapot lehet olyan, hogy ha az egyik részecske spinje felfelé
mutat, akkor a masiké bizonyosan lefelé mutat. Az Osszefonddott allapotok a kvantumin-
formatika és a kvantumszamitégépek szempontjabol kulcsfontossdgiak. Az Gsszefonddott,
nem szeparalhaté allapotok természetérol mar beszéltiink a 5.1 fejezetben. Lattuk, hogy
lényegében arrdl van szd, hogy megkiilonboztethetd allapotok linearis szuperpozicidjat kell
eléallitani. A mér emlitett példdnal maradva, amikor két részecskénk van fel- vagy lefelé
mutaté spinekkel, azaz | 1) vagy | ]) dllapotban, akkor négy lehetséges bazisdllapot van a
két-részecskés rendszer spindllapotainak a Hilbert-terében:

(Nl Inelh, [helnh [Hell), (A.12)

ahol az elsd, ill. a masodik tényez6 rendre az egyik, ill. a masik részecske allapotterében
van, és

Gl 1) =+ 1), 62l 1) =~ 1),
TN =11, TN =11 (A.13)

262



Konnyt megmutatni kozvetlen szamolassal, hogy az ered6 spinf = a(%l —l—%g), pontosabban
~ 2 A
T és B, kozos | S, M) sajatallapotail3t:

| S | M | sajatallapot |
2 | —2a PEIE)
20| 0 | (D@D +IHel1)
2 | 2 neln
0] 0o [ Slnelh-THalt)

A fenti példankban az M = 0 eredé spinvetiiletii allapotok Gsszefonddott dllapotok, amelyek
a kvantummechanikai linearis szuperpozicié elvének koszonhetik 1étiiket. Tényleges fizikai
megvaldsitasuk a kvantummechanika egyik szép kisérleti bizonyitéka. Az egyes részecskék
spinallapotainak 0sszefon6dédsardl kisérletileg is meggyézddhetiink. Ha megmérjiik az egyik
részecske spinvetiiletét, akkor a mérés %, ill. % valészintiséggel eredményez fel-, ill. lefelé
mutaté spinalldst. A mérés utdn azonban a masik részecske rendre bizonyosan lefelé, ill.
felfelé mutaté spindlldsban lesz megtaldlhaté. Ez a korrelacié akkor is fenndll, ha a két

részecske térben tetszélegesen tavol van egymastol.

Az utébbi néhany évben az Gsszefonddott allapotok kisérleti megvaldsitasa terén jelentés
elérelépés tortént. Kutatds folyik egyrészt azon a teriileten, hogy milyen messzire lehet
egyméstol eltavolitani két, Gsszefonddott spindllapotu részecskét, anélkiil, hogy a kornye-
zet ,,;szétrombolnd” ezt az allapotot. Fz azért érdekes, mert a kvantummechanikai allapot
lemésoldsédhoz (kvantumteleportédcid) és kvantuminformatikai médszerrel titkositott iizene-
tek tovabbitdsdhoz van ra nagy sziikség. Masik fontos kutatdsi teriilet a tobb-részecskés
osszefonddott dllapotok elééllitasa, amire a tervbe vett kvantumszamitégépek megvaldsita-
sahoz lenne sziikség. Kiilonosen fontos lenne kubiteknek szilardtestekben torténd realizécidja
és ilyen kubitek Osszefonddott allapotainak létrehozésa, ill. ilyen kubitek vezérlése.

. Bose-kondenzatumok interferencidja. Ugyancsak a kvantummechanika kisérleti bizonyitékai
kozé sorolhatjuk a Bose-kondenzatumok interferencidjanak megfigyelését, amirdl korabban
mar részletesen beszéltiink.

. Az elektronmikroszkdp és az tigynevezett pdsztdzo alagitmikroszkép. Az elektronmikroszkép'3®
és az ugynevezett pdsztdzd alagutmikroszkép'3® miikodése a kvantummechanika alapjaival
kapcsolatos. Az elektronmikroszkép miikodése azon alapul, hogy az elektronok anyag-
hullamként viselkednek. Az elektronnyaldbot ugyanigy lehet alkalmas elektromagneses te-
rekkel kezelni, mint az optikdban a fényt lencsékkel és tiikrokkel, és ezt fel lehet hasznalni
arra, hogy elektronokkal meg-, ill. Aatvildgitott targyrdl képet alkossunk. Az elektron-
optika foglalkozik azon elektromégneses berendezések tervezésével, amelyek lencseként,
tiikkorként hatnak az elektronokra. A pasztizé alagitmikroszkép maés elven miikodik:
az alaguteffektust hasznositja, és — mint arrél mar volt sz6 a 4.2.12 fejezetben — ennek az
effektusnak nincsen klasszikus fizikai megfeleléje. Mind az elektronmikroszképnak, mind
a pésztazo alagutmikroszkopnak a léte, miikbdése szorosan Osszefiigg a kvantummechanika
alapjaival. Miukodésiik annak fényes bizonyitéka, hogy a kvantummechanika helyes fizikai
elmélet.

134Flektronok esetén a = %, fotonok esetén a = 1. A fotont azért tekinthetjiik a spin tekintetében
két-allapot rendszernek, mert 17 spinje csak az impulzussal egyez6 vagy azzal ellentétes iranyba
mutathat, mert a foton nyugalmi tomege zérus.

135Ernst Ruska (1906-1988) 1986/ban megosztott fizikai Nobel-dfjban részesiilt az elektronop-
tikdban folytatott alapozd munkésagaért és az els6 elektronmikroszkop megtervezéséért.

136 Az 1986. évi fizikai Nobel-d{j masik két dijazottja egynegyed-egynegyed aranyban Gerd Binnig
(1947-) és Heinrich Rohrer (1933-), akik a pdsztdzé alagitmikroszkép megtervezéséért kaptdk a
megtiszteld elismerést.
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Az elektronmikroszkép kifejlesztése Ruska korai munkdjaval kezd6dott, amelyet, mint a
Berlin-i Miiszaki Egyetem fiatal hallgatéja végzett az 1920-as évek végén. R4jott, hogy egy
magneses tekercs lencseként hathat az elektronokra, és egy ilyen elektronlencsét fel lehet
hasznélni arra, hogy képet alkossunk az elektronokkal besugarzott targyrél. Két elektron-
lencse segitségével megépitette az elsd, nagyon egyszerli elektronmikroszképot. A részletek
tovabbi tokéletesitése utan végiil 1933-ra épitette meg az els6 olyan elektronmikroszkopot,
amely tulajdonsigaiban felilmulta az optikai mikroszképokat. Az elektronmikroszképos
vizsgalati modszerek a folyamatos fejlesztések révén ma mar a tudomany szamos teriiletére
behatoltak, mint pl. az anyagtudomanyba, a biolégidba és az orvostudoményba. Az elekt-
ronmikroszkép 6 elénye, hogy a lathaté fény hulldmhosszandl kisebb méretii szerkezetek
vizsgalhatdk a segitségével. Azonban még ez sem elég ahhoz, hogy az anyag atomos szerke-
zetét az elektronmikroszképos képen lathatova tegyiik. Erre a pasztazé alagutmikroszkop
nyitotta meg az utat.

A pasztazé alagitmikroszkép nem hagyomanyos értelemben vett mikroszkép, amely képet
alkot. Egy tlit mozgatunk a vizsgdlt targy feliilete f0lott, attol adott tavolsdgban, ez-
zel a tivel pasztazzuk a targy feliiletét. A ti felillettél mért tavolsagat az alaguiteffektus
révén szabdlyozzuk. A ti hegye és a feliilet kozti elektromos potencidlkiillonbség kovet-
keztében a feliilet és a ti kozott az alaguteffektus révén aram folyik, annak dacara, hogy
nem érintkeznek. Az dramerdsség olyan erdsen fiigg a tavolsdgtol, hogy azt kb. 10~ "cm-es
allandé értéken lehet tartani, ami kb. kétszeres atomi dtmérének felel meg. A tii nagyon he-
gyes, egyetlen atom alkotja a hegyét. Ezéltal a pasztazott feliilet legkisebb egyenetlenségét is
nyomon lehet kovetni. Feljegyezve a pasztdzas soran a ti helyzetének valtozdsait, a feliilet
szerkezetét atomrdl atomra haladva tanulményozhatjuk. Binnig és Rohrer érdeme, hogy
nemcsak az 6tletiik eredeti, hanem technikai megoldést is tudtak adni azokra a problémakra,
amelyekkel ennek a preciziés miiszernek a megépitése soran szembe kellett nézniiik.

8. A kvantdlt Hall-effektus. A kvantalt Hall-effektus szintén olyan jelenség, ami a kvan-
tummechanika miikodésének bizonyitéka. A klasszikus elektrodinamika szerint is fellép
Hall-effektus, ebben azonban nincsen semmi , kvantumos”. Ha vezetén aram folyik at és
az aramra meréleges irdnyban magneses teret alkalmazunk, akkor a vezetonek az aram és
a magneses tér irdnyara egyarant meroleges feliiletei kozott potencidlkiilonbség jon létre,
amelynek oka hogy a Lorentz'3"-eré hatdsara a v driftsebességgel dramlé elektronok eltériil-
nek. Az eredeti aramirdnyra és a magneses indukcié térre egyarant meréleges oldallapok
kozti fesziiltség, a Hall'38-fesziiltség £y = vBY, ahol B a mégneses indukcié nagysaga, és
¢ a szébanforgdo oldallapok tdvolsidga. Az i = fv dramerésség (f az eredeti dramirdnyra
merdleges vezetOkeresztmetszet) és az £y Hall-fesziiltség hanyadosa, pontosabban a Hall
vezetOképesség, o = il/Exg = i/(vB) = f/B a mégneses indukciénak szigorian monoton
csOkkend fiiggvénye. Az effektus kozonséges fémekben és félvezetékben 1ép fel és a fenti,
klasszikus elektrodinamikan alapulé magyarazat kielégité a tapasztalat szerint.

Egészen 1j jelenség mutatkozik azonban, ha a Hall-effektust kétdimenzids elektronrend-
szerekben vizsgaljuk. Ezek olyan anyagok, amelyekben az elektronok egy nagyon vékony
rétegben, lényegében egy feliilleten tudnak csak mozogni, pl. egy vezeto és egy félvezeto
kozotti hatarfeltileten. Ilyen két-dimenzids rendszerek nem fordulnak el6 a Természetben,

137Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) és Pieter Zeeman (1865-1943) 1902-ben fizikai Nobel-
dijban részesiiltek azon rendkiviili szolgdlataik elismeréseként, amelyeket a magnességnek a
sugarzasi jelenségekre gyakorolt hatdsdnak kutatdsdval végeztek. Lorentz munkdassagabdl kiemel-
kedik az anyag réla elnevezett elektronelmélete, a Zeeman-effektus elméleti magyardzata, valamint
a relativitaselméletet mintegy el6készité Lorentz-Fitzgerald-féle kontrakcié gondolata és a Lorentz-
transzformécié felfedezése.

138Edwin Herbert Hall (1855-1938) fizikus 1879-ben fedezte fel a késdbb réla elnevezett jelenséget.
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de mesterségesen elééllithatok a félvezetd elektronikdban hasznélatos mddszerekkel. A
kvantalt Hall-effektus lényege, hogy ilyen két-dimenzids elektronrendszerekben a Hall-
vezetOképesség a magneses indukcio fiiggvényében nem folytonosan, hanem lépcsés fiiggvény-
ként véltozik, csak diszkrét értékeket vehet fel, azaz kvantalt. von Klitzing'3® méréseivel
(1980 koriil) bebizonyitotta, hogy a Hall-vezetéképesség e?/h egész szdmu tobbszorose,
ahol e az elektron toltésének nagysdga, h a Planck-dllandé. Azt taldlta, hogy a Hall-
vezetéképesség és az €?/h ,kvantum” hanyadosa valamelyik 1, 2, ... egész szdmtél nem
tér el jobban, mint 10~7. A ,kvantdlasi szabdly” ilyen rendkiviili pontossagt teljesedése
teszi lehetévé, hogy az elemi Hall-ellenédllast hitelesité standardként lehessen hasznalni az
ellenallasmérésben. Egytttal lehetévé teszi az e?/h dllandé nagyon nagy pontossigti meg-
hatarozasat is, aminek az atom- és részecskefizika szempontjabol van nagy jelentésége.

Tovabbi nagy érdeklédést kivalté fejlemény volt az 1980-as évek elején a tort Hall-effektus
felfedezése a Bell Laboratériumban, amikor azt talaltak, hogy a Hall-vezetSképesség bizo-
nyos esetekben e?/h nem egész szdmszorosa is lehet: 1/3, 2/3, 4/3, 5/3, 2/5, 3/5, 4/5,
2/7, stb.

A kvantalt Hall-effektusnak lényegében az az oka, hogy nagyon alacsony hémérsékleten
az elektronok kozotti iitkozések elhanyagolhatdk, és hogy az egymassal kolecsén nem hato
elektronok ekkor a két-dimenzids vezetére merélegesen alkalmazott erés homogén méagneses
térben diszkrét energiadllapotokkal rendelkeznek. Az erre vonatkozo elméleti megfontolds
Landaut6l*? (1930) szdrmazik. Az elektronoknak a homogén mégneses térben felvett
diszkrét energidit Landau-nivéknak nevezik. A tért Hall-effektus egy sokkal bonyolul-
tabb jelenség, amelyben az elektronok kozotti kolesonhatds kell6 erdssége is fontos szerepet
jatszik.

B. Varhaté érték, szorasnégyzet

Ha dobdkockaval dobunk, akkor a dobasnak hatféle lehetséges kimenetele lehet: a
felfelé elhelyezked6 lapon kaphatunk 1-est, 2-est, ... és 6-ost. Ha ,,tisztességesen”
jatszunk, akkor N-szer egymas utan fiiggetleniil elvégzett dobasi kisérletben mind-
egyik eredmény nagyjabol azonos szamu alkalommal kovetkezik be. Ha a dobasok NV
szdma nagyon nagy, akkor az egyes eredmények gyakorisaga kb. N/6. A dobdkocka-
val valé dobés egy lehetséges, specidlis megvaldsitasa annak, amit a matematiku-
sok véletlen kisérletnek neveznek: olyan kisérlet, amelynek tobbféle lehetséges
eredménye van, amelyek véletlenszertien kovetkeznek be. Ha N fiiggetlen, egymast
koveto, azonos kisérletben a k-adik eredmény Ng-szor kovetkezett be, akkor azt
mondjuk, hogy ebben a N kisérletbdl allé kisérletsorozatban a k-adik eredmény
gyakorisaga Ny, és a k-adik eredmény relativ gyakorisdga N,/N. Ha N — oo
hataresetben létezik a relativ gyakorisag hatarértéke,

. N
lim Wk = wy, (B.14)

139Klaus von Klitzing (1943-) 1985-ben fizikai Nobel-d{jban részesiilt a kvantalt Hall-effektus
felfedezéséért.

40Lev Davidovics Landau (1908-1968) fizikai Nobel-dijban részesiilt a szildrdtestekre, kiilonos
tekintettel pedig a folyékony héliumra vonatkozé uttoré elméleti munkéssgaért.
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akkor azt mondjuk, hogy a véletlen kisérletben a k-adik eredmény w; valészi-
niiséggel kévetkezik be. A gyakorisagok definiciéjabol kovetkezik, hogy >, Ny =
N, ha az 0sszegzés az Osszes lehetséges eredményre kiterjed, aminek kovetkezménye,
hogy a megfelelé relativ gyakorisagok Osszege ), % = 1, ill. hogy nagyszamu
kisérlet hataresetében
> wp=1 (B.15)
k

Ne felejtsiik el, hogy az Osszes lehetséges eredményre torténd dsszegzést jelenti a y
szimbdélum. (Ebben a fejezetben végig ezt a jelolést fogjuk haszndlni.)

Hogyan gy6zodne meg a fizikus arrdl, hogy létezik ez a valdszintiség? Ijgy,
hogy egymas utan M > 1 darab, fliggetlen kisérletsorozatot végezne, amelyek
rendre N, NE& > NI NIM > NIM=1T darab véletlen kisérletbdl dllnak, és
megfigyelné, hogy az egymést kovetd kisérletsorozatokban észlelt relativ gyako-
risdgok minden hatdron til névekvé M és NIM| esetén egyre jobban megkozelitik
a wy értéket. Egy masik lehetséges megfigyelése a valdszintiség 1étezésének, hogy
az M darab kisérletsorozatban mindig ugyannannyi, N > 1 a kisérletek szama,
és felveszi a fizikus azt a hisztogrammot, ami az egyes relativ gyakorisdgoknak a
kisérletsorozatokban torténo bekovetkezési gyakorisagat abrazolja. Ha azt talalja,
hogy éles maximuma van a hisztogrammnak a k-adik eredmény relativ gyakorisaga-
nak valamely r értéke koriil, akkor ezt az értéket fogja azonositani a wy valdszinii-
séggel.

Visszatérve a kockadobdsra, azok a k egész szamok, amelyeket a dobas eredmé-
nyeként kaphatunk (az 1,2, ..., 6), gy foghatdk fel, mint egy = valészintiiségi valtozd
lehetséges értékei, amely ezeket az értékeket jol meghatdrozott wy (példankban
wy = 1/6) valdszintiséggel veszi fel. A matematikai véletlen kisérlet kiilonbozé le-
hetséges eredményei egy valoszintiségi valtozod lehetséges értékeivel azonosithatok.
A véletlen valtozoé olyan valtozd, amelyik véletlenszeriien vehet fel kiillon-
boz6 lehetséges értékeket, és az egyes lehetséges értékeit jol meghataro-
zott valdszintliséggel veszi fel. Aszerint, hogy a véletlen valtozé a lehetséges
értékeit milyen szamhalmazon veszi fel, beszélhetiink diszkrét és folytonos valdszinii-
ségi valtozorol. A diszkrét valdszintiségi valtozd csak diszkrét értékeket vehet fel,
amelyeknek diszkrét pontok felelnek meg a szamegyenesen. A folytonos val6szintiségi
valtozé folytonosan vehet fel szamértékeket a szamegyenes valamely intervallumaban,
vagy esetleg az egész szamegyenesen.

Foglalkozzunk el6szor a diszkrét valdszintiségi valtozé esetével, jeloljik x-szel.
Ezt avval jellemezhetjiik kimeritéen, hogy megmondjuk, milyen lehetséges xj, diszk-
rét értékeket milyen wy valdszintiséggel vesz fel. A valdszintiségi véaltozot azonban
sokszor nem jellemezziik kimeritéen, hanem csak néhany tulajdonsagat allapitjuk
meg. Az egyik ilyen tulajdonsiga a valdsziniiségi valtozé varhaté értéke, ami
nem mas, mint a lehetséges értékeknek a megfelel6 bekovetkezési valdszintiségekkel
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sulyozott atlaga:

T = Zwkl’k. (B16)
k

A varhaté érték tehat koznyelven szolva a véletlen valtozé atlagos értéke.

Az egyedi véletlen kisérletek eredményei azonban jobban vagy kevésbé kiilon-
bozhetnek a varhato értéktol. Az atlagos eltérés jellemzésére vezetjiik be a szoras-
négyzet fogalmat, ami nem mds, mint a véletlen valtozd értékének a varhatd
értéktol valé négyzetes eltérésének a varhato értéke:

A’r = (v —7)2 = Zwk(xk —7)% (B.17)
k

A definiciobdl rogton kovetkezik, hogy a szérdasnégyzet nem més, mint a véletlen
valtozo négyzete varhato értékének és a varhato értéke négyzetének a kiillonbsége:

A’x = 22 — (7)% (B.18)
A bizonyitas igen egyszerii:

A’zx = Zwk(xk —z)? = Zwk[xi — 2047 + (T)?] = 22 — QEZwkxk + (2)? Zwk
k k k k
= 22-2()*+ (2)? =22 — (2)% (B.19)

Altalaban az z véletlen valtozé tetszbleges f(z) fiiggvénye is véletlenszeriien veszi
fel az értékét, s ennek varhaté értéke

f@) = waf(zp), (B.20)
k

ill. szérasnégyzete

A f = w[f(ax) — flx)]. (B.21)

Tekintstik most a folytonos x valdszintiségi valtozo esetét. Ezt avval tudjuk
kimerit6en jellemezni, hogy megmondjuk, mi annak a P(z < z') val6sziniisége, hogy
olyan x értéket vesz fel, amely nem nagyobb, mint egy elore tetszolegesen megadott
o/ valés szam. Ugy értelmezziik az - valészinfiségi valtozé F(2') = P(x < o) el-
oszlasfiiggvényét, hogy megadjuk a P(z < z’) val6szintiséget, mint az 2’ fliggvényét.
Vegyiik észre, hogy ez a definicié mindig értelmes, akkor is, ha az x valtozé a
szamegyenesnek csak egy véges intervallumaban vesz fel értékeket. A folytonos
véletlen valtozot avval is jellemezhetjiik kimeritoen, ha megadjuk, hogy tetszoleges
infinitezimalis (x, z + dx) intervallumban milyen valészintiséggel veszi fel az értékeit,

dw(z) = F(z +dx) — F(x). (B.22)
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Ha az F(z) eloszlasfiiggvény differencidlhatd, (vagy legalabb szakaszonként diffe-
rencidlhatd), akkor (legaldbb szakaszonként) értelmezhetjiik az tgynevezett p(x)
valészintiségi stirtiségfiiggvényt a

dw(x) = p(z)dx (B.23)

moédon, tgyhogy a valdszintiségi suriségfiiggvény az eloszlasfiiggvény els6
derivaltja:
dF(x)
x) = : B.24
o) = 5 (B.21)
Az eloszlasfliggvény definicidjabdl kovetkezik, hogy az F'(x) fiiggvény alulrdl és
felulrol korlatos,

0< Flz) <1, (B.25)

monoton novekvo és
F(—00) =0, F(4+00)=1, (B.26)
A valdszintiségi stirtiség definicidjabdl kovetkezik, hogy nem negativ, p(z) > 0, in-
tegralhaté és
/ p(x)dx = 1. (B.27)

Ha a folytonos véletlen valtoz6 csak az [a, b] véges intervallumon vesz fel értékeket,
az eloszlasfiiggvény és a struségfiiggvény értelmezési tartoméanyat akkor is kiter-
jeszthetjiik az egész valés szamegyenesre. Ekkor értelemszeriien p(x) = 0 az [a, b]
intervallumon kiviili pontokban, az intervallum kezdeti és végs6 pontjaban pedig az
értékét rendre az eloszlasfiiggvény jobb-, ill. baloldali derivaltjaval azonosithatjuk.
Az eloszlasfiggvényt visszaallithatjuk a valdszintiségi stirtiségfliggvénybol,

F(z) = /I p(z")dx'. (B.28)

— 00

Az eloszlas-, és a stlriségfiiggvény megadasa kimeritéen jellemzi a folytonos
valészintiségi valtozot. Sokszor elegendd azonban a varhaté értékkel és a szérasnégy-
zettel torténd (altalaban részleges) jellemzés. A varhato érték definicidja:

7= /_ " pduw(z) = / " ep(a)d. (B.29)

[e.e] —00

A szérasnégyzet definicidja:

o

A’y = (z—2)2 = / (x — z)?p(x)dz. (B.30)
Most is érvényes az alabbi azonossag:

A =22 — (3)? = / " 2 p(a)ds — ( /_ h :Ep(x)dx)2. (B.31)

—00 [e.e]
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A folytonos x véletlen valtozo tetszbleges (,,kelléen j6 viselkedésti”) f(x) fiiggvényé-
nek a varhato értéke

F= | f@plads (B.32)
ill. szérasnégyzete

22 = [ (f@) - PPotads (B.33)

Az x diszkrét valosziniiségi valtozo egyenletesen oszlik el az értékhalmazan,
ha minden lehetséges x), értéket azonos wy = w valdszintiséggel vesz fel. Tegyiik fel,
hogy az értékhalmaz K darab (paronként kiillonboz6) diszkrét értéket tartalmaz,
akkor 1 = Zle wy = wszzll = Kw miatt az egyes lehetdségek valdszintisége
w=1/K.

Az x folytonos valdszinliségi valtozdt egyenletes eloszlastiinak nevezziik
a véges [a,b] intervallumon, ha annak a valdsziniisége, hogy az adott intervallum
tetszoleges ¢ < L = b — a hosszusag, tetszoleges elhelyezkedésii részintervalluman
vesz fel értéket, az (/L. Fz azt jelenti, hogy az egyenletes eloszldsu valdszintiségi
valtozo strtségfiiggvénye:

plx) = { %lﬁzge[[c;bg] (B.34)

azaz az [a, b] intervallumban &llandé, az [a, b] intervallumon kiviil pedig zérus értéket
vesz fel. Az eloszlasfiiggvény:

0,ha,z < a

F(x) :/ dx'p(z') = { £2¢ ha,x € [a,b] . (B.35)
- 1,ha,z > b

Az x folytonos valdszintiségi valtozot normélis —, vagy Gauss-eloszlastnak ne-
vezziik, ha a stirliségfiiggvénye egyre normélt Gauss-fiiggvény,

1 (z—20)?
e 2t (B.36)

p(r) = 5

Ennek az eloszldsnak két darab valds, folytonos paramétere van, ¢ > 0 és xy €
(—00, +00). Az eloszlasfiiggvény az tigynevezett hibafiiggvény,

1 x 2 )2
/ P (B.37)
210 J—0o

nem irhato fel zart alakban. Teljesiil a stirtiségfiiggvényektol elvart

1 © (@-ag)?
\/%U/ e 28 dr = (B.38)
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feltétel (1d. a C. Figgeléket). A normadlis eloszlds két paraméterének kozvetlen
jelentése van. A normalis eloszlasi valoszintiségi valtozd varhato értéke

_ 1 > _(1*10)2
T = xe 2?7 dx = xp, (B.39)
270 J—co
a szorasnégyzete pedig
1 0 (chaco)z
A%y = / T —1x0)le” 22 dr = o”. B.40
\/%O’ _OO( 0) ( )

A kifejezésekben szerepld integralok konnyen kiszamolhaték a C. Fliggelékben mu-
tatott mdédszerekkel. Mivel ez a két paraméter egyértelmiien meghatarozza a Gauss-
eloszlast, elmondhatjuk, hogy a normalis eloszlas olyan specidlis eloszlas, amelyet a
varhato érték és a szorasnégyzet egytittvéve mar kimeritoen jellemesz.

C. Gauss-integral*

A Gauss-integréalok sok kvantummechanikai feladatban eléfordulnak, ill. a normélis eloszldssal kap-
csolatos valészintiség-szamitasi feladatokban is. Ismerkedjiink meg ezek kiszamolasanak maédjaval.

1. A legegyszeriibb Gauss-integral

oo

I(a) :/ dze %" = z, (C.41)
o a

ahol a > 0 valés paraméter. Vegyiik észre, hogy az integrandus pozitiv, aminek kovet-
keztében I(a) > 0. Képezziik az integrdl négyzetét és a két integral szorzatdt értelmezziik

ugy, mint az (z,y) 2-dimenzids S sikra torténd integralast,
2 o0 2 o 2 2 2
I*(a) :/ dxe™ " / dye™*Y :/ dz dy =@ +v7) (C.42)
—00 —0o0 S

Hajtsunk végre integraltranszformadciot, térjink 4t az S sikon az (z,y) Descartes-koordina-
takrdl az (r, @) sikbeli poldrkoordindtdkra,

T =rcosp, y=rsinep. (C.43)
A valtozétranszformdcié Jacobi-matrixdnak determindnsa
Ox Jy .
5 52 cos sin
J=| % & =7 v ‘ =, (C.44)
5 oo —rsinp 7rcosy

ugyhogy az 4j valtozdkban az S sikra vett integral

oo 27 oo
I*(a) :/S|J|e_‘"2drd<p:/0 dr/o d<pre_‘"2 = 271'/0 dr re="". (C.45)

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon &ll6 integrél integrandusa lényegében az e—ar’ fliggvény
r szerinti derivéltja,

o [ e’ 2 T
I*(a) = — d = —(-1)=—. 4
(a) —2a J, " T or —2a( ) a (C.46)

Figyelembe véve, hogy I(a) > 0, innen mar addédik, hogy I(a) = y/7/a.
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2. Ha az integrandus paratlan kitevés monom és a Gauss-fiiggvény szorzata, akkor

Iopyi1(a) = / dx 2?Hleme’ = 0, n>0, a>0, (C.47)

— 00

hiszen az integrandus ilyenkor az x valtoz6 paratlan fiiggvénye (az integrandus © — —zx
transzformdcié sorén eléjelet valt). Nyilvdnvalé, hogy barmilyen paratlan f(—x) = —f(z)
fliggvényre

| s = [ aslopa, (C.48)

ahol attérve az y = —ux integralasi valtozora a Jacobi-determindns J = g—;j = —1¢és az
integral
[ awtw = [ aleseol= [ al-rwl=- [ dy i) (©a9)

Itt viszont a jobb oldalon a baloldali integrdl minusz egyszerese all, ezért az integrdl zérus.

3. Péros kitevéjii monom és Gauss-fliggvény szorzatdnak integralja,

I, (a) = / do 2%"e " = (=" 0 / do e = (—1)"8 I(a)7 n>1. (C.50)

—00 da™ — 00 Ooam™

Behelyettesitve az I(a) = /m/a eredményt, és elvégezve az egymds utdni derivéldsokat,
kapjuk, hogy

1 3 2n —1 2n+1 F%
In — %_._... T2 = C.51
mla) =725 -3 2 ¢ 2ng—n—1 (G.51)
4.
o 2
I(a,b) _ / dz e—am2+bm — \/fefi% a >0, (052)
o a
és b tetszOleges valds paraméter. A bizonyitashoz alakitsuk a kitevot teljes négyzetté,
) b\> b2
_ by = — - — C.53
ax”® + bx a(x 2a> + " ( )
majd térjink at a z = x — % ,,eltolt” integralasi valtozoéra,

o0 2 o0 2
I(a,b) = / da e~ T = ol / dz e = \/zeia. (C.54)
—00 —0o0 a

5. Ha az integrandus kitev6jében a > 0 és a linedris tag egyiitthatéja ib tiszta képzetes (b

valés), akkor
rab) = [ mewwm_¢§%? (C.55)

ahol az eredmény nem mas, mint amit a valds linedaris taggal kapott eredménybdl kapunk
b — b helyettesitéssel. Az integrandus kitevéjét most is teljes négyzetté egészithetjiik ki és
attérhetiink a z = x — % integréalasi valtozora, ami azonban komplex. Ezért a z valtozéban
az integralds a valés tengellyel parhuzamos Im z = —i% egyenletli L™ egyenes mentén
torténik a z komplex sikon Re z = —oo fel§l Re z = +oo irdnyban haladva (a jobbra
mutaté nyil a felsé indexben ezt az irdnyitést jeloli),

ib)? 2
I(a,b) = 't / dz 9% = ¢ ha / dz e79%. (C.56)
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14. dbra. Az integralas utja a z komplex sikon a C' zart gorbe mentén.

Az integrandus analitikus fiiggvénye a z komplex valtozénak a valés tengely és az L egyenes
kozti tartomanyban, ezért

2 2 2
f dz e” %% = / dz e” +/ dze % =0 (C.57)
c - Ly

arra a zart gorbére, amely az L™ egyenesbdl, a valds Lj; tengelybdl és a Re z — foo
végtelenekben felvett, a képzetes tengellyel parhuzamos szakaszokbol &ll (1d. 14. &bra).
(A nyilak a fels§ indexben a haladdsi irdnyt jelolik.) A képzetes tengellyel parhuzamos
szakaszok jaruléka az integralhoz zérus, mert Re z — 400 esetén az integrandus minden
hatvanyfiggvénynél gyorsabban tart zérushoz. Ezért

/ dz e = —/ dz e™9% :/ dz e = E, (C.58)
— L L a

—
R

I(a,b) = \/ge_fm. (C.59)

és az integral értéke

D. Dirac-delta

A §(z — a) Dirac-delta olyan , fliggvény”, amelynek értéke mindeniitt zérus, kivéve
az x = a pontot, ahol végtelen. Ez a furcsa tulajdonsagii matematikai objektum és
a derivaltjai igy vannak értelmezve, mint

/_ K (1) f () (D.1)

oo
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alaku integralok K () magjai, ahol f(z) tetszbleges, ,,jé tulajdonsdgn” fiiggvény'4!.
A Dirac-delta az a mag, amelyre

/ " dad(e — a)f (@) = f(a) (D.2)

teljesiil tetszoleges, ,,jé tulajdonsdgi” f(z) fliggvény esetén.

A Dirac-delta integral alakjaban is eléallithato:

z—a)= %/ dwe==a), (D.3)

—00

Valéban, tegyiik be ezt a kifejezést a (D.1) alaki integral magjdnak a helyébe:

/_OO dx% /_OO dkelk(w_“)f(ac)

L f(k) = f(a). (D.4)

T o oo

Itt az els6 egyenlGség az f (k) Fourier-transzformalt definicidjabdl kovetkezik, a mésodik egyenldség
pedig az inverz Fourier-transzformécié képletébdl. Az (D.3) egyenldség jobb oldaldn all6 integral
tehdt ugyanolyan hatdsi a (D.1) alakd integrdlok magjdban, mint a d(z — a) Dirac-delta, ezért

azonosithaté vele.

A Dirac-delta néhany fontos tulajdonsiga ugyancsak a (D.1) alaku integrélba
val6 behelyettesitéssel igazolhato:

§(—x) = 5(x), (D.5)
Slax) = ﬁé(m), (D.6)
5(f(a)) = 3 A=) o7
‘ %‘x:ml

xd(z) =0, (D.8)
f(fo)5($ —x9) = f(20)d(x — 20), (D.9)
/ des(a — 2)5(x — b) = 8(a — b), (D.10)
5(a? — a?) = 5(I—a)2—|;|5(1'+a)7 (D.11)
x%c?(:z) = —4(x), (D.12)

(D.13)

WIA7 f(z) fiiggvényrél feltessziik, hogy végtelen sokszor differencidlhaté és, hogy barmely de-
rivéltja gyorsabban tart nulldhoz, mint |z| barmely negativ, egész kitevds hatvanya, ha |z| — oo.
Ezek a fliggvénye a négyzetesen integralhaté fliggvények Lo(R, dx) terének mindeniitt siirti alterét
képezik, amelyet Schwartz-térnek neveznek.
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ahol «, a és b tetsz6leges, nem nulla valés szamok, f(z) tetszoleges, differencidlhatd
fiiggvény, amelynek zérushelyei az x = z; helyeken vannak, f(x;) = 0.

A Dirac-deltdnak ismeretes néhany hatarérték-eloallitasa:

5(z) = lim S2EL)
L—oo W ’
1 .. 1—cos(Tx)
(5(,’,5) - % 111_1;20 TZL'2 )
5(z) = lim + — % (D.14)

Ezek az el6éllitasok is mind az (D.1) alaku integrdal magjédba torténd behelyet-
tesitéssel igazolhatok.

A Dirac-delta 3-dimenzids kiterjesztése:
Ir—ad) =0(z —ay)0(y — ay,)d(z — a,), (D.15)
ami a
[ st
= / dx/ dy/ dz0(z — a;)0(y — ay)d(z — a,) f(z,y, 2)

= f(aaca Gy az) = (D16)

integrallal van értelmezve. A 3-dimenziés Dirac-delta integral-eléallitasa:

o o 1 37. ik (7@
(r—a) = (27r)3/d keth (=) (D.17)
Gombi polarkoordinatakban kifejezve:
1
8O (7 — @) = 6P (i — 7,)6(r — a), haa#0, (D.18)
r
il1.142
2 s
@(7) = 55(2)(71)5(7’), ha a =0, (D.19)
ahol 7 = ril, d = afl,, |F] = r, |d] = a. Itt az egységvektorokra vonatkozé 2-
dimenziés Dirac-delta
5(‘9 _ 9a>5((p _ @a)
6 (i —7,) = D.2
(77— 7ia) e (D.20)

U277 a — 0 hataratmenet nem képezhetd kozvetleniil, csak a teljes térre vett [ @370 (F—a) f(7)
integral hatdrértékét lehet képezni, miutan elvégeztiik a kijelolt integralast. Ebbél adédik az a # 0
és az a = 0 eset kozotti 2-es faktor kiilonbség a képletekben, ugyanis fooo dr §(r)f(r) = 1 f(0), mig

Jo"dr 6(r —a)f(r) = f(a), ha a # 0.
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alakba is irhato.
Egyrészt irhatjuk, hogy tetszéleges f(0, ) ,,jé viselkedésli” fiiggvény esetén

f(0a, ¢a)

2 T 2 T _ _
= / d(p/ df sin 6(2)(ﬁ—ﬁa)f(0,<p):/ d(p/ dosing 20 =02 00 =¢a) rg
0 0 0 0 Sln9
(D.21)

méasrészt pedig tetszOleges f(7) fiiggvény esetén

> b
/d3F6(3>(F— afr) = /O r2dr r—25(r —a)d(7 — 7ia) f(r, 0, ¢)

b/m dré(r —a)d(ii — i) f(r,0,9) = f(a,0a,0q), (D.22)
0

ahol a = 0 esetén b = 2 és automatikusan megsziinik f(a@) szogfiggése, ill. a # 0 esetén b = 1.

E. Hilbert-tér

E.1. Definialé tulajdonsagok
Roviden foglaljuk 0ssze, melyek az absztrakt H Hilbert-tér tulajdonsagai.

1. A ‘H Hilbert-tér a C komplex szamtest felett értelmezett linedris vektortér. (A
fizikus szamara ez biztositja a kvantumallapotok linedris szuperpozicidjanak a
lehet6ségét.) Meg kell jegyezni, hogy a Hilbert-tér lehet véges, vagy megszamlal-
hatéan végtelen dimenzids vektortér.

2. A H Hilbert-téren értelmezve van tetszéleges |1)) és |¢) allapotvektorok skaldris
szorzata (més nevén belsé szorzata), (¢, 1) = (¢|y), amely

véges, azaz V |¢), |¢) esetén (¢|y) € C véges komplex szdm;

a masodik tényezdjében linedris,
hermitikus, azaz teljesiil, hogy (¥|¢) = (p|i)*,

pozitiv definit és nem elfajult, vagyis olyan, hogy V|¢) esetén (¢|¢)) > 0,
és az egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha [¢)) = |0) a Hilbert-tér
nullvektora.

A bels6 szorzat 1étezése lehet6vé teszi, hogy értelmezziik a |¢) € H dllapotvek-
torok hosszat, méas néven norméjat,

I = VIl =0, (E.1)

ami véges valos szam és csak a 0 nullvektor esetén zérus. Ertelmezhetjiik
tovabba V|v¢) és |¢) € H vektorok tavolsagat, mint a két vektor kiilonbségének
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normajat: |||¢) — |¢)||. Ezek végtelen dimenzids Hilbert-tér esetén is hasonl6
reldcidknak tesznek eleget, mint a véges dimenziés (komplex szamtest fellett
értelmezett) euklideszi vektortér esetén:

Refole) < 5 (9= I0IP),

(el < o)l )l " =" 1¢) =cly), ceC, c#0,
leloll = lellll)ll, Ve e C,
) + 1ol < o + @) (hdromszog egyenlétlenség). (E2)

A tévolsag fogalma teszi lehetové, hogy beszélhessiink olyan fogalmakrol, mint
a folytonossag, hatarérték, hatarpont, sorozatok konvergenciaja, stb. Jeloljon
altaldban F(|¢))) a Hilbert-téren értelmezett fliggvényt, amely értékét vagy
a Hilbert-téren, vagy a komplex szdmok kozott veszi fel. Ekkor a szokasos
definicidk érvényesek:

e Az F(|¢)) fliggvény folytonos a |¢y) pontban, ha minden € > 0 esetén
létezik olyan 6 > 0, hogy ha [|1) — [0} || < 9, akkor [|F(J¢)) —F(|0))|| <
e vagy |F(|)) — F(|1ho))| < € (aszerint, hogy F' értékei ‘H pontjai vagy
komplex szdmok).

e Az F(|¢)) fuggvény korlatos H-n vagy annak valamely részhalmazan, ha
létezik olyan rogzitett ¢ € R szam, hogy || F'(|v))]| < ¢ vagy |F'(|¢))| < c.

o A [ty), [), ... sorozat |¢)-hez konvergdl, ha a [[|[vn) — [), [l|v2) —
[V)|, ... szdmsorozat nulldhoz konvergal

e Legyen A a Hilbert-tér részhalmaza. A H Hilbert-tér valamely pontjat az
A halmaz hatarpontjanak nevezziik, ha van olyan A-ban fekv6 sorozat,
amely ehhez a ponthoz konvergal. Az A halmazt zartnak nevezziik, ha
tartalmazza valamennyi hatarpontjat. Az A halmazt a Hilbert-térben
mindeniitt slirtinek nevezziik, ha hatarpontjainak halmaza éppen H. (Az
utobbi azt jelenti, hogy a Hilbert-tér minden pontjdhoz talalhaté olyan
A-ban fekvo sorozat, ami ehhez a ponthoz konvergal.)

e A H Hilbert-tér M részhalmazat linearis sokasagnak nevezzilk, ha M
barmely k szamu (k = 1,2,...) |[¢1), |¢2), ... elemébdl képezett Gsszes
c1|tn) + calthe) + ... + cilthy) linedris kombindci6t tartalmazza M, ahol
c1, Ca,...cy tetszleges komplex szamok. Legyen A a H-nak részhalmaza,
akkor az ai|i1) + as|e) + ... + ag|ty) linedris kombindciék halmaza
(k= 1,2,..., [1), |¥a),...,|Yx) € A és aj,as,...,a; € C) linedris
sokasdg: az A részhalmaz dltal kifeszitett {A} linedris sokasdg. Ha {A}-
hoz hozzavessziik valamennyi hatarpontjat, akkor az A altal kifeszitett
[A] zart linedris sokasagot kapjuk. Definici6jabdél adédéan [A] tartal-
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mazza A-t, és egyuttal minden A-t tartalmazé zart linedris sokasdgnak
részhalmazal®3.

Be lehet latni, hogy a szammal szorzas, a vektorok osszeadéasa és a belso szorzat
minden véltozéjukban folytonos miiveletek.

Vegyiik észre, hogy azok az F' fliggvények, amelyeknek értemezési tartomanya
és értékkészlete is H részhalmaza, operatorok. A fent elmondottak szerint
beszélhetiink tehdt operatorok folytonossagarol, korlatossagarol és operatorok
sorozatanak konvergencigjarol.

A Hilbert-tér geometridja szempontjabol fontos a belsé szorzat segitségével
értelmezett ortogonalitds és a vele kapcsolatos fogalmak. A |¢), |¢) € H
vektorok ortogonélisak, ha (¢[y)) = 0. Az M és a N linedris sokasdg or-
togonalis, ha M béarmely eleme ortogondlis N' barmely elemére. Valamely
D halmazt ortonormaltnak neveziink, ha barmely elemének hossza (norméja)
1-gyel egyenlo és barmely két eleme ortogonalis. A D ortonormalt halmazt tel-
jesnek nevezziik, ha nem valddi részhalmaza egyetlen ortonormalt halmaznak
sem. Ez azt jelenti, hogy nincsen olyan |¢)) € H, ||[)] = 1, amely ortogonélis
lenne D-re. A teljes ortonormalt rendszerek fontos szerepet jatszanak. Véges,
d-dimenziés Hilbert-térben a linearisan fiiggetlen vektorok maximaélis szama
d, tovabba a Hilbert-tér 1. és 2. tulajdonsdga egyiittesen biztositja, hogy
barmely ortonormélt rendszer elemeinek szama < d, és akkor és csak akkor
teljes, ha az elemeinek szama pontosan d. Masképpen szélva: a d-dimenzids
Hilbert-térben barmely ortonormalt rendszer linearisan fliggetlen és, ha eleme-
inek szdma d, akkor teljes is. Véges, dimH = d dimenziéju Hilbert-tér esetén
létezik {|¢1), |@2), ... |@a)} C H ortonormaélt teljes rendszer (bazis), amelyre
teljesiil az ortonormaltsagi feltétel,

(Pnlom) = Onm, (R,m=12...d) (E.3)

és a teljességi feltétel, azaz hogy V|i) € H esetén

) = ) calen), (E.4)

ahol ¢, = (p,|¥) a kifejtési egyiitthatok.

Ha a Hilbert-tér végtelen dimenziéju, akkor az ortonormaélt teljes rendszer
létezésének tovabbi feltételei vannak:

143Kés6bb hasznalni fogjuk a bevezetett jeldlések kiterjesztését: {A,B,...,[1),|¢),...}, il
[A,B,....[¥),|¢),...] rendre az AUBU...U |¢) U|¢p) U ... halmaz altal kifeszitett linedris so-
kasagot, ill. annak lezartjat.
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3. A H Hilbert-tér teljes, azaz benne minden Cauchy-sorozat konvergal. Az
allapotvektorok [¢1), |@2), - .. |@n),... megszamlalhatéan végtelen sorozatat
Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha tetszolegesen kicsiny € > 0 esetén létezik
olyan N természetes szam, hogy n, m > N esetén |||pn) — |om)|| < €. A
teljesség azt jelenti, hogy minden Cauchy-sorozathoz létezik olyan [¢)) € H,
amelyhez a sorozat (normaban) konvergal.

Felmeriil a kérdés, hogy forditva is igaz-e, hogy V|1)) € H esetén létezik-e olyan
sorozat, amely |¢)-hez konvergal? Ezt biztositja a kovetkezo tulajdonsag.

4. A H Hilbert-tér szepardbilis, ami azt jelenti, hogy a Hilbert-térben létezik
olyan |p1), |p2), ... megszamlalhaté szamossdgu sorozat, amely mindeniitt
stirit H-ban. Ut6bbi azt jelenti, hogy tetszéleges |¢) € H és tetszbleges € > 0
esetén van a sorozatnak legalabb egy olyan |p,,) eleme, amelyre || [¢,) —|¥)|| <
€.

E.2. A Hilbert-tér geometriaja
E.2.1. Ortonormalt rendszerek

A 3. és 4. tulajdonsag biztositja, hogy végtelen dimenziés Hilbert-térben is létezik
ortonormalt teljes rendszer, amely szerint a Hilbert-tér tetszoleges vektora kifejt-
heto. Végtelen dimenzios Hilbert-térben valamely ortonormalt rendszer véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok elemii sorozat, és ha teljes, akkor végtelen sok ele-
me van. Az ortonormalt rendszer elemeinek végtelen szama azonban nem elégséges
ahhoz, hogy az ortonormaélt rendszer teljes legyen. (Ez mésképpen van, mint véges
dimenzios Hilbert-tér esetén, amikor az ortonormaélt rendszer elemeinek maximalis
szdma biztositja a teljességet.) A |p1),|p2), ... ortonormélt rendszer segitségével
képezett > (&]pn){@n|t) sor, ahol ), [¢) € H tetsz6legesek, abszolut konvergens,
amennyiben tagjainak szama végtelen, tovabbd, ha [1)) = |¢), akkor > |{pn|)]* <
) ]|? (itt >, kiterjedhet véges vagy végtelen sok tagra). A |¢1),|p2),... orto-
normélt rendszer segitségével képezett > > | ¢,lp,) sor akkor és csak akkor kon-
vergens, ha a Y - |c,|? sor konvergdl. Ha Y. culpn) = |[¢) € H (az Osszegzés
kiterjedhet véges vagy végtelen sok tagra), akkor ¢, = (p,|¢). Legyen |¢)) € H
tetszéleges és ¢, = (p,|V), akkor a [¢') = > ¢,|p,) Osszeg mindig konvergens, ha
a sor végtelen; a |1) — |[¢') kiillonbség pedig ortogondlis az ortonormélt rendszerre.
A |p1), |p2),... ortonormdlt rendszer teljességének sziikséges és elégséges feltétele
tobbféleképpen is megfogalmazhaté:

o A |p1), |p2),... ortonormalt rendszer altal kifeszitett [|¢1), |@2),...] zart
linearis sokasag megegyezik H-val.

e Béarmely |¢)) € H vektor kifejthetd a |p1), |@2), ... ortonormélt rendszer sze-
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rint,

V) = ch|90n>> ahol ¢, = (pn|V). (E.5)

(Az eléz6ek értelmében a konvergencia biztositott.)

o Tetszbleges |1), |¢) € H esetén igaz, hogy

[e.e]

(@) = > (Slon)(@nlth), (E-6)

n=1
ahol az abszolit konvergencia az eléz6ek értelmében biztositott.

Kiolvashatjuk az (E.6) egyenl6ségh6l, hogy ha létezik ortonormdlt teljes rendszer
‘H-ban, akkor az egységfelbontés

= 3 leweal (E7)

alakban irhaté. Meg lehet mutatni, hogy tetszéleges (véges vagy végtelen dimen-
zi6s) Hilbert-térben barmely M zart linearis sokasdghoz taldlhaté olyan ortonormalt
rendszer, amely kifesziti M-et. A H Hilbert-tér viszont maga is zart linearis sokasag,
ugyhogy [étezik a Hilbert-térben ortonormalt teljes rendszer.

E.2.2. Zart linearis sokasagok és projektoraik

A végtelen dimenziés Hilbert-térben a zart linearis sokasagok a megfelel6i azoknak
a geometriai elemeknek, amik R,-ben az egyenes, a sik, stb. Legyen M részhalmaza
H-nak, és jeloljik R — M-mel R mindazon elemeinek halmazat, amelyek orto-
gonalisak M minden elemére; ekkor R — M zart linedris sokasag: M-nek R-re
nézve ortogonalis komplementer zart linearis sokasaga.

Vannak nevezetes zart linearis sokasagok:
e maga a Hilbert-tér, H;
e az egyetlen elemként a nullvektort tartalmazoé {|0)} = [|0)] halmaz;

e a{|Y)} = [|v)] zért linedris sokasdg: a c|¢) alaki elemek halmaza, ahol |¢) €
H rogzitett vektor és ¢ € C tetszéleges komplex szam).

Ahogyan az euklideszi geometridban, ugyanugy a H Hilbert-térben is be le-
het vezetni a vetités (projekci6) fogalmat. Legyen M zart linedris sokasdg, akkor
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tetszbleges 1)) € H egyértelmiien felbonthaté 1)) = |¢) +|¢@) alakban, ahol |¢) € M
és |p) € R — M. Ttt |¢) a |[¢) projekcidja M-re, jelolése |¢) = Puy|v); az M-
re merBleges |¢) pedig |¢)-nek az M-re merdleges komponense. A Py projektor
operétor (roviden projektor) a Hilbert-téren mindentitt értelmezve van és az aldbbi
tulajdonsigokkal rendelkezik:

e linedaris:
Pu(Yaln) = Y afulv), (E3)
i=1 i=1
aholn =1,2,...,

e hermitikus:
(Pmo, ) = (6, Patd) = (0| Pualt)), (E.9)

e idempotens,

Pu(Pumle)) = Pulw), (E.10)

avagy r6videbben P, = Py Py = P.

A Py projektor értékkészlete M, azaz a PMW) alaku elemek halmaza. Az M zart
linedris sokaség tgy is jellemezhetd, mint a Pyy|1)) = |1)) Gsszes megolddsainak hal-
maza, az R — M pedig a Py|¢) = |0) Gsszes megolddsainak halmaza. Valamely
E lineéris operator akkor és csak akkor projektora valamilyen M zart linearis so-
kasdgnak (azaz E= pM), ha (Ew, o) = (¥, Eqb) és B2 = E. Ekkor E egyértelmiien
meghatdrozza M-et (mindazon vektorok halmaza, amelyekre E|i) = |4)). Erdemes
észrevenni, hogy

Pyup=1-Pu.  Pu_p—sty=1— Py = P, (E.11)

ahol az utébbi egyenldség azt jelenti, hogy M és H—(H — M) azonosak. TetszOleges
|1} € H esetén igaz, hogy

1B = WIEW).  IE)] < 19)]]; (E.12)

tovabba || E|v)|| = |||v)]| akkor és csak akkor, ha [¢)) € M, és || E|y)|| = 0 akkor és
csak akkor, ha ) € H — M. Az E projektor folytonos.

Legyen E és F rendre az M és N zért linedris sokasdghoz tartozé projekt-
or. Ekkor az EF _operator akkor ¢és csak akkor projektor, ha E és F feleserélhetd
egymassal, azaz EF = FE; ilyenkor EF az M és N kozos elemeibél 4ll6 P zért
linearis sokasag projektora. Az E+F operator pedig akkor és csak akkor projektor,
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ha EF = FE = 0; ekkor M ortogonélis N-re és E + F az M + N = [M, N]
zért linedris sokasdgra vettd projektor, és ebben az esetben {M, N} = M, N ]. A

E — I akkor és csak akkor projektor, ha EF = F (vagy ami ugyanaz FE = F )
ekkor A részhalmaza M-nek, és E — F az M — N projektora. Ha N részhalmaza
M-nek, akkor azt mondjuk az E = PM és F = PN projektorokra, hogy E>F
vagy F' < E, ami azt jelenti, hogy EF = F vagy FE = F, és a felcserélhetéség
kovetkezmeny. Mindig igaz:

0
e ha £ < F és I < FE, akkor E = F (és ekkor M azonos N-nel);
h

A 7<” relacié tehat a nagysag szerinti rendezés tulajdonsagaival rendelkezik. Az
alabbi harom 4llitds egyenértékii: (a) E<F, (b) 1-E>1-F,é (¢) E ortogonalis
1 — F-re, azaz E(l — F) = 0. Tovébba, ha F és F ortogondlis (azaz EF =0) és
E' < Eés F' < I, akkor E' és F” is ortogonalis, azaz E'F’ = 0. A projektorok orto-
gonalitédsa, illetve felcserélhetosége esetén a hozzajuk tartozo zart linedris sokasagok
ortogonalitasarol, illetve felcserélhet6ségérol beszélhetiink.

Meg lehet mutatni, hogy E < F egyenértékii azzal, hogy V|v) € H esetén
B[O < ||F|e)]. Ha By, E,, ... E, projektorok, akkor annak a szitkséges és
elégsége feltétele, hogy Ei+.. +E, is projektor, kétféleképpen is megfogalmazhato:
(a) a széban forgd Ej, projektorok paronként ortogonélisak egymasra; (b) az

B + -+ [ Eal) P < )] (E.13)

egyenldtlenség minden [¢)) € H esetén fenndll. Ha E) + ...+ E, projektor, ahol
Ep = Puz,, akkor By + ...+ E, az My + ...+ M, = [M; + ...+ M,] projektora,
és My + ...+ M, = {M;+ ...+ M,}. Projektorok névekvé, illetve csokkend
sorozatarol beszéliink, ha E, < FE, < ..., illetve E, > By > > ...; az ilyen sorozatok
mindig konvergensek, vagyis ilyenkor létezik olyan E _projektor, hogy V|y) €
esetén E,|1)) — E[¢), és minden n-re E, < E illetve E, > E.

E.3. Operatorok

Az O operatorok a Hilbert-tér valamely D(O) részhalmazén értelmezett fiiggvények,
amelyeknek az R(O) értékkészlete szintén a Hilbert-tér valamely részhalmaza. Az O
operdtor tehat a Hilbert-tér bizonyos [) € D(0) elemeihez egyértelmiien hozzéren-
deli a Hilbert-tér valamely O[¢) € R(O) elemeit; az értelmezési tartomény és az
értékkészlet is H részhalmaza. Az értelmezési tartomany nem feltétleniil egyezik meg
a teljes Hilbert-térrel, de ha igen, akkor azt mondjuk, hogy az operdator mindeniitt
értelmezve van. Az operator értékkészlete sem feltétleniil egyezik meg az értelmezési
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tartomdnyaval, igy pl. az O? = OO operator nem biztos, hogy értelmezve van. Az
operatorok Osszeadasa, szammal szorzasa, szorzasa egymassal és hatvanyozasa, az
alabbiak szerint van értelmezve:

(A B)v) = )+ Blo). (Al) —cdlv), (AB)Y) = A(Bly))
Ay = 110) = ), A%p) = Adly), .., A"fp) = A4 Alv).  (E14)

n—szer

Altalaban az operdtorok szorzdsa nem kommutativ miivelet: AB =+ BA. Természe-
tesen ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy adott operatorok esetén van-e értelme a
fenti miiveleteknek, gondosan nyomon kell kovetni az egyes operatorok értelmezési
tartoményait és szorzas, hatvanyozas esetén az értékkészleteiket is. Ilen szempontbol
nagy konnyebbséget jelent, ha az egyes miiveleteken szereplé operatorok mindeniitt,
vagy legalabb mindeniitt siirtin vannak értelmezve a Hilbert-téren.

Ha a O operétor barmely értékét csak egyszer veszi fel, akkor 1étezik az inverze:
O~'; a O~' operétor akkor van értelmezve a [¢)) € H vektoron, ha a O|¢) = |¢)
egyenletnek létezik egyértelmii |¢) megoldasa, ekkor O‘l|¢> = |9). Ervényesek az
aldbbi szabalyok:

~ ~

A %A (ha ¢#0), (AB)™'=B1A", (E.15)

(cA) ! =
ha léteznek rendre az A‘l, ill. az A‘l, B! inverz—operatorok. A A operator negativ

egész kitevos hatvanyain a A1 operétor megfelel6 pozitiv egész kitevos hatvanyait
értjiik, ha létezik A=1.

Az A operatort linearis operatornak nevezziik, ha az értelmezési tartoméanya
linedris sokasdg, vagyis a [11), [1s), . . ., |1),) vektorokkal egyiitt tartalmazza az Osszes
crlr) + ...+ ¢u|thy,) alaki linedris kombinacidkat is, és érvényes, hogy

Alc| ) + .. Fealthn)) = Al + ...+ ciAly) (E.16)

(az értelmezési tartoméanybdl tetszolegesen vélasztott tetszéleges n > 1 darab vektor
esetén). A kvantummechanikédban csak linedris operatorokkal lesz dolgunk, azok
koziil is csak olyanokkal, amelyeknek az értelmezési tartomanya mindentitt stirti a
H Hilbert-térben. Az utébbi sokszor kielégitden helyettesiti azt a kovetelményt,
hogy az operator mindentitt értelmezve van. 144 Ha A és B értelmezési tartomdanya
mindeniitt sfirti, akkor képezhets A + B.

4Pl az La(R,dq) Hilbert-térben (azaz az 1-dimenziés rendszerek négyzetesen integralha-
t6 hullamfiiggvényeinek terében a ¢ koordinata-operator és a %8% impulzus-operator linearis
operatorok, de nincsenek mindeniitt értelmezve, hiszen qi(q) és 9 /dq dltaldban nem négyzetesen
integralhatd, ha (q) az is. Ugyanakkor a koordinédta- és impulzus-operdtorok értelmezve vannak
a Schwartz-téren, ami mindeniitt siirti a H Hilbert-térben. A pontos matematikai definiciét meg-
keriilve, a Schwartz-tér olyan fliggvények halmaza, amelyeknek akdrhanyadik derivéltja a |g| — oo

hatéresetben gyorsabban tart zérushoz, mint 1/|g| barmelyik pozitiv hatvénya.
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Az At operétort az A operdtor adjungaltjanak nevezziik, ha At és A értelmezési
tartomanya megegyezik és ott

(B|ATlp) = (]| A|g)". (E.17)

Az A és Al kozti reldcié szimmetrikus, ugyhogy At adjungéltja A AT = A, Az
adjungalt operatort a fenti definicié egyértelmiien hatdrozza meg. Az A operdtort
onadjungaltnak, masképpen hermitikus operatornak nevezziik, ha azonos az ad-
jungéltjaval: A = A': ekkor

(BlAlw) = (¥|Alg)". (E.18)

A 0, 1 és minden E projektor-operator onadjungalt. Ervényesek tovabba az alabbi
szabalyok:

(cA)t = ¢ Af,
(A+ B)Y = A"+ B, ha képezheté A + B,
B = B'A" (az értelmezési tartomanyok megfelelé korlatozaséval),
)

f= (AN~ = A1, (E.19)

Ha A énadjungélt operator, akkor (| A[) valés V|i) € D(A) esetén. Az A énad-
jungdlt operdtor definit (mésképpen pozitiv szemidefinit), ha V|) € D(A) vektorra
teljesiil a (1| Al)) > 0 egyenlStlenség.

Az U operétor unitér, ha UUT = UU =1 (ahonnan kovetkezik, hogy Ués UT
mindeniitt értelmezve van, akdrcsak az egységoperator); ekkor

(Ulo), Ul = (19, UT ) = (|), 1)), (E.20)

vagyis az unitér operator megérzi a belsé szorzatot (és kovetkezésképpen a vekto-
rok norméjat és ortogonalitasat is). Forditva, az (E.20) tulajdonsagbdl kovetkezik,
hogy U unitér, ha mindentitt értelmezve van H-n. Az unitér-operatorok mindig
folytonosak, mert [[U]) —Ul¢)|| = |U(|¢) —|9))]| = [[[¢) —[¢)}||. Ugyanez azonban
altaldban nem mondhaté el az hermitikus operatorokrol.!4?

Ha U és V unitér, akkor U~ = Ut és UV is unitér, tovdbba U minden hatvanya
unitér. Ha A hermitikus, akkor A minden hatvanya és minden valos egyiitthatos
polinomja is hermitikus. 116 Ha A és B hermitikus operdtorok, akkor AB csak akkor
hermitikus, ha A és B felcserélhetSk egyméssal, azaz AB = BA. Ha A hermitikus,
akkor tetszOleges O esetén OAO! is hermitikus; igy (az A=1 helyettesmessel) OOT
és (O < Of cserével) OO is hermitikusak; tovabba ha U unitér, akkor UAU !
hermitikus.

145P]. a ¢ koordinata-operdtor és a %8% impulzus-operator nem folytonosak a négyzetesen in-

tegralhato hullamfiliggvények tere felett.

146P1. az La(R, dq) Hilbert-téren a q koordinata-operétor és a ':L 88 impulzus-operator hermitikus.
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A linedris operatorok folytonossaga hasonléan fontos tulajdonsag, mint a fiigg-
vények folytonossaga az analizisben. A folytonossag sziikséges és elégséges feltételé-
nek ekvivalens megfogalmazasai:

e az O linedris operdtor mindeniitt folytonos, ha |¢)) = |0)-ban folytonos;

e az O linedris operator folytonos akkor és csak akkor, ha O korlatos, azaz ha
minden [) € D(O) esetén létezik olyan C' > 0 éllandd, hogy [|Of)|| <

Cllf)I;

e az O linedris operator folytonos akkor és csak akkor, ha minden [¢)) és [¢)
esetén |(O[), |¢))| < Clllv) @)l Ha A hermitikus, akkor ezt csak |¢) =
2 <

1h)-re kell megkovetelni: |(v]Aly)| < Clll)1?, amit ithatunk —C||[4)]]
(| Al < C|[|1h)]|? alakba is, mert (| Alep) valds. ™7
Ha A hermitikus és definit, akkor fennall a

(el Aly)| < \/(¢|A|¢><¢|A|¢> (E.21)

~

egyenlétlenség minden |¢) és |¢) € D(A) esetén. Az (E.21) egyenlétlenség kovet-
kezménye, hogy ha (¢|A|¢> =0és D(fl) mindentitt stirtt H-ban, akkor fennall, hogy
Alp) = 10).

A felcserélhetdség fontos szerepet jatszik a kvantummechanikédban. Ha A és
B felcserélhetéek, akkor A felcserélheté B minden hatvanyaval, és ha létezik B!,
akkor A felcserélhetd B~! minden hatvéanyaval is. Tovabba, ha A felcserélhet B- Vel
és é—vel, akkor felcserélhetd cB—vel, B =+ C-vel és BC-vel is. Ezek kovetkezménye,
hogy ha A és B felcserélhetdek, akkor A minden polinomja felcserélheto B minden
polinomjaval; tovabba az A = B esetet véve, A tetszoleges polinomjai felcserélhetok
egymassal.

E.4. Az L, és az (5 Hilbert-terek

Amikor az absztrakt Hilbert-tér dbrazolasairdl beszéltiink, akkor megtanultuk, hogy
az absztrakt [¢) allapotvektorokat (f[y) = «(f) hullamfiiggvényekkel dbrazoljuk.
Amennyiben az abrazolas alapjaul szolgdld fizikai mennyiség spektruma diszkrét,
azaz az f valtozo csak diszkrét f1, fa, ..., fn, ... értékeket futhat be, akkor a meg-
felel6 |p,) dllapotvektorok ortonormalt teljes rendszere szerint torténik tetszoleges

147H3, itt csak az egyik egyenlStlenség 4ll fenn, akkor A alulrél, ill. feliilr8l korldtos. Minden
definit A alulrél korlatos, amikor is C' = 0.
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allapot kifejtése és a ¢, = (fn|1) = ¥(f,) kifejtési egylitthatok oszlopvektorba ren-
dezhetdk,

&1
(&)
= | (E.22)

Cn

1o
I

amely megszamlalhatéan végtelen sok elemet tartalmaz, ha a Hilbert-tér végtelen
dimenzids, és véges sok d darab elemet, ha dim#H = d. Ilyenkor az absztrakt |i¢)
vektorokat ezekkel az ¢ oszlopvektorokkal abrazoljuk. Ekkor a belso szorzat

(Ble) = D (Nicas ha |8) =D chloa), 19D =D calpa)  (E23)

n

és a norma négyzete

) 117 = Y el =1 (E.24)

A (E.22) | oszlopvektorok” véges (E.23) belsé szorzattal felruhdzott terét o Hilbert-
térnek nevezziik.

A fizikdban taldlkozunk olyan fizikai mennyiségekkel is, amelyek spektruma a
kvantummechanikaban is folytonos. Ilyen mennyiség pl. 1 szabadsagi foku rendszer
esetén a ¢ altalanos koordinata. Ilyenkor a hullamfiiggvény a konfigurdcios téren
értelmezett (g|v) = 1¥(q) figgvény. Tipikus esetekben az értelmezési tartomany a
valés szdmegyenes, vagy annak zart [a,b] intervalluma, a hullamfiiggvény értékét
pedig a komplex szamok kozott veszi fel. Ekkor a Hilbert-tér a négyzetesen in-
tegralhaté fliggvények Lo(R,dq) vagy La([a, b],dq) tere, amelyekre a bels6 szorzat

o) b
Gl) = / dg¢* (@)b(q), il / dg¢* (@) (a), (E.25)

[e.e]

véges. Az ilyen fliggvényeknek a normanégyzete is véges,

0 b
o= [ dguloP <o il [CdduP<oe.  (©20)

—00

Tetszoleges O operator matrixeleme:

GO[) = /w dgé* (@O (q), il / dgé* (@)Ov(e).  (B27)

—00
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Megjegyezzik, hogy az O operdtor értelmezési tartomdnya azokra a négyzetesen
integralhaté 1 (q) fiiggvényekre terjed ki, amelyek esetében Ow)(q) is négyzetesen
integralhato fiiggvény, hiszen az operatornak Lo-be vagy Lo-re kell leképeznie.

Az s szabadsagi foku rendszer esetén a koordinata-hullamfiiggvény szintén
a konfigurdcids téren értelmezett komplex értékii fiiggvény: v(qq,...,qs), amely
négyzetesen integralhatd, azaz ¢ € Ly(R®, dgy - - - dgs).

A folytonos spektrumu f fizikai mennyiségek sajatérték-egyenletének formalis
megoldasai nem szolgaltatnak négyzetesen integralhaté hullamfligvényeket. Ilyen
esetben kiilon kell foglalkoznunk avval, hogy a formalis | f) sajatvektoroknak adhatunk-
e olyan matematikai jelentést, hogy veliik -alkalmas ,,normalas” utan - hasonléan
szamolhassunk, mint az 1-re normalhaté hullamfiiggvényekkel. Mit is jelent a formélis
(f|1) bels6 szorzat matematikailag, hiszen a formélis | f) jel most olyan valamit jelol,
ami nem eleme a H Hilbert-térnek. Errol a kovetkezo fiiggelékben lesz szd.

F. A folytonos spektrumhoz tartozé nem valédi
sajatvektorok

F.1. A sajatdifferencialok és a nem valddi sajatvektorok kap-
csolata

Tegyiik fel hogy F folytonos spektrummal rendelkezo fizikai mennyiség operatora.
Ekkor az

F|F) = F|F) (F.1)

sajatértékegyenlet F' folytonos sajatértékhez tartozd |F') formalis megolddsa nem
eleme a H Hilbert-térnek, mert nem véges a norméaja; gy nevezett nem valodi
sajatvektor. Pontosabban szdlva, ilyenkor maga a sajatértékegyenlet értelmezése
sem tekintheté matematikailag jél definidltnak. Ebben az esetben a sajatérték -
feladat matematikailag pontos megfogalmazasat eloszor Neumann Janos adta meg
[7].

Mi most nem kovetjiik ezt a mély matematikai megfontolasokat igényl6 utat.
Csupéan kézenfekvévé fogjuk tenni, hogy miért lehet a formalis sajatértékegyenlet
formalis megoldasaival — megfelel6 ,normalas” utan — hasonléan szamolni, mint
igazi sajatvektorokkal. Induljunk ki ehhez abbdl, hogy a folytonos spektrumi F
fizikai mennyiség F onadjungalt operdtora helyett olyan A operatort tekintiink,
amely diszkrét F; sajatértékekkel rendelkezik, amelyekre F;,; — F; = AF > 0 és
az 1 diszkrét index —oo és 400 kozott valtozik: ¢ = 0,+1,£2,.... Ilyen médon
az F folytonos sajatértékek teljes tartomanyat, a valds szamegyenest nem atfedd
[F;, F; + AF) intervallumokkal fedtiik le. Ha a AF — 0 hataratmenetet képezziik,
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akkor visszakapjuk a folytonos spektrumu F mennyiséget. Mindaddig, amig AF >
0 véges (bar kicsiny) 1épéskoz, az F'2 diszkrét spektrumu operator. Az Fj valds
sajatértékekhez tartozé |F;, AF) allapotokrodl feltessziik, hogy ortonormalt rendszert
alkotnak,

Ha bevezetjitk a P2 = |F;, AF)(F;, AF| projektorokat, akkor a feltevéseinkkel defi-
nialt 6nadjungalt operator

FA = N RPA =N F|F,AF)(F, AF). (F.3)

A konstrukcié biztositja, hogy az |F;, AF) vektor az F; sajdtértékhez tartozo sajét-
vektora F'®-nak,

FA|F,AF) = Fj|F,AF). (F.4)

Mivel a projektorok énadjungalt operdtorok, azért F2 is nadjungélt, azonban nem
korlatos, mert |[F2|F,, AF)||> = |F;|? nem korldtos, ha ¢ minden hatdron til né.
Kérdés, hogy az {|F;,AF) |i = 0,£1,42,...} ortonormdlt rendszer teljes vagy
sem. Maésképpen fogalmazva, igaz-e, hogy tetszleges |¢) € H allapot el6éllithaté
alkalmas ¢; kifejtési egyiitthaték segitségével > . ¢;|Fi, AF) alakban. Ha ez igaz
lenne, akkor az |F;, AF) allapotok ortonormaltsaga miatt a kifejtési egytitthatok
¢; = (F;, AF|1{) lennének.

Szeretnénk kapcsolatba hozni az F' fizikai mennyiséghez tartozé nem valédi
|F) sajatvektorokat az Fap operdtornak a Hilbert-térben j6l definialt |F;, AF') sajat-
vektoraival. A fizikai intuicié azt sugallja, hogy az |F, AF') dllapotot olyan allapotnak
tekintsiik, amelyben az F mennyiség az [F,F + AF) intervallumban veheti fel
F' értékét, és csak az a feltevés latszik el6itéletmentesnek, hogy minden ilyen F’
értékhez tartozo |F’) ,allapot” (nem valédi sajétvektor) azonos amplitidéval van
jelen az |F, AF) allapotban, ha AF kicsi (hataresetben tart a nulldhoz), azaz, hogy
|F,AF) If irial |F"). Nyitott kérdés marad, hogy mi legyen a normadlasi
egylitthato. Ezt a kovetkezd feltevéssel rogzithetjiik:

A AF — 0 hatdresetben annak a valészintisége, hogy F az [F}, F; + AF)
intervallumban veszi fel értekét tetszdleges |1) € H allapotban, egyezzen meg annak
a valoszinliségével, hogy Far az F; értéket veszi fel ugyanebben az allapotban, vagyis
legyen

F;+AF
(F, AF|Y)]? = / dF'|(F'|)> 25° AF|(F|g) [, ahol F = F,, (F.5)
F;

mert az [F}, F; + AF) intervallum lényegében az egyetlen F' = F; pontra hizddik
Ossze a AF — 0 hatéresetben. Ezzel 6sszhangban a normalasi egyiitthat6t 1/v/ AF-
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nek vélasztjuk (egy lényegtelen komplex fazisfaktortdl eltekintve). Az |F, AF) alla-
potot tehéat az alabbi médon definidljuk,

|F,F +AF) = dF'|F"). (F.6)

1 F+AF
VAF /F
Ez a Weyl-féle sajat-differencial[4]. A tovabbiakban a nem valddi sajatvektorok
tulajdonsagainak kiolvasasakor abbdl indulunk ki, hogy a sajatdifferencial konst-
rukcidjanal fogva eleme a Hilbert-térnek és ezért 1-re normalhaté, akarmilyen F' €
(—00,00) értéket véve szerkesztjilk meg. Rdaaddsul azt is feltessziik, hogy ha az
{F;|Fi;1 — F;, = AF, i =0,4+1,£2, ..., } diszkrét pontsorozathoz tartozé |F;, AF’)
vektorokat vessziik, azok ortonormélt rendszert alkotnak, valamint, hogy ez az or-
tonormalt vektorrendszer teljes is a AF — 0 hataresetben. Utdlag, amikor mér
megtalaltuk a nem valédi sajatvektorok tulajdonsagait, belatjuk majd, hogy az
|F, AF) sajatdifferencidlok tulajdonsigaira tett feltevéseinket visszakapjuk. fgy
meggyozodiink rola, hogy az eljarasunk ellentmondasmentes.

Feltevéseink alapjan az (F.6) relaciét tgy tekinthetjilk, mint ami segit mate-
matikai jelentést adni a formadlis |F') nem valédi sajatvektoroknak[5, 6]. A
AF — 0 hataresetben az (F.6) egyenl6ség jobb oldaldn &ll6 integral AF|F') alakban
kozelithetd, ami azt sugallja, hogy a nem valddi sajatvektort az

F) — lim LF\F,AF% (F.7)

kapcsolatba hozhatjuk a sajatdifferencidllal. Ebben az esetben tetszoleges [1)) € H
allapotot abrazolhatunk az F-abrazolasban a

1
= A111:1r£1>0 E(F, AF ) (F.8)
hullémfiiggvénnyel. Ezzel matematikai értelmet adunk az | F') nem val6di sajatvektor
és a [¢) allapotvektor belsé szorzatanak. Ha kihasznaljuk, hogy a paronként disz-
junkt intervallumokhoz tartozé |F;, AF') sajatdifferencidlok ortonormalt teljes rend-
szert alkotnak a Hilbert-térben a AF — 0 hatdresetben, akkor tetszoleges |v) € H
allapotvektort kifejthetiink az |F) nem valddi sajatvektorok szerint is,

) = i, D ARVE, AF) = lm 3 AFIE)(F

J

P(F) = (Fly)

_ / A (F)|F). (F.9)

Létjuk tehdat, hogy az |F) nem valddi sajatvektorok gy viselkednek, mintha teljes
rendszert alkotnanak, tovabba leolvashatjuk, hogy segitségiikkel az egységfelbontas

1 = /dF\F><F\ (F.10)
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alakot Olt. A nem valddi sajatvektorok ,mnormélasat” is meghatdrozhatjuk, ha
képezziik a ¢ (F”) hullamfiiggvényt és a definiciéjaba beszirjuk a fenti egységfelbon-
tast,

BF) = (F') = / AF (F'|F)(F|i) = / IF(F|F)Y(F),  (F.11)
ahonnan adodik, hogy
(F|F) = 8(F - F). (F.12)

Tetszbleges |¢) és |¢) € H allapotok skaldrszorzata szintén a szokdsos alakban fe-
jezhet6 ki az F-dbrazolasban hasznalt hullamfliggvényekkel,

o) = [ar [arolFyEeE = [ar [ s - pyEe )

- / AF ¢*(F)(F). (F.13)

(Ez definiciéjabdl adédéan véges, hiszen két Hilbert-térbdl vett vektor belsé szor-
zata.) A fentiekkel tehdt kézenfekv6vé tettiik, hogy a nem valédi sajatvektorokkal
formalisan hasonléan szamolhatunk, mint az 1-re normélhato sajatvektorokkal.

A nem valddi sajatvektorokra vonatkozo fenti formalis szamolasi utasitasok
konzisztencidja mellett szél, hogy segitségiikkel visszakaphatjuk a sajatdifferencidl
nem valddi sajatvektorok szerinti kifejtésének (F.6) alakjat, amelybdl kiindultunk.
Az (F.10) egységfelbontas segitségével irhatjuk, hogy

|F;, AF) = 1|F;,AF) = /dF’(F’\FZ-, AF)|F"). (F.14)
Itt a jobb oldalon fellép a sajatdifferencial F-reprezentaciéban vett hullamfiiggvénye,
Fi+AF Fi+AF
F|F,,AF) = / dF'(F|F") / dF'5(F
(FIF.AF) = —— (FIF) = —— F)
1
= —O(F,+AF — F)O(F — F}), (F.15)

VAF
ahol ©(x) = 1, ha x > 0 és = 0, ha = < 0. Ezt visszahelyettesitve (F.14) jobb
oldaléba, visszakapjuk az (F.6) kifejezést, amibél kiindultunk,

1 Fi+AF

dF'|F'Y.
VAF )i 1)

B AF) — /dF’\F’)ﬁ@(FZ- +AF — F)O(F — Fy) =
(F.16)

Ellen¢rizniink kell még, hogy a nem valédi sajatvektorokra talalt szamoldsi
szabalyok tovabba a sajatdifferencidlok és a nem valdodi sajatvektorok kozti kapcsolat
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felhaszndlasaval igazolédnak-e csakugyan azok a feltevéseink, amiket az {F;|F;11 —
F;=AF,i=0,£1,42, ..., } diszkrét pontsorozathoz tartozé |F;, AF') sajatdifferen-
cidlok ortonormaltsagéra tettiink. Vizsgaljuk meg ehhez el6szor a tetszéleges F és F’
értékekhez csatlakozé AF > 0 szélességii intervallumokhoz tartozd sajatdifferencidlok
bels6 szorzatat:

1 F+AF F'+AF
e = (RAFFAR =5z [ a [ arn)
F F
1 F+AF

= — dfO(F' + AF — [)O(f — F'). (F.17)
AF Jp
Ha vagy F' > F + AF, vagy F' < F — AF (nincs atfedése a két intervallum-
nak, amelyekre az integraldsok torténnek), akkor zérus az eredmény: [ ﬁ =0 A
nem atfed6 intervallumokra vett sajatdifferencidlok tehat ortogonalisak. Tehét az
{F;|Fi;1— F;, = AF, i =0,4+1,£2,...,} pontsorozathoz tartozé sajatdifferencidlok
is paronként ortogonalisak, ahogy feltettitk. Ha F’ = F (a két intervallum pon-
tosan fedésben van), akkor az integrél értéke I ﬁ » = 1, vagyis a sajatdifferencialok
1-re normaltak, ahogy feltettiik. Ha a két intervallum atfed, de nincsenek pontosan
fedésben, akkor vagy F' < F'+ AF < F + AF és If, = ZHE=E € (0,1), vagy

F<F <F+AFé&Ipp = %ﬁ;—p € (0,1). Azt sem nehéz megmutatnunk, hogy
AF > 0 esetén az {F;|F;y1 — F; = AF, 1 =0,£1,+2,...,} pontsorozathoz tartozé
sajatdifferencidlok ortonormalt rendszere nem teljes. Képezziik ehhez tetszoleges

|y € H allapotvektor segitségével a

> (F|Fi, AF)(F;, AF|) (F.18)

7

sort és mutassuk meg, hogy ez a sor konvergens, de nem a (F|¢)) hullamfiiggvényt
hatdrozza meg, vagyis » . |F;, AF)(F;, AF| nem az egységfelbontdst adja. Fel-
hasznélva a sajatdifferencidlok (F.6) definiciéjat és a nem valédi sajatvektorok (F.12)
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,,ortonormaltsagat”, irhatjuk, hogy
> (F|F, AF)(F,, AF|¢)

i Fi+AF
Suxr),  AFERE AF)

Zm/ AF'S(F' = F)(Fy, AFJY)

;ﬁ@@ + AF — F)O(F — F)(F,, AF|y)
-3 o
B ("‘)(Fi + AF — F)@(F — FZ-)
B Z AF

/_ " AF(F, AF|FY (')

/OO dF'O(F; + AF — F'YO(F' — F,)(F'|))

F+AF
— Z:@(F,- + AF — F)O(F — F)AlF/ dF'(F'|). (F.19)

Az altaldanossdg csorbitdsa nélkiil mondhatjuk, hogy F' € [F}, F; + AF) a j-edik
intervallum pontja, ezért a sor Osszege egyetlen tag jarulékara egyszertisodik, igy
konvergens és értéke

1 Fj+AF

<5 AP £ F) (F20)

> _(FIF, AF)(F, AFlY) =
Ez azonban azt jelenti, hogy a folytonos spektrum tetszolegesen kicsiny, de véges
AF hosszusagu, paronként diszjunkt intervallumokkal torténé lefedéséhez tartozd
|F;, AF) sajatdifferencidlok ortonormaélt rendszere nem teljes, azaz az egységfelbon-
tast nem tudjuk az altaluk kifeszitett alterek projektorainak Osszegeként megszer-
keszteni: 3. |Fy, AF)(F;, AF| # 1. Ne feledjiik el azonban, hogy a bevezetett F'*
operator bar onadjungalt, de nem korlatos; sajatvektorainak ortonormalt rendszere
nem sziikségszertien teljes.

F.2. A sajatdifferencialok és a Neumann-féle spektralis eloal-
litas kapcsolata

Tanulsédgos ravilagitani a Weyl-féle sajat-differencialok és a Neumann-féle spektralis

felbontés [7] kapcsolatdra, pontosabban kiilonbségére. Neumann az F onadjungalt
operator

Fly)y = fl¥) (F.21)
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sajatérték-feladatdt az alabbiak szerint fogalmazta at [7]. Keressiik az F 6nadjungalt
operatorhoz tartozé E(f) projektorok olyan csaladjat (—oo < A < o0), amely a
kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

o (S1.) E(f)l¢) = |0), ha f — —o0, és E(f)[¢)) = [¢), ha f — +oo barmely
[4) € H esetén; tovabbad E(f)[v) — E(fo)¢), ha f — fo és f > fo minden
|1} € H-ra, vagyis E(f) jobbrdl folytonos, mint f fiiggvénye;

o (Sy.) Ha f' < f”, akkor E(f'") < E(f"); vagyis, ha E(f) = PMf az M altérre
(zart linedris sokasdgra) vetit, akkor My C Mg,

e (S5.) Az

r= [ f2d<||E(f)|¢>||2) (F.22)

integral vagy konvergens (és ez esetben zérus vagy véges pozitiv értékil), vagy
divergens (4+00), és meghatdrozza F' értelmezési tartomanyat. A |¢) € H

A

vektor akkor és csak akkor eleme a D(F) értelmezési tartomdnynak, ha 7
konvergens, és ekkor ||F|¢)||? = Z, vagyis F|¢) is benne van a H Hilbert-
térben. Ekkor V|1), |¢) esetén fenndll, hogy

(Fo.0) = /_Zfd(E<f>w,¢). (F.23)

Ez utébbi egyenloséget lehet formalisan az
F = / FAE(f) (F.24)

alakba is frni. Az (F.22) és az (F.23) egyenléségek jobb oldalan Stieltjes-
integral szerepel, amelyet az alabbi integralkozelité Osszeg minden hataron
tuli finomitasaval definialunk:

| dnt@igte) = Y fanlgto) - gl (F25)

ahol lim utal a valds z-tengely ..., zr_1, %k, Tgpy1, ... felosztasdnak minden
hataron tul torténé finomitasara.

Az (S1), (S2), (S3) feltételeknek eleget tevé projektorcsalddot az F' énadjungdlt
operatorhoz tartozé egységfelbontasnak nevezik.

A sajatérték-feladat altalanos megfogalmazasa tehat az, hogy keressiik az F
onadjungélt operatorhoz tartozé egységfelbontast [7]. Meg lehet mutatni, hogy véges
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dimenzidés Hilbert-tér esetén ez a feladat egyenértékii az (F.21) sajategyenlet meg-
oldasainak (a sajatvektorok, illetéleg sajatalterek és sajatértékek) megkeresésével.
Altalénosségban elmondhatd, hogy az (F.21) sajatérték-egyenletnek csak azon f =
fi pontokban létezik [¢)) # |0) megoldasa, ahol E(f)-nek szakaddsa van. Az ilyen
f; pontokban E(f;) egyuttal E(f) jobb oldali hatarértéke, Vagyls E(f) — E(f),
ha f — f; és f > f;. Tovabbd a szakadési pontokban legyen E( )(f) az E( f) bal
oldali hatarértéke, vagyis E(f) — EWO(f;), ha f — fi és f < f;. Ekkor ED(f;) <

( fi), ugyhogy E ( f;) — EW(f) = p?-zz- projektor, amely az f; sajatértékhez tartozo
sajatvektorok H,; alterére vetit. Ha M, -vel és MEI)—Vel jeloljiik rendre azokat az al-
tereket, amelyekre E(f;) és EW(f;) vetitenek, akkor M; = ./\/ll(l) UM,:. Az E(f) pro-
jektor f = f; szakadasi helyei alkotjdk az F operator diszkrét spektrumat. Legyen
fi és f; > [ tetszOleges szakadési helyek, akkor a megfeleld H; és H,; sajatalterek
ortogondlisak, hiszen

Py, Py, = [E(f) — EQ(RE(f;) — BV (£)]
= E(R)E(f;) = EV(RE(S > E(R)EV(f) + EV(RIED(S)
= E(f;) = ED(fi) — E(fi) + EV(f;) =0. (F.26)

Ebbol kovetkezik, hogy a diszkrét spektrumhoz tartozé H; paronként ortogondlis
alterekbdl vett vektorokbdl akkor és csak akkor lehet teljes ortonormalt rendszert
szerkeszteni, ha H = @®;H,;, vagyis az egész Hilbert-tér eldall a diszkrét spektrum-
hoz tartozé paronként ortogonalis H; alterek direkt osszegeként. Ez csak tisztan
diszkrét spektrumi F operator esetén lehet igy. Ebben az esetben létezik az (F.21)

sajatértékegyenlet megoldasainak |p1), |p2), ... ortonormélt teljes rendszere (rendre
az fi, fo, ... sajatértékekkel) és a keresett projektorcsalad
fi<f

ahol H; az f; sajatértékhez tartozé sajatvektorok altal kifeszitett altér, és Osszegezni
kell minden olyan altérre, amelyhez tartozo f; sajatértékre f; < f. Ez azt jelenti,
hogy E( f) allandé az [f;, fi+1) intervallumokban, mikézben az f = f; helyeken
szakadasa van.

Meg lehet mutatni, hogy ha van olyan f" < f < f” véges intervallum, amely-
ben E(f) folytonosan né, azaz E(f) folytonos ebben az intervallumban és E(f') #
E(f"), akkor nem létezik az (F.21) sajatértékegyenlet nem azonosan zérus meg-
oldésaibdl szerkeszthetd ortonormélt teljes rendszer [7]. Ekkor ugyanis be lehet
l4tni, hogy £ (f" —F (f) = Py olyan altér projektora, amelyik nem azonos a tisztén
nullvektort tartalmazé altérrel, N # {]|0)} = [|0)], és N ortogonélis valamennyi, a
diszkrét spektrumhoz (szakadasi helyekhez) tartozé H; altérre. Nyilvanval6, hogy
ebben az esetben csak H;-kbdl vett vektorokbdl nem lehet teljes ortonormalt rend-
szert szerkeszteni.
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Vizsgéaljuk a tovabbiakban a tisztan folytonos spektrum esetét. Legyen F
tisztan folytonos spektrummal rendelkez6 6nadjungalt operator, és tekintsiik a Hilbert-
teret az F-abrazolasban, vagyis tekintsiik a v (F') négyzetesen integralhaté fliggvények
Ly(R, dF') Hilbert-terét. Az (F.21) sajatértékegyenlet

(F=fluF) = 0 (F.28)
alakot 6lt. Ennek megolddsa mindeniitt ¢(F) = 0, kivéve az F = f pontot, ami
viszont nullmértékii halmaz, igy a megoldds az azonosan nulla fiiggvény ¢ (F) = 0
(a Hilbert-tér nulleleme). Neumann gondolatmenetét kovetve, megsejthetjiik, hogy
mi az F operdtorhoz tartozé egységfelbontés. Ha tobb olyan F = f/, f”,..., f©®
sajatértéket is figyelembe vennénk, ahol f' < f” < ... < f® < f,, akkor az
egyes sajatértékekhez tartozo megoldasok linearis kombindaciéja lenne megoldas. Ez
folytonosan egymast kéveté pontok esetén olyan o< (F') fiiggvény lenne, amelyre
az igaz, hogy ¥ (F) # 0, ha F < fy és (F) =0, ha F > fj.

Az (F.28) egyenlet formélis megolddsa v¢(F) = 6(F — f). Az &sszes f < fy folytonos

sajétértékhez tartozé megoldds a ¢ (F) formélis megolddsok valamilyen ¢(f) € C amplitudékkal
képezett linearis kombindciéja lenne:

fo fo
vrenP) = [ aretnyosey = [ aenar - n={ QR D20 )

Diszkrét esetben az Osszes f; < fj sajatértékhez tartozo sajatvektorok My, al-
teret feszitenek ki, amely azon H,; alterek direkt 0sszege, amelyekhez tartozo f; < fo,
és ekkor az egységfelbontést az (F.27) projektorcsaldad jelenti. Folytonos spektrum
esetén a <z (F) négyzetesen integralhatéd fiiggvények is kifeszitenek egy Ny, al-
teret és az a sejtésiink, E( fo) = JSNfO jelenti az egységfelbontast biztosité projekt-
orcsaladot. Be lehet bizonyitani, hogy valoban teljesiilnek ekkor az egységfelbontas
Sy, S, S3 kovetelményei [7]. Ekkor tetszoleges ¢(F') € Lo(R, dF) esetén

saur) = { V0 DR e

=BG ={ ) e BET (F.30)

Fedjiik le a valés szdmegyenest az {[f;, f; + Af)|i = 0,41, £2,...} diszjunkt inter-
vallumok Osszességével, és képezziik az

Ex(f) = BE(fi+Af) —E(f) (F.31)
projektorokat. FEzek tetszéleges ¥(F) € Ly(R,dF) hullamfiiggvényre tigy hatnak,
hogy kivagjak belSle az [fi, f; + Af) intervallumba es6 részt:

_ f _J ¥(F), ha F<fitAf ¢(F), ha F<f
viE) = EA(fiW(F)_{ 0, ha F>fi+Af _{ 0, ha F>f

W(F F)=0, ha F<f
(i

~— —
—~

)
W(F), ha fi<F<f+Af. (F.32)
0

— 1
-0
-0 , ha F>fi+Af

[en}
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vagyis FA(f;) = erz_A arra a H2 altérre vetit, amelyre H2 © Ny, = Ny A teljes
Hilbert-tér az Osszes HS altér direkt osszege: H = @HE, és tetszbleges (F) €
Ly(R, dF) eléallithatd, mint az egyes [f;, fi + Af) ,,ablakokban” vett darabjainak
ssuege: 0(F) = 3, UA(F)
Az utébbi allitds abbdl kovetkezik, hogy
N

DIROEEEDY (E<fz- +Af) - E(fn) = E(fn +Af) - E(f_N>) (F.33)

i=—N

ahol N — oo hatdresetben a jobb oldal 1 — 0 = 1, igyhogy
W(F) = 1(F) = lim Fa(f)o(F) =Y P (F). (F.34)
—00 -

Erdemes a Neumann-féle egységfelbontas alapjan kapott Y2 (F) hullamfiiggvé-
nyeket Osszevetni az F' operatorhoz tartozé

U ) = Flsiran = [ e
A F = F iy i+ = F(IFF
fi,Af AT .
1 fH—Afd /5( /)
= — F'S(F - F
VA fi
B 1 1, ha i< FE<fi+Af (F.35)
VAT 0, ha F<f; és F>fi+Af '
sajatdifferencialokkal. Ezek segitségével képezhetjiik a
O(F) = > ctbap(F) (F.36)

fiiggvényt, ahol az Gsszegzés kiterjed a valds szamegyenest lefed6 osszes [fi, fi + Af)
intervallumra és

o = | dPuaPYE) (F.37)

tetsz6leges ¥(F) € Ly(R, dF') mellett. Ekkor
L " gpue) = BT F.38
Ci_\/Tffi @D(): I, ()

ahol 1)’ nem mas, mint ( F)-nek az i-edik intervallumon vett aritmetikai kozépértéke.
A ¢(F) sor tehat nem o (F)-et &llitja els, hanem azt olyan 1épcsds fliggvénnyel
kozeliti, amelynek konstans értékei az egyes intervallumokban a ¢ (F')-nek ezen in-
tervallumokban vett kozépértékei:

—i 1
O(F) = Z VATT =0+ Af — PO — f)
= YU+ A~ F)O(F ~ )i (F.30)
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Ugyanezt lattuk az (F.20) sor vizsgalata sordn. Ha most A f-fel nulldhoz tartunk,
akkor a ¢(F') 1épcsés fiiggvény konvergélni fog az eredeti ¢ (F') hullamfiiggvényhez.

F.3. A koordinata- és az impulzus-operatorhoz tartozo6 sajat-
differencialok koordinata-reprezentacioban

A q koordindta és a hozza kanonikusan konjugalt p impulzus folytonos spektrumu
mennyiségek. (Az utébbi csak akkor, ha ¢ nincsen véges intervallumra vagy a
félegyenesre korlatozva.) A nem valddi sajatvektorok a |¢) és a |p) vektorok, ko-
ordinédta- és az impulzus-dbrézolasban a |¢) allapot hullamfliggvénye 1 (q) = (q|v)
és (p) = (p|v). A veliik torténd szédmolas megfelelé konvencidival mér talalkoztunk.
Koordinata-reprezentacioban a koordinata-operator Weyl-féle sajatdifferencialja:

‘H—Aq

Yeaq(d) = {d]g,A \/—/ q"(d'ld")
_ JLA_qe(q/_q)@(qu_q/). (F.40)

Ez olyan fiiggvény, amely a [q,q¢ + Aq) intervallumban a konstans 1//Agq értéket
veszi fel, mindeniitt mashol az értéke zérus. Kozvetleniil is ellendrizhetjiik, hogy ez
1-re normalt hullamfiiggvény,

o0 1 q+Aq A
| sl = 5 [ =3t (F.a1)
= q

Nyilvanvald, hogy az (F.7) kapcsolat értelmében a ¢ koordindta-sajatértékhez tar-
tozo, koordinata-reprezentaciébeli ¢,(¢") hullamfiiggvényre fennall, hogy

wq(q/> = AI;IEO \/—¢qu( q) (F.42)

hiszen

i, -0~ a)0(a+ 20 ) (F.13)

Ag—0 Aq

azonosithaté a (¢ — ¢') Dirac-deltaval.

Tetszbleges ¥ (q) € Lo hullamfiiggvény esetén

/ dq’ A1(1111)10A—G)(q - q)@(q—i—Aq —q/>¢(ql)
1 q+Aq
~ Jim L / dq'(q')

Aqg—0 Aq

= 9Y(g) lim — / 5(g—1¢) . (F.44)

Ag—0 Aq
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A p impulzus-operator Weyl-féle sajatdifferencialja koordinata-reprezentacié-
ban:

p+Ap

1 / /
Upapla) = <Q\p7Ap>:\/T—p /p dp'(qlp’) (F.45)

Most megmutatjuk, hogy ha az egymashoz kanonikusan konjugalt ¢ és p valtozopar
esetén a megfelelé nem valédi sajatvektorok skalaris szorzatat

(glp) = €™ (F.46)

moédon definialjuk, akkor visszakapjuk az impulzus-operdtor p sajatértékhez tartozo
koordindta-reprezentécioban érvényes 1,(q) = €4 nem valddi sajatfiiggvényét, ami
természetesen nem eleme az Lo(R, dp) Hilbert-térnek.

Az (F.46) skaldrszorzatot felhasznélva irhatjuk, hogy

! rar 1oi0'q 1 i(p+Ap)q ipq
— dp' e 4 = v — et . F.47
Yl ¢A—p/ T ( ’ ) (D
Ebbél az (F.7) osszefliggés értelmében azt kapjuk, hogy
1 . .
- I — 1 iqp ; _ 1) = e
¥p(q) i \/A—pwp,Ap(q) A - A’ (L +igAp — 1) =™, (F.48)

Visszakaptuk tehat a %8%1/11)@) = pp(q) sajatérték-egyenlet formalis megoldasat.

G. A harmonikus oszcillator koherens allapotail8,
9]

G.1. Az idotol fliiggetlen koherens allapotok
A koherens &llapotok olyan allapotok, amelyek telitésbe viszik a Heisenberg-féle
hatarozatlansagi relaciot.

Legyenek z és p, a linearis oszcillatorhoz tartozé koordinata- és impulzus-
operatorok, és

1 1
it = (i — iPy), G =~ (mwi — ip,) (G.1)

2mhw vV 2mhw

a megfelelo keltd és eltiinteto operatorok. Alabb jél hasznositjuk majd a megfeleld

imverz-kapcsolatokat:
\/ m;‘”(a —ah. (G.2)

Q>

<] =



A harmonikus oszcillator koherens allapotai az a eltiinteté operator a € C komp-
lex sajatértékekhez tartozé |a) sajatéllapotai, amelyek valédi allapotvektorok, a
Hilbert-tér elemei:

ala) = ala),  {(aa) = 1. (G.3)

Ténylegesen belathatd, hogy ezek az allapotok telitésbe viszik a Heisenberg-féle
hatarozatlansagi relaciot,

(A0 (Ap,)* = n{ (G.4)

Képezziik az alabbi varhaté értékeket:

£
faid
£
I
ﬁ
£
S
+
Q>
2
I
ﬁ
D
_|_
Q
*
®
N

w
(alprla) = /"5 ol — ) = 11/ " (0 o), (G6)
(a|#?|a) = %(cﬂ(d +a")?a) = %(am? +a'a +@Lam+i +a'alla)
_ %((a+a*)2+1>, (@.7)
@ltl) = ~TE (@ aNPla) =~ (e — dla - gal, o+ alalla)
- _?<(a_a*)2_1> (G.8)
és
(Az)? = (a|i?|a) — (aZ]a)? = % ((a +a*)?+1—(a+ a*)2> = %, (G.9)
@ = (i) = (onsle)? = -3 (@ = e - 1= (@ = a?) = "L (G0
Az utébbi szérdsnégyzetek szorzata:
(Bo(dp, = LT B (@11)

A koherens allapotok el6éllithat6k, mint megszamlalhatéan végtelen sok |n)
energia-sajatallapot linearis szuperpozicidja:

o0

o) = e—%an%m. (G.12)

n=0

A tény onmagédban trividlis, hiszen a harmonikus oszcillator energia-sajatallapotai
ortonormalt teljes rendszert alkotnak, a kifejtési egyiitthatok meghatarozasa azon-
ban némi koriiltekintést igényel.
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Mivel az

1
_ = ~tm _
m) = Sl ") (nlm) = o (G.13)
energia-sajatallapotok ortonormalt teljes rendszert alkotnak, frhatjuk, hogy
@) = eeln), (G.14)
n=0
ahol
1
¢, = (nla)=—=(0/a"|« — (0] G.15
(nlo) = —=(013"0) = = (0] (G.15)
vagyis
) = > (nfa)ln) = (0]a) Z (G.16)
n=0 n=0

A koherens éllapotok normalési feltételébél meg tudjuk hatdrozni a |0) alapallapot és az |a) kohe-
rens allapot fedési integraljat:

(oo} 0o 1 . . aQn
1 = (aa) =) (an)(n|a) = Z; (a]at™0)(0]a"|a) = Z|n| 1(0]a) |2
n=0 n=0 n=0 '
= el |(0]a))2. (G.17)

Innen az egységnyi abszolit értéki{i komplex fazisfaktort (az dltaldnossig csorbuldsa nélkiil) 1-nek
vélasztva kapjuk, hogy

Ola) = e 3l (G.18)

Ha ezt belyettesitjiik az (G.16) egyenléség jobb oldaldba, akkor megkapjuk a koherens &llapot
keresett (G.12) kifejtését az energia-sajatdllapotok szerinti sorba.

Mintegy ellenérzésképpen meggy6zédhetiink réla, hogy az (G.12) sorral elél-
litott koherens allapot vadban 1-re van normalva.

e *1 m e 2n
_ olaP o R e A N T Te R T
o\ = € —nm)—— =€ — =€ (& = 1. .
fala) PO e TRl (@19

” 7

A koherens allapotok tomor alakban eléallithatok a harmonikus oszcillator |0)
alapallapotabdl a faziseltolas D( ) operatora segitségével,

la) = D(a)|0), ahol D(a)= e:x;p(adT —a*d). (G.20)

(Az operator elnevezése az optikai alkalmazasokbdl szarmazik.)
Induljunk ki a koherens dllapot (G.12) alakjabdl és irjuk bele az energia-sajatallapotokat

[n)y = ﬁfﬁ "10) alakban,

2 L 2 X (ot 2t
la) = ezl ZTW—e 3l Z( )" 0) = ezl 2" |0). (G.21)

|
nOn n=0
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Ezt kovetden sziikségiink van a Baker-Campbell-Hausdorff-képletre: ha X , Y olyan operatorok,
hogy felcserélhetdk az [X, Y] kommutédtorukkal, azaz

ha [X,[X,Y]], [V,[X,V]], akkor e+ = e 2 X VIX Y (G.22)
Legyen most X =aal, ¥ = —a*a, amikoris
[(X,Y] = [adf,—a*d] = —|o?(afa —aal) = |of?, (G.23)

ugyhogy teljesiilnek az (G.22) képlet alkalmazdsdnak feltételei, és azt kapjuk a segitségével, hogy

At
aa'—a”a

_1 T
e = e 2

lal* gaa p—a”a (G.24)
Irhatjuk tehat, hogy

la) = e_%lo“2eo‘&f|0> = eo‘df_a*deo‘*d|0> = e"“A’T_O‘*&|O>7 (G.25)
ahol felhasznaltuk, hogy az alapallapot G|0) = 0 definiciéjat, aminek kovetkeztében e® ¢|0) = |0).

Ko6nnyen meggyozédhetiink réla, hogy a koherens allapotok nem ortogonélisak;
az |a) és a | ) allapotok dtfedési valdszintisége:

2 _lhv_RI|2
fal)? = e (G-26)
A bizonyitdshoz megint a koherens éllapot (G.12) alakjébdl indulunk ki,

(|f) = e zllel+A1%) Z

n,m=0

[0
\/H m!vzénmn

1 2 2 > (04*6)" 1 2 2 * 1% * 20"
— ¢ z(al"+I8] )Z ) sl B+t B3 (@ at BT 207 B) (G.27)
o n!
Képezziik ezen dtmeneti amplitudd abszolit értékének a négyzetét:
B e
e~ (2lal?+2|81? =20 -205") _ ,~(a=B)(a=B)" _ ,~la—p|* (G.28)

Azt mondhatjuk tehdt, hogy az |«) koherens allapotok tiilteljes rendszert alkotnak,
mert barmely koherens allapotban véges amplituddval megtalalhaté barmely maésik
koherens allapot. Ennek ellenére 1étezik a koherens allapotok szerinti egységfelbontas:

14%@@@\:1, (G.29)

™

ahol a komplex sikra torténik az integralds: legyen o = re’?, ahol r € [0,00) és
@ € ]0,27), akkor d?a = rdrdy és

2T e
/ da... = / dgp/ rdr. ... (G.30)
C 0 0

300



Megint a koherens éllapot (G.12) alakjédbdl indulunk ki,

/(Cd2a|a><a| /ane_Io“ Z

n,m=0

\/n' (nl

m-+n

27
dpetm=—m)¢ rdre™" " m)(n
S | / —{m)n

n,m=0

Z 27T6mn/ rdre™" "

n,m=0

ny{n| [ U
= QWZ%/O dr r? e (G.31)
n=0

—— )l

ahol felhasznéltuk, hogy

2m
/ dpetm—me {O’ ha m;én' (G.32)
0

2r ha m=n

Az r szerinti integralban attériink az s = r? integralasi valtozéra, ekkor ds = 2rdr és a I fiiggvény
integral-eloallitdsat kapjuk:

e 1 [ 1 1
/ dr r2tle=r" = —/ dss"e”* = I'(n+1) = znl. (G.33)
0 2 Jo 2 2
Ha mindezt behelyettesitjiik az (G.29) egyenldség bal oldaldba, akkor megkapjuk a jobb oldali
egységoperatort >~ |n)(n| alakban.

A koherens allapotok tovabbi jellegzetessége, hogy benne az energiakvantu-
mok szadma Poisson-eloszldst mutat [9]: vagyis annak a valdsziniisége, hogy az |a)
koherens allapotban n darab Aw kvantum van jelen,

2n
@
[(n|a)? = [ o, (G.34)
n!
Ebbdl kovetkezik, hogy a hw kvantumok szdmanak varhaté értéke megegyezik a
Poisson-eloszlds |a|? paraméterével:

n=(anla) = (aldtala) = |al®. (G.35)

Ezt az eredményt azonnal megkapjuk, ha az (G.12) kijezést beirjuk a keresett egyenl8ség

bal oldaldba és felhasznaljuk a stacionarius allapotok ortonorméltsdgat.

G.2. A koherens allapotok ido6fiiggése

Erdemes még megvizsgalni a koherens dllapotok idéfiiggését. Azt fogjuk belatni,
hogy a koherens allapotban az = koordinata és a p, impulzus varhato értéke a
klasszikus mechanikai oszcillator koordintdjahoz és impulzusahoz hasonléan w kor-
frekvencidval periédikus rezgéseket végez, mikozben teljesiti a p, = maz klasszikus
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Osszefiggést. Az x koordinata varhaté értéke harmonikus rezgésének amplituddja
|ar|v/2himw ardnyos a koherens allapot a paraméterének abszolit értékével. Belatjuk,
hogy a koherens éllapot az idobeli fejlédése soran megérzi a koherencigjat, ami az
egyik legfontosabb tulajdonsdga a koherens allapotnak.

A koherens dllapot id6fliggését konnyen megkaphatjuk, ha az (G.12) kifejezést
a t = 0 pillanatban vett &llapotnak tekintjiik, és hattatjuk ra az U(t,0) = Pk
evolicios operatort, majd figyelembe vessziik, hogy

U(t,0)|n) = e #lnt|n) = ¢ iHa)et|p), (G.36)
Ekkor azt kapjuk, hogy
la)y = (t 0)|a) =€ 2|a‘22 —i(n+3 “’t|n>

= e Z2°"t|a6_“"t> = e_i%m|7‘e_i(m_@)> (G.37)

Korabbi eredményeinket felhasznalva kapjuk ezért, hogy

h ; .
t<a|i|a>t = 1o (re_l(Wt_<P) + ,,ﬂel(wt—gp))

= 4/ ;—Zr cos(wt — QO) = i’(t), (G.38)

1 huw . ,
t<a‘ﬁm‘a>t = = mT (Te—z(wt—go) . Tel(m_go))
1

= —V2mhwrsin(wt — @) = P (t). (G.39)

Innen kovetkezik, hogy koherens éllapotban az Z(t) és a p,(t) varhato értékek klasszi-
kus viselkedést mutatnak, hiszen teljesiil rajuk, hogy

Pe = mI. (G.40)
Legyen a(t) = re =) akkor |a), = e™2%!a(t)), és azt taldljuk, hogy

Halg?a); = {(at)|2?at)) = e (4(Rea(t))2 + 1), (G.41)

2mw

el = (a0lilalo) = -5 (~a(ma@f 1), (G2

amiket felhasznélva a szérasnégyzetekre azt kapjuk, hogy

(Az)? — %(4@%(1&))2 +1 —4(Rea(t))2) _ % (G.43)
(Ap)? = mThw(él(Ima(t))z+14(Ima(t))2) :@. (G.44)
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Kovetkezésképpen koherens allapotban tetszoleges t idépillanatban fennall, hogy

h2

(Az)*(Ap,)* = (G.45)

A koherens éallapot tehat az idébeli fejlédése soran megérzi a koherencidjat.

Végiil megmutatjuk, hogy az o), = e~ 2*|a(t)) koherens allapot o (z,t) =
e~ 2! (z]a(t)) koordindta-hulldmfiiggvénye az alabbi Gauss-alaki hulldmesomag [10]:

Galz,t) = (%)M exp{—%(x —2(1)’ - szt _ “"p_;@ (:c _ %:E(t))] }
(G.46)

Ez Gauss-fiiggvény alaki hulldimcsomag, amelynek ,.cstcsa” az Z(t) helyen van,

azaz gy mozog, ahogyan a klasszikus oszcillitor oszcilldl v/2xor = ri—i|a| amp-

litudoval, és kozben a hullaimcsomag szélességét meghatarozo xog = 4/ % paraméter

valtozatlan marad. A koherens allapotnak megfelel6 hullamcsomag tehat 1ényegében
ugy viselkedik, mint egy ~ ¢ méretii, p, impulzusu klasszikus részecske.

Legyen most is o = re’? és akkor a(t) = re =" “'=%) ahol 7 € R és ¢ € [0, 27). Felhasznalva
az (G.21) egyenl6séget, frhatjuk, hogy

(@la(t)) = e zlo®Fa®ily, (), (G.47)
ahol
_ a2 h
— —1/2 2:1:% —
Yo(x) (Vrwg)~/2e 20, mg — (G.48)

az oszcillator alapédllapotanak hullamfliggvénye és

gt = e, R4 _1(fx o d 4
“ oh " 2mwdr /2 \ xo 0 (G.49)

a kelté operator koordindta-reprezentacioban. Fejtsiik az exponencidlis operatort Taylor-sorba,

On(e) = (V)Y S (o )
n=0 """

70 Vdw
= (Vo) ~'/? o~ le@)" (o d ne*%EZ
(Vo) ,;nwi)n <§ d§> ’ (G-50)

ahol & = x/zg. Irjuk e=2€ helyett, hogy e3¢ ¢S, szorozzuk a jobb oldalon 4116 kifejezést balrdl
1= 6%526_%52-%1, és ezutan hasznaljuk fel az

6_%52 <§ — i

e d"”
38— (1)
df) e = (-1 (G.51)

den
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operator-azonossagot. Ekkor azt kapjuk, hogy

Oo(w) = (Vo) VY e (1) e
n=0 """
= (\/E:co)—lﬂe%&?exp{—%d%}e_g, (G.52)

ahol yjra felosszegeztiik a Taylor-sort. Most az et fiiggvényre et alaku operator hat. Tetszbleges
f(&) figgvényre hatva ez az operdtor az x valtozé eltoldsat jelenti,

e VEfE) = f(E-D) (G.53)

(Gondoljunk vissza arra, amikor az impulzus-operdtorban felismertiik a parhuzamos eltolds ge-
neratordt.) Azt kapjuk tehdt, hogy

2
e b0 0@ty (@) = on)—l/?e-%'a@ﬂz%exp{‘[g‘%)}}

— @, (G.54)

Ha az exponencialis faktorokat 0sszeszorozzuk, akkor a kozos kitevd az alabbi alakot oOlti:

1 1 a(t)]?
Q@ = ~latl+5¢ - [e- 2]
o 1 alt) 1
— a0 - 56+ 2620 - ey
— - 5oklt) - k) - 3¢ + 225~ L0k + ot
+ (250‘\1/(5) - aR(t)Oq(t))
1
— g2+ (2620 - an(aro)
2
- (% - aR(t)> +i (25 O‘\f/g) - aR(t)aI(t)>, (G.55)
ahol
ag(t) = Rea(t) = reos(wt — ), ar(t) = Ima(t) = —rsin(wt — @). (G.56)
Mivel
Z(t) = V2zorcos(wt — ), Pa(t) = —V2maorsin(wt — @), (G.57)
irhatjuk, hogy
reos(wt — ) = \/;Uo’ rsin(wt — ¢) = _m\];_%:m’ (G.58)
és a kozos kitevl az aldbbi alakot 6lti:
B (z—2)? (Pox 1D;z\ (z—2)?°  Ds 1_
@ = - 2z2 +Z<mx% _me(%) T 222 +Zm:v(2J (I_§x) (G.59)



Végiil ezért azt talaljuk, hogy a koherens 4llapot koordinta-hulldmfiiggvénye:

wa(xat) _ <x|a>t _ e—i%wt<x|a(t)> _ e—i%wt—%|a(t)|2ea(t)afw0(x)

= (Vazo) V2 exp{—(x;xg)2 _"Bm - nf_;g (w - %Iﬂ}

H. A hélium-atom

A hélium-atom atommagja 2 darab protont és 2 darab neutront tartalmaz, rend-
szama Z = 2, elektromos toltése 2|e|. A He-atom elektromosan semleges, 2 darab
elektront tartalmaz kotott allapotban. Ezekre az atommag vonzé Coulomb-er6t gya-
korol, a 2 elektron kozott pedig taszité Coulomb-erd 1ép fel. A két-elektronos rend-
szer Hamilton-operatora (az atommaghoz rogzitett vonatkoztatési rendszerben):

H = Hy+W, (H.1)
ahol
Hy = H(1)+H(2) (H.2)

a H(a) (a = 1,2) egy-részecskés Hamilton-operdtorokon keresziil tartalmazza az
egyes elektronok kinetikus energiajanak operatorat és az egyes elektronoknak a po-
tencidlis energidjat az atommag Coulomb-terében:

X B2 2e*

Ha) = —3—0,— = (IL.3)

itt 77, az atommagb6l (origébdl) az egyes elektronokhoz mutaté helyzetvektor, A, =
Zle ai—; az T, vektor Descartes-koordinataibol képezett Laplace-operator. Az

(elektron-elektron)-kélesonhatést a

A e?

W = +— (H.4)
12
operator veszi figyelembe, ahol r5 = |7} — 75| a 2 elektron tavolsdga. A He-atom
stacionarius allapotainak meghatarozasa a

~

Hy(r, ) = Ey(r, ) (H.5)

idotol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldaséat igényli. Tegytik ezt most gy, hogy
feltessziik, hogy az elektronok a koztilk levo taszité Coulomb-kolesonhatas miatt
atlagosan elég tavol vannak egymaéstol, igyhogy a koztiik 16vo taszitasbdl szarmazo
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energia kicsi az egyes elektronok kinetikus energidjahoz és az atommag terében fel-
vett potencidlis energiajahoz képest. Kovetkezésképpen a W kolesonhatast per-
turbacionak tekinthetjik.

Abbdl indulunk ki, hogy a H (a) egy-részecskés Hamilton-operdtorok sajatér-
tékei és sajatfiiggvényei ismertek. Ezt joggal mondhatjuk, hiszen ezek H-atomszerti
egy-részecskés allapotok: 1s, 2s, 2p, stb. A feladat megoldasat sziikitsik le ar-
ra, hogy adott elektron-konfiguracié vizsgdlatdara szoritkozunk. Tegyiik tehat
fel, hogy az egyes elektronok azokat a ¢,.(7) és ps(7) egy-részecskés koordinéta-
hullamfiiggvénnyel leirt allapotokat toltik be, amelyeknek a kvantumszamait az r és
az s index jeloli, azaz

~

H(a)p, (7o) = erpr(Fa) és H(a)ps(7) = e5p5(T0). (H.6)

Ekkor a perturbalatlan két-részecskés IEIO Hamilton-operator ¢, s = €, + €5 energia-
sajatértéke 2-szeresen elfajult. Ez annak a kovetkezménye, hogy a

G1(71,72) = @r(71)ps(T2) és a a(7,72) = . (75)ps(71) (H.7)

perturbalatlan két-részecskés koordinata-hullamfiiggvények ugyanahhoz az ¢, 5 ener-
giaszinthez tartoznak és ortogonalisak, vagyis

Jffo¢1 = €r,s¢1 és ]3[0¢2 = 67‘,8¢27 (HS)

tovabba (¢1|p2) = 0 (ha r # s) és (p1|p1) = (P2|P2), ha ¢, (7 és ps(T) ortonormalt
egy-részecskés koordinata-hullamfiiggvények. Ez azt jelenti, hogy a perturbalatlan
rendszer €, energiaszintje 2-szeresen degenerdlt. Ezért alkalmazhatjuk az id6tol
fliggetlen degeneralt perturbacidszamitdas moddszerét, hogy meghatarozzuk a per-
turbalt két-elektronos rendszer energiaszintjeit és koordinata-hullamfiiggvényeit. A
2-szeresen elfajult nivok esetére vonatkozd Osszefliggéseket a 6.1.3. fejezet végén
talaljuk. Ezekbol rogton adodik, hogy a perturbalt rendszer energiaszintjei:

By = e+ K+|A] (1.9)

K = /d3r1/d3 |¢1 7’1,7“2 /dgrl/dg |¢2 7’1,7“2)|
7“12

az elektronok kozotti taszitd kolesonhatas Coulomb-energidja és

A = /d3 /d3 @1 (71, T2) 2 (71, 72) _ /d3 /d3 ¢5(7, T ¢1(7“1,7”2)
T12
— /d3 /d3 (pr Tl ¢s(r2)¢r(r2)gps(rl (H 11)

ahol
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az ugynevezett , kicserél6dési energia”. Az F, energiaju allapot koordinata-hullam-
fliggvénye,

— — ]' — — — —
bl = (el + oo (H12)
V2
szimmetrikus, az E_ energidju allapot koordinata-hullamfiiggvénye,
1
i) = == (e F)eu) — pnF)e H.13
R o ARSI (H.13)

pedig antiszimmetrikus a 2 elektron helyzetvektorainak felcserélésével szemben.

Ahhoz, hogy megkapjuk két-elektronos rendszer teljes hullamfiiggvényét, ami
a Pauli-elvet is figyelembe veszi, vagyis amelyik a 2 elektron helyzetvektordnak és
spinvetiiletének felcserélésével szemben antiszimmetrikus, mindkét esetben meg kell
szerkessziik a két-elektronos rendszer spin-hulldmfiiggvényeit. Mivel a H Hamilton-
operator nem tartalmaz semmilyen spinfliggést, azért a teljes W(1, 2) hullamfiiggvény
a 1(r1, ) koordindta-hullamfiiggvény és a (o7, o) két-részecskés spin-hullamfiigg-
vény szorzata, vagyis

U(1,2) = (7, m2)x(01,02) (H.14)

alakll. Ennek a Pauli-elv értelmében a 2 elektron felcserélésével szemben antiszim-
metrikusnak kell lennie:

U(1,2) = —U(2,1). (H.15)

Ez azt jelenti, hogy az E, energiaszinthez antiszimmetrikus, az F_ energiaszinthez
pedig szimmetrikus spin-hullamfiiggvénnyel leirt spindllapotnak kell tartoznia. Az
s = %h spinii elektronnak 2 spin-sajatéllapota van, x4 (o), amelyekre

(o) = E5halo) (1.1

~2

—

A két-elektronos rendszer eredsé S = 5 + 5 spinjének a négyzete, S és tetszoleges

Wy

irdnyu z-tengelyre vett vetiilete, S, egymassal és az egyes elektronok §a operatoraival
felcserélheté operatorok,

"2
~2
]

22 22, A
5.,8]=0, [§.,¥]=0, [5.5]=0 (a=12).  (HIT)

Ezért a két-elektronos spindllapotok az eredd spin négyzetének h2S(S + 1) és vetiile-

tének hM, értékével, azaz az (S, M) kvantumszamokkal jellemezhetok.

A két egy-részecskés spinallapotbdl egyetlen antiszimmetrikus 2-részecskés spin-
hullamfiiggvényt tudunk csak képezni:

1

Yoolo1,02) — ﬁ(mo—l)x_(@) —x_<al>><+<az>), (H.18)
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amikor az egyik elekton spinje felfelé, a masiké lefelé mutat. A kapott két-elektronos
~2

spinéllapot az S és S, operatoroknak az S = 0, Mg = 0 sajatértékekkel jellemzett
kozos sajatallapota,

~

22
S Xoo = 0xo0,  S=X00 = OXo0 (H.19)

mint arrél kozvetlen szamolédssal konnyen meg lehet gy6zédni. Az E, energiaszint-
hez tehét egyetlen bazisallapot tartozik, amelynek teljes hullamfiiggvénye:

Ui(1,2) = (1), 72)x00(01,02). (H.20)
Az S = 0 ered6 spinii héliumatomot parahéliumnak nevezik. Az S = 0 éllapot
spinszinglet, amikor az S, spinvetiiletnek egyetlen lehetséges sajatértéke az Mg = 0.

A két egy-elektronos spinallapotbdl 3 darab szimmetrikus két-elektronos spin-
hullamfiiggvényt tudunk szerkeszteni:

xi(o1,02) = x4(01)x4(02), (H.21)
x10(01,02) = % <X+(01)X—(02) + X—(Ul)x+(02))7 (H.22)
X1 —1(o1,09) = x_(01)x—(02). (H.23)

Ezek az allapotok az S = 1 eredd spinhez és rendre az Mg = +1,0, és —1 spin-
vetiilethez tartoznak. Kovetkezésképpen az E_ energiaszint S = +1 spinallapotu,
ugynevezett ortohélium esetén valdsulhat meg. Fz az energiaszint a spinvetiilet
tekintetében 2 -1 + 1 = 3-szorosan elfajult; a hozza tartozé paronként ortogondlis
teljes hullamfiiggvények:

Warg(1,2) = _(71,72)Xx1 ms(01,02). (H.24)

Az Mg = +1,0, és —1 esetek rendre annak felelnek meg, hogy mindkét elektron
spinje felfelé mutat, hogy az egyik elektron spinje felfelé, a masiké pedig lefelé mutat,
és hogy mindkét elektron spinje lefelé mutat.

Végiil specifikdlhatjuk az elektron-konfiguraciot, hogy elkezdhessiik felépiteni
a parahélium (S = 0) és az ortohélium (S = 1) energiaspektrumat. Tekintsiik
elbszor az 1s? konfigurdciét, amikor mindkét elektron az 1s allapotban van, de a
Pauli-elv miatt ellentétes spinvetiiletekkel. Ekkor ¢, = @5 = @15 és 6,5 = 2e15.
Ilyenkor csak szimmetrikus két-részecskés koordinata-hullamfiggvény létezik, tehat
az S = 0 eset valdsul meg: a hélium-atom alapallapota a parahéliumban valésul
meg ET™* = 2e1,+ K + |A] > 2e1, energidval. A novekvd energia szerint kovetkezd
dllapotokat az 1s' 2s! konfigurdcié szolgédltatja, amikor ¢, () = @15(7), ps(7) =
©as(T) és €5 = €15 + €25 > 2615, mert €95 > £15. Ekkor létezik a szimmerikus és
az antiszimmetrikus két-elektronos koordinata-hullamfiiggvény is. fgy a parahélium
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(S =0) esetén az B = 15+ 95 + K + |A] > ET™ els6 gerjesztett dllapotot kap-
juk. Az ortohélium esetében pedig az E{™ = €1, + e95 + K — | A| energidju allapotot
taldljuk, amelyre ET™* < E{"° < EX™* adddik szdmszertien. Az ortohélium leg-
alacsonyabb energiaju allapota tehat a hélium-atom gerjesztett allapota, ami a ta-
pasztalat szerint metastabil allapot, amelynek élettartama kb. 8000 s, ami egy
..orokkévalosagnak” tlinik a He-atom tobbi gerjesztett allapotainak tipikus nanosze-
kundum nagységrendii élettartamaihoz képest. A tényleges viszonyokat jol tiikkrozik
az aldbbi kisérleti adatok: ES™* — EP™™ =~ 20,55 eV és Ef™*® — EP™™ ~ 19,77
eV. (Erdekességként és viszonyitasi alapként a héliumatom alapallapotdban az io-
nizdcios energia ~ 24,47 eV, azaz ennyi energiat kell kozolni az egyik elektronnal

az els6 elektron kiszakitasahoz.)
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