KVANTUMMECHANIKA I. Gyakorlat

Sailer Kornél

1 . gyakorlat

1. Mutassuk meg, hogy ha monokromatikus Rontgen-sugérzds (v frekvencidju
sikhulldm) szérédik atomi elektronon, akkor a szért Rontgen-sugarzdas v/ frekvencidjara

sin® — (1.0.1)

adddik, ahol 6 a szérasi szog, h a Planck-allandé, m,. az elektron nyugalmi
tomege, ¢ a vakuumbeli fénysebesség. A bizonyitashoz éljiink azzal a fel-
tevéssel, hogy a Rontgen-sugarzdsban a hv energiaju, hk (|klc = 27v) im-
pulzusu foton rugalmasan iitkozik az atom szabadnak tekinthetd, kezdetben
nyugalomban levo elektronjaval. Hatarozza meg a Rontgen-sugarzas hullamhosszanak
eltolédasat a Compton-szdérasban!

2. A relativisztikus részecskére vonatkozoé Einstein-féle energia, impulzus és nyu-
galmi tomeg kozti Osszefiiggés alapjan mutassa meg, hogy a foton nyugalmi
tomege zérus kell legyen.

3. Hatarozza meg az idedlis vezetd L oldalélii, kockaalakt iiregében az elektromos

térerdsségre vonatkozo
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homogén hullamegyenlet alléhullami megoldasainak teljes rendszerét. Hasznélja
fel, hogy idedlis vezeto feliiletén az elektromos térerdsség azonosan zérus, és
hogy az elektromos hullam transzverzalis.

4. Hatédrozza meg idedlis vezetd kockaalak iiregében az (w, w+dw) korfrekvencia-
intervallumba es6 elektromagneses alléhullamt moédusok szamat!

5. Tegylik fel, hogy egy v frekvencidju linearis harmdnikus oszcillator eleget tesz
a Planck-féle hipotézisnek, azaz csak az ¢g = hrv energiakvantum egész szamu
tobbszoroseinek megfelel6 energiaértékeket vehet fell Tegytik fel, hogy az osz-
cillator a T" homérsékletli kornyezetével termikus egyensilyban van, azaz an-
nak a w, valdsziniisége, hogy az oszcillator energidja €, = neg:

e FpT
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Mivel egyenlo ekkor a v frekvencidja oszcillator € atlagos energidja? Mit mond-
hatunk a klasszikus mechanikai linearis oszcillator atlagenergiajarol, amikoris
eg — 0, azaz az oszcillator folytonosan vehet fel tetszéleges energiaértékeket.
Mit mondhatunk a kvantdlt oszcillator atlagenergidjarél a Planck-hipotézis
alapjan, ha hv/kgT >> 1, ill. ha hv/kgT << 17

. A kvantummechanikai oszcillator a kvantummechanika értelmében, mint azt
kés6bb meg fogjuk tanulni, €, = (3 + n)hv (n = 0,1,2,...) diszkrét ener-
giaértékeket vehet fel. Milyen kovetkezménye van a Planck-hipotézistdl valo
eltérésnek az el6zo feladatban feltett kérdések tekintetében?

. gyakorlat

. Egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei A;, Ay, ..., A,, amelyek ren-
dre Ny, Ng, ..., N, gyakorisaggal kovetkeznek be N > 1 szamu fiiggetlentil
elvégzett, azonos kisérletben. Mivel egyenlok a kisérlet egyes kimeneteleinek 7y,
(k=1,2,...,n) relativ gyakorisigai és azok Osszege? Mivel egyenlé a véletlen
kisérlet egyes kimenetelei wy = limy_.o. 7 (K = 1,2,...,n) valdszintiségeinek
osszege? Milyen pontos also és felso korlatja van a w;, valdszintiségeknek?

. Az f diszkrét valoszinliségi valtozo az f1, fo, ..., fn lehetséges értekeit rendre
wy, Wa, ..., w, valoszintséggel veszi fel. Mivel egyenl6 az f valdsziniiségi

valtozé f varhaté értéke és A?f szérasnégyzete?

. Ha f diszkrét valészinfiségi véltozo, amely csak az 1/2, 1/3 és 1/4 értékeket
veheti fel, rendre 1/6, 2/3 és 1/6 valészintiséggel, akkor mivel egyenl6 f és
A%f.

. Legyen f az a valdszinliségi valtozo, amelyet kockadobas eredményeként ka-
punk, lehetséges értékei 1, 2, ..., 6, és tegyiik fel, hogy minden dobaési
eredmény egyenlden valoszinti, w. Mivel egyenld ez a w valdszinliség, és mi a
kockadobas eredményének f varhato értéke és relativ szérasa?

. Legyen x valészintiségi véltozd, amely a —1, 0, +1 értékeket veheti fel rendre
1073, 1—-2-1073, 1073 valészintiséggel. Hatdrozza meg Z-et, A2x-et és x relativ
szérasat!

. Legyen ¢ folytonos valdszintiségi valtozo, amely értékét a valos szamok kozott
veszi fel. Definicié szerint a £ valtozd valdszintliségi eloszlasfiiggvénye

F(z) =w( <x) (2.0.4)
annak a valdszintisége, mint x fiiggvénye, hogy £ az z-nél nem nagyobb értéket
vesz fel. Mutassa meg, hogy F(—o0) = 0, F'(00) = 1 és hogy F(z) monoton

novekvo fliggvény.

. Legyen ¢ folytonos valészintiségi valtozo, amely értékét a valos szamok kozott
veszi fel. Definici6 szerint a £ valtozé f(x) valdsziniiségi stiriiségfiiggvényét a

wé <z+dr)—wlE<z)= f(r)dx (2.0.5)



10.

Osszefiiggés hatarozza meg. Ez azt jelenti, hogy f(x)dzr annak a valésziniisége,
hogy a & valdszintiségi valtozé az (x,zr + dx) infinitezimalis intervallumban
veszi fel az értékét. Mutassa meg, hogy a valoszintiségi strtiségfiiggvény nem
negativ, f(x) > 0; hogy

F@%:[;ﬂfMﬁ (2.0.6)

és hogy o
1:/'f@mx (2.0.7)

Ha az eloszlasfiiggvény differencidlhatd, akkor f(z) = dF(x)/dx.
Bizonyitsa be altaldban, hogy a szérasnégyzet mindig kiszamolhat6, mint a

valoszintiségi valtozd négyzete varhato értékének és a varhaté értéke négyzetének
a kiillonbsége:

A’z = (r —71)2 =22 — 7° (2.0.8)

Vizsgalja kiilon a diszkrét, majd a folytonos valdszintliségi valtozo esetét.

. Ha & egyenletes eloszldsu valdszinliségi valtozé, azaz ha

C, ha x € [a,b]

f(x) :{ 0 ha ¢l|ab) (2.0.9)

akkor hatdrozza meg F(r) valoszintiségi eloszldsfiiggvényt, -t és A2¢-t.

Legyen & normalis eloszldsu valoszintiségi valtozo, azaz a valdszintiségi stirtiségfliggvénye

1 _ (w—aq)?

f(z) = e 202 (2.0.10)

2ro

ahol z, tetszéleges valés paraméter, o > 0 paraméter. Hatdrozza meg F'(x)
eloszlasfiiggvényt; mutassa meg, hogy F(oco) = 1, és hatarozza meg &-t és

AZE-t,

. gyakorlat

. Hatarozza meg az intenzitas-eloszlast a felfogd ernyon a Young-féle kettos réses

interferencia-kisérletben.

Mutassa meg, hogy azok az f(z) : « € R — f € C fiiggvények, amelyek az
alabbi tulajdonsaguak, L, linearis vektorteret alkotnak a komplex szamtest
folott:

(a) értelmezési tartomanyuk az x € [a, b] intervallum;



(b) létezik tetszOleges 2 fiiggvény esetén a

/a " () folw)da (3.0.11)

integral, amelynek értéke komplex szam:;

(c) tetszdleges fiiggvény eleget tesz az f(b) = €' f(a) hatdrfeltételnek, ahol
a € [0,27) adott valds szam.

3. Mutassa meg, hogy az L, figgvénytéren értelmezett

(I = [ @) o) (30.12)

skaldrszorzat

(a) linedris a masodik tényez6jében;
(b) (filf2) = (f2|f1)" tulajdonsdgu;
(c) pozitiv szemidefinit, azaz (f|f) > 0 és akkor és csak akkor zérus az értéke,
ha f(z) =0
4. Az L, figgvénytér ( onmagara torténd linedris leképezéseit linedris operatoroknak

nevezziik. JelolJon O tetszoleges, L,-n értelmezett linedris operatort. Az O
linedris operator matrixelemein az

(f101g) = (f10g) (3.0.13)

skalarszorzatot értjik. Itt és az aldbbi definicidkban f, g € L, tetszdleges

fiiggvények. Az O operdtor komplex konjugaltjan olyan operdtort értiink,
amelynek tetszoleges matrixelemére

(f1071g) = (f[Olg)". (3.0.14)
Az O linedris operator adjungaltjan azt az Of operatort értjiik, amelyre
(f10'lg) = (9101.1)". (3.0.15)

Az O operatort dnadjungaltnak nevezziik (a bevezetett skaldrszorzatra nézve),
ha O = O, azaz ha tetszbleges méatrixelemre

(f10lg) = (glOIf)" (3.0.16)

A fenti definicidkat figyelembe véve mutassuk meg, hogy
(a) T =z operétor linedris és 6nadjungalt;
(b) p. = 7—33 operétor linedris és onadjungalt

az L, fliggvénytéren.

5. Hatarozza meg az L, fiiggvénytéren értelmezett p, = %a% operator sajatértékeit

és normalt sajatfiiggvényeit.



.gyakorlat

. Egy részecske az vy = 0, 1 = a, ..., xy = Na racspontok altal meghatarozott
egy-dimenziés racson tartozkodik. A részecskének (N + 1) darab fliggetlen
allapota van, amelyek rendre megfelelnek annak, hogy a részecske az egyes
racspontok valamelyikében tartozkodik, ezért a részecske allapotainak Hilbert-
tere N + 1 dimenzids. A részecske éllapotait ezért (N + 1) elemii, komplex
szamokbol alkotott szamoszlopokkal dbrazolhatjuk.

(a)

Mutassuk meg, hogy tetszdleges 1) és ¢ oszlopvektorok esetén

N
wio =2 vid; (4.0.17)
5=0
eleget tesz a Hilbert-téren szokasosan értelmezett skalarszorzat tulaj-
donsagainak. Itt 1; a 1) szamoszlop j-edik sordnak eleme.

Abrézoljuk azt a koordinata-sajatéllapotot, hogy a részecske az z; (j =
0,1,..., N) rdcspontban tartézkodik, az 27 (N+1)-elemfi oszlopvektorral:

0

=1 (4.0.18)

0
ahol a j-edik sorban &all6 elem 1 és az oszlop tobbi eleme zérus, azaz xi =

0x;. Keresse meg a helykoordindta-operatort, azaz azt az x métrixot,
amelynek az 7 vektorok rendre az x; sajatértékhez tartozé sajatvektorai:

z 2! =zl (4.0.19)

Az 2’ koordindta-sajatallapotok segitségével irja fel a Hilbert-tér egy
tetszoleges, 1-re normdlt vektorat. frja fel az z koordindta-operator
hatasat egy ilyen tetszoleges allapotvektorra explicit médon.

Mutassa meg, hogy az impulzus

ih
Pjk = ;(5j,k+1 — 0 k-1) (4.0.20)
matrixa (operatora) az
[z, p] = ihc (4.0.21)

Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relaciét elégiti ki, ahol ¢ = 0;5-1 +
0jk+1. (Diszkrét racson a hatarozatlansagi reldcié annyiban mddosul,
hogy az egyenldség jobb oldalan nem az egységmatrix, hanem a ¢ matrix
all.)
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2. Legyenek f , g 6s h tetszoleges linedris operatorok és A\ tetszoleges komplex
szam. Mutassuk meg a kommutatorok alabbi tulajdonsagait:

Alf gl =ML, al = [f. Mgl (4.0.22)
(b) o -
f,g+h=1f, 9] +1[f Nl (4.0.23)
(c)
.41 = —I3 ], (4.0.24)
(d) Jacobi-azonosség:
[f. (9, 2] + (g, [, f1] + [, [f. 0] = 0 (4.0.25)

. gyakorlat

1. Legyen A()\) a A valds paramétertol fliggo operator és derivaltjanak a definicidja

% = lim AR+ GZ — AN (5.0.26)
Mutassa meg, hogy
(a) érvényes a Leibnitz-szabaly,
%(AB) = %B + A%; (5.0.27)
(b) tovabba, hogy ha létezik az A(\) operdtor inverze, akkor
%[A(A)]‘l — —A‘l()\)%)\)\)/i‘l()\). (5.0.28)
2. Mutassa meg, hogy ha az Aés B operatorok eleget tesznek az
[[A, B], Al =0 (5.0.29)
reldciénak, akkor tetszoleges m > 1 egész szam esetén
[A™ B] = mA™ '[A, B] (5.0.30)

azonossag teljesiil. A bizonyitast célszeri teljes indukciéval végezni.
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3. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy

A A

(AB)? = A2B? (5.0.31)
teljestiljon?
4. Ha létezik az A és a B operétorok inverze, akkor mivel egyenlé (AB)~1?

5. A geometriai sor Osszege
> 1
doa=——, Jz|< 1. (5.0.32)
=0 1—2z

Ennek altalanositasa az operatorokra vonatkozé Neumann-sor:

N

Ser=(1-0)", (5.0.33)
n=0

feltételezve, hogy C' kelléen ,,jO tulajdonsagu” operator ahhoz, hogy a sor
,,valamilyen értelemben” konvergéljon.

Fejtse sorba a Neumann-sor felhasznalasaval az (A — )\B)_l operdtort a A
paraméter hatvanyai szerint, ha létezik A~
6. * Komplex z; és 2o szdmok esetén
et = P12 (5.0.34)

azonossagként teljesiil az exponencialis fliggvényre. Ugyanakkor altalaban, ha
A és B tetszoleges operatorok, akkor

eMB £ eAeB, (5.0.35)
Mutassa meg, hogy ha
[A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0, (5.0.36)
akkor - o
eAtB = AeBealA Bl (5.0.37)

=32 (5.0.38)

A megolddshoz: A feladatot gy oldhatjuk meg egyszertien, hogy differencidlegyenletet
vezetiink le a T'(s) = e*4e*P operdtorra, képezve annak az s valés paraméter
szerinti derivaltjat,

— (A + B+ s[A, B)T(s). (5.0.39)



Ahhoz, hogy a jobb oldal s-ben linearis alakot 0ltson, fel kellett hasznalnunk
az exponencialis fiiggvény Taylor-sorat, valamint a 2. feladatban bizonyitott
azonossagot, s ezutan ujra felosszegezni a Taylor-sort. Keressiik a differ-

enciglegyenlet T'(0) = 1 kezdeti feltételhez tartozé megoldasét
T(s) = esF+as*Q (5.0.40)

alakban és mutassuk meg, hogy P és () alkalmas vélasztésa esetén a differ-
encidlegyenletnek ez valéban megoldasa. Végiil a keresett azonosségot az s = 1
helyettesitéssel kapjuk.

gyakorlat

. Az evolicids operator eleget tesz az

ih% = Ht)U(t,to) (6.0.41)

mozgasegyenletnek. Mutassa meg, hogy az

00t _ .
=g = Ut t0)H (1) (6.0.42)

differencialegyenlet is teljesiil.

. * Mutassa meg, hogy az evolicids operator
b

U (t,ty) = Te F o 7 (6.0.43)

alakba irhato, ahol T' az idérendezés operatora, ami tetszoleges id6tol fiiggo

A(t) operator esetén a kiilonbo6zo idoargumentumokndl vett tényezok szorzatara
az alabbi moédon hat:

TAmA) = { G5 ot
= Oty — t1)A(ty)A(ty) + O(ty — to) A(ty) A(ty).
(6.0.44)

Itt ©(z) = 1, haxz > 0 és = 0, ha < 0, az ugynevezett Heaviside-féle
lépcsofiggvény.

Javaslat: A bizonyitashoz meg kell mutatni, hogy a feltételezett alak megoldasa
az evolucios operator dlﬁerenmalegyenletenek az U (to, to) = 1 kezdéfeltétellel.
Ahhoz, hogy errél meggy6z6djon, irja fel a feltételezett megoldas Taylor-sordt,
derivélja azt tagonként t szerint parcidlisan, majd végezze el tagonként az
idorendezést és Osszegezze fel ijra a Taylor-sort.
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3. A 4. gyakorlat 1. feladataban megtalaltuk az egy-dimenzids racson mozgo,
koordinata-sajatallapotban levo részecske koordinata-hullamfiiggvényeit,

kt

2’ (1) = (2¥|27) = 2Ma? = 6, (6.0.45)

(diszkrét véltozods fiiggvények), és ezek linedris szuperpozicidjaként eléallitottuk

egy tetszoleges allapot
Y(ay) = (2"y) = 2™y (6.0.46)

koordinata-hullamfiiggvényét (diszkrét valtozds komplex értéki fiiggvények).
Meghatyéaroztuk tovabba a koordindta-operator z és az impulzus-operdtor p
matrixat koordindta-reprezentacioban. a

(a) Mutassa meg, hogy a koordinata-operétor tetszéleges dllapot ¥ () hullimfiiggvényére
ugy hat, hogy x-val szorozza azt,

T (zy) = oy (), (6.0.47)
tovdbba az impulzus operatora tetszéleges 1(x) hulldmfiiggvényre tgy
hat, hogy

N
() ==Y prg(a;), (6.0.48)
5=0
ahol py, ; = 2 (8y;— Ok j—1), ami éppen a folytonos esetbél ismert p, = 24

operator differenciahanyados segitségével felirt kozelitése, diszkretizalt
alakja.

(b) Periédikus hatarfeltételt irva el a hullamfiiggvényre, ¥ (z9) = ¥(xy),
keresse meg az impulzus-operator 1-re normalt sajatfiiggvényeit és sajatértékeit.
Javaslat: Az impulzus sajatértékegyenletét irja fel, és abbdl fejezze ki
az impulzus-sajatfiiggvény xr.1 = xp + a helyen felvett értékét az xzy
helyen felvett értékével. Hasznalja fel az igy kapott rekurzids képletet
arra, hogy kifejezze az impulzus-sajatfiggvény x; racspontban felvett
értékét az o = 0 racspontban felvett értékével. Ha igy megkapta a
rekurzios képlet megoldasat, akkor réja ki a periédikus hatarfeltételt,
azaz hogy az impulzus-sajatfiiggvény értéke az rog = 0 és az xy = Na
racspontokban megegyezik. Ebbdl kiolvashatja az impulzus lehetséges
sajatértékeit, majd meghatarozhatja az egyes sajatértékekhez tartozd 1-
re normalt sajatfiiggvényeket. A norméldsi feltétel Sn | (x4)|? = 1.
Vegyiik észre, hogy a bevezetett impulzus sajatértékei nem valdsak, azaz
p nem igazi fizikai mennyiség.

(¢) A récson szabadon mozgd részecske énadjungalt Hamilton-operatora

. 1
Hy = —p'p. 6.0.49
0= 50D ( )

Hatérozza meg a szabad részecske lehetséges energiasajatallapotait, ha a
részecske hullamfiiggvénye eleget tesz a periddikus hatarfeltételnek.

11
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gyakorlat

. Az m tomegl pontrészecske L hosszusagu 1-dimenzids dobozba van zarva. A

részecske n-edik stacionarius allapotanak energiaja F,, = h;—:;, hullamfiiggvénye
Up(x) = \/%sin(k:n:c), ahol k, = ("JFLI)W és n = 0,1,2,... Hatdrozza meg,
hogy mivel egyenlé az n-edik stacionarius allapotban a Ap, - Az szorzat, ahol

Af = (wn\fQ (f)? |1/1n>§ az [ mennyiség szérdsa és f = <1/1n|f|1/1n> az f

mennyiség varhato értéke.

. A m tomegi részecske 1-dimenzidés mozgast végez a

+oo, ha |z|>L
V(z) = { —Vo, ha L>|z|>a (7.0.50)
0, ha a>|z[ >0

potencidlban, ahol Vy > 0 és 0 < a < L. Hatarozza meg a részecske sta-
ciondrius allapotainak energidjat és hullamfiiggvényét.

. Az m tomegli pontrészecske a

/0, ha |z]>1iL
V(z) = { “Vy ha 1L > e/ >0 (7.0.51)

potencidlban mozog, ahol V{ > 0.

(a) Melyek a részecske kotott allapotainak energidi és hullamfliggvényei?

(b) Vizsgéljunk olyan nem kotott allapotokat, amikor a részecske © — 400
iranybdl ,,érkezik”. Hatarozzuk meg az R reflexids (visszaverédési) és a
T transzmisszids (dthaladasi) egyiitthatét (valdszintiséget) és mutassuk
meg, hogy R+T = 1.

(c) Ismételjitk meg a fenti vizsgalatot abban az esetben, ha V, < 0, azaz
a részecske nem potencidlgodor, hanem potencidlgat jelenlétében mozog.

Diszkutaljuk kiilon azt az esetet, amikor 0 < E < —V} teljesiil a részecske
E energigjara.

. Hatdarozzuk meg egy L oldalélii, kocka alaki dobozba zart részecske alapallapotanak

Ey energidjat és vg(z, y, 2) hullamfuggvenyet Tegyiik fel, hogy a doboz falainal
a részecske poten(nahs energidja +oo-né valik, a doboz belsejében pedig a
részecske potencialis energidja zérus. Hasonlitsa dssze az FEy-ra kapott eredményt
azzal, amit a hatarozatlansagi elv alapjan becsiilne.

gyakorlat

. Szamoljuk ki egy pontrészecske telﬂ es impulzusmomentum-operétora j; Descartes-

komponenseinek matrixelemeit a |j, m;) bazisban, ahol
Flim) = 256 + Dljomg),  Juldomg) = hanglj,ms). (8.0.52)
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Javaslat: Szerkesszitk meg j. matrixat, (7, m;|§z| J,m;j)-t, utdna hatarozzuk
meg ji|j,m;)-t, majd ennek ismeretében ji métrixait, majd azokbél linedris
kombindcié révén j, és j, matrixait.

1

. Az el6z6 feladat eredményét felhaszndlva hatarozzuk meg az s = 5 spint

részecske spin-operatorainak matrixelemeit az §2 és az S, operatorok kozos
sajatvektoraibdl alkotott bazisban, majd olvassuk ki az eredménybdl a Pauli-
matrixokat.

. Abrézoljuk az s = 1 spinll részecske spinallapotait szamoszlopokkal, és az (;'2
és az S, operatorok kozos sajatvektoraibol alkotott bazisban hatarozzuk meg
a spin-operatorok matrixait! (Hasznéljuk fel az 1. feladat eredményét!)

Tegyiik fel, hogy a részecske magneses dipélmomentummal rendelkezik, ame-
lynek operatora i = —gs. Hatarozzuk meg a részecske energiasajatallapotait

homogén, sztatikus B magneses indukciéju kiilsé magneses térben, ha a részecske
a tér adott pontjaban rogzitve van.

. Az s = 2 spinti részecske | = 2 pélyaimpulzusmomentumu allapotban van.

2. . 2L 2.
Melyek az [ , [, 52, S, operatorok kozos sajatvektorai, ill. a 5, 7., [, 52
operatorok kozos sajatvektorai, és milyen kapcsolat van az impulzusmomentum-
allapotok Hilbert-terének szoban forgd alterében értelmezett ezen két bazis
kozott?

Hatéarozza meg a Hilbert-tér ezen alteréhez tartozo impulzusmomentum-sajatallapotok
koordinata-spin hullamfiiggvényeit, azaz a

(a) (0, p|l,m,s, ms) bazisfiggvényeket, ill. a

(b) (0, |7, m;, 1, s) bazisfiggvényeket,

ahol (r,0, ) a részecske 7 helyzetvektoranak gombi polarkoordinétéi.

. gyakorlat

. Hatarozzuk meg a
i
H=_—
20
Hamilton-operatorral adott térbeli rotator energiaszintjeit, azok elfajultsaganak
mértékét és az energiasajatallapotok hullamfliggvényeit. A © > 0 paraméter
a rotator tehetetlenségi nyomatéka. Milyen az energiasajatallapotok paritasa?
Utobbi kérdés megvalaszolasakor vegyiik figyelembe, hogy

Yim(m — 0,04+ 7) = (=1)'Y;,.(0, 0). (9.0.54)

(9.0.53)

. Tegyiik fel, hogy m tomegi részecske mozog a

] =W <0, ha 0<r<a
Vi(r) —{ 0 ha <1 (9.0.55)
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centralis potencialban. Jellemezze el6szor kvalitativ modon az energiaspek-
trumot, valamint adja meg a stacionarius allapotokat jellemzé ,,j6” kvan-
tumszamokat. Hatdrozza meg elébb a kotott allapotok hullamfiiggvényeit,
majd pedig a szérasi allapotokéit.

Javaslat: frja fel a radidlis Schrodinger-egyenlet explicit alakjat és a hozza tar-
tozo hatarfeltételeket. A radialis Schrodinger-egyenletrél mutassa meg, hogy
az a szférikus Bessel-fiiggvények

2
(d 2i+1 I(l+1)

_+_
dp*>  pdp p?

)ﬁ@)zo (9.0.56)

alaku differencidlegyenlete. Ennek a kozonséges masodrendii linearis differ-
encidlegyenletnek 2 fiiggetlen megoldédsa van: a j;(p) szférikus Bessel-fiiggvény
és az ny(p) szférikus Neumann-fiiggvény. A szférikus Bessel-fiiggvény regularis
az origéban, azaz jj(p = 0) =véges, mig a szférikus Neumann-fiiggvény az
origéban szingularis. A 2 megoldas-fiiggvény a p — 0,ill. a p — oo hatdresetben
aszimptotikusan

!
. p—0 p p—0 <2l —|— 1)” L
ji(p) oIk mu(p) A+1 g+

) Pj’voo Sin(p - %ﬂ-) n[(p) PzOO COS(p B éﬂ-)

9.0.57
p p (9.0.57)

Jilp

viselkedést mutat. A szférikus Bessel- és Neumann-fiiggvényekbdl linedris
kombinaciéval képezziik az origéban szinguldris Henkel-fiiggvényeket:

W (p) = nilp) + iju(p). (9.0.58)

A Henkel-fiiggvények a p — oo aszimptotikus tartoményban

oo b Al +1
hl(i) p—e _eiz(p—l5)<1 + 4 (+1) — .. > (9.0.59)
p 2p

viselkedést mutatnak.

Katott dallapotok esetén vezesse be a k = /—2mFE /h paramétert és a p = ikr
fiiggetlen valtozét. A radidlis hullamfliggvény a p — oo aszimptotikus tar-
tomanyban a normalhatdosag miatt csak az exponencialisan lecsengé megoldas
lehet, ugyanakkor az origéban korlatosnak kell lennie a megoldasnak. FEn-
nek alapjan eldontheti, hogy a potencidl belsé és kiilsé tartomanyaban a
radialis hullamfiiggvénynek a szférikus Bessel-egyenlet melyik megoldasaval

kell aranyosnak lennie. Irja fel ezutan a potencial belsé és kiilso tartomanyanak
koz0s hataran érvényes hatarfeltételeket. Ezekbol a hatarfeltételi egyenletekbol
meghatarozhatja a hullamfiiggvényt a belso, ill. a kiils6 tartomanyban szorzd
egyutthatok ardnyat, tovabba az energiasajatértékeket? Végiil a normalasi
feltétellel egyértelmiivé teheti a hullamfiiggvényt.

Szorasi dllapotok esetén vezesse be a k = +/2mE /h paramétert és vezesse

be a p = kr fiiggetlen valtozot. frja fel a radidlis hullamfiiggvény alakjat
a potencial bels6 és kiilsé tartomanyaban a szférikus Bessel- és Neumann-
fiiggvények linedris kombindciéjaként, majd réja ki a megoldés korlatossaganak
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feltételét az origdban és a két tartomany hataran a sziikséges hatarfeltételeket.
A kiils6 tartomanyban valassza ugy a linearis kombinaciés egyiitthatok alakjat,
hogy a megoldas a potencidl centruméatél tavol [ palyaimpulzusmomentumu
allapotnak feleljen meg, azaz az aszimptotikusan tavoli tartoméanyban a kivant

sin(p — & — 15)
p

(9.0.60)

alakot Oltse, ahol 9; az l-edik parcidlis hullam faziseltolédasa. frja fel azt az
egyenletet, amelynek megoldasa szolgaltatja a ¢§; faziseltolodast.

. gyakorlat

. Szerkessziik meg egy 2-elektron rendszer ereddspin-sajatallapotait leird spin-
hullamfiiggvényeket az egyes elektronok spin-hullamfiiggvényeibdl.

Javaslat: Induljunk ki abbdl, hogy az eredd spin z—vetiilete S, = 51, + So..
Milyen 0Osszefiiggés kovetkezik ebbdl a megfelelo Mg, mgy, mgo sajatértékekre?
Ennek alapjan tippeljiik meg a kiilonb6z6 (o1, 09, Msf hullamfiiggvények
alakjat, majd mutassuk meg, hogy azok az S = 0 szinglett, vagy az S = 1
triplett allapothoz tartoznak.

. Szerkessziik meg a spin-szinglett allapoti 2-elektron rendszer teljes ¥ (7, 7%, 01, 02)
hullamfiiggvényét. Hogyan jut érvényre a Pauli-elv a TKP mozgasanak levalasztasa
elétt és utan? Fejtsiik ki a 2 részecske relativ mozgasat (a belsé mozgést) leird
koordinata-hullamfiiggvényt parcidlis hullaimok szerint!

. Ismételjiik meg az el6z6 feladatot spin-triplett allapoti elektronrendszer hullamfiiggvénye
esetén.

. Szerkesszilk meg az S ered6 spinli 2-elektronrendszer adott J teljes impulzus-
momentumu allapotainak W ;as,sn4 (7, 8, ¢, 01, 02) belsé hullamfiggvényeit.

Javaslat: Elébb keressiik meg az adott [ relativ palyaimpulzusmomentumu
allapotokhoz tartozo, jol definialt J-vel jellemzett allapotokat, majd rakjuk
Ossze a teljes Wy, a4 (1, 0, ¢, 01, 02) hullamfiiggvényt az el6bbik linearis kom-
binaciéibdl.

. gyakorlat

. A He-atom stacionarius allapotait fogjuk vizsgalni.

(a) frjuk fel a He-atom Hamilton-operatorat. Eljiink azzal a kozelitéssel,
hogy az atommag nyugalomban van a koordinatarendszer origbjaban.

(b) Hanyagoljuk el az elektron-elektron kolecsonhatast és a spin-palya kolcsénhatast!
Hogyan mdédosul a Hamilton-operator? Legyenek a

h=——AN—-"— (11.0.61)



egy-részecskés Hamilton-operator sajatfiiggvényei és sajatértékei (az egy-
részecskés energidk) rendre ¢, (7) és €4, tovabba az egy-részecskés spin-
sajtdllapotok a(o) és B(0), amelyek rendre az m, = +1, ill. —1 sajatértékekhez
tartoznak. Ha az elektronok egyike a 1, €; , masika pedig a s, €3 # €1
allapotban talalhaté, akkor milyen allapotok tartoznal; az atom F = e +

€5 energiaszintjéhez, amelyek egyuttal az ered6 spin S .S, operatorainak

is sajatallapotai.

Javaslat: (a) Szerkessze meg el6szor két, egyméssal koleson nem haté
elektron Osszes (8 darab) szorzatalaki hullamfiiggvényét. Teljesitik-e

ezek a Pauli-elvet? (b) Szerkessze meg a 2-elektron rendszer eredé spinjének
sajatallapotait. Szerkesszen ezekhez olyan 2-elektron koordindta-hullamfiiggvényeket,
amelyekkel az ered6 spin sajatallapotait szorozva teljesiil a Pauli-elv.

Héany olyan filiggetlen allapotot taldlunk az F = €; + €5 energidju 2-
elektronrendszer Hilbert-terében, amelyek kielégitik a Pauli-elvet, 8 allapotot
vagy kevesebbet?

Az €l6z6 pont eredménye alapjdn mi lenne a He-atom alapéllapotdnak
hullamfiiggvénye, ha elhanyagolhato lenne az elektron-elektron és a spin-

palya kolcsonhatds? Legyen ©o(T) az egy-részecskés alapallapot koordinatahullamfiiggvénye
és legyen ¢y az egy-részecskés alapallapot energiaja.

Ha nem hanyagoljuk el az elektron-elektron kolcsonhatéast, de a spin-
palya kolcsonhatast tovabbra is elhanyagoljuk, akkor hogyan tudnank
meghatarozni az atom azon energia-sajatallapotainak energidit, amelyekrol
azt mondhatjuk, hogy az egyik, ill. a mésik elektron rendre a @1, € , ill.
a g, €y egy-részecskés allapotban van.

Javaslat: Irja fel a Hamilton-operator sajatérték-egyenletét, azaz a sta-
ciondrius Schrodinger-egyenletet! Keresse a megoldast az el6z6 pontban
megtalalt ereddspin-sajatallapotok linearis kombinacidjaként, majd ezt
behelyettesitve a Schrodinger-egyenletbe, irjon fel homogén linearis al-
gebrai egyenletrendszert a linearis kombindcié egyiitthatdira. Ebben az

egyenletrendszerben szerepel a Hamilton-operator (S’ M| H|SMg) méatrixa,

ami egy 4 x4-es matrix. frja fel ennek segitségével az energia-sajatértékeket
meghatarozé egyenletet.

Hatérozza meg az el6z6 pontban szereplé Hamilton-matrix explicit alakjat,
pontosabban mutassa meg, hogy a Hamilton-matrix diagonalis, és el nem
tino elemei

<07 O|f{|07 0> =€ + €2 + Csa

(1, Mg|H|1, M) = € + € + C,, (11.0.62)
ahol
Ci=C+X, (C,=C-X (11.0.63)
és 2
C = /d /d ol |2 ‘_'ZT%)‘ (11.0.64)
az elektronok kozotti Coulomb-kolcsonhatas energidja, és
2
— — * [ = — (& [ = —
X = /d’f’l/dT2Q01<T1)Q02(7’1)m()01(7’1)(,02(7“1) (11065)
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az Ugy nevezett kicserélddési kolcsonhatds, amelynek nincsen klasszikus

elektrodinamikai megfelel6je, tisztan kvantum-effektus. Ertékelje ezutan
szavakban, hogy mi is tortént a 2-elektronrendszer kolcsonhatasmentes
esetben E = €; + €5 energiaszintjével az elektron-elektron kolcsonhatés
kovetkeztében.
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10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Kvantummechanika 1. Kérdések az 1. zh.-ra valo
felkészuléshez

. Egymistol fiiggetleniil, N-szer megismételjiik ugyanazt a véletlen kisérletet és azt

tapasztaljuk, hogy a kisérlet n-edik lehetséges eredménye IN,-szer kovetkezett be.
Mi az n-edik eredmény relativ gyakorisdga?

. Mi egy véletlen kisérlet n-edik eredményének relativ gyakorisiga és bekovetkezési

valészintlisége kozott a kapcsolat?

. Ha az f mennyiség véletlenszertien, w,, valésziniiséggel veszi fel rendre az f,, értékeket

(n=1,2,...,K), akkor mivel egyenl6 az f mennyiség f varhaté értéke?

. Ha az f mennyiség véletlenszertien, w,, valésziniiséggel veszi fel rendre az f,, értékeket

(n=1,2,...,K), akkor mivel egyenlé az f mennyiség A?f szérasnégyzete?

A Planck-féle hipotézis szerint melyek egy linedris harmonikus oszcilldtor energidjanak
lehetséges értékei?

Minek a kvantaltsagat bizonyitja a fotoeffektus?
Mi az a Compton-széras?

Hogyan valtozik a Rontgen-sugérzas frekvenciadja Compton-széras soran?

Milyen &sszefiiggés van a monokromatikus fényhulldm klasszikus jellemzéi (korfrekvencia,

hulldmszédm) és a foton jellemz&i (energia, impulzus) kozott?
Milyen 6sszefiiggés all fenn a foton energiaja és impulzusa kozott?
Mennyi a foton nyugalmi témege?

Mit mond a de Broglie-féle Gsszefiiggés az elektron impulzusdnak nagysiga és az
elektron hulldimhossza kozotti kapcsolatrol?

A hidrogén-atom Bohr-féle modelljében hogyan van kvantélva az elektron, azaz mi-
lyen feltételnek tesz eleget a hullamhossza?

Milyen 0sszefiiggés van a fotoeffektust kivaltéd fény frekvencidja és a kilép6 fotoelek-
tronok kinetikus energidja kozott (Einstein-féle 0sszeftiggés)?

Hogyan fligg a fotoeffektus soran kilép6 elektronok kinetikus energidja a fény inten-
zitasatol?

Hogyan fiigg fotoeffektus soran a kilépo elektronok szama a fény intenzitasatol?
Hogyan szdl a Stefan-Boltzmann-torvény?

Hogyan szdl a Planck-féle sugarzasi torvény?

Hogyan szl a Wien-féle eltolédasi torvény?

Hogyan szdl a Bragg-feltétel?

Mit bizonyit a Franck-Hertz-kisérlet és hogyan?

Mi a Davisson-Germer-kisérlet lényege?
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23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.
43.
44.
45.
46.

47.
48.
49.
50.

Milyen matematikai objektum felel meg a kvantummechanikaban az allapotoknak
és a fizikai mennyiségeknek?

Hogyan szdl a linearis szuperpozicié elve?

Mit jelent, hogy az O operator lineris?

Hogyan van definidlva az adjungdlt operator?

Mi az unitér operator definiciéja?

Milyen tulajdonsigokkal van értelmezve az éllapotvektorok skaldris szorzata?
Mit mond ki a hatarozatlansagi elv?

Mit mond ki a Heisenberg-féle hatarozatlansigi relaci6?
Melyek a Heisenberg-féle csererelaciok?

Milyen tulajdonsigu egy fizikai mennyiség operatora?

Mikor neveziink egy operatort énadjungaltnak?

frja fel az f operator sajatérték-egyenletét!

Milyen tulajdonsaguak az onadjungalt operdtor sajatértékei?

Mit jelent, hogy az f onadjungélt operator (¢, sajatvektorai teljes rendszert alkot-
nak?

Mit jelent, hogy az f énadjungalt operétor (¢, allapotvektorai (n = 1,2,...) ortonorméltak?

Ha a (p1 és a (po allapotok ortonormélt teljes rendszert alkotnak, akkor milyen
alaki ennek a fizikai rendszernek egy tetszéleges (® allapota?

Hogyan van értelmezve az f operatorhoz tartozé fizikai mennyiség varhaté értéke a
(v allapotban?

Legyen az elektron abban a (¢, dllapotban, amelyik az f fizikai mennyiség f operatoranak

fn sajatértékhez tartozo sajatvektora. Mérjiik ebben az allapotban az f fizikai men-
nyiség értékét! Mi a mérés eredménye?

Milyen valészintiséggel veszi fel az f fizikai mennyiség valamelyik lehetséges f,
értékét a (i allapotban?

Hogyan van értelmezve a [f, §] kommutétor?

Mikor mondjuk, hogy két fizikai mennyiség egyidejlileg mérhet6?

Egyidejiileg mérheto-e az f és a g fizikal mennyiség, ha operédtoraik felcserélheték?
Egyidejlileg mérheté-e az f és a g fizikai mennyiség, ha operdtoraik nem felcserélhetok?

Milyen kapcsolatot teremt az evoluciés operator a kezdeti (1(ty) éllapot és a t > tg
pillanatbeli (¢ (t) allapot kozott?

Milyen tulajdonsagu operator az evoliciés operator?
Irja fel a (1(t) dllapotvektor idébeli véltozasat leiré Schrodinger-egyenletet!
Milyen allapotokat neveziink stacionarius dllapotoknak?

Hogyan fiigg az F,, energidja staciondrius allapot az id6tél?
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51.
52.
53.

54.
55.
56.

NSOt W

11.

12.

13.

Milyen tulajdonsagu operator a Hamilton-operator?
Mi a Hamilton-operator fizikai jelentése?

Miért mondhatjuk, hogy a Hamilton-operator a vizsgalt fizikai rendszer matematikai
modellje?

Irja fel az id6t8] fiiggetlen stacionarius allapotot meghatérozé egyenletet!
Hogyan véltozik egy tetszOleges f (t) fizikai mennyiség varhato értéke az idé fiiggvényében?

Mit mondhatunk egy tetszéleges, az idotol explicit moédon nem fiigg6 fizikai men-
nyiség varhatd értékének idébeli valtozasardl, a ha a fizikai rendszer staciondarius
allapotban van?

Kvantummechanika 1. Kérdések a 2. zh.-hoz

Hogyan van értelmezve az evoluciés operator?

Milyen matematikai tulajdonsdgai vannak az evolicids operdtornak?

Mi a kapcsolat az evoluciés operator és a Hamilton-operator kozott?

frja fel az evolicids operator mozgasegyenletét!

Hogyan szdlnak egy részecske esetén a Heisenberg-féle csererelaciok?

Mit mond ki a hatarozatlansagi elv?

frja fel a részecske x helykoordinatajara és p, impulzuskomponensére vonatkozd
Heisenberg-féle hatarozatlansagi reldaciét!

Legyen ¢, () a részecske energia-sajatallapota, amelyre

FIQSn(F) = En¢n(F)a (11.0.66)

ahol H a részecske idétél fuggetlen Hamilton-operatora. frja fel ugyanezen allapot
idotél fiiggd hullamfiiggvényét!

. Mi az & koordinéata-operator és a p, impulzus-operator kifejezése koordinata-reprezentaciéban?
10.

Tetszoleges py € (—o0, +00) esetén a ¢(x) = cos(pozr) figgvény sajatfiiggvénye-e
(a) az impulzus p, operédtordnak, és
(b) az impulzus operatora négyzetének, azaz p2-nek.

Hogyan kell kiszdmitani koordindta-reprezentacidban a [i) és a |®) dllapotok (P|w))
skalarszozatat?

Hogyan kell kiszamitani koordindta-reprezentaciéban a [¢) allapoti, 1-dimenziés
mozgast végzo részecske esetén

(a) akoordindta Z = (¥|2[) varhaté értékét, és A%z = (|22 —22|¢)) szérdsnégyzetét;
(b) azimpulzus T = (¥|p, 1) varhaté értékét és Ap, = (Y|p2—p2|) szérasnégyzetét?
Szabad részecske stacionarius hullimfiiggvénye ¢(z) = Ae™*®. Menynyi a részecske

2
pz impulzusdnak és 5= kinetikus energidjanak a varhato értéke ebben az allapotban?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Ha ®(x) a részecske hullamfiiggvénye, akkor mi annak a valdsziniisége, hogy a
részecskét az (z,x + dz) intervallumban taldljuk?

Hogyan van értelmezve a 3-dimenzids térben mozgé, 1 (7) hullamfiiggvénnyel jellemzett
allapotban taldlhaté részecske esetén az 7 helyen torténé megtaldlds valdsziniiségi
stirtiségfliiggvénye és a rszecske valdsziniiségi aramsiiriisége?

Hogyan szdl a megtaldlasi valészinliségre vonatkozé kontinuitdsi egyenlet?

A 9 (x,t) staciondrius allapotban van a részecske. Hogyan fiigg a megtaldldsi

valOsziniiség slrisége és a valdszinliségi aramsiriség az idotol? Miért?
Legyen az egy-dimenzids mozgast végz6 részecske a ¢, (z) stacionérius dllapotban.

(a) Mi annak a valdszintisége, hogy a részecskét az (z,z + dx) intervallumban
talaljuk?

(b) Mi annak a valdszintisége, hogy a részecskét az [a, b] intervallumban talaljuk?

////// 7"

(c) Mekkora a ¢, (x) allapotban a valdsziniiségi dramsiiriiség?

A részecske abban az impulzus-sajatallapotban van, amely az impulzus p'sajatértékéhez
tartozik. Szdmolja ki a részecske ; valészintliségi aramsiiriiségét ebben az allapotban.
frjon fel egy olyan hullimcsomag hulldmfiiggvényét koordinata-reprezentaciéban,
amelyben a p'impulzusi sikhulldm-dllapot megtaldlasi valoszintisége w(p). Egyértelmii-
e a valasz? Miért?

frja fel a dobozba zért részecske Hamilton-operdtorat és a staciondarius allapotokra

vonatkozé Schrodinger-egyenletet 1-dimenzids esetben és oldja meg! Milyen hatéarfeltételeknek

kell eleget tegyen a stacionarius allapotok hullamfiiggvénye? Folytonos vagy diszkrét

az energiaspektrum, kotott vagy szorasi allapotok a stacionarius allapotok? Milyen

kvantumszammal jellemezhet6 a stacionarius allapot, kvalitative mi jellemzi a sta-

cionarius allapotok energidinak elhelyezkedését az energiatengelyen?

Mennyi az L hosszisigu, egy-dimenzids dobozba zart részecskének az impulzusbi-

zonytalansiaga a Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv értelmében az alapallapotban?

Becsiilje meg a hatérozatlansagi elv alapjan a dobozba zart részecske alapéllapoti

energigjat!

Vizsgaljuk az L hosszisagl, egy-dimenzids dobozba zart részecske stacionarius allapotait!
(a) Mi a kapcsolat a félhulldmhossz és a doboz hossza kozott?
(b) Melyek a részecske energidjanak lehetséges értékei?

Egy részecske mozog vonzé sztatikus potencidltérben az z-tengely mentén. A po-
tencidl U(x) < 0, alulrdl korlatos, U(z) > Uy és a végtelenben eltiinik, U(x) — 0,
ha |z] — oo. Milyen intervallumba esnek az energiasajatértékek? Vannak-e kotott
és nem kotott allapotok és mit mondhatunk ezek energidjarol?

Egy részecske mozog az U(z) = 0, ha ¢ < 0, U(z) = Uy > 0, ha x > 0 po-
tenciallépcso terében az z-tengely mentén. Milyen intervallumba esnek az ener-
giasajatértékek? Vannak-e kotott és nem kotott dllapotok és mit mondhatunk ezek
energidjarol?

Részecske derékszogli potencidlgét, V(z) =0, hax < 0és x > a, V(z) =V > 0,
ha 0 < z < a, jelenlétében mozog az z-tengely mentén. frja fel a staciondarius
allapotokra vonatkozé Schrédinger-egyenletet! Tegye fel, hogy olyan részecskét
irunk le, amelyik x — —oo felél érkezik a potencialgathoz! [ rja fel, hogy ekkor
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28.

29.

30.
31.

32.

33.
34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.
44.

45.

milyen a megoldas alakja, és irja fel azokat a hatarfeltételeket, amelyeket a sta-
ciondrius allapot id6tél fiiggetlen hullamfiiggvényének ki kell elégitenie!

Hogyan van értelmezve potencialgat jelenlétében a reflexids tényezo6 és a transzmis-
sziés tényez6? Milyen relaciot elégit ki a reflexids és a transzmisszids tényezd és
miért?

frja fel a linearis harménikus oszcillator Hamilton-operatorat koordinata-reprezenticiéban
és a linedris harménikus oszcillator stacionarius allapotaira vonatkozd Schrodinger-
egyenletet! Milyen a linearis harmonikus oszcillator energiaspektruma? Milyen
kvantumszammal jellemezhet6k a linedris harmoénikus oszcilldtor energiaszintjei,
adja meg az azokra vonatkozé kvantitativ dsszefiiggést is! Milyen csererelacionak
tesz eleget az energiakvantumot kelt és eltiintetd operator? Hogyan van értelmezve
az energiakvantumok szaméanak operatora? Hogyan lehet az alapallapotbdl felépiteni
az energiakvantumainak kelté operatora segitségével a linearis harmoénikus oszcillator
valamennyi gerjesztett allapotat?

frja fel a linedris harmonikus oszcillator Hamilton-operatorat koordinata-reprezentaciéban!
Milyen kapcsolat van a linearis harmonikus oszcillator témege, direkciés allandéja
és klasszikus mozgdsanak korfrekvencidja kozott?

Hogyan néz ki a linedris harmonikus oszcillator Hamilton-operatoranak alakja az
oszcillator kvantumai szamanak n operatoraval kifejezve?

Melyek a staciondarius allapoti linedris harmonikus oszcillator lehetséges energiai?
Mennyi a linearis harmonikus oszcillator energidja az alapallapotban,

(a) a klasszikus mechanika szerint,
(b) a kvantummechanika szerint?

Miért nem nulla a linearis harmonikus oszcillator alapéallapoti energidja?

Hogyan van definidlva egy pontrészecske palyaimpulzusmomentumanak operatora?
Milyen csererelaciokat elégitenek ki a palyaimpulzusmomentum Descartes-komponensei?
Hogyan van értelmezve a palyaimpulzusmomentum négyzetének operatora?

Milyen csererelaciokat elégit ki a palyaimpulzusmomentum négyzetének operdtora

a palyaimpulzusmomentum Descartes-komponenseinek operatoraival?

Melyek a palyaimpulzusmomentum négyzete operatoranak sajatértékei?

Ha egy allapot a palyaimpulzusmomentum négyzetének ¢ = 3-hoz tartozo sajatallapota
és egyuttal a palyaimpulzusmomentum z-irdnyu vetiilete operdtoranak is sajatéllapota,
akkor mik lehetnek a vetiilet sajatértékei?

Ha két fliggetlen részecske egyikének j; = %, masikanak jo = % az impulzusmomen-
tuma, akkor melyek az ered6 impulzusmomentum lehetséges J értékei?

Mely sajatértékegyenletek megoldasai az Yy ., (0, ) gombfeliileti fiiggvények?

Mi a kapcsolat a Laplace-operator Ag , szogfiiggd része és a palyaimpulzusmomentum
négyzetének operatora kozott?

frja fel a szabad részecske Hamilton-operatorat koordinata-reprezentacioban az impulzus-
operator segitségével és a pdlyaimpulzusmomentum operdtoranak segitségével!
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