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BEVEZETO

A jegyzetben attekintem a szimmetridknak a kvantumelméletben jatszott szerepét.
A teljesség igénye nélkiil azzal a céllal valogattam Ossze a témakoroket, hogy meg-
mutassam, miként mitkodnek a szimmetridk mint a fizikai torvények torvényei,
mint altalanos elvek, amelyekb6l megmaradasi torvények kovetkeznek és amelyek
megszoritjak a kolcsonhatasok milyenségét és a fizikai rendszerek dinamikajat leird
mozgasegyenletek alakjat.

A jegyzetet minden fizika szakot felvett hallgaté figyelmébe ajanlom, aki éppen
elkezdte kvantummechanika tanulmanyait vagy mar tal van rajta. A jegyzet ugy
irodott, hogy akkor is értheté és tanulhato legyen, ha valaki még nem ismerkedett
meg a kvantummechanikdval. Ezért elmondom a legfontosabb kvantummechanikai
ismereteket a ,,megeldlegezés szintjén”, azaz bizonyitas nélkiil, — altalaban ott, ahol
éppen hasznaljuk 6ket.

A jegyzet a targyaldsmdd tekintetében erésen tamaszkodik az [1] tankonyvre.



I. CSOPORTELMELETI BEVEZETO



1 A csoportokrodl és abrazolasaikrol

A G halmazt csoportnak nevezziik, ha értelmezve van rajta egy szorzasnak nevezett
csoportmivelet az alabbi tulajdonsagokkal: barmely g, g1, g2, g3 € G esetén

® 192 € g7

e (0192)93 = 91(9293) = 919293 (asszociativitds),
e létezik e € G baloldali egységelem, eg = g,

o létezik ¢! baloldali inverz, g~tg = e.

Ekkor a baloldali egység és inverz egyuttal jobboldali egység és inverz is: ge = g és

ggil = €.

A csoportokat elemeik szamossaga szerint a kdvetkezoképpen nevezziik:

e Véges csoport: a csoport elemeinek n szama pozitiv egész szam. Azt mondjuk,
hogy a csoport rendje n.

e Diszkrét csoport: a csoport elemeinek szama megszamlalhato végtelen.

e Folytonos csoport: a csoport kontinuum szamossagu elemet tartalmaz. Ha
a csoport minden eleme az ay,as,...,a, véges szamu valdés paraméter anali-
tikus fliggvénye, amelyek a valés szamegyenes valamely intervallumat futjak
be, akkor véges folytonos csoportrél beszéliink és n-et a csoport dimenzidjanak
nevezzik.

A csoportot Abel-csoportnak nevezziik, ha a csoportmiivelet kommutativ, azaz
barmely g1, g2 € G esetén g1g2 = g29;.

A G csoport G’ részhalmazat alcsoportnak nevezziik, ha az maga is csoport
a G-ben értelmezett miveletre nézve. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy
g195' € G barmely gi,90 € G esetén. A G’ alcsoportot invaridns alcsoportnak
nevezziik, ha barmely g € G és ¢’ € G’ esetén gg'g~! € G'. Az e egységelembdl 4ll6
alcsoport és G a G csoport trividlis invarians alcsoportjai.

A csoportokat az invarians alcsoportjaik alapjan a kovetkezéképpen osztalyoz-
zuk:
e cgyszerll csoportok, amelyeknek nincsen nem trividlis invarians alcsoportjuk;

o félegyszerli csoportok, amelyeknek nincsen nem trividlis abeli invarians alcso-
portjuk.



Az egyszerli csoportok halmaza sziikebb, mint a félegyszeriieké: minden egyszeri
csoport félegyszerii, de nem minden félegyszerii csoport egyszer.

Kiilonboz6 csoportok osszehasonlitasa leképezések révén lehetséges. A G cso-
portot a G’ csoportra homomorf médon leképezhetének nevezziik, ha létezik G-nek
G'-re val6 miivelettartd leképezése. G-nek azt a K részhalmazat, amelyet a homo-
morfizmus az ¢ € G’ egységelemre képez le, a homomorfizmus magjanak nevezziik.
A homomorfizmus K magja a G csoport invarians alcsoportja. Ha a homomorfizmus
kolesonosen egyértelmii leképezés, akkor azt mondjuk, hogy G és G’ izomorf. Az
izomorfizmus magja a G egységelemébol alléo halmaz.

A csoportokban valamely alcsoportjuk segitségével bal- és jobboldali mellékosz-
talyokat, majd a csoport felett a mellékosztalyokbdl allo faktorcsoportot értelmez-
hetiink. Ha g € G tetszOleges rogzitett elem és G’ alcsoportja a G csoportnak, akkor
a{99'} =99 ({¢'g} = G'g) halmazt, ahol ¢’ € G’ tetsz6leges, jobboldali (baloldali)
mellékosztalynak nevezziik. Ha G’ invaridns alcsoport, akkor gg’'g~! € G’ és a bal- és
jobboldali mellékosztalyok kovetkezésképpen megegyeznek. Ekkor a mellékosztalyok
csoportot alkotnak, amelyben a csoportmiivelet az alabbi tulajdonsagu:
(91G")(92G") = 9192G"; G’ az egységelem és gG’ inverze g~*G’. A mellékosztéalyoknak
ezt a csoportjat faktorcsoportnak nevezik, jeldlése: G/G'. Ha a G csoport homomorf
moédon leképezheté a G’ csoportra, akkor a homomorfizmus K magja (invaridns
alcsoport!) altal generdlt G/IC faktorcsoport izomorf a G' csoporttal.

A G csoportot a G; és G, alcsoportjai direkt szorzatanak nevezzik, azaz G =

gl ® gZ) ha

e a két alcsoportnak pontosan egy kozos eleme van, az e egységelem;
e barmely két g; € Gy és g € Gy elem kommutdl, azaz g19o = g291;

e barmely g € G csoportelem egyértelmiien bonthaté fel g = g1g- alakban, ahol
g1 € G1 6s g2 € Ga.

A csoportokat abrazolhatjuk valamely vektortér f6lott értelmezett linearis opera-
torokkal. Ha a vektortérben bazist valasztunk, akkor a linearis operatoroknak ebben
a bazisban matrixok felelnek meg és igy a csoportot matrixokkal tudjuk abrazolni. A
G csoportnak az L vektortérben vald dbrézolasdn a T : g(€ G) — T'(g)(€ O(L)) ho-
momorfizmust értjiik, ahol 7'(g) az L vektortéren értelmezett linedris operatorok. Ha
az L vektortér véges d dimenzids, akkor az abrazolast véges dimenziésnak nevezziik.
Ekkor (rogzitett bazis esetén) valamennyi csoportelem T'(g) képe egy (dxd)-s matrix.
Ha az L vektortérben létezik pozitiv definit skaldrszorzat, akkor beszélhetiink unitér
abrazolasrdl, amikoris minden ¢ csoportelemet unitér 7'(g) matrixszal dbrazolunk.
AT :G— O(L) ésaTy: G— O(Ly) dbrazolasokat ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik az Lo vektortérnek Li-re valé A : Ly — Lq kOlcsonosen egyértelmi leképezése



a T1(g)A = ATy(g) tulajdonsaggal. Egy csoport Osszes lehetséges abrazoldsainak
halmaza ekvivalens dbrazolasok diszjunkt osztalyainak egyesitéseként all elo.

AT :G — O(L) abrézolast reducibilisnek nevezziik, ha létezik legalabb egy
olyan nem trividlis Ly altér az L vektortérben, amelyet valamennyi 7'(g) linearis
operator invariansan hagy. Ellenkez6 esetben az abrazolast irreducibilisnek nevezziik.
Reducibilis dbrazolas esetén (alkalmas bazisban) minden csoportelemnek

Ti(g) Q(9)
T(g)~< 0 TQ(Q)> (1.1)

alaki matrix felel meg, ahol T1(g) Li-et énmagdara képezi le. Ha az L;-re merdleges
altér szintén invaridns, akkor minden csoportelem azonos blokkdiagonalis szerkezettel
rendelkezé matrixszal abrazolhaté:

Ti(g) 0
T(Q)N( 0 T2<g>>. (1.2)

Ekkor azt mondjuk, hogy a G csoport T dbrézolasa L-ben az Li-beli T} és az Lo-
beli T, abrazoldsok direkt Osszege: T'(g) = Ti(g) ® To(g). Ha az L teret teljesen
sikeriil felbontanunk invarians alterek direkt Osszegére, L = Ly ® Ly @ ... ® L,
akkor az dbrazoldst teljesen reducibilisnek nevezziik, és irhatjuk, hogy T(g) =
Ti(g) @ To(g) ® ... ® Tn(g). Itt valamennyi T; dbrazolas irreducibilis. A véges di-
menziés unitér dbrazolasok mindig teljesen reducibilisek. A véges dimenzids unitér
abrazolasokat tehat mindig vissza tudjuk vezetni irreducibilis abrazolasokra. Ahhoz,
hogy az abrazolasokrdl teljes képet kapjunk, elegendo ilyenkor csak az irreducibilis
abrazolasokat felkutatni.

Megmutatjuk, hogyan lehet tenzori szorzassal abrazolasokbdl tjabbakat szer-
keszteni. Ezzel lehetové valik majd egy csoport Gsszes irreducibilis dbrazolasanak
felkutatasa. Legyen T7 : G — O(Ly) és Ty : G — O(Ls) két dbrazolds. A

[T1(9) @ Ta(9)]ije = [T1(9)]ik[T2(9)] (1.3)

Osszefliggéssel értelmezett T) @ Tp : G — O(Ly ® Lg) leképezés szintén dbrazoldsa a
G csoportnak; a neve tenzori szorzat abrazolas. Ha G = G1 ®Gs, és T1 : G1 — O(Ly),
Ty : Go — O(Ls) irreducibilis abrézolasok, akkor a T'=T1 @ Ty : G — O(L; ® Ls)
abrazolas is irreducibilis. Ezt a tételt felhasznalva megszerkeszthetjiik egy csoport
osszes irreducibilis abrazolasait.

A csoportokon bevezethetjiik a ,,kozelség” fogalmat, vagyis topologiat értelmez-
hetiink. Ezt kovetéen értelmezhet6 a hatarérték és a folytonossdg. A tovabbiakban
csak olyan csoportokat vizsgalunk, amelyek kolecsonosen egyértelmiien leképezhetoek
az n-dimenzids valés euklideszi tér valamely részhalmazéra. Jelolje P(g) € E, a g
elem képét. Tekintsitk ennek e sugara S.(P(g)) C E, kornyezetét, azaz minda-
zon P’ pontokat, amelyekre |P" — P(g)| < e. A g csoportelem e sugari 3.(g) C

9



G kornyezetén azon ¢’ elemek halmazat értjitk, amelyeknek képei a g elem P(g)
képének e sugart kérnyezetében talalhatok, azaz amelyekre |P(g¢') — P(g)] < e A
kornyezet fogalménak birtokdban a hatarérték és a folytonossag a szokasos médon
definidlhaté. Pl. a gigos = g3 csoportmiivelet folytonos a go-ben, ha tetszdleges
€ > 0 esetén létezik olyan d. > 0, hogy minden g € X5 (g2) csoportelemre |P(g1g9) —
P(gs)| <e.

A G csoportot topoldgikus csoportnak nevezziik, ha a csoportmiivelet mindkét
valtozdjaban folytonos és az inverzképzés is folytonos. A G csoport kompakt, ha
a csoportelemek F,-beli képeinek P(G) halmaza kompakt (korlatos és zart). A G
csoportot lokélisan kompaktnak nevezziik, ha minden P(g) € E, képpontnak van
csak képpontokbdl allé kompakt kornyezete.

A topolégikus csoportok fontos tulajdonsaga az Osszefiiggdség. Ez azzal kap-
csolatos, hogy a csoporton értelmezett gorbéket (utakat) lehet-e folytonosan egy-
méasba ill. egy pontba deformdlni. A valds szdmegyenes = € [0, 1] zart interval-
luméanak a G csoportba valé folytonos g(z) : [0,1] — G leképezését a G csoporton
értelmezett folytonos gorbének (titnak) nevezziik. Azt mondjuk, hogy a G csoport
osszefiiggd, ha barmely két gi, go csoportelemhez talalhaté olyan folytonos gorbe,
amelynek végpontjai g; és g9, azaz létezik olyan g(x), hogy ¢(0) = g1 és g(1) = g.
A g(x) gorbét zartnak nevezziik, ha g(0) = ¢(1). Akkor mondjuk, hogy a g(z)
és az f(x) gorbék folytonosan deformalhaték egymadsba, ha létezik olyan, mindkét
véltozdjaban folytonos A(z,y) : [0,1] ® [0, 1] — G leképezés, amelyre A(x,0) = g(x)
és A(x,1) = f(z). A G csoportot egyszeresen Osszefiiggének nevezziik, ha minden
zart gorbéje folytonosan egy pontba deformélhat6 (azaz az f(x) = f ,,gdrbébe”). A
nem egyszeresen Osszefiiggd csoportot tobbszorosen osszefiiggének nevezziik. Utobbi
esetben a folytonosan egymésba deformalhaté zart gorbék diszjunkt osztalyokat
alkotnak. Ha m ilyen osztaly van, akkor a csoport m-szeresen Osszefiiggd.

A fizikai alkalmazasok soran csak olyan abrazolasokat fogunk vizsgalni, ame-
lyek folytonosak, azaz amelyekre g — ¢ esetén T'(g) — T'(g¢'). A tObbszorosen
Osszefliggd csoportok abrazoldsai tobbértékieknek adodnak, ha ragaszkodunk az
abrazolas folytonossdgahoz. A helyzetet azonban leegyszeriisiti az a tény, hogy
minden tobbszorosen osszefiiggd G topoldgikus csoporthoz egyértelmiien 1étezik egy
egyszeresen Osszefiiggd G topolégikus csoport, amely homomorf médon leképezhetd
G-re. G-t a G csoport univerzalis fedScsoportjanak nevezziik. Mivel a feddcsoport
egyszeresen Osszefiiggo, azért csak egyértékii folytonos dbrazolasai vannak. Fzenkiviil
meg lehet mutatni, hogy a G csoport minden abrazoldsa a fedécsoportjanak egy
egyértékli dbrazolasat valdsitja meg. Ahhoz tehat, hogy megtalaljuk a G csoport
Osszes (egy- és tobb-értékil) dbrazoldsat, elegendd a G fedécsoport Osszes (egy-
értékil) abrazolasat keresniink.

A topoldgikus csoportok kozott a fizikai alkalmazasok szempontjabdl kiillonosen
fontosak a Lie-csoportok. A G topolégikus csoportot n-dimenzids Lie-csoportnak

10



nevezziik, ha az e € G egységelemnek létezik az alabbi tulajdonsagokkal rendelkez6
N kornyezete:

e N pontjai E,-beli képeinek parametrizalasahoz pontosan n darab valés ay, as,
..., a, paraméter sziikséges;

e az N kornyezetbdl vett tetszoleges két gy (aq, ... ay,), g2(by,...,b,) elem g1go =

gs(cy, ..., cn) szorzatdnak és barmely gi(ay, ..., a,) elem g;'(dy,...,d,) in-
verzének a képét megadd paraméterek a gy és go képét megadd paramétereknek
analitikus fuggvényei: ¢; = ¢;i(a1,...,an,b1,...,b,) és d; = di(aq,...,a,). A

paramétereket célszerti igy valasztani, hogy az egység elem képe F,, origdja
legyen: e =e(0,...,0).

Ezt a fejezetet néhany fontos tétellel zarjuk. Véges ill. folytonos kompakt
csoportokra a kovetkezo allitasok igazak:

e Az ekvivalens abrazoldsok minden osztalyaban van egy unitér abrazolas.
e Barmely unitér abrazolas teljesen reducibilis.
e Minden unitér abrazolas véges dimenzids.
Ezért akar véges csoportok, akar folytonos kompakt csoportok esetén elegendo a

véges dimenzids, irreducibilis, unitér, inekvivalens dbrézoldsokat megkeresniink.

Ha a csoport nem kompakt, akkor minden nem trividlis unitér abrézoldsa
végtelen dimenzios.

Egy félegyszerti csoport (s igy egy egyszerii csoport) folytonos dbrazoldsai mind
teljesen reducibilisek.

2 Lie-csoportok és Lie-algebrak

Legyen G egy n-paraméteres Lie-csoport és T' : g — T(g) annak egy folytonos
abrazolasa. Tekintsiik az e egységelem Y (e) kornyezetében 1év6 g = g(aq, as, . . ., ay)
elemeket. Segitségiikkel definidljuk a csoport abrazoldsanak un. infinitezimalis
generatorait:

_ JT(g) _
I, = T [ (k=1,2,...,n). (2.1)

11



A Lie-csoportok talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy az infinitezimalis generatorok
kommutatorai kifejezheték mint az infinitezimalis generatorok linearis kombinacioi,

L ] = > cl (j,k=1,2,...,n), (2.2)
/=1

ahol a cij csoportszerkezeti allandok fiiggetlenek az abrazolastél. A csoportszerkezeti
allandék a csoportot kimeritden jellemzik és az alabbi tulajdonsdgoknak tesznek
eleget:

Cij = _Cgkv (2.3)

> (chuchi + cischu + ach,) = 0. (2.4)
h=1

Az L Lie-algebran olyan valds linearis vektorteret értiink, amelyen értelmezve
van az [z,y] miivelet az aldbbi tulajdonsagokkal:

[z.y] € L,
[.T,y] = —[y,l’],
[, [y, 2l + [z, [z, 9]l + [y, [2,2]] = 0O (2.5)

barmely x,y, z € L esetén. Ha [z, y| = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és y kommutal
(uis. ha az algebrat linedris operatorokkal dbrazoljuk, akkor a [...,...] mivelet az
operatorok szokdsos kommutétorat jelenti). A Lie-algebra rangja azon baziselemek
maximalis szdma, amelyek egymdassal paronként kommutalnak. Az £ Lie-algebra
abrazolasan a Lie-algebranak valamely linedris vektortér linearis operatorainak hal-
mazara torténé r — T'(x) leképezését értjiik, amelyre:

T(ax + py) = oT(x)+ BT(y), (2.6)
T(lz,y]) = [T(z),T(y)] (2.7)

tetszoleges x,y € L és a, [ valds szamok esetén.

A Lie-csoportok és a Lie-algebrak kozott szoros kapcesolat van. A G Lie-csoport
valamely abrazoldsanak infinitezimalis generatorai egy Lie-algebrat abrazolnak, a
csoporthoz tartozé Lie-algebrat. Ebben az [, infinitezimalis generatorok bazist
alkotnak és teljesitik a (2.2) azonossigot.

Forditva is igaz, hogy a Lie-algebra barmely abrazoldsa meghatarozza a hoz-
zatartozo Lie-csoport egy abrazolasat. Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be:

e Bevezetjiik a Lie-csoport egy-paraméteres alcsoportjainak fogalmat. A G n-
paraméteres Lie-csoport egy-paraméteres alcsoportjan a g(t) (—oo < t < o0)
csoportelemek halmazat értjik. A t paraméter alkalmas megvalasztasaval
elérhetjiik, hogy ¢g(t1)g(ts) = g(t1 + t2), g(0) = e. Vadlasszuk meg t-t igy.
Az a; (i =1,...,n) paramétereket kifejezve a ¢t paraméterrel, el6all g(t).
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e Meghatarozzuk az egy-paraméteres alcsoportok abrazolasainak alakjat. Legyen
T(g) a G csoport egy folytonos abrazoldsa. Ekkor valamely egy-paraméteres
alcsoport abrézolasa a T'(t) = T'(ay1(t),as(t),. .., an(t)) egy-paraméteres ope-
ratorral adhaté meg. A t paraméter vélasztasanak kovetkeztében

T(t1)T(t2) = T(t1 + t2) (2.8)
és T'(0) = 1. Elemi szamoléssal ad6dik, hogy

dr(t), & [0T()da], &
dt |t=0—2[8ak ot |t:0—kz::1[lccka (2-9)

k=1

ahol ¢, = Oday,/0t|;—o és felhasznaltuk, hogy az e egységelemnek a; = 0 ést =0
felel meg.

Derivéljuk ezutan a (2.8) Osszefiiggés mindkét oldaldt ¢; szerint, majd vegyiik
az eredményt a t; = 0, t5 = ¢ helyen:

dT(#)
dt

dT(t)
Cdt

T () = (2.10)
A bal oldalon a ¢ = 0 helyen vett derivélt helyére helyettesitsiik be a (2.9)
kifejezést, majd integraljunk ¢ szerint. Eredményiil azt kapjuk, hogy egy egy-
paraméteres alcsoport minden elemének abrazolasa kifejezheté az abrazolas
infinitezimalis generatorainak a segitségével az alabbi alakban:

T = exp (i[kckt>. (2.11)

k=1

e Megmutathatd, hogy az Osszefiiggé Lie-csoportok minden eleme benne van
valamelyik egy-paraméteres alcsoportban, igy az osszefiiggd Lie-csoportok min-
den eleme felirhaté a (2.11) exponencialis alakban. Unitér abrazolasok esetén
szokas az [ operatorok helyett a J, = —il}; operdtorokat bevezetni, amelyek
hermitikusak. Ekkor (2.11) az aldbbi alakot olti:

T = exp <1ki1 chkt>. (2.12)

A Lie-algebra egy adott dbrazolasa tehat az infinitezimalis generatorok és a
Lie-csoport elemei dbrézoldsainak exponencialis alakja révén meghatarozza a Lie-
csoportnak is egy abrazolasat. A(z) (Osszefiiggd) Lie-csoportok abrézolasainak felku-
tatasa ezért visszavezethetd a csoporthoz tartozé Lie-algebrak abrazolasainak felku-
tatasara. A Lie-algebrak abrazolasainak reducibilis vagy irreducibilis volta ha-
sonldoan értelmezheto, mint a Lie-csoportok abrazolasainak megfelel6 tulajdonsagai.
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A Lie-csoportok és -algebrak abrézolasainak osztalyozasiban alapvetd fon-
tossdgu szerepet jatszanak az tn. Casimir-operatorok. Legyen {\;} az L Lie-

algebra bazisa; [\, \;] = Y, cfj)\g. Casimir-operatornak nevezzik az algebra
bazisvektorainak minden olyan kifejezését, amely valamennyi bazisvektorral kom-
mutél, azaz amelyre [C,\;] = 0 (i = 1,2,...,n). A Casimir-operatorok altaldban

nem elemei az algebranak, mert nem linedris kifejezései a bazisvektoroknak. Lie-
algebra (-csoport) esetén a Casimir-operatorok az infinitezimalis generdtorok olyan
kifejezései, amelyek a Lie-algebra  (-csoport) abrézoldsanak valamennyi elemével
kommutalnak. Ezért, ha az dbrazolds irreducibilis, akkor a Casimir-operatorok
az egységoperator szamszorosai. A Casimir-operatorok sajatértékeinek segitségével
osztalyozhatjuk tehat az irreducibilis abrazolasokat. Meg lehet mutatni, hogy az ir-
reducibilis abrazolasok teljes jellemzéséhez sziikséges Casimir-operatorok szaima pon-
tosan megegyezik a Lie-algebra rangjaval, vis. az egymassal paronként kommutald
infinitezimalis generatorok szamaval. Racahtdl szarmazik az a tétel, hogy min-
den félegyszerii csoporthoz, amelynek rangja r, létezik r darab fiiggetlen Casimir-
operator. (Ezek természetesen egymadssal is paronként felcserélhetdk.)

Ha a Lie-algebra félegyszerii, akkor rogton szerkeszthetiink egy Casimir-ope-
ratort. Képezziik a

_ ¢k
Gij = Zcikcﬂ
)
matrixot és g” inverzét, 3°; g gjr = 0. A

C = > g7\ (2.13)
ij

operator Casimir-operator, ez az un. kvadratikus Casimir-operator.

3 Specialis csoportok

3.1 A 3-dimenziés forgatasok

Az E3 valos 3-dimenzios euklideszi tér forgatasain olyan R transzformacidkat értiink,
amelyek a tér egy O pontjat (nevezziik origénak) és a tér pontjainak tavolsigait
invariansan hagyjak. A forgatasok az egymas utani végrehajtasukra mint miveletre
nézve csoportot alkotnak. Ez az O(3)-csoport. Valamely rogzitett bazisban az O(3)-
csoportot valos 3 x 3-as ‘R, matrixok abrazoljak:

— — / — /
T—=T =RZ = z; =, =Ry, (3.1)
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barmely & € E3 esetén. A forgatasok a vektorok hosszat és egymassal bezart szogeit
valtozatlanul hagyjak, amit ugy is kifejezhetiink, hogy a skaldarszorzat invarians:

3 3
Ty = Zl‘lyl — T /g/ = Z xi,yi/ = Zv. (32)
i=1 i=1
Ebbdl kovetkezik, hogy az R, métrixok ortogonalisak:

3
RRT = [, azaz ZRz]Rk] = Oik- (33)

j=1

Az ortogonalitds feltételébdl kovetkezik, hogy (detR)? = 1. Ennek megfeleléen
a csoport két diszjunkt részhalmazra bonthaté. Az egyikbe tartoznak azok az ele-
mek, amelyekre detR = +1, a masikba pedig azok, amelyekre detR = —1. Az
utobbi részhalmaz egyik eleme az I tértiikrozés:

I, = 0o -1 0 |. (3.4)

Az egyik részhalmazbdl a masikba nem lehet folytonos gorbe mentén eljutni. Ezért
az O(3)-csoport nem Osszefiiggs. Azokat a transzformaciokat, amelyekre detR = +1,
valédi forgatasoknak nevezziik. A valédi forgatasok kozott megtaldljuk az O(3)-
csoport egységelemét is (egységmatrix), ezért a valddi forgatasok az O(3)-csoport
SO(3) alcsoportjat képezik.

A valédi forgatdsok alcsoportja invaridans alcsoport, hiszen barmely R €0(3)
és R, € SO(3) esetén det(RR,R~') = +1. Az O(3)-csoport valamennyi eleme
egyértelmiien felirhaté egy valddi forgatas és I vagy I, szorzataként: R = IR,
vagy R = I,R, alakban. Ez egyrészt azt jelenti, hogy létezik egy O(3) — SO(3)
homomorfizmus, amelynek a magja a P={I, I} abeli alcsoport. Mésrészt, az O(3)
csoport a homomorfizmus P magjanak és a valédi forgatasok SO(3) alcsoportjanak
direkt szorzata: O(3) = SO(3) ® P. Ezért O(3) Osszes irreducibilis abrézoldsa mint
SO(3) és P irreducibilis dbrazoldsainak direkt szorzata all el6. Mivel P Abel-csoport,
azért csak egy-dimenzids abrazolasai vannak; ezek I, [, — 1 és 1 — 1, I — —1.
A tovabbiakban elegendd ezért csak a valddi forgatasok irreducibilis abrazoldsait
keresniink.

A valodi forgatdsok 3 paraméterrel adhaték meg. Ez lehet a 3 Euler-szog
vagy az n egységvektor, amellyel parhuzamos tengely koriil forgatunk és a for-
gatds w (0 < w < m) szoge. Az utdbbi parametrizalas kiilondsen alkalmas arra,
hogy a valddi forgatasok csoportjanak topolégidjat vizsgaljuk. Az SO(3)-csoport
kolesonosen egyértelmiien leképezheté az E3 euklideszi tér origdja koriili m sugara
gombalaki tartomanyra: az R,(7,w) csoportelem képe az J = wri vektor hegye
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altal kijelolt pont. Mivel azonban az 77 irdny és a —1 irany korili 7 szog elforgatas
ugyanaz az elforgatas, azért a m sugart gomb atmérdinek végpontjait azonosaknak
kell tekinteniink (egybe kell ejtentink), ha nem akarjuk megsérteni a leképezés egy-
egyértelmiiségét. Mivel a képpontok igy nyert halmaza korlatos, zart és Gsszefiiggo,
azért a valédi forgatasok SO(3) csoportja kompakt, Osszefiiggd csoport.

Az SO(3)-csoport azonban nem egyszeresen Osszefiiggd. A csoportra kétféle
zart gorbe rajzolhaté: (i) azok a zart gorbék, amelyeknek a képe a 7 sugari gdmb
ugyanazon pontjabdl indul ki, mint amelyben végzodik; (ii) azok a zart gorbék, ame-
lyeknek a végpontjai a gomb feliiletének diametralisan atellenes pontjaiban vannak.
Amig az (i) tipusi zart gorbék 6sszehizhatok egyetlen pontra, addig a (ii) tipustak
nem. A zart gorbéknek két osztalya van, amelyek nem deformalhaték at folytonosan
egymasba. A 3-dimenzids valddi forgatasok csoportja tehat kétszeresen Gsszefiiggo.

Végezetiil belathato az is, hogy két valddi forgatas egymaés utani alkalmaza-
sanak eredményét és a valodi forgatasok inverzeit megado paraméterek a megfelel6
csoportelemek paramétereinek analitikus fiiggvényei. Az SO(3)-csoport tehét két-
szeresen Osszefliggd, kompakt, 3-paraméteres Lie-csoport.

A kétszeresen Osszefiiggd SO(3)-csoport (egy- és kétértékii) irreducibilis abra-
zoldsait megkaphatjuk, mint az univerzalis fed6csoportjdnak (egyértékii) irreducibilis
abrazolasait. Az SO(3)-csoport univerzalis fedGcsoportja az SU(2)-csoport: a 2 ® 2-
es, komplex elemt, unitér, unimodularis (a determindns értéke +1) matrixok cso-
portja. Az SU(2)-matrixok a 2-dimenzids komplex vektortéren hatnak és invaridnsan
hagyjék a (v, w) = ;1 o vjw; skaldrszorzatot, ahol v és w a 2-dimenziés komplex
vektortér tetszoleges vektorai.

Definiciéjuk kovetkeztében az SU(2)-matrixok altaldnos alakja:

v=( 5 ). 3.5)

ahol a és b tetsz6leges komplex szdmok, amelyekre |a|? + [b]> = 1. Vezessiik be az
a = ag + iag és b = as + iay definiciéval az a; (i = 0,1,2,3) valés paramétereket
(33 a2 =1); ekkor

V = aol +idd, (3.6)

ahol @ = (a1, as,a3) és & = (04,04, 0,) a Pauli-matrixok:

0 1 0 —i 10
crx:<10>, oy:<i O)’ UZ:<0—1>' (3.7)

2 3 2

Vezessiik be az a paramétert az a* = Y ;_, a; Osszefiiggéssel. Ekkor irhatjuk, hogy

ag = cos(w/2) és a = sin(w/2), ahol 0 < w < 27, és ekkor az SU(2)-métrixok
altalanos alakjara

V(1,w) = cos(w/2) + i7id sin(w/2) = exp(iricw/2) (3.8)
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adodik, ahol 77 az @ iranyaba mutaté egységvektor. Ez az Osszefliggés megfelel-
tetést létesit az SU(2)-matrixok és a 3-dimenzids euklideszi térbe irt 7 sugarid gémb
pontjai kozott. A gomb felilletének pontjai (w = 27) mind a V(71,27) = —1 cso-
portelem képei. Most tehat minden zart gorbét folytonosan Ossze lehet htzni a
gomb tetszéleges pontjara. Ezért az SU(2)-csoport egyszeresen Osszefiiggé kompakt
Lie-csoport.

Az SU(2) — SO(3) homomorfizmust az a leképezés valdsitja meg, amely az
SU(2)-csoport £V (71, w) elemeihez ugyanazt az R (71, w/2) matrixot rendeli. Mint
az az elozo fejezetekben elmondottakbdl kovetkezik, a 3-dimenzids tér valddi for-
gatdasal SO(3) csoportjanak csak egy- és két-értékii dbrazolasai vannak, amelyek
mind az SU(2) fed6csoport egyértékii dbrazolasai. Ezért elegendd a kés6bbiekben
csak az SU(2)-csoport véges dimenzids, unitér, irreducibilis dbrazoldsait meghatarozni.

Hatérozzuk most meg a csoportszerkezeti dllandékat. Az SO(3) és az SU(2) al-
gebra izomorf. Ennek egyik abrazoldsa az on- vagy mas néven alapdbrazolas, amikor
az algebra elemeit 2 ® 2-es komplex méatrixokkal abrazoljuk. Ekkor az abrazolas ex-
ponencidlis alakjara vonatkozé dltaldnos (2.12) képlet és az SU(2)-métrixok alakjét

megadé (3.8) képlet Osszevetésével az infinitezimalis generdtorokra
1 1 1
Jl = 50'93, JQ = §O'y, J3 = 50'3 (39)
adodik. A Pauli-matrixok alakjit felhasznélva igazolhatjuk hogy az SU(2)-algebra

generatorai a
3
[T, Tl = 1) €, (3.10)
=1

kommutatorrelaciot elégitik ki. Innen leolvashatok a csoportszerkezeti allandok.

Az SU(2)-csoport egyszerti és a rangja 1 (az SU(2)-algebranak nincs két kom-
mutélo béziseleme). Utébbibol kovetkezik, hogy az SU(2)-csoportnak az irreducibilis
abrazolasait egyetlen Casimir-operator sajatértékeivel egyértelmiien lehet jellemezni.
A

3
c =Y J (3.11)

i=1
operator kommutal valamennyi J; (i = 1,2,3) infinitezimélis generdtorral, igy Ca-

simir-operdtor. Ennek sajatértékeit fogjuk hasznélni az SU(2)-csoport irreducibilis
abrazolasainak jellemzésére.

3.2 Az SU(3)-csoport

Az SU(3)-csoport a komplex 3 ® 3-as, unitér, unimoduldris matrixok csoportja. A
csoportelemek 18 valés paraméterrel jellemezhetok, amelyek kozott az unitaritési
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feltétel és az unimodularitas 10 valés osszefiiggést jelent, igyhogy a csoport fiiggetlen
paramétereinek szama 8. A csoport altalanos eleme

8
U = exp (ichFk> (3.12)
k=1

alakt, ahol ¢ tetszdleges valés paraméterek és I} 8 linearisan fiiggetlen 3 ® 3-as
hermitikus matrix, az infinitezimalis generatorok:

1 010 1 0 -1 0
F1 - 5 1 O O y F2 = 5 i 0 O 5
000 0 0 0
1 1 0 O 1 0 0 1
F3= 3 0 -1 0|, F, = 3 000,
0 0 O 100
1 00 —i 1 000
F5 = 3 00 0 |, Fs = 3 00 1],
i 0 O 010
00 O 1 1 0 0
Fr=—-(00 —i |, Fs=——=| 01 0 (3.13)
2\o0 i 0 23\ 0 0 -2
A generdtorok az alabbi kommutécios relaciot elégitik ki:
8
[FL ] = 1) figeF, (3.14)
k=1

ahol f;;r barmely két indexére nézve antiszimmetrikus. Az el nem tiné f;j; értékek
az alabbiak:

fizs =1, fir = fase = fosr = faus = 1/2,
fise = faor = —1/2,  fuss = fors = V3/2. (3.15)

Az F), matrixok megvaldsitjak az SU(3)-algebra 6ndbrazolasat. Az énabrézolasban
az Fj matrixok az aldbbi antikommutdacios relacidkat is kielégitik:

1

8
35ij[ + Z d;iji e, (3.16)

k=1

{F“FJ} =

ahol d;;, barmely két indexében szimmetrikus és az el nem t{ing értékek:

dis6 = dis7 = dase = dzgq = dss5 = 1/2,
dosr = dags = darr = —1/2,  diig = daog = dzzs = 1/V/3,
dggg = —1/\/§, dasg = dssg = dges = drgg = —1/(2\/5)- (3.17)

18



Az fi;k és d;jr mennyiségek az aldbbi Osszefiiggésnek tesznek eleget:
8 8
S (i frim + frjdiom) = Y dijmfra- (3.18)
k=1 k=1

Az SU(3)-csoport félegyszerii, kompakt és egyszeresen Osszefiiggd Lie-csoport.
A csoport rangja 2. Két Casimir-operator szerkeszthetd, a kvadratikus

: 2i
Ci=> F?= 3 > fijuFiF Fy, (3.19)
i=1 ijk
és a kobos
Cy =Y d;j,FiF;Fy. (3.20)
ijk

Az SU(3) irreducibilis abrazolasai C és Cy sajatértékeivel egyértelmiien jellemezhetok.
Megintcsak elegendo lesz a véges dimenzids, unitér, irreducibilis, inekvivalens abra-
zoldsokat megkeresniink. Ezt azonban kicsit még késébbre halasztjuk.

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl még érdemes az algebra egy masik
bazisat is bevezetni:

Ty =F +iF, Uy=F;+iF;,

2
Vi=F +iFy, Ty=F;, Y =-—F. 3.21
+ 4 5 3 3 \/58 ( )

Erdemes megemliteni, hogy T’ ', T és Ty az SU(3)-algebranak az SU(2)-algebraval
izomorf részalgebrajat alkotja, tovdbbd, hogy [T3,Y] = 0.

3.3 A homogén Lorentz-transzformacidk csoportja
Homogén Lorentz-transzformaciénak a Minkowski-tér x* vektorainak olyan
ot — o = At 2 (3.22)
transzformacio6it nevezziik, amelyekre
o ot =t (3.23)
Ebbol kovetkezik, hogy a homogén Lorentz-transzformaciok valés matrixai a

Aoguohls = 9uo (3.24)
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osszefiiggéseknek tesznek eleget, ahol

1 0 0 0
) 0 -1 0 0

) =)= 6 o _1 o (3.25)
00 0 -1

a Minkowski-tér metrikus tenzora. A (3.24) egyenlet 10 Osszefiiggést jelent, mivel
a metrikus tenzor szimmetrikus, igy a homogén Lorentz-transzformacioknak 4 x
4 — 10 = 6 paramétere van. Ezek a transzformécidk alkotjak a homogén Lorentz-
csoportot; jele L.

Az (3.24) egyenletbdl (detA)? = 1, azaz detA = +1 adddik. A —1 deter-
minansi homogén Lorentz-transzformaciok halmaza nem tires. Oda tartozik az I
tértiikkrozés és az I, idomegforditas:

1 0 0 0 -10 0 0
0 -1 0 0 0 100

L. = 0o 0 -1 0 |’ I = 0 010 (3.26)
0 0 0 -1 0 00 1

Az (3.24) osszefuiggések koziil vegyiik azt, amelyet v = o = 0 esetén kapunk; ebbél:

(AD)? = 1+ i(/\?‘o)2 > 1. (3.27)

=1

A homogén Lorentz-transzformdciok kozott vannak tehdt olyanok, amelyekre A% >
1 és olyanok, amelyekre AY < —1. Az utébbira példa az I; idémegforditési transz-
formacio. Az L, csoport, mint halmaz, diszjunkt részekbdl all:

(I):  deth=+1, A% >1,
(II): detA=—1, A% >1,
(I1T):  detA=-1, A% < -1, (3.28)
(IV): detA = +1, A% < —1.

Az (I) részhalmaz tartalmazza az Lj csoport egységelemét, az azonossagi transz-
forméciét. Igy (I) maga is csoport, az in. valdi ortochron (més néven a lesziikitett
homogén) Lorentz-transzformaciék csoportja; jele Ly,

Tekintsiik a V' = {I, I, I, Iy = II;} halmazt, amely £, négyelemii, abeli
alcsoportja. Létezik egy olyan homomorfizmus, amely leképezi az L}, csoportot a V'
alcsoportra. Ennek a magja Ly, igy Ly, invarians alcsoport. Meg lehet mutatni,
hogy a homogén Lorentz-csoport 0sszes irreducibilis abrazolasat meg lehet kapni a
V és az Ly, alcsoportok irreducibilis abrazolasaibdl.
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AV abeli alcsoport irreducibilis dbrazolasai:

Ty: I —1, I, —1, I, — 1, I, — 1
T I—1, I,—1, Ly — -1, I;,— —1
T I —1, I,—» -1, I, —»1, Iy — —1
T3: I —1, I,— -1, I, - -1, 14— 1.

(3.29)

A tovabbiakban az L, alcsoporttal foglalkozunk. Amig a homogén Lorentz-
transzforméaciok Ly csoportja topologiailag nem Osszefiiggo, addig a valédi ortochron
Lorentz-transzformaciék Ly, csoportja Osszefiiggd. Ez is egy 6-paraméteres Lie-
csoport. A valédi ortochron Lorentz-transzforméaciok csoportja tartalmazza alcso-
portként a 3-dimenzids térbeli forgatasokat. A megfelel6 transzformaciok matrixa
az alabbi alaku:

Ag = (3.30)

R

o O O

A térbeli forgatasokon kiviil a valddi ortochron Lorentz-transzforméciok kozott van-
nak az un. Lorentz-lokések, amelyek az egyik inerciarendszerrél a masikra vald
attérést irjak le. (Ezek atlokik a megfigyel6t az egyik vonatkoztatési rendszerbdl egy
ahhoz képest valamilyen sebességgel mozgd masikba.) Ilyen pl. az a Lorentz-16kés,
amely a z-tengellyel parhuzamosan v sebességgel mozgd rendszerre vald attérést irja
le:

a 0 0 b
A@ = 8 (1) (1) 8 ; (3.31)
b 0 0 a
ahol a és b (a> =1+, a > b > 0) kifejezhetSk az ¢ rapiditds segitségével:
a = cosh ¢, b = sinh . (3.32)

(A fizikdban a rapiditds szokdsosabb jele y.) A rapiditds és a vonatkoztatési rend-
szer v sebessége kozott a kapcsolat: v = tanh . Hasonld alaktiak a mésik két
tengellyel parhuzamos Lorentz-10késeket leird transzformaciok is. Mivel a Lorentz-
lokéseket megadd sebesség 0 < v < 1, azaz v # 1, azért a valédi ortochron Lorentz-
transzformaciok csoportja nem kompakt. Meg lehet mutatni azonban, hogy Ly,
lokalisan kompakt.

Az L, csoport minden eleme felithaté két térbeli forgatas, Ry és Rs , és egy
z-tengely irdny1, (3.31) alaki Z Lorentz-10kés szorzataként: A = R1ZR,. Ezt a
tulajdonsdgot felhasznalva be lehet latni, hogy az L, csoport kétszeresen Gsszefiiggo.
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Ekkor egy- és kétértékll irreducibilis abrazolasai vannak, amelyek az univerzalis
fedoesoportjanak egyértékii irreducibilis abrazolasai.

A valddi ortochron Lorentz-transzforméciok csoportjanak fedéesoportja az
SL(2,C) csoport, a 2 x 2-es, komplex, unimoduléris matrixok csoportja. Most meg-
szerkesztjiikk az SL(2,C) — L, homomorfizmust. Rendeljiik az x# négyesvektorhoz
az

2423l —ix

2
T =alo, = ( 2l g2 o0 _ g3 ) (3.33)

hermitikus matrixot, ahol o9 a 2 X 2-es egységmétrix és o; (1 = 1,2,3) a Pauli-
matrixok. Ez a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmii, uis.

= %Tr(:icru). (3.34)
Megmutatjuk, hogy minden a € SL(2,C) méatrixszal definialt

i— 7' =azal (3.35)
transzformacionak megfelel egy valodi ortochron Lorentz-transzformacié. Ez igy is

van, mert deta = 1 miatt

oMol = detd’ = deti = 2tz (3.36)
A transzformacié tehat homogén Lorentz-transzformacié. Mésrészt SL(2,C) egysze-
resen Osszefliggod és tartalmazza az azonossagi transzformaciot. fgy minden
a €SL(2,C) folytonosan az egységméatrixba transzformalhat6. Ekkor azonban az a-
val meghatédrozott (3.35) transzformécidk a valédi ortochron Lorentz-transzforméciok.
Az o matrixhoz tartozé Lorentz-transzformécié A(a) matrixat a transzformécié
definicidja alapjan hatarozzuk meg:

1
7' = A () = §Tr(:i’au)

= 1Tr(ozfoﬂau)
= 1Tr(om:”a,,oﬂa“)
= %Tr(acryoﬁcru) x”. (3.37)
Mivel x¥ tetszoleges, ebbdl az egyenletbdl
A (o) = %Tr(aa,,oﬂaﬂ) (3.38)

adddik. Belathatjuk, hogy az a — A(«) leképezés homomorfizmus.
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Még megmutatjuk, hogy L, minden A eleméhez létezik olyan a € SL(2,C),
amelynek képe A. Meg kell tehat mutatnunk, hogy tetszéleges adott A transz-
formaciohoz létezik olyan «, amelyre

i =azal, azaz A 2"0, = az’o,al (3.39)

ahonnan
Ao, = ao,al. (3.40)
Ha egy a méatrix kielégiti ezt az egyenletet, akkor természetesen —a is megoldas. Ha

A w-sz6gil (0 < w < ) forgatéds a térben az 7 egységvektorral kijelolt irany koriil,
akkor a megoldésok:

o e w : : o
cos¥ —in,sin%  —i(n, —in,)sin &

a=+ 22 <£ .y). S - (3.41)
—i(n, +iny)sing  cos§ +in,sin g

Ebben a specidlis esetben « unitér és SL(2,C)-nek az SU(2) alcsoportjahoz tartozik.
Ha A egy z-tengely iranyu lokés, akkor a megfelel6 o matrixok:

o=+ < (a +Ob)1/2 y _Ob)1/2 ) _ (3.42)

Mivel L, minden eleme felirhato térbeli forgatasok és egy z-irdanyt 16kés segitségével,
azért belattuk, hogy L, minden eleméhez 2 métrix tartozik SL(2,C)-ben, amelyek
csak eldjelben kiilonboznek. A homomorfizmus csak az [ és —I matrixokat képezi
le az azonossdgi transzforméciora (Ly, egységelemére).

A fejezetet azzal zarjuk, hogy megszerkesztjiikk a valédi ortochron Lorentz-
csoporthoz tartozé Lie-algebrat, amely azonos az SL(2,C)-algebraval. Ehhez para-
metrizdljuk az infinitezimdlis A# (detA = 1, A% > 1) Lorentz-transzforméacidkat a
kovetkezoképpen:

2" = (g" + e)a” = A (e)a”. (3.43)

Itt e = —e"* 6 fiiggetlen, valés paraméter. (Az e tenzor antiszimmetrikussiga
abbdl kovetkezik, hogy a transzformacié az z# négyes-vektor hosszat invaridnsan
hagyja, '*2', = x#z,.) Ha a transzformdcié métrixait 6nmagukkal abrazoljuk,
akkor

1 g
AL(e) = g+ 56w (M7, (3.44)
irhaté, ahol M*? = —M°” jeloli a valédi ortochron Lorentz-transzformacidk 6 fiig-

getlen infinitezimalis generatorat. Az 1/2 szorzo6 azért 1ép fel, mert az egyenlet jobb
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oldalanak masodik tagjaban az 6sszeg kétszeresen tartalmazza az ugyanattol a para-
métertol szarmazé jarulékot. Az utébbi egyenletet és a (3.43) egyenletet Gsszevetve
leolvashatjuk, hogy az infinitezimélis generdtorok az on-abrazolasban a

1
S (M), = el (3.45)

egyenletet elégitik ki. Ennek megoldasa:
(M*P2),, = g"g5, — 979", (3.46)
Az infinitezimalis generatorok on-abrazolasban felvett alakjat felhasznéalva kony-
nyen igazolhatjuk az abrazolastol fliggetlen, aldbbi kommutéaciés szabalyokat:
[M" MP?] = gho MYP + g"P M*° — g"? MY — g7 MM, (3.47)
Vezessiik be az aldbbi operatorokat:
J“ _ i(M23, M?’l, M12)’
K = i(M", M% M%), (3.48)

Ezekre a fentiek alapjan az alabbi kommutaciés szabalyok kovetkeznek:

3
[sz Jj] =1 Z Eijkt]ku
k=1

3
[KiaKj] = _iZEiijka
k=1
3
k=1

Az Ly,.-algebra szerkezete vildgosabban latszik, ha attériink az alabbi bazisra:
1 ) 1 .
M; = 5(J; +ikK), Ny =5(J; — 1K) (3.50)
Az 1j bazis operatorainak kommutatorai:
3 3
[Mz‘, Mj] = iz EijkMka [Nz', Nj] = iz Gijka"
k=1 k=1

Innen latjuk, hogy az L,-algebra izomorf az SU(2),,®SU(2) v algebraval. Az algeb-
ra rangja 2. Ezért az irreducibilis abrazolasok jellemzéséhez két Casimir-operator
sajatértékeire van sziikség. Ezek lehetnek

. 1
J—K? = 5 M MP”,
- 1,
—TR = MM, (3.52)
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vagy M2ésN2 AJés K operatorok segitségével barmely valédi ortochron Lorentz-
transzformécié (dbrézolastdl fliggetleniil) az

A =exp {—i(jﬁw — I?ﬁgp)} (3.53)

alakba irhaté, ahol n és U egységvektorok, w az m irany koriili elforgatas szoge,
¢ pedig annak a ¥/ iranyban v sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszernek a
rapiditasa ¢ = artanhv, amelyre a szobanforgd transzformacioval attériink. Bar
az Lp,-csoport és az SU(2)®SU(2)-csoport algebraja azonos, a két csoport mégis
lényegesen kiilonbozik. (Lp,. nem kompakt, SU(2)®SU(2) pedig kompakt.) A
kiilénbség onnan ered, hogy a valédi ortochron Lorentz-transzformacidkat ugy kapjuk,
hogy a iJ;, iK; generatorok valés egyiitthatokkal képzett linearis kombinaciéit irjuk
az exponensbe, mig az SU(2)®SU(2) csoport esetén az iM;, iN; valds egyiitthatds
linearis kombinaci6it. A két eredmény mindségileg kiilonb6z6, mert ha az iJ;, iK;
valés egytlitthatos linedris kombinacioit atirjuk az iM;, ilV; linedris kombindci6iv,
akkor az egytitthatok komplexek lesznek, vis. az eredmény nem tekinthetd tobbé a
csoportelemek szokasos exponencialis alakjanak.
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II. SZIMMETRIAK A
KVANTUMMECHANIKABAN
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4 Szimmetriak a fizikaban

A fizikdaban akkor beszéliink szimmetriarol, ha kiilonb6z6 megfigyelok a fizikai tor-
vényeket azonosaknak talaljak. Ha nem akarunk a megfigyelore hivatkozni, akkor
ezt ugy fogalmazzuk, hogy szimmetriarél akkor beszéliink, ha a fizika torvényei
a kiillonbozo vonatkoztatasi rendszerekben azonosak. Beszélhetiink egy konkrét
fizikai rendszer szimmetridir6l. A kiilonb6z6 megfigyelok ugyanazt a fizikai rendszert
mas vonatkoztatasi rendszerekbol nézve, valamilyen a vonatkoztatasi rendszertol
fliggetlen tulajdonsagot fedeznek fel. Ilyenkor az adott fizikai rendszerre vonatkozo
torvények a kiilonbozé vonatkoztatasi rendszerekben azonosak. A természet szem-
pontjabdl azonban azok a szimmetridk a lényegesek, amelyek valamennyi fizikai
rendszernek kozos szimmetridi. Az ilyen szimmetridkat a természet szimmetridinak
nevezziik. Az utébbi esetben valamennyi fizikai rendszerre nézve igaz, hogy az ¢ket
jellemz6 torvények fiiggetlenek a vonatkoztatéasi rendszertol.

Aszerint, hogy egyméstol milyen értelemben kiilonbozé vonatkoztatasi rendsz-
erekben adédnak azonosaknak a fizikai torvények, kiillonboz6 szimmetriakrél beszé-
link. A megfigyelok pl. lehet, hogy csak abban kiilonboznek egymaéastdl, hogy a tér
kiilonboz6 pontjaiban helyezkednek el. Lehet, hogy ugyanazon a helyen vannak, és
csak az oraik jarnak kiillonbozoképpen. Lehet, hogy a megfigyelok egymashoz képest
kiilonbozo sebességgel mozognak. S6t olyan is elképzelhetd, hogy a megfigyelok csak
abban kiilonboznek, hogy minden toltést ellenkezd elGjeliinek definidlnak. Mint az
elmondottakbdl kittinik, a vonatkoztatasi rendszert kicsit altalanosabb értelemben
hasznaljuk, mint tanulmanyaink kezdetén. A vonatkoztatasi rendszer tulajdonképpen
(elképzelt) méréberendezések azon egyiittese, amellyel a vizsgalt fizikai rendszeren
az allapotdnak meghatédrozasahoz sziikséges méréseket (egy gondolatkisérletben) el
tudjuk végezni.

Valamilyen specidlis szimmetria azt jelenti, hogy az egymdéstol valamilyen
specialis médon kiilonboz6 megfigyelok a fizikai torvényeket azonosaknak talaljak. A
fizikai torvényeket matematikai egyenletek alakjaban fejezziik ki. Az, hogy a fizikai
torvények kiilonbozo vonatkoztatasi rendszerekben azonosak, azt jelenti, hogy ezek-
ben a vonatkoztatasi rendszerekben a fizikai torvényeket azonos alaki egyenletek
irjak le. Azt szokas mondani, hogy az egyenletek alakja kovarians. Fogalmazzuk
most meg az egyenletek kovarianciajanak jelentését kicsit pontosabban. Az egyik
megfigyelé vonatkoztatasi rendszerérél a masikéra vald attérést transzforméciok
irjak le, amelyek csoportot alkotnak. A fizikai torvényeket kifejezd egyenletek ko-
variansak, ha az egyenletek mindkét oldala a transzformacidk fenti csoportjanak
ugyanazon abrazolasa szerint transzformalodik.

A szimmetridk kovetkezménye altaldaban, hogy bizonyos fizikai mennyiségek
értéke idében alland6. A megmaradési torvények hatterében mindig valamilyen
szimmetria all. Erre mar a klasszikus mechanikaban is szép példakat talalunk.
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Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszert azonosnak taldljak olyan megfigyel6k,
akik csak abban kiilonboznek, hogy egymashoz képest allandé 7 eltéréssel jarnak az
oraik. Ekkor a rendszert leir6 H Hamilton-fliggvényre:

H(t) = H(t+7) (4.1)

tetszoleges t és T esetén. Ez azt jelenti, hogy a Hamilton-fiiggvény nem fligg explicit
modon az id6t6l: 0H /0t = 0. Ekkor

dH

azaz a rendszer energidja megmarad6 mennyiség. Az energiamegmaraddas tehat az
idobeli eltoldsokkal szembeni szimmetridnak a kovetkezménye a klasszikus mecha-
nikaban.

Tegyiik fel, hogy az S rendszer invarians a térbeli b vektorral térténd el-
tolasokkal szemben. Ekkor

H(ipa) = H(u+b,70), (4.3)

ahonnan infinitezimdlis eltoldsok esetén

OH -
57 b (4.4)

H(Faaﬁa) = H(Faaﬁa)+z

addodik. Mivel ennek az egyenletnek tetszoleges b vektor esetén fenn kell allnia,

oH dP
= _ 4.
0 or, dt (4.5)

a

kovetkezik, ami az S rendszer impulzusanak megmaradasat jelenti. A térbeli eltolasi
szimmetria tehat az impulzus megmaradasat eredményezi.

Kovetkezo példank a forgasszimmetrikus S rendszer, amelyre
H<Fa7ﬁa) = H<R'Fa7 Rﬁa>7 (46)

ahol R egy tetszoleges, n irany koriili w szogl elforgatéds. Infinitezimélis elforgatasok
esetén:

Ry = Ty + wit X Ty, RpPa = Do + Wit X P, (4.7)
igyhogy
oH oH
O - _»a X S _)a X S i y 48
§<7° o, apa>"“ 4
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azaz

dpy dr, dL
Z = boX —2 | = = 4.
0 - <Ta % dt Pa X dt ) dt’ (4.9)

ami a rendszer L impulzusmomentuménak megmaradasat kifejezd egyenlet. A
forgasszimmetria tehat az impulzusmomentum megmaradasat eredményezi.

A kvantummechanikdban a szimmetriat a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk
meg. Az S fizikai rendszer allapotai egy Hilbert-tér vektorai. Az O és az O' meg-
figyelék, mindegyik a maga sajat vonatkoztatasi rendszerébdl nézve, az S fizikai
rendszernek ugyanahhoz az allapotahoz a 1o és a o allapotvektort rendelik a
Hilbert-térben. Ezt annak alapjan teszik, hogy elvégzik a fizikai mennyiségek egy
teljes rendszerének mérését, és altaldban azt talaljak, hogy kiillonboz6 eredményeket
kapnak. Legyenek most ¢p és ¢or az S fizikai rendszer egy mésik allapotat leird
allapotvektorok rendre az O és az O rendszerben. A kvantummechanikai mérések
(egy adott vonatkoztatési rendszerben) mindig azt jelentik, hogy annak a valészinii-
ségét hatarozzuk meg, hogy egy ¢ allapotot megtalalunk egy masik ¢ allapotban.
Ezt a valoszintiséget a két allapotvektor skalarszorzata abszolutértékének négyzete
adja meg: |(¢,®)[>. Szimmetridrdl akkor beszéliink, ha a meghatdrozott médon
kiilonboz6 tetszéleges O és O’ megfigyelok az S fizikai rendszer barmely két allapota
esetén az egyik allapot mésikban valé megtaldlasanak valdszintiségét fiiggetlennek
taldljak a vonatkoztatdasi rendszertol:

(Yo, 00)I> = (o, dor). (4.10)

5 A kiillonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben
végzett megfigyelések kapcsolata

5.1 Az allapotok és a fizikai mennyiségek transzformacidja

A kvantummechanikdban a szimmetridkat a (4.10) egyenlet fejezi ki. Innen latjuk,
hogy a szimmetridk matematikai megfogalmazasa szempontjabol sziikkség van annak
a kapcsolatnak a kideritésére, ami a kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben végzett
mérések eredményei kozott dll fenn. Ha O és O’ két megfigyel6, akkor az O vonatkoz-
tatdsi rendszerérél az O’ vonatkoztatasi rendszerére valé attérés gy foghato fel mint
az S fizikai rendszer allapotai Hilbert-terének 6nmagara valé U (O’ < O) leképezése.
Ha O az S fizikai rendszer valamely dllapotat a 1o allapotvektorral irja le, és O’
ugyanezt az allapotot a 1o vektorral, akkor a

Yo = U0 + 0) Yo (5.1)
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egyenlet definidlja a szébanforgd leképezést. Ezek a leképezések az egymaés utani
végrehajtasra, mint miveletre nézve csoportot alkotnak, amelynek egységeleme

UO + 0) és az U(O' + O) transzformaci6 inverze U(O + O').

Wigner Jen6té] szarmazik annak a tételnek a bizonyitdsa, hogy az U (O + 0)
transzformécié vagy linedris unitér vagy antilinedris unitér. (Az A operatort anti-
linedrisnak nevezziik, ha tetszoleges v, ¢ vektorok és a, b komplex szdmok esetén
A(arp+bo) = a* Ap+b*Ap. Ttt jegyezzitk meg a késSbbiek szempontjabdl, hogy amig
a linedris L operdtor adjungéltja a (¢, fﬁz/z) = (v, i(b)* definiciéval, addig az anti-
linedris A operdtor adjungéltja a (o, AT@Z)) = (¢, Agf)) osszefiiggéssel van értelmezve,
ahol ¢ és 1 tetsz6leges allapotok a Hilbert-térben.)

Tekintsiink most egy tetszoleges fizikai mennyiséget, amely az S fizikai rend-
szert jellemzi. Ennek a kvantummechanika szerint egy & onadjungalt operator felel
meg. Ha a 1 allapotban az o mennyiség mérése bizonyossaggal egy meghatarozott
eredményt szolgaltat, akkor ¢ az & Onadjungalt operator sajatvektora és a mért
érték ezen operdator (mindig valds) sajatértéke. Ha a ¢ dllapot nem sajatvektora az &
onadjungalt operatornak, akkor az « fizikai mennyiség mérése a sajatértékek valame-
lyikére vezet, azonban az egyes esetek megvaldsulasanak valdszintisége altalaban
kilonbozo. A fizikai mennyiség értéke tehat ugy tekintheté mint egy valdszintiségi
valtoz6, amelynek varhat6 értékét a (v, dap) skalarszorzat adja meg. A kvantum-
mechanika klasszikus hatéresetében (b — 0) ez a varhat6 érték veszi at a megfelels
klasszikus mechanikai o, fizikai mennyiség szerepét. (Feltéve, hogy létezik ilyen
mennyiség a klasszikus mechanikaban.)

Tegyiik fel, hogy a fizikai mennyiségek lefrasara két tetszéleges megfigyeld
ugyanazokat az &; onadjungdlt operdtorokat haszndlja. Pl. ugyanazt a helyzetvek-
tort, impulzust, impulzusmomentumot, spint stb. figyelik meg az S rendszeren.
Jelolje {a;} a fizikai mennyiségek egy teljes rendszerét, azaz olyan maximalis szamd,
fliggetlen mennyiséget, amelyekbol a rendszert jellemz6 minden ma&as mennyiség
leszarmaztathaté. A rendszer allapotat O a 1o vektorral, O" pedig a 1o vektorral
irja le. Ha az a; mennyiségeknek vannak klasszikus mechanikai megfelel6ik, akkor
azoknak O és O’ rendszerében felvett értékei

O/jcl = fj(Oél cl7a2cl7"') (5-2)

osszefliggésben éllnak egymdssal, ahol f;-k meghatérozott fiiggvények. A kvantum-
mechanikai varhato értékeknek ugyanilyen Osszefiiggésben kell egymaéssal lenniiik,
hogy helyesen kapjuk vissza a klasszikus (h — 0) hatédresetet. Ebbol kovetkezik,
hogy tetszoleges 1o allapot esetén fenn kell allnia a

<w0/7 OA[ﬂbO’) = fj ( (1/}07 @1w0>7 (¢07 OA[2¢O)7 .- ) (53)

osszefiggésnek. Fzt a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozti megfelel-
tetésbol kovetkezd Osszefiiggést olyan esetekre is posztuldljuk, amikor a szdéban
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forgo fizikai mennyiségeknek (vagy azok koziil valamelyeknek) nincsen klasszikus
mechanikai megfelel6je. Ilyenkor feltessziik, hogy léteznek olyan f;(a1, oo, .. .) fligg-
vények, amelyek kapcsolatot teremtenek az O és O’ vonatkoztatdsi rendszerben
végzett mérések eredményei kozott.

A tovabbiakban mindig olyan esetekrél lesz szd, amikor az f; fiiggvények a
véltozdikban linedrisak. Ilyenkor a (5.3) egyenlet

(Yor, o) = (Yo, fi(ba, o, ... )0o) (5.4)
alakot olt. A bal oldalon &llé skalarszorzat
(o, av0) = (Yo,U'd;Uio) (5.5)

alakba frhat6 4t, ha felhasznaljuk, hogy o = Uo. Mivel a (5.4) egyenletnek
minden allapotra fenn kell allni, azt kapjuk, hogy

Z/A{T(Sé]z;{ - fj(ééla 642, . ) (56)

egyenletek dllnak fenn. Ezeket felhasznalhatjuk a vonatkoztatdsi rendszerek kozotti
transzformdcié U operatora konkrét alakjanak meghatdrozasara. Az f; fiiggvényeket
a megfeleltetési elv vagy analdgia alapjan hatarozzuk meg.

Annak eldontése, hogy valamely konkrét transzformécié operdtora unitér linearis
vagy unitér antilinedris, gy lehetséges, hogy a fizikai mennyiségek operatorai kozotti

(&, a] = ¢ (5.7)

kommutétorokat balrél U -val, jobbrdl U-val szorozzuk. Ha olyan esetet néziink,
amikor a kommutator egy képzetes szam (pl. egy altaldnos koordinata és a hozza
kanonikusan konjugélt impulzus kommutatorat), akkor

[fj(OAél,ééQ,...),fk:(éél,OAéQ,...)] = ZEC]k = It[éé],éék] (58)

adodik, ahol a felsd (alsé) el8jel annak felel meg, hogy az U operétor linedris
(antilinedris). Az (5.8) egyenlet bal és jobb oldaldt kiilon-kiilon kiszdmolva el
tudjuk donteni, hogy melyik el6jel a helyes. Ez megmondja, hogy a transzformacio
operatora linedris vagy antilinearis.

Kiilon kell még beszélniink a kiils6 terek operatorainak transzformécios tulaj-
donsagairol. Ugy gondolhatjuk, hogy a kiils6 tér forrdsa valamilyen S’ fizikai rend-
szer. Ha ugyanazzal az operatorral irnank le a kiilsé teret minden vonatkoztatasi
rendszerben, akkor ez azt jelentené, hogy nem ugyanattél az S’ forrastél szarmazo
kiilso tereket hasonlitunk ossze a kiillonboz6 vonatkoztatédsi rendszerekben. Nyilvéan,
ha ugyanazon forrastol szarmazd teret nézziik kiilonbozo rendszerekbol, akkor azt
altalaban kiilonbozonek talaljuk. Legyen g az a transzformécid, amely az O és az
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O’ vonatkoztatasi rendszer kozott kapcesolatot teremt. Ennek a Hilbert-térben az
U operator felel meg. Legyen ¢;(7) egy tobbkomponensii téroperator, amelynek
varhato értéke a

(Yo, §5(Mvor) = gin(o, Pr(F)bo) (5.9)
osszefiiggésnek megfelelden transzformalodik. Ekkor
(o, U, (MUbo) = gi(tbo, de(Po), (5.10)
ahonnan
gpdpn(MUT = () (5.11)
kovetkezik.

5.2 Az iddobeli eltolasok és a mozgasegyenletek

Tekintstink most két olyan megfigyel6t, amelyek csak abban kiillonboznek, hogy az
oraik konstans idobeli 7 eltolodassal jarnak:

HO') = tO) - (5.12)

Mindketten ugyanannak az S rendszernek az idobeli fejlodését figyelik meg. Az a
Yo (t) dllapot, amit az O' megfigyel a sajit 6rdja szerinti ¢ pillanatban figyel meg
természetesen az S rendszernek ugyanaz az allapota, mint az a ¥o(t + 7) éllapot,
amit az O megfigyel6 a sajat oraja szerinti ¢ + 7 pillanatban figyel meg:

Yor(t) = Yot +7). (5.13)

Jeloljiik most a vonatkoztatési rendszerek kozti transzformécié U(O' < O) operatorat
T(t',t)-vel, ahol t' =t + T:

Yo (t) = To(t). (5.14)
A két utobbi egyenlet egybevetésébdl:

Yo(t+7) = T(t+7,t)o(t) (5.15)

Koénnyen belathatjuk az alabbi tulajdonsagokat:

T(t,t) = I,
T, t) = T T t)
[T, 0] = T(tt). (5.16)
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AT (t',t) operator Wigner tétele értelmében unitér. Mivel a 7 paraméterrel foly-
tonosan nulldhoz tartva az azonossdgi transzformaciot kapjuk vissza, azért T'(t',t)
csak linedris lehet.

Az {gy bevezetett T (¢, t) linearis unitér operatort evolucids operatornak ne-
vezziik, mert ez az operator fejleszti az allapotot idoben. Ha meghatarozzuk az
evoluciés operator alakjat, akkor ismerni fogjuk az S rendszer dinamikéjat. Az
aldbbiakban differencialegyenletet vezetiink le az evoluciés operatorra. Ez egyuttal
a fizikai rendszer mozgasegyenlete. Célunk eléréséhez felhasznaljuk a klasszikus és
a kvantummechanika kapcsolatat. Ha A — 0, akkor a kvantummechanikai varhaté
értékek a megfelel6 klasszikus mechanikai mennyiségek értékeibe mennek at, és a
fizikai mennyiségek operatorainak kommutatorai a megfelelé Poisson-zardjelekhez
tartanak:

(¢7@¢) — Al
—%[@,B] = {aw, Balp. (5.17)

Legyen a.; egy klasszikus mechanikai mennyiség, amely nem fiigg explicit médon az
idotol, ekkor

dacl
dt

{aclchl}Pa (518)
ahonnan infinitezimdalis 7 esetén:

ag(t+7) = aq(t)+ 7{aq(t), Hy(t)}p. (5.19)

Ezt az Osszefiiggést a kvantummechanikdnak a klasszikus hataresetben (& — 0)
reprodukalnia kell. Ezért irhatjuk, hogy

i

(Wt +7),ap(t+7)) = (d}(t)’dw(t))—ﬁT(w(t),[d,ﬁ(t)]w(t))- (5.20)

Hasznaljuk fel a (5.15) egyenletet és azt, hogy a fenti egyenletnek tetszéleges 1(t)
allapotra fenn kell allni, ekkor:

T+ 06Tt +70) = a—~rla, H(2). (5.21)

Az igy kapott egyenlet nem mas mint az (5.6) egyenlet megfelelGje. Szorozzuk az
egyenlet mindkét oldaldt balrél T1(¢, ty)-val és jobbrol T(t, ty)-val:

(t,to)d T(t, to)
TTT(t, to)[a, H()|T(t, to). (5.22)

TT(t + 7, tO)&T<t + 7, tO) = T

:”’—‘/-\
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frjuk az evolucios operatort
Tt 47 t) = (f - #F(t)) Tt to), (5.23)

ahol az evoluciés operdtor uniteritdsa miatt az F operdtor énadjungalt, F' = F'.
Ekkor az (5.22) egyenletbdl

F(t) = H(t) (5.24)
adddik, aminek segitségével a (5.23) egyenlet

L dT(t, t)

ih—p— = H()T(t, o) (5.25)

alakot Olt. Ez az evolucids operator keresett differencidlegyenlete.

Az evoluciés operator (5.25) differencidlegyenletének formalis megoldasa:

T(tt) = Pexp [—% /t:ﬁ(t’)dt’], (5.26)

ahol az idorendezés P operatora az alabbiak szerint van definialva:

PUmBE) = | G I 27

Ha a Hamilton-operator fiiggetlen az id6tél, akkor az evolucids operator

~

Tt 1) = exp [—%f](t - to)} (5.28)

alakot olt.

Szorozzunk ré az evolucids operator (5.25) differencidlegyenletére jobbrdl a
Y(to) vektorral. Ekkor a

di(t .
m% = H(t)w() (5.29)
Schrodinger-egyenletet kapjuk eredménytil, amely az S fizikai rendszer idébeli fejlo-

dését az allapotvektor segitségével irja le.

Az (5.20) egyenletbdl megkapjuk a fizikai mennyiségek varhaté értékeinek
idobeli valtozasat leird egyenletet:

ih%(z/z(t),dw(t)) = (), [& HOW(®) +ih <1p(t),a(;—§t)w(t)>, (5.30)



ahol a jobb oldalt kiegészitettiik a masodik taggal, amelyre akkor van sziikség, ha
a fizikai mennyiség az id6tol explicit modon is fliigg. Innen latjuk, hogy az « fizikai
mennyiség akkor és csak akkor mozgéasallandé, ha
~ oa(t

[, H(t)] + ih% = 0. (5.31)
A fizikai mennyiség tehat akkor mozgasallandé, ha a varhato értéke idében allando.
Ilyenkor a fizikai mennyiség & operatoranak sajatértékei és a valdszintiségek, hogy
azokat a rendszer felveszi, id6ben allandék (még akkor is, ha & explicit médon is
figg az id6tol).

A fentiekben megtaldltuk tehat a kvantummechanika klasszikus hataresetével
val6 0sszehasonlitas alapjan az idébeli eltolds operatoranak az alakjat. Ez az operator
linearis és unitér és a rendszer idébeli fejlodését irja le, amiért evolucids operatornak
nevezziik. Segitségével megfogalmaztuk a fizikai rendszer olyan dinamikai leirasat,
amikor az allapotvektorok id6tol fiiggenek és az id6tol explicit médon nem fiiggd
fizikai mennyiségek operdatorai fiiggetlenek az id6tél. A kvantummechanikai rend-
szerek dinamikdjanak ezt a fajta lefrasat Schrodinger-képnek nevezziik.

A dinamikai leiras egy masik lehetésége az, hogy az allapotvektorokat id6tol
fliggetleneknek tekintjiik és a fizikai mennyiségek leirasara hasznalunk idétol fliggd
operatorokat. Ez az utébbi lefras az an. Heisenberg-kép. Ehhez dgy jutunk, ha
bevezetjiik a

v = Tt to)(t) = (ko) (5.32)
allapotvektorokat és a fizikai mennyiségek
ag(t) = Tt to)a(t)T(t,to) (5.33)
operatorait. Ekkor az (5.30) egyenletb6l
pdan() [ap(t), Hy(t)] + ih (a‘)‘—@)) (5.34)
dt a ),

adddik mozgédsegyenletként a Heisenberg-képben. Az (5.34) egyenletet magéra a H
Hamilton-operatorra alkalmazva kapjuk, hogy:

dHy(t)  (9H(1)
— = <7>H (5.35)

Ha az « fizikai mennyiség megmaradd, akkor az (5.34) egyenlet jobb oldala zérus
az (5.31) egyenlet kovetkeztében. A megmaradé fizikai mennyiségeket tehéat idében
allando operatorok irjak le a Heisenberg-képben:
dag(t)
dt
Az (5.35) egyenletbél ezért kovetkezik, hogy a rendszer energidja idében allandé, ha
a Hamilton-operator nem fiigg explicit médon az idotol.

0. (5.36)
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5.3 Az evolucids operatorok kapcsolata

A rendszer iddbeli fejlodését figyelhetjiik kiillonboz6 vonatkoztatasi rendszerekbdl.
Legyen pl. O és O’ két tetszOleges megfigyeld, akik ugyanannak az S rendszernek
az idobeli fejlodését a

vo(t) = T(tto)bolto),

ill. a
Yot) = T'(t,to)do(to) (5.37)

egyenletekkel frjdk le. Azt kérdezzilk, hogy mi a kapcsolat a T'(,to) és a T"(t, to)
evolucios operatorok kozott. Wigner tétele értelmében létezik olyan linearis vagy
antilinearis unitér operator, amelynek segitségével

vor(t) = Ut)o(t). (5.38)
Ezt hasznélva, elemi szamolassal adodik, hogy

T'(t to)U(ty) = U)T(t,t). (5.39)

5.4 Az energia transzformacigja

Az O megfigyel6 az S rendszer idobeli fejlodését az

dipo(t -
m%“ = H(t)wolt) (5.40)
Schrodinger-egyenlettel {rja le.  Szorozzuk ezt az egyenletet balrdl azzal az U (t)
operatorral, amely megadja a mésik, O’ megfigyel6 rendszerére vald attérést az (5.38)
egyenlet révén:
~ d’]/}o ~

LS = @O @) U)o (). (5.41)

Adjuk hozza az egyenlet mindkét oldalahoz az

im<@§9)wdw
tagot:
. d e et L (dU)N
Sy W@HmU@»Mﬂwim<;;)u@wa@. (5.42)
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Ez az egyenlet a

mdd’gif) = H'(tWo (1) (5.43)

Schrodinger-egyenlet az O" vonatkoztatédsi rendszerben, ahol a Hamilton-operator:

. o ou -
H'(t) = FUGHOU () + ihaw(t). (5.44)
Ezzel megkaptuk a Hamilton-operator transzformacigjat.

Hatérozzuk meg ezutdn az energia transzformaciéjat. Képezziikk az (5.44)
egyenlet mindkét oldaldnak varhato értékét a o (t) allapotban és hasznaljuk ki,
hogy U unitér:

(o (), H'()or(t) = £(Wol(t), Ho(t))

~

: e JOU(E
st (ol (05 uo)). (549
Az energia varhato értéke tehat az
Eo(t) = +Eo(t) £ih <Z/A{T(t)8u—it>> (5.46)
o

Osszefiiggés szerint transzformalodik. A jobb oldal elsé tagjaban a negativ eldjel is
lehetséges. Ezért az a félelmiink tamadhat, hogy antilinearis transzformécié esetén
az energia negativva is valhat. Latni fogjuk késobb, hogy ez mégsem fog el6fordulni,
mert ilyenkor a masodik tag jaruléka biztositja, hogy az eredmény pozitiv.

6 Szimmetria elvek, megmaradasi torvények
és kivalasztasi szabalyok

Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszert az O és az O vonatkoztatéasi rendszerbdl nézo
megfigyelok azt talaljdk, hogy az S rendszer dinamikéjat ugyanaz a Schrodinger-
egyenlet irja le:

dipo

O: ih—2 = H
ih— Yo,
Ao .
O': ih Z’f = H'yo, (6.1)

ahol H' = H. Ekkor az U transzformécio, amely az O és az O vonatkoztatdsi
rendszerben végzett mérések kapcsolatat irja le, szimmetriatranszformacié. Nyil-
véanvaléan a két rendszerben az evoluciés operdtorok is megegyeznek: T'(t,tg) =
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T(t,to). Felhasznalva az éltaldnos érvényti (5.39) egyenletet, szimmetriatransz-
formécié esetén az

~ ~ ~ ~

T(t, to)U(t) = U)T(L, o) (6.2)

osszefiiggést kapjuk. Ez azt fejezi ki, hogy mindegy, hogy a ty pillanatban tériink at
az O vonatkoztatasi rendszerrél az O'-re és abban fejlesztjiik a ¢ pillanatig a rend-
szert, vagy el6bb O-ban fejlesztjiik a rendszert a ¢ pillanatig és utana a t pillanatban
tériink at O’-re. Ha ez igy van, akkor azt mondjuk, hogy az U transzformacié az S
fizikai rendszer szimmetridja.

A fizikdban minket altalaban olyan szimmetriak érdekelnek, amelyek valameny-
nyi fizikai rendszernek, vagy legalabbis a fizikai rendszerek egy bé halmazanak kozos
szimmetridi. A valamennyi rendszerre érvényes szimmetridkrol azt szoktuk mon-
dani, hogy azok a természet szimmetridai. Az utobbi szimmetriak 1étét altalaban
elvként szoktuk elfogadni a fizikai elméletek megalkotasa soran. A szimmetriaelvek-
bol kivalasztasi szabalyok és megmaradasi torvények kovetkeznek. A fizikus éppen
az utébbiak megfigyelése révén kovetkeztet a természet szimmetridira.

6.1 Kivalasztasi szabalyok

A mikrovilag torvényszertiségei megfigyelésének egyik médja tgynevezett szorasi
kisérletek végzése. Ilyenkor valamilyen (tobbnyire gyorsité) berendezésekkel ré-
szecskéket allitunk elé valamilyen kezdeti allapotban, egymastol dltalaban olyan
tavol, hogy a kolecsonhatasuk elhanyagolhatd; gy mondjuk, hogy aszimptotiku-
san szabad allapotban. Ezutan a részecskéket iitkoztetjiik, amikoris kolcsonhatasuk
eredményeként valamilyen végtermékek keletkeznek. Ezek aztan megint szétrepiilnek
és mire az iitkozés helyétol nagy tavolsagban detektdljuk cket, addigra a kolcsonha-
tasuk elhanyagolhatéva valik: ismét aszimptotikusan szabad allapotba kertilnek. Az
ilyen szérasi kisérletek leirdsara a kvantummechanikédban az S +i S-operator szolgal.
Ennek definiciéja

St = Hool’itgnﬁioo T (0,t)T(t,t0)T;(t0, 0), (6.3)
ahol Tf ésT; a végso és a kezdeti aszimptotikusan szabad allapot evolucios operatora.
Annak az amplitudéja, hogy a szorasi folyamat a ®; aszimptotikusan szabad élla-
potbdl indul és a ®; aszimptotikusan szabad dllapottal végzodik, (P, S 7 D;).

Nézziik mostan, mit is jelent a fizikai rendszer, pontosabban a szérodé részecskék
kolesonhatasanak U (t) szimmetridja a szérasi amplitud6 szempontjabél. Valamely
O’ vonatkoztatési rendszerben

Sy o= lim TH0,6)T"(t,to)T](to, 0), (6.4)

t—00,tp——00
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ahol

T'(t,t0) = UBT(t,to)U (to) (6.5)
és hasonlo osszefiiggések allnak fenn az aszimptotikusan szabad kezdeti és végso
allapotok evolucids operatoraira az O és O’ rendszerben. Kovetkezésképpen

S = U0)SpU'(0), (6.6)

ami megadja az S-operdtor transzformécidjat az O vonatkoztatasi rendszerrdl az
O'-re val6 attérés sordan. Ha most U szimmetriatranszformécio, akkor

A ~

T'(t,tg) = T(t,to) (6.7)

és hasonlo Osszefliggések igazak az aszimptotikusan szabad kezdeti és végallapot
evoluciés operatoraira, ezért

Sy = Sp, (6.8)

azaz az S-operator szimmetriatranszformécioé soran invarians marad. Ezt 0sszevetve
a (6.6) egyenlettel

U(0), 5] = 0, (6.9)
azaz az S-operator kommutal a szimmetriatranszformacié operatoraval.

Véges vagy diszkrét csoportot alkoté linedris szimmetriatranszformaciék esetén
a (6.9) cserereldciébdl kovetkezik az a kivélasztasi szabdly, hogy csak a szimmetria-
transzformacié ugyanazon sajatértékéhez tartozo allapotok kozott lehetséges atme-
net. Valoban, ha ¢; és ¢ olyan aszimptotikusan szabad allapotok, amelyek az U (0)
operdtornak rendre az u; és az uy sajatértékhez tartozé sajatallapotai, akkor

0= (o5, U(0), Spilps) = (uy — wi) (s, Spips), (6.10)

ahonnan wuy # wu; esetén (ypy, S ripi) = 0 adédik. A szimmetriatranszformacié
kiilonbozo sajatértékeihez tartozd sajatallapotok kozotti atmenet tehat tiltott, azaz
az amplitudéja (s igy a valdszintisége is) zérus.

Ha a szimmetriatranszformaciok folytonos csoportot alkotnak, akkor a (6.9)
csererelacié kovetkezménye, hogy a csoport generatorai felcserélhetdk az S #i Opera-
torral, ill. ennek kovetkeztében a csoport Casimir-operatoraival is. A paronként
felcserélhet6 generatorok, és a Casimir-operatorok rendelkeznek kozos sajatfiggvény-
rendszerrel, vagyis a sajatértékeik egyidejiileg mérhet6 (ugy nevezett ,,j6”) kvan-
tumszamok. A véges, ill. diszkrét csoportra vonatkozo érvelést most elismételhetjiik
ezen paronként felcserélheté operatorok barmelyikével. Arra a kovetkeztetésre ju-
tunk, hogy atmenet csak ezen kvantumszamok megorzésével lehetséges, azaz min-
den olyan dtmenet tiltott, amelyben ezen kvantumszamokkal jellemzett mennyiségek
valamelyike nem marad meg.
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A szimmetria még masképpen is kifejezhets. Legyen ¢; és ¢ tetszéleges kezdeti
és végallapot, ekkor

(64, Spithi) = (czzf,sz<0>zﬁfj<0>5*{i¢i> A
(U (0)¢ 5, UT(0)SpU(0)UT(0) ;)
U (0)¢y, SptdT(0)¢y). (6.11)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy az S-operator tetszoleges két allapot kozotti
matrixeleme megegyezik ugyanezen két allapot transzformaltja kozotti matrixele-
mével, ha ez a transzformacié szimmetriatranszformacio.

6.2 Megmaradasi torvények

Ha a szimmetriatranszformdcié linedris, akkor megmaraddsi torvény(ek)re vezet a
szimmetria. Az (5.44) egyenlet mindkét oldaldra rdszorzunk U (t)-vel és felhasznéljuk,
hogy szimmetria esetén H'(t) = H(t). Ekkor azt latjuk, hogy a szimmetria kovet-
keztében

du(t) - AU(t)

W@fMﬂﬁﬁgf = 0. (6.12)

Innen, ha a szimmetriatranszforméacié nem fiigg explicit médon az id6tél, akkor

dt

U, H(t)] = o. (6.13)

Ha még rédadasul u onadjungdlt is, akkor ez azt jelenti, hogy u egy meg-
maradé mennyiség operatora. Ha - mint altaldban - U/ nem 6nadjungélt, akkor
két onadjungélt operator,

u+ut, & iU -ub (6.14)

képezheto a segitségével, amelyek megmaradé fizikai mennyiségek operatorai. Ezért,
ha a szimmetriatranszforméciok véges vagy diszkrét csoportot alkotnak, akkor kétszer
annyi megmarado mennyiség jellemzi a rendszert, mint amennyi a transzformaciok
csoportja elemeinek szama. Ha a szimmetriatranszforméciok folytonos csoportot
alkotnak, akkor a csoport elemei nem fliggetlenek. Megtanultuk a csoportok ab-
razolasaival kapcsolatban, hogy ilyenkor a csoportelemek n darab filiggetlen in-
finitezimalis generatorral fejezhetok ki

~

Ut) = exp (ii“SjS(t)> (6.15)

alakban, ahol a, vals paraméterek. Helyettesitsiik ezt az alakot a (6.12) egyenletbe
és derivaljuk az egyenlet mindkét oldaladt as szerint parcidlisan, majd vegyiik az
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eredményt az a; = ay = ... = a,, = 0 helyen:

[J,, H] + ihaaf = 0. (6.16)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy egy n-paraméteres folytonos szimmetriacsoporthoz
pontosan n darab megmaradd fizikai mennyiség tartozik, a csoport n darab in-
finitezimdlis generatora. (Megjegyezziik, hogy mint fizikusok a J, hermitikus ope-
ratorokat is generatoroknak nevezziik, kis pongyolasdggal.) Az, hogy valameny-
nyi J, generator megmaradé mennyiség, még nem jelenti, hogy mind ,,j6 kvan-
tumszamokra” vezet. A csoport rangja meghatarozza, hogy hany Casimir-operator-
ral jellemezheték a csoport irreducibilis dbrazolasai. Ennyi jé kvantumszam, azaz
egyidejiileg mérheto fizikai mennyiség biztosan van. Ezekhez jonnek még azok az in-
finitezimalis generatorok, amelyek egyméssal kommutalnak, ezek maximalis szamat
is a csoport rangja adja meg.

6.3 Multiplettek

Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszer szimmetriatranszformaciéinak operatorai nem
fiiggnek explicit médon az idétol. Ekkor a szimmetriacsoport valamennyi eleme és
generatora kommutal a Hamilton-operatorral:

A

U, H =0, [J,,H =0. (6.17)
Legyen 1 a Hamilton-operator sajatallapota,
Hy = Ev. (6.18)
Ekkor
HUy = UHY = UEY = EUY, (6.19)

azaz valamennyi Z;{w vektor, amely a ¢ allapotbdl a szimmetriacsoport transz-
formacidival kaphaté, ugyanahhoz az energiasajatértékhez tartozé éllapot. Az U
allapotvektorok tehat egy invarians alteret alkotnak a rendszer dllapotainak a Hilbert-
terében.

Legyen tovabba a szimmetriacsoport egy r rangu félegyszert Lie-csoport. Ekkor
létezik r darab linedrisan fiiggetlen Cy = C\(J1, Ja, ..., Jn) (A = 1,2,...,r) Casimir-
operator (Racah tétele). Ezek definicié szerint mind kommutélnak a csoport gene-
ratorainak mindegyikével és kovetkezésképpen egymassal is paronként:

(Cy, J] =0, [C\,Cy]=0. (6.20)
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Masrészt, mivel a generatorok kommutalnak a Hamilton-operatorral, azért a Casimir-
operatorok is:

(C\,H] = 0. (6.21)

A fentiekbol kovetkezik, hogy a Hamilton-operdatornak és a Casimir-operatoroknak
van kozos sajatfiiggvényrendszere.

A félegyszerli Lie-csoportok unitér dbrazolasaihoz tartozé Casimir-operatorok
mindig hermitikusnak vélaszthatok. Tegyiik fel ugyanis, hogy C Casimir-operator,
amely nem hermitikus. Ekkor a C+Cf (nyilvanvaléan) hermitikus operatorrél meg-
mutathatd, hogy Casimir-operator, azaz, hogy a csoport valamennyi infinitezimalis
generatoraval kommutal. FEz a tétel a fizikai alkalmazasok szempontjabol azt je-
lenti, hogy ha hermitikus Casimir-operatorokat valasztunk, akkor azok annyi darab
megmarado fizikai mennyiséget szolgaltatnak, amennyi a szimmetriacsoport rangja.
Ezek mind egyidejlileg mérheté mennyiségek, vis. a sajatértékeik ,,jo kvantumsza-
mok”.

Beldthato tovabba, hogy az r darab linedrisan fiiggetlen Casimir-operator teljes
rendszert alkot abban az értelemben, hogy barmely A operdtor, amely a csoport vala-
mennyi generatordval felcser¢lhetd, azaz amelyre [A J s] = 0, a Casimir-operatorok
fiiggvénye: A = A(CI,CQ, . .,Cﬁ). A fentiekbol kovetkezik, hogy amennyiben az
S fizikai rendszernek egy félegyszerti Lie-csoport a szimmetridja, akkor a rendszer
Hamilton-operatora a csoport Casimir-operatorainak fiiggvénye:

H - H(él,OQ,...,OT). (622)

Ebbol kovetkezik, hogy az energiasajatértékek a Casimir-operatorok sajatértékeinek
figgvényei: E = E(Cy,Cy,...,C,).

Tudjuk, hogy r darab fiiggetlen Casimir-operator sajatértékei egyértelmiien
meghatarozzak a szimmetriacsoport egy-egy véges dimenzios irreducibilis abrazolasat.
Ezért a fizikai rendszer minden egyes energiaszintjéhez olyan invarians altér tar-
tozik, amelyen a szimmetriacsoport (félegyszerii Lie-csoport) véges dimenziés unitér
matrixokkal irreducibilisen abrézolhaté. A szimmetridaval rendelkez6 fizikai rend-
szer energiaszintjei tehat elfajultak. Az elfajultsdg fokan a megfelel6 irreducibilis
abrazolas dimenziéjat, azaz az adott energiaszinthez tartozé invarians altér dimen-
ziojat értjiik. Az adott energiaszinthez tartozd allapotok jellemzésére felhasznalhatjuk,
hogy a csoport n darab generatora kozott van pontosan r darab, amelyek egymadssal
paronként felcserélhetdk: Jsl, J82, . J . Véalaszthatunk tehat egy olyan béazisfiigg-
vényrendszert, amelynek tagjai a

A A A A

H,C\,Coy...,Cos oy Juys o (6.23)

T

operatorok

E.C,Co ..., Crimg Mgy, ..., My (6.24)

T
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sajatértékeihez tartozo kozos sajatfiggvényei. Ha a Casimir-operatorok rogzitett
sajatértékel esetén az m,, (i = 1,2,...,7) sajatértékek rendszerének kiilonbozo
megvalasztasara Osszesen d lehetOség van, akkor az adott energiaszint d-szeresen
elfajult.

A fizikai rendszer szimmetridja tehat multiplettek 1étezéséhez vezet. A mul-
tiplett-szerkezet jelenlétébdl pedig, megforditva, a rendszer valamilyen szimmetria-
jara kovetkeztetiink. Hogyan vessziik azonban észre, hogy az egyes energiaszintek-
hez tobb allapot is tartozik? A gyakorlatban mindig tgy, hogy valamilyen médon
megsértjik a rendszer szimmetridjat ,,egy kicsit”. Ennek kovetkeztében az ere-
detileg egy adott energiaszinthez tartozo allapotok energidja kicsit kiillonbozévé
valik. A rendszer nivésémajan azt latjuk, hogy az energiaszintek egy-egy ener-
giaérték korul csoportosulnak. Az energiaszintek felhasadasat tudjuk megfigyelni
annak kovetkeztében, hogy a rendszer szimmetridjat valamilyen més rendszerrel
vagy kiils6 térrel valo kolcsonhatas kicsit megsérti. A szimmetrianak ezt a fajta meg-
valésulasat és megsériilését a szimmetriadk Wigner-féle megvaldsuldsanak nevezziik.
A multiplettek megfigyelésének klasszikus példdja az atomi energiaszintek Zeeman-
és Stark-effektus kovetkeztében torténd felhasadasa.

A multiplett-szerkezet figyelembevételével a kivalasztasi szabalyokat ugy is fo-
galmazhatjuk, hogy atmenetek csak egy-egy multipletten beliil lehetségesek, mig a
kiilonbozo multiplettek kozotti atmenetek tiltottak. Ezt a kovetkezéképpen lathatjuk
be. Szimmetria esetén a szimmetriacsoport valamennyi eleme kommutal a S i
operatorral, ezért a csoport valamennyi generdtora és a csoporthoz tartozé Casimir-
operatorok is. Az S-operator tehat tekinthetd az r darab fiiggetlen Casimir-operator
fliggvényének. Kovetkezésképpen az S 7 operator matrixa a Hamilton-operator és a
Casimir-operatorok kozos sajatfliggvényeibdl allo bazisban diagonalis. A kiillonbozé
multiplettek kozott tehat nincsen dtmenet. A természetben a szimmetriat persze
megint annak révén vessziik észre, hogy a szimmetria megsériil. Ekkor fogunk talalni
a kilonboz6 multiplettek kozott in. tiltott dtmeneteket, amelyek azonban sokkal
kisebb valészinliségliek, mint az egyazon multipletthez tartozé allapotok kozotti
megengedett atmenetek.

6.4 Szuperkivalasztasi szabalyok

A kvantumelmélet alapelvei kozé tartozik a szuperpozicié elve, amely kimondja,
hogy barmely két allapot linearis szuperpozicidja is egy allapota a rendszernek.
Ezért lehet tulajdonképpen az allapotokat matematikailag egy linedris vektortér,
a Hilbert-tér vektorainak tekinteni. A Hilbert-térben vannak azonban olyan vek-
torok, amelyek fizikailag nem valdsithatok meg. Nem lehet példaul két kiilonbo6z6
elektromos toltésii, bariontoltést, ritkasagu stb. allapot szuperpoziciéjat kisérletileg
eléallitani. Errdl a tényrdl gy szokas beszélni, hogy vannak szuperkivalasztasi

43



szabalyok. Altalaban létezik a fizikai mennyiségek (toltések) olyan {O} rendszere,
hogy ezen mennyiségek kiilonbozo sajatértékrendszereihez tartozd allapotok linearis
kombindcidi a természetben nem valdsulnak meg (nem valésithaték meg). Minden
allapot ezen mennyiségeknek kozos sajatallapota. A {©} mennyiségek valamely
sajatértékrendszeréhez tartozo allapotok alterét koherens altérnek nevezziik. A fen-
tiek értelmében a szimmetriatranszformacidk a koherens altereket koherens alterekbe
képezik le. Ezért olyan béazisban, amelyben a {@} operatorok diagondlisak, a szim-
metriatranszformacié matrixa

X

~

U ~ X (6.25)
X

X

blokkszerkezetet mutat, ahol minden sor és oszlop egy koherens altérnek felel meg,
és minden oszlopban és sorban csak egy blokk nem azonosan zérus. Meg lehet mu-
tatni, hogy a szimmetriatranszformacio operatora minden koherens altérben csak egy
tetszoleges fazisfaktor erejéig van egyértelmiien meghatarozva, amely alterenként
kiilonbozonek is valaszthaté.

A szimmetriatranszformaciok nem fiiggnek attol, hogy melyik a kezdeti O és a
végsé O’ rendszer, hanem csak attél a g transzformaciotél, amelyik a két rendszert
osszekapesolja (matematikai értelemben). Ezen azt értjiik, hogy ha O és O két
masik vonatkoztatasi rendszer és ugyancsak a g miivelet visz az egyikbdl a masikba,
akkor a Hilbert-téren a megfelel6 transzformaciok egy tetszoleges fazisfaktor erejéig
megegyeznek:

UO + 0)=UD + O0)=Ulyg). (6.26)

Ennek a kovetkezménye, tobbek kozott, hogy ha a g szimmetriatranszformaciok egy
G csoportot alkotnak, akkor a Hilbert-tér megfelel6 U(g) transzformaciéi ennek a
csoportnak az abrazolasait adjak az egyes koherens alterekben.

7 A tér és az ido folytonos szimmetriai

7.1 Az idobeli eltolasi szimmetria

A 7=4ll. ido6beli eltolas operatora a Hilbert-térben:

A

Uty = T(t+T,1t)

_ _i i ITT (4!
= Pexp > dt'H(t') ¢ . (7.1)
¢
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Az (6.12) egyenléséget felhasznalva mondhatjuk, hogy a rendszernek az idébeli el-
tolasok akkor és csak akkor szimmetridi, ha tetszéleges 7 esetén:

0 = ihdz;{T
dt
= U)Ht) — HOU ()
+ih (—%If](t +T)U(t) + %Z/L(t)ﬁl(t))

(
= H(t+7)U(t) — H(t)

~

= (H(t+7)— Ht))Us(t). (7.2)

A derivalas soran az operatorok sorrendjében figyelemmel voltunk a P idorendezo
operator hatasara. A fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy idobeli eltoldsi szimmetria
esetén:

A~ ~

HEt) = H(t+7), (7.3)

azaz a Hamilton-operator nem fiigg explicit médon az idotol:

OH
— =0. 74
o (7.4)
Ekkor viszont
OH dHy
0= (EL - (7.5)

ami azt jelenti, hogy a rendszer energidja megmarad.

7.2 A térbeli eltolasok

Legyen az O’ rendszer az (' vektorral eltolva az O rendszerhez képest a térben. Ekkor
egy pontszerii részecske ezen rendszerekben mért helyzetvektorara és impulzusara
az

HO) =FO0) =L, p(O) =pO) (7.6)

Osszefiiggések allnak fenn. Ebbol kovetkezéen az (5.6) egyenletek az alabbi alakot
oltik:

1Dy = 711, (
iPDy = 7
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Az (5.8) egyenletekbdl & — 7 és &y, — p helyettesitéssel

[DIFDy, DIpDY) = [F = £,5] = + [, 7] (7.9)
adddik, ami mutatja a jobb oldal pozitiv eldjele révén, hogy az eltolasok D, operétorai
linearisak.

Az eltolds operatora a részecske impulzusanak operatoraval kommutal és a
helyzetvektor operdtordaval nem, ezért az impulzus operatoranak fiiggvénye. Ekkor
irhatjuk, hogy

Dy(p)7" = 7Dy(p) = (D (p). (7.10)
Hasznéljuk az operatorok
P ind p— (7.11)
abrazolasat. Ennek segitségével:
0 =
—lh—_,Dg == ng (712)
P

Megkovetelve az eltolasok operatorainak uniteritasat és onkényesen 1-nek valasztva
a fazisfaktort, a megoldas:

D, = exp{%ﬁﬁ_}. (7.13)

Innen latjuk, hogy a térbeli eltolasok csoportjanak generatorai az impulzuskom-
ponensek. Ez a csoport Abel-csoport, mivel az impulzuskomponensek felcserélhetok
egymassal. Az eredmény konnyen altalanosithaté sokrészecskés rendszerekre. Ekkor
a rendszer teljes impulzusanak operatora szerepel az eltolasok operatorainak kite-
voOjében.

A rendszernek akkor és csak akkor szimmetriai a térbeli eltolasok, ha tetszole-
ges £ esetén [Dy, H] = 0, ami azt jelenti, hogy a rendszer teljes impulzusa megmarad.

Hatéarozzuk még meg a rendszer hullamfliggvényének transzformacidjat térbeli
eltolas esetén. Legyen fr az i operator sajatvektora:

Py = 7fr. (7.14)
Hullamfiiggvényen az fr sajatvektor és az allapotvektor skalarszorzatat értjik:

O (frvo) = vo(7), O: (frvo)=1o(r). (7.15)
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Az (7.14) egyenletbél:

DiFDy - Difr = 7D} fr,
("= 0OD}f- = 7D}t
7Dl fr = (F+0)D}fr. (7.16)
frhatjuk tehat, hogy

Az utébbi egyenletet felhasznalva az O és az O’ vonatkoztatasi rendszerbeli hullam-
fliggvények kozott az alabbi Gsszefliggést kapjuk:

Yo (1) = (f:ﬁ Yor) = (fr, Devbo)
= (D} fr0) = (fr05v0)

= Yo(F+ 1) (7.18)

7.3 Forgasi szimmetria. Az SO(3)-multiplettek

El6szor a valédi forgatasok SO(3) csoportjdhoz tartozé métrixok néhany tovébbi
tulajdonsagat emlitjiikk meg.
1. Legyen Ry a csoport egy tetszoleges eleme, akkor

R(Roft,w) = RoR(iT,w)Ry*. (7.19)

2. A forgatdsokat masképpen, az in. Euler-szogek segitségével is parametrizalhatjuk.
Egy tetszoleges forgatast ekkor ugy allitunk eld, hogy elészor a 3. tengely koriil for-
gatunk a szoggel, majd az igy kapott 2’. tengely koril g szoggel és végiil az 4j 3.
tengely koriil v szoggel:

R(a,B,7) = Ra(v)Ra(B)Rs(a), (7.20)

ahol 0 < a,v < 27, és 0 < B < w. Az 1. tulajdonsig segitségével a 2’ és a
3’ tengelyek koriili elforgatdsokat kifejezhetjitk a megfelel6 szogii, 2 és 3 tengelyek
koriili elforgatasokkal:

Ry(7) = Ra(B)Rs(7)Ry'(B),
Ry(B) = Rs(a)Ra2(B)R5 (). (7.21)
Ezeket az Osszefliggéseket felhaszndlva, valamint azt, hogy a 3. tengely korili

forgatasok Abel-csoportot alkotnak, kapjuk az Euler-szogekkel parametrizalt for-
gatasok altalanos alakjat:

R(a,B,7) = Ra(B)Rs(v)Rs(a)
= R3(a)R2(B)R5 () Rs(7)Rs(«)
= Rs(@)R2(B)R3(7). (7.22)
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Az egyes tengelyek koriili forgatasok méatrixai elemi szamolassal adédnak:

cosw —sinw 0 cosw 0 sinw
Rs(w) =] sinw cosw 0 [, Ro(w) = 0 1 0 :
0 0 1 —sinw 0 cosw
1 0 0
Ri(w)=| 0 cosw —sinw |. (7.23)

0 sinw cosw

Keressiik meg ezek utan azokat az R operétorokat, amelyek leirjék az R for-
gatasok kovetkezményét a Hilbert-térben. Vizsgaljuk elOszor az 71 egységvektorral
parhuzamos tengely koriili forgatasokat. Vizsgédljuk egyetlen pontszerii részecske
esetét. Hasznaljunk hengerkoordinatakat és a hozzajuk kanonikusan konjugélt im-
pulzusokat, mint a részecskét jellemz6 fizikai mennyiségek teljes rendszerét. A for-
gatas csak a ¢ polarszoget valtoztatja meg. Az ehhez kanonikusan konjugdlt im-
pulzus a részecske impulzusmomentuménak 7 iranyu vetiilete, hJ,. Az O’ és az O
rendszerben mért polarszogek kapcsolata: ¢(O') = ¢(O) +w. Az (5.6) egyenletek a
jelen esetben az

R'gR=¢+w,  R'JR=], (7.24)

alakot oltik. Innen kovetkezik, hogy R csak a J, operator fiiggvénye: R = R(J,).
Ekkor az els6é egyenléség alapjan:

R,¢] = —wR. (7.25)

Hasznaljuk a szogelforduléds és az impulzusmomentum vetiiletének

0 A
p— ih hJ, — hJ, 7.26
7S, (7.26)
abrazolasat. Ennek segitségével
OR

—ih = —wR 7.27
o) “ (7.27)

adodik, ahonnan az unitér megoldés:
R = exp{—ijnw}. (7.28)

Hasonlo kifejezést nyerhetiink a forgatds operatorara egy N-részecskés rendszer
esetén. Olyankor a (7.28) kifejezés kitevGjében a rendszer teljes impulzusmomen-
tuménak 7 irdnyu vetiilete szerepel.
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A (7.28) kifejezést felirhatjuk a tér 3 fiiggetlen irdnya (az 1, 2 és 3 tengelyek)
koriili forgatasokra. Bevezethetjiik tovabbé az & = wi 3-komponensti mennyiséget,
amelynek segitségével a forgatdsok

R = exp{—iﬁv} (7.29)

alakot oltenek. Ha most az R operatorokat magukkal a 3 x 3-as SO(3)-métrixokkal
abrazoljuk, akkor belathatjuk, hogy a J; (1 = 1,2,3) impulzusmomentumkompo-
nensek éppen az SO(3)-csoport infinitezimélis generatorai. Csakugyan, tételezziink
fel infinitezimalis w szogl forgatasokat és irjuk, hogy

Ri(w) = I — iJw. (7.30)

Hasonlitsuk 6ssze ezen egyenletek jobb oldalat a (7;23) matrixok sorfejtett alakjaval
infinitezimélis w esetén. Ekkor leolvashatjuk a J; operdtorok SO(3)-métrixokkal
torténo abrazolasat:

(Jk)lm = —ieklm. (731)

Ezek utan konnyen igazolhatjuk elemi szamolassal, hogy az impulzusmomentumkom-
ponensek teljesitik a generatorokra kotelezo érvényti

[, k] = i€judy (7.32)
relaciokat.

Tekintsiink ezek utan egy tetszoleges, a, [ és v Euler-szogekkel megadott
forgatast. Erre az alabbiak teljesiilnek:

R'PR = R(a,B,7)7 = Rs(a)Ra(B)Rs(7)r"

= Ry(a)Ry(f)e e

_ R3<&)€+i“/j3 (Rz(ﬁ)%) e*i“/js
_ R3(a)e+iwj36+i6j2%6—iﬁj2e—ivj3
_ s tishHodsh, el 180 s (7.33)
ahonnan az

R0, ,7) = = - loisg 80 (7:34)

megfeleltetés adédik.

Az S fizikai rendszer forgdsi szimmetridja azt jelenti, hogy barmely R operator
felcserélheté a Hamilton-operdtorral, [R, H] = 0, avagy mdsképpen valamennyi
impulzusmomentumkomponens felcserélhet a Hamilton-operatorral, [J;, H] = 0.
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Az SO(3)-csoport rangja r = 1. Az irreducibilis dbrézolasok multiplettjei tehat
A2

egyetlen Casimir-operator sajatértékeivel jellemezhetck. Ez lehet a J , az impulzus-
momentum négyzetének operatora. Az irreducibilis abrazolasok bazisvektorainak
2

valaszthatjuk a H, J és Js operatorok kozos sajatvektorait. Az aldbbiakban meg-
keressiik az SO(3)-csoport Osszes irreducibilis dbrazoldsait.

El6z6leg bevezetiink egy a fizikdban hasznélatos, Diractdél szarmazé jelolést,
amely rendkivil egyszertivé teszi a matematikai irasmaédot:

Yo — |a),
(Y, s) — (alB),
(Yo, Athg) — (alA|B). (7.35)

Ezekutdan minden skaldrszorzat formadlisan egy "bra-” ((...]) és egy "ket-" (|...))
vektor szorzata. A Hilbert-tér egységoperatoranak felbontésa az {|n)} ortonormalt
bazisvektorok altal kifeszitett egy-dimenzios alterek projektorainak Gsszegére ebben
a jelolésben

1= > In)nl (7.36)

alak.

Szerkessziitk meg az SO(3)-csoport irreducibilis abrézoldsait. Vezessiik be ehhez

Jo = Ji+idy (7.37)

un. lépteté operatorokat. Ezek az alabbi csererelacioknak tesznek eleget:

A

s, J )= Jp, s, J)=—J_,  [Jy,J]=2Js, (7.38)

és segitségiikkel
/\_)2 R R A R R A
J =Ji—Js+JJ. = Ji+ s+ J (7.39)
JI = I (7.40)
Legyen |m) a Js operdtor m sajdtértékhez tartozo normalt sajatvektora valamely

abrazolas L terében. Képezzik a j+|m) vektort. FErr6l megmutatjuk, hogy a J3
operatornak az (m + 1) sajatértékhez tartozd sajétvektora, hacsak nem J;|m) = 0:

JaJi|m) = [Ja, Jy)lm) + o Jajm) = (m + 1)J4 m). (7.41)

A J, operdtor tehdt felfelé lépteti egyesével a Js sajatallapotok sajétértékeit. Ha-
sonldéan belathato, hogy a J_ operator pedig lefelé lépteti egyesével a sajatértékeket.
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Tegyiik fel, hogy j+|m) # 0. Jeldljiik ezt az allapotot normalas utan |m + 1)-
vel. A j+ operator ismételt alkalmazasaval és ismételt normélassal kapjuk az |m+k)
(k=0,1,2,...) allapotokat. Ha az dbrazolds véges dimenzids, akkor létezik olyan
m + k = j maximélis érték, amelyre J,|j) = 0 adédik. Erre az allapotra:

By =il T 1) =36 + DI, (7.42)

Alkalmazzuk a J_ operdtort ismételten a |j) allapotra. Normalds utédn az |j — n)
vektorokat kapjuk, amelyekre:

A_»2 . . . . = . . .
Jj=m)y=jG+Dli—n),  Sli-n)=0G-n)j—n), (7.43)
ahol n =0,1,2,... lehet. Véges dimenzios abrazolast csak akkor kapunk, ha létezik
olyan j —n = ¢ érték, hogy J_|¢) = 0. Ebbdl kiévetkezik, hogy
0 = (JJ_|o)
YA
/\_’2 R R
= (0T —J5+ Jsl0)
= jU+1) =L —-1), (7.44)
azaz { = —j. Az |{) vektort azonban véges szamu lépéssel kapjuk a |j) vektorbdl,

azért a (j — () kiilonbség egy n = 0, 1,2, ... nem negativ egész szam, igy j — (—j) =
2j = n. A véges dimenzids irreducibilis dbrdzoldsok tehdt a j = 0,1,1,3, ... egész
és félegész szamokkal jellemezhetSk és (25 + 1)-dimenzidsak.
A2 R
Vélasszunk az egyes adbrazolasok terében olyan bézist, amely a J és a J3
operatorok kozos sajatvektoraibol all:

~,2

T lgm) = 3G+ Dljm), (7.45)
J3lgm) = mljm). (7.46)
Ekkor
GmlJLIljm) = (jm|JzTe]im)
= )T = Jylim) =+ 1) —mm £ 1), (7.47)
ahonnan

Jelim) = [j(+1) —m(m =+ 1)]"2j,m+1), (7.48)

ahol a gyokvonas eredményének fazisfaktorat az altalanosan elterjedt Condon-Shortly-
féle konvenciénak megfeleléen 1-nek valasztottuk. Az igy vélasztott bazisban a for-
gatasok operatorait a

(/| Rl B.y)ljm) = D@, B,7)mim (7.49)
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matrixok abrazoljdk. Felhaszndlva a forgatasok (7.22) alakjat, amely természetesen
az abrazolasaikra is érvényes,

D@, B, wem = €71 G| RaB) e
_ e*lam & () e 1™ (7.50)

irhatd, ahol bevezettik a

& (B)mrm = (e 52| jim) (7.51)

valés ortogondlis métrixokat. Mivel az dbrdzolds unitér, azért a D’(a, 3, y) matrixok
unitér matrixok. Szamos tovabbi fontos tulajdonsaguk, amelyekre most nem térhe-
tlunk ki, rendkiviil jol hasznalhatova teszi 6ket a kvantummechanikai szamolasokban.
A fentiek alapjan ezek a matrixok adjék meg, hogy elforgatés utan az R|jm) vektor
hogyan fejezheto6 ki a bazisvektorokkal:

R(a, B,7)jm) = Z D (a, B, 7 )mm|jm'). (7.52)

Forgasszimmetria esetén célszerii gombi polarkoordinatakat hasznalni. Ilyenkor
a j = l=egész értékekhez tartozd sajatvektorok az in. gombfeliileti fiiggvények:

20+ 1
47

1/2
Yim(6, ) = ( ) [D'(,0,0)m0] (7.53)
A fizikai alkalmazasokban a j = [=egész abrazolasok irjak le egy részecske palyaim-
pulzusmomentum-sajatallapotait.

Az elektron spinjének leirdsara a j = 1/2 abrézolas alkalmas. Az elektronrél
a megfigyelések alapjan tudjuk, hogy adott impulzusu allapota kétféle lehet. Az
elektron energiaszintjeinek kétszeres elfajultsagardl kiilso, gyenge magneses tér be-
kapcsolasa utjan gy6zodhetiink meg. Ha a kétszeres elfajultsagot a forgasszimmetria
kovetkezményének tekintjiik, akkor nyilvanval6an az elektron belsé (nem a térbeli
eloszldsét megadd) allapotai Hilbert-terének 2-dimenziésnak kell lenni. A j = 1/2
abrazolas az, amelyik két dimenziéban abrazol. Azt mondjuk, hogy az elektronnak
s = h/2 nagysigu a sajatimpulzusmomentuma, az tn. spinje. A fent megadott
(7.45), (7.46) és (7.48) képletek alapjan ebben az dbrazoldsban:

(P ) e (3) ao(20) e

ahonnan az adddik, hogy az 1/2-spinti részecske spinoperétorai a Pauli-matrixok:

Ji = % (i=1,2,3 j=1/2). (7.55)
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Végiil beszéljiink arrdl, hogyan lehet a tenzori szozéssal képzett magasabb di-
menzios és altalaban reducibilis abrazolasokat irreducibilis abrazolasok direkt 6ssze-
gére felbontani. Legyen D7 és D7’ két tetszéleges irreducibilis abrézolds. Meg lehet
mutatni a kovetkezoket:

o A Di®D? &brézolas infinitezimélis generatorai J2 @17 +17®J7 | ahol a felsd in-
dex az egyes abrazolasokra utal. Ennek a fizikaban az a jelentés tulajdonithato,
hogy igy kell képezni két impulzusmomentum 6sszegének operatorat. Pl. egy

részecskének [ a palyaimpulzusmomentuma és § a spinje, akkor az eredo tel-

jes impulzusmomentum operatora j = [+ ?, ahol elhagyjuk altaldban annak
jelolését, hogy az egyes tagokat az [ impulzusmomentum sajatérték és az s
spin altal meghatarozott (20 + 1) és (2s + 1) dimenziés vektorterek direkt
szorzatterében kell abrazolni.

e A D/ ® D7 reducibilis dbrazolds egyértelmtien felbonthaté alacsonyabb di-
menzios irreducibilis dbrazolasok osszegére:

DigD" = DUVlgpi-i'tlag ¢p*'~tep+i  (756)

A fizikdban azt mondjuk ennek megfeleléen, hogy egy j és egy j' impulzus-
momentum osszege a J = |5 —j|, |7 — 7|+ 1, ..., j+ 7 értékeket veheti fel.
Mindegyik esetben az impulzusmomentum vetiilete (2. + 1)-féle értéket vehet
fel. Ezen szabdly szerint kell tehat egy részecske péalyaimpulzusmomentumat
és spinjét osszeadni, vagy két részecske impulzusmomentuméanak eredojét is
igy kell meghatarozni.

e A tenzori szorzat abrazolds (27 + 1)(25' + 1) dimenziés terében hasznalhatjuk
a ;’2, I3, ; i és 4 operétorok kézé/s sajatvektorait, [jm)|j’'m’). Viélaszthatjuk
azonban bazisként a :f 2, Js, ;‘2 és; i operatorok kozos sajatvektorait, |JMjj'),
ahol az ered6 impulzusmomentum :f = ;+; ', A kétféle bézis kozotti kapcsolat
a csoportelmélet segitségével meghatarozhato:

-/

MY = Y GmimlIlmlim).  (757)

m=—jm/'=—j'

Itt a (ymj'm/|JM) egyiitthatok valés szamok, az in. Clebsch-Gordan-egyiitt-
haték. A fenti osszefiiggés meg is fordithato:

Jj+i’ J

gy = 353 GmgwlIMYL. (05
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Megjegyezziik még, hogy a Clebsch-Gordan-egyiitthatoknak a J impulzusmomen-
tum harmadik komponensétdl valo fliggése

(]mj,m/|‘]M) ~ 5M,m+m’ (759)

alak.

7.4 Forgasi szimmetria. Részecske centralis potencialban

Tegyiik fel ezek utan azt a kérdést, hogy egy zérus spinti részecske hullamfiiggvénye
hogyan transzformalédik a térbeli forgatdsok soran. Jelolje megint fr az 7 operator
7 sajatértékhez tartozo sajatvektorat. Hasonlé megfontolassal, mint az eltolasok
esetén, az O és a hozza képest elforgatott O vonatkoztatéasi rendszerben a hullam-
fliggvények kapcsolatara az alabbiakat kapjuk:

Vo (F) = (R'fr,v0) = (fr-1rY0)

— Yo(R7). (7.60)
Itt felhasznaltuk, hogy
R'fy = froip, (7.61)
avagy atjelolve, fr — |7),
RIRA) = |7, (7.62)
ill.
IRF = R|. (7.63)

Vizsgédljunk most egy centrélis potencidlban mozgd részecskét. A részecske

energianivéihoz (21 + 1)-dimenziés multiplettek tartoznak. Bazisallapotokként ve-
~ A—»2 A
zessiik be a H, J és J; operatorok (FE,l,m) sajatértékekhez tartozé kozos ¢ g,

sajatvektorait. Ezeket koordinata-fiiggvényekkel reprezentalhatjuk:

Ve () = (fr, YEm) = (F1Elm). (7.64)

Az 7" vektort tekinthetjiik a z-tengely iranyu res vektor elforgatottjanak, ahol é3 a
z-irdanyu egységvektor. Ekkor

~

|7y = |r,0,¢) = R(a=¢,B=0v=0)res)

e_ij3“"e_ij26|7“€3). (7.65)
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A (7.63) egyenlet alapjan nyilvanvalé tovabba, hogy

ey = |réy), (7.66)
AZaZ
Js|rés) = 0. (7.67)

Kovetkezésképpen irhatjuk, hogy:
(rés| Elm') = (rés|e™ | Elm/) = ™ (réy| Elm), (7.68)
ahonnan m’ = 0 és igy a vizsgdlt métrixelem
(rés| Blm’) = Spmothm(r) (7.69)

alakot olt. Mindezt felhaszndlva, a hullamfiiggvény alakjara a forgasi szimmetria
alapjan az alabbiakat kapjuk:

Vem(F) = (r,0,¢|Elm) = (ré;| R (p, 0, 0)| Elm)
l
= > (r&|Elm’) [D'(,0,0)1]

m/=—I mem

l ~ *

= Y Swotm(r) [D'(,6,0)mm|
m/=—1

Ebben az alakban csak a 1z (r) tn. radidlis hullamfiiggvény alakja fligg a potenciél
alakjatol.

Végezetill még megvizsgaljuk azt az esetet, amikor egy részecske szorodik
centralis potencidlon. A potencidl centrumatdél nagy tavolsagban a részecske sza-
bad mozgast végez. Ennek leirdsara hasznalhatjuk a ﬁ impulzus és a H = 1%’ ? /2m
Hamilton-operator kozos

) = Ip,6.0) = R(p.6,0)|pés) (7.71)
A~ A—;2 A
sajatvektorait. Mdsrészt a forgdsszimmetria kovetkeztében a H, J és J3 paronként
felcserélheték, s igy kozos |plm) sajatvektoraikat is valaszthatjuk béazisnak. Meg
lehet mutatni, hogy a kétféle bazis az alabbi kapcsolatban van egymassal:

pim) = [ Qi (6, 9)lp00), (7.72)
o) = 3 Y V(6. o)lplm). (7.73)
=0 m=-1
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A masodik Osszefiiggést gy is szokas emlegetni, mint a sikhulldimok parcialis hulla-
mok szerinti kifejtését.

Kérdezziik most meg, hogy mi jellemzi a szorasi folyamatok S-matrixat centralis
potencidlon szorédé zérus spinii részecske esetén. Keressiik a kezdeti |p;) = |pés)
allapotbdl a végsé |py) = |pby) éallapotba valé atmenet amplitudoéjét:

DrSaly = 3 S (phpplm) (plm| Sy pl'm”) (pl'm’ |pés). (7.74)

Im U'm’/

Itt felhasznalhatjuk, hogy a forgasszimmetria miatt a szorasi operator csak az im-
pulzusmomentum négyzetének fiiggvénye (a Casimir-operator fiiggvénye):

<plm|§f,|pl'm'> = 5ll’5mm’sl(p)- (775)

Ezt behelyettesitve, a keresett atmeneti amplitudé

07Splps) = ZYlm m(0,0)5:(p)
> 2 1
- QJT P (cos 0)Si(p) (7.76)

=0

alakot Olt. Itt felhasznédltuk a gombfliggvények és a Legendre-polinomok kozotti

S Vim0, )Y (0,0) — 214“13,@059) (7.77)

™

m=—1

Osszefliggést.

7.5 Forgasi szimmetria. Irreducibilis tenzorok

Azt mondjuk, hogy a (2j + 1) darab ¢,,(7) (m = —j,—j+1,...,j — 1, ) figgvény
egy j-edrendii irreducibilis tenzor komponensei, ha a térforgatasok soran az alabbi
modon transzformalédnak:

V) = 20 o (RTDD(R) . (778)

A (20 + 1) darab Y}, gombfeliileti fiiggvény egy l-edrendii irreducibilis tenzort
alkot:

Yin(Ril) = Z Vi (1) D' (R) (7.79)

96



Az | = 1 gombfeliileti fiiggvények és az 1 helyzetvektor komponenseinek gémbi
polarkoordinatakkal kifejezett alakjat 0sszehasonlitva kapjuk, hogy:

Yig ~ z, Y~z +1y, Y 1 ~x—iy. (7.80)

Ezek az aranyossagok egyuttal azt is jelentik, hogy a helyzetvektor koordinataibdl
képezett fenti kombinaciok egy elsérendii irreducibilis tenzort alkotnak. Hasonlé-
képpen tetszoleges A vektor Descartes-komponenseibol képezett

A1 -1 = Am - IA Al 1= Am -+ iAy, Al 0o — Az (781)

Y
mennyiségek egy elsorendii irreducibilis tenzor komponensei.

Az irreducibilis tenzorok egy mésik fontos példdja az s = 1/2 spinfi részecskék
kétkomponensti (Pauli-féle) hullamfiiggvénye. Ezek a hullamfiiggvények a D'/2
abrazolast valositjak meg:

1/2

VA =Y Y (RTF)DVA(R). (7.82)

o=—1/2

Az irreducibilis tenzorok hasznalata a kvantummechanikai szamolasokat ké-
nyelmessé teheti, mert ezeknek a mennyiségeknek egyszerii a transzformacidja a
forgatasok soran.

Legyen Ay, k-adrendfi irreducibilis tenzoroperator, vagyis olyan (2k + 1)-kom-
ponensii operator, amelynek Ay, komponensei a forgatdsok soran az

k
RiAR = Y AyDF(R)y, (7.83)

A A—»2 ~
szabaly szerint transzformalédnak. Képezziik ennek hatasat a H, J és J, operatorok
k6zos |njm) sajatvektoraira:

Aglngmy = 37 (/§'m| Aglngm) |n/'m'). (7.84)

nlj/m/

Ezt dsszehasonlitva a (7.58) képlettel latjuk, hogy a két egyenlet megfelelé oldalam
allo mennyiségek azonos médon transzformalédnak a forgatésok sordn. Ezért j, k
és j ki kell elégitse az impulzusmomentumok 0sszeadasi szabalyait, méaskiilonben az
(n'j'm’| Apg|ngm) métrixelem eltiinik. A tenzoroperitor el nem t{iné matrixelemei
tehat csak azok lehetnek, amelyekre:
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Ezek a matrixelemek, az analdgia alapjan, ardnyosak a (jmkq|j’'m’) Clebsch-Gordan-
egyltthatokkal. Az ardnyossagi tényezo mar csak a j, j', k és n, n’ kvantumszamoktol
fliggd, un. redukalt matrixelem:

('g'm/|Apglngm) = (jmkq|j'm’) (0§’ AglInj). (7.86)

Ez a Wigner-Eckart-tétel. Ennek a fizikai kovetkezménye az, hogy az (nj) multiplett
m-edik dllapotabdl az Ay tenzoroperator hatdséra az (n'j") multiplett kiillonb6zé m/
allapotaiba torténd atmenetek meghatarozott eldgazasi aranyoknak tesznek eleget:

| 2

o i =[Gt~ ml

RrY (7.87)

Ha a forgasi szimmetria valamely perturbalé kolcsonhatas révén kicsit megsériil,
akkor az energiaszintek felhasadnak és igy a kiillonbézé m — m} és m — m)
atmenetek mérhetévé valnak. Ekkor ellenorizni lehet az eldgazasi aranyok mérése
alapjan a gyengén sérilé szimmetria meglétét.

7.6 A specialis Galilei-transzformaciok

Tekintsiink két vonatkoztatdsi rendszert, O-t és O'-t, amelyek a ¢t = 0 pillanatban
egybeesnek és amelyekben az érak egyforman jarnak. Mozogjon O’ az O rendszer-
hez képest vy sebességgel. A két rendszerben a megfigyelok ugyanarra az S fizikai
rendszerre vonatkozd megfigyeléseiket azonos ¢ pillanatban hasonlitjak ossze.

N-részecskés klasszikus mechanikai rendszer esetén a részecskék helyzetvek-
torai és impulzusai kozotti kapcsolat:

(0 = 7,(0) — ot;
7.(0") = p.(O) —m,, (7.88)

ahol m, az a-adik részecske tomege és a = 1,2,..., N. Ennek megfeleloen a kvan-
tummechanikai rendszerre vonatkozé (5.6) egyenletek az alabbi alakot dltik:

Q 7% Q 7%}a - 1701:7
G'5,6 = D, —mato. (7.89)

Ha az (5.8) egyenleteket az (7%,1, 5a) kanonikusan konjugalt operatorokra alkalmazzuk,

akkor
[gAT%agAa gATﬁagA} = [%a - UOtaﬁa - maUO] = +[7%’a7]%)a] (790)
adddik. Innen latszik, hogy a G operator linearis.
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Keressiik a G operatort szorzatalakban:
G = g(Py, Doy s PN )T, Tay oo 7)) = G

Ekkor a (7.89) egyenletek a

(7.91)

alakot oltik. Haszndljuk az els6 egyenletben a Py — ihd/0p,, ]%’a — Po impulzus-
reprezentdciét, a masodik egyenletben pedig a 7, — 7, p, — —ihd/0r, koordina-
tareprezentaciot. Ekkor

. a —
—1haﬁag = Uptg,
ih 0 h = mgiph (7.92)
or, '

egyenletek adédnak. Ezeknek unitér megolddsa (az allandé fazis dnkényes rogzitése
utén):

N
ho— exp{—%UOZmaFa}. (7.93)

Valgjaban mindkét operator tartalmazhatna egy tetszoleges, id6tol és sebességtol
fliggo fazist, ezért a Galilei-transzformaciok alakja altalaban:

~

G — [t ) exp {%ﬁﬁot} exp {—%Mﬁﬁo} , (7.94)

ahol M = YN m, a rendszer teljes tomege,  egy fazisfaktor és B = YN | MgTy /M
a tomegkozéppont helyzetvektoranak operatora. A v fazist ugy valasztjuk meg,
hogy a szabad részecskék rendszere invaridans legyen a Galilei-transzformaciokkal
szemben, azaz

oG

ih— 4 [G, Hy] = 0 7.95
ifim + (G, H] (7.95)
legyen, ahol
N 52
H = Y = 7.96
0 ;12% (7.96)
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a szabad részecskék rendszerének Hamilton-operatora. Elvégezve az id6 szerinti
parcialis derivalast,

[Hy,G] = <ih2—:71 - 1360> G (7.97)

adédik. Mivel Hy felcserélhets a G operator elso két tényezojével, ezért az egyenlet
bal oldalan all6 kommutéator:

A oA 1%, ~ 1 =
[Ho,G] = ~(t, ) exp {ﬁont} [Ho,exp {_ﬁMRUOH ,

h

M2 2\ .
_ _< 2”0 —HTOP) G. (7.98)

i~ M2 2, i
= —(t, ) exp {iPﬁot} < 21)0 —HTOP) exp {—%MRUO}

(Itt felhasznaltuk, hogy koordinatareprezentaciéban ]i — —ihﬁa.) Helyettesitsiik
be az eredményt a (7.97) egyenletbe:

Muv? L0y
— = ih—~y . 7.99
5 ihy (7.99)
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldésa:
i M2
At F) = exp{% 2”0 } (7.100)

ahol a tetszoleges, Uy-tdl fliggd fazist 1-nek vélasztottuk.

Mindezeket egybevetve a Galilei-transzforméaciok operatora a Hilbert-téren

A i1 1~ i %
G(t) = exp{%ﬁMvgt} exp{%PUot} exp{—%MRﬁo} (7.101)
alakt. Felhasznélva az
eAeP = eAtBealAB] (7.102)
azonossagot, valamint hogy
s i~ i
{%ont,—ﬁMRvo} = —ﬁMvgt, (7.103)

irhatjuk, hogy

5 il e 2 1i 2 2,
G(t) = exp{ . §Mv§t} exp {% <Pt - MR) 170} exp {—l[Pt, —MR]UO}

h 27
= exp {% (ﬁt - Mﬁ) 270} . (7.104)
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A kapott eredménybdl leolvashatjuk, hogy a Galilei-transzformaciék infinitezimélis
generatorai a (Pt M R> operator Descartes-komponensei. Ha a kvantummechanikai

rendszer Galilei-invarians, akkor
d <Z3t - MJ%)
dt

Ha ezenkiviil a rendszer még a térbeli eltolasokkal szemben is invarians, akkor a

H o — (7.105)

teljes impulzusa is megmarad, azaz dPy /dt = 0, azaz ilyenkor

ARy Py
iy _ P _ g 1
a M (7.106)

adodik, ami kifejezi a tomegkozéppont megmaradasat.

A Galilei-transzforméciok alakjat felhasznélva megkapjuk a Hamilton-operator
transzformacios képletét:

e

o) = (j(t)ﬁ(t)gulh—gf
N A A 1 2,
= GWHM)G' — 5MUO — WP, (7.107)
ahonnan az energiara
= 1
Eo = Ep—uiy(P)o — 5Mvg (7.108)

addédik. Ez a megfelelo klasszikus mechanikai kifejezés pontos analogonja.

8 A tér és az ido diszkrét szimmetriai

8.1 A tértiikrozési szimmetria. A paritas

Tekintsiink egy egyrészecskés fizikai rendszert. Legyen az O és az O két vonatkoz-
tatasi rendszer, amelyeknek az origdja egybeesik, de a koordinatatengelyeik irdanyitasa
éppen ellentétes. Ekkor a klasszikus hataresetben a részecske helyzetvektorara és
impulzusara

r(0) ==r0),  p(0) = —p(0) (8.1)

Osszefliggések allnak fenn. Ennek megfeleléen a kvantummechanikdban az (5.6)
egyenletek a

A~

Pir.

A

= 7 PP = —p (8.2)
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alakot oltik, ahol P unitér operator. Mivel a fenti transzformacié soran az 7 X
p palyaimpulzusmomentum nem valt eléjelet, ugyanezt feltételezziik a részecske
spinjérdl is. Ha az (5.8) egyenletet az 7, p véltozé-parra alkalmazzuk, akkor le-
olvashatjuk, hogy a tértiikrozés P operdtora linedris:

~

[_%7 _ﬂ = _'_[%7]%1' (83)

Vizsgéljuk meg, hogyan transzformalédnak tértiikrozés soran a helyzetvektor
és impulzus operatoranak |r) és |p) sajatvektorai:

A =9, A =i,

PrPTP|?) = FP|F), PpPPIp) = pP|p),
—rP|7) = FP|7), —pP|p) = PP|p),

PI7) = a(f)] = 7, P|p) = b(p)| ), (8.4)

ahol a P operator uniteritdsabol kovetkezéen a(r) és b(p) egységnyi abszolutértéki
komplex fiiggvények. Rogzitésiikhoz képezziik az

(AP = b(@)(—D) (8.5)

skalarszorzatot. Ez a koordinatasajatallapotok teljességét felhaszndlva az aldbbi
alakba is irhato:

WP = [ d PN
= [ @) - 7))
= [ a8+ 71
a(=7){~717)
(=77 - 7 (5.6)

Ezt Osszehasonlitva a (8.5) egyenlettel, adédik, hogy a = b = all.. Eljiink ezutan
az a = 1 vélasztassal. Ekkor az alabbiakban foglalhatd ossze a tértiikkrozésnek a
koordinata- és az impulzus-sajatfiiggvényekre kifejtett hatasa:

ém = |-,
Plp) = [-p). (8.7)

A tértitkrozésnek az |7 és |p) sajatvektorokra kifejtett hatdsa alapjan P? = I.
Mésrészt az uniteritds miatt PPT = ] , ugyhogy a tértiikrozés operatora onadjungalt:
P = Pt. Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy a tértiikrozés operatoranak sajatértékei
valésak, és +1-gyel egyenlok.
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A fentieket felhasznalva a tértiikkrozés hatasa a hullamfiiggvényre koordinata-
ill. impulzus-reprezentaciéban:

Py(7) = (F1Pl) = (~71) = (-7,
PY(5) = (AIPIY) = (~710) = ¥(-) (838)

Hatarozzuk meg a tértiikrozés hatdsat a palyaimpulzusmomentum sajatfiigg-
vényeire, azaz a gombfeliileti fliggvényekre. Hasznédljunk gombi polarkoordinatakat.
Ekkor nyilvanvaléan:

Pl = Plr ) = |r — 1), (8.9)
aminek a segitségével

PYyu(i1) = (it P|em) = (—ii|¢m)
= Yﬁm(_ﬁ) = (_l)éyfm(ﬁ) (8'10)

alakban addédik a keresett Osszefiiggés.

A tértiikrozés operatora fliggetlen az id6tol, ezért a tértikrozési szimmetria
azt jelenti, hogy a rendszer Hamilton-operdtora felcserélhetd a tértiikrozés operdto-
raval: [P H | = 0. Mivel a tértiikrozés operatora dnadjungdlt, ezért a P ilyenkor
megmarado fizikai mennyiséget képvisel, amelyet paritasnak neveziink. A kvantum-
mechanikai rendszerek energiasajatallapotai tehat a paritasra nézve is sajatallapotok:
pozitiv vagy negativ paritdasiak. Altaldnosan is meg lehet mutatni, hogy ha az ener-
gianivo elfajult, akkor is mindig 1étezik jél definialt paritasu bazis a Hilbert-térnek
az adott energiaszinthez tartozd alterében. A fentiek alapjén az ¢ palyaimpulzus-
momentum egyrészecske-allapot paritdsa (—1)°.

Kotott allapotu Osszetett rendszer esetén a tértiikrozési szimmetria azt je-
lenti, hogy a rendszer hullamfiiggvénye energiasajatallapotban egyuttal paritéds-
sajatdllapot is. A sajatértéket az Osszetett részecske belsé paritdsanak nevezziik.

Egy N-részecskés rendszer esetén a paritas operdtora minden egyes részecske
helyzetvektorat és impulzusat atforditja az eredetivel ellenkezd iranyba. Ezért a
rendszer paritas-operatora az egyrészecskés paritas-operatorok szorzata, amelyek
egymassal kommutalnak:

Vizsgaljuk azt a szérasi folyamatokra jellemzo esetet, amikor két Osszetett részecske
¢ relativ palyamomentumu allapotban titkozik. A kezdeti dllapotban a részecskék
kolesonhatésa elhanyagolhato, ezért energia- és egyuttal paritassajatallapotban van-
nak. Legyen a paritasuk m és my. A rendszer hullamfiiggvénye ¥ (7, ..., T, gty - - -
FN) = w1<F1 — FQ, c. ,Fk,1 — Fk)Q/J2<Fk+1 — Fk+2, c. ,FN,1 — FN)}/gm<ﬁ) alakﬁ, ahol
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az 1. részecske k darab, a 2. részecske N — k darab részecskét tartalmaz, 1, és
1y jelentik az Osszetett részecskék belsé hullamfiiggvényeit, és 7 a két Osszetett
részecske tomegkozéppontjai altal meghatarozott irany egységvektora. Tértiikkrozés
soran nyilvanvaléan valamennyi relativ helyzetvektor és az 1 egységvektor is eléjelet
valt. Ennek kovetkeztében:

Pty = P99 Ye) = mma(—1)%p. (8.12)
Az Gsszetett részecskék belso paritdsai és az egyméashoz viszonyitott palyamozgasuk-
bél adédé paritasuk osszeszorzédik: P = mma(—1)°. Ezt a szabalyt felhaszndlhatjuk
természetesen a szérasi kisérlet végallapotara vonatkozoan is. Példaul az 1 + 2 —
1" + 2’ folyamat esetén a paritds megmaraddsa azt jelenti, hogy:

mm(—=1)% = m/m/(=1)%. (8.13)

Mivel minden részecskének lehet elvben belsé szerkezete, csak esetleg nem
ismerjiik, ezért megvan az a szabadsagunk, hogy egy részecske belsé paritasat onké-
nyesen rogzitsiik. Ezutan a szorasi kisérletek segitségével rogzithetjik a részecskék
egymashoz képesti paritasat s ezaltal a belsé paritasukat. A tértiikrozési szimmetria
azt jelenti, hogy a természet torvényei nem fiiggenek attol, hogy a kiszemelt részecske
paritasat +1-nek vagy -1-nek vélasztottuk.

A tértiikrozési szimmetria a tapasztalat szerint nem altalanos érvényt. Az erds

és az elektromégneses kolecsonhatéasi folyamatokban a paritds megmarad. Ugyanakkor
a gyenge kolcsonhatds soran a paritds megséril. C.S. Wu 1956-ban megfigyelte,
hogy a Co% izotép S-bomlésa soran keletkezd elektronok el8szeretettel az atom-
mag spinjével ellentétes iranyban emittalodnak, azaz szogeloszlasuk anizotrép. Ha
a tértikkrozési szimmetria nem sériilne meg a gyenge kolcsonhatas soran, akkor a
kovetkezoknek kellene igaznak lenni:
Tegyiik fel, hogy az elektronok anizotrép szogeloszlasat az O rendszerben figyeltiik
meg. Az O' rendszerre vald attérés sordn az atommag spinjének iranya nem valtozik,
ugyanakkor az emittalt elektronok helyzetvektorait és impulzusait -1-gyel kell szoroz-
ni. Ezért az O’-ben nyugvé megfigyeld azt 1latna, hogy az elektronok eldszeretettel az
atommag spinjének iranyaban emittalodnak. A tapasztalatnak azonban nem szabad
attol fiiggni, hogy a kisérletet melyik rendszerbdl nézziik, ha fennall a tértiikrozési
szimmetria. Ez akkor és csak akkor lenne lehetséges, ha az elektronok szogeloszlasa
izotrép lenne. A tapasztalat azonban nem ez. FEzért a tértiikrozési szimmetria
valéban megséril.

8.2 Az idomegforditasi szimmetria

Kiilonbozzon az O és az O' vonatkoztatdsi rendszer csak abban, hogy az S fizikai
rendszer azon eseményeihez, amelyekhez az O-beli megfigyel6 a ¢(O) pillanatot ren-
deli, az O'-beli megfigyel6 a t(O') = —t(O) pillanatot rendeli. Ez azt is jelenti, hogy
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a t(O) = 0 pillanatban a két rendszer egybeesik. Wigner tétele értelmében létezik
egy a Hilbert-tér folott értelmezett unitér operator, amely kifejezi az ugyanahhoz a
t(O") =t és t(O) =t pillanathoz tartozé allapotvektorok kapcsolatét:

vo(t) = Ot)o(t). (8.14)

A @(t) idéfiiggd operdtor helyett (ami megfelel az dltaldnos tdrgyalds u (t) opera-
tordnak) célszer(ibb bevezetni azt a 6 operdtort, amely az egyes események altal
meghatarozott azonos objektiv idopillanathoz tartozé allapotvektorok kapcsolatat
irja le:

~

Yo (—t) = Ool(l). (8.15)

Emlékezziink, hogy t(O) = t és t(O’) = —t vannak ugyanahhoz az eseményhez
rendelve. Az igy bevezetett 6 operétor nem fligg az id6tol, mert a definidlé egyen-
let két oldalan &all6 allapotvektorok ugyanahhoz az objektiv idopillanathoz tartoz-
nak. A @(t) és af operatorok definiciéjaboél, valamint az evolucids operatornak az
allapotvektorra gyakorolt hatasabol adéddan:

~

O(t) = 0T(—t,t) = T'(t, —t)6. (8.16)
Innen kovetkezik az is, hogy 6 unitér.

Tekintstink egyetlen részecskét. Ugyanabban az objektiv idopillanatban fenn-
allnak a helyzetvektor és az impulzus O-ban és O’-ben mért varhato értékei kozott
az alabbi Osszefiiggések:

(Yo (1), 7:?1/10'@)) = (Yo(-1), %i/io(—t))a
(Wor(t), Por(t) = —(o(=t), Pbo(—t)). (8.17)

Hasznaljuk fel a 6 operétor definicigjat. Ekkor a varhaté értékek fenti Gsszefliggé-
seibdl az (5.6) egyenleteket az alabbi alakban kapjuk:

Il
v

ar
0'p) = —p. (8.18)

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a palyaimpulzusmomentum operatora idotiikrozés
soran eldjelet valt:

~

I'Fxpl = —Fxp (8.19)

Ennek analogidjara megkoveteljiik, hogy a részecske spinjének operatora ugyancsak
valtson eldjelet:

A A

0'56 = -5 (8.20)
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Ha ezek utén az (5.8) egyenleteket az 7%’, 1%’ kanonikusan konjugdlt valtozéparra alkal-
mazzuk, akkor latjuk, hogy @ antilineéaris operator:

0179, 6tp] = —[F, pl. (8.21)

Ad operator konkrét alakjanak meghatarozasahoz sziikségiink lesz a komp-
lex konjugdlds operatordra és annak néhdny tulajdonségdra. Igy most elGszor ezzel
foglalkozunk. A komplex konjugalas K operatorat koordindtareprezentaciéban defi-
nialjuk:

(Fso|K|y) = (Fsoly)”, (8.22)

5 a2
ahol [1)) a részecske tetszéleges allapota, |Fso) pedig az 7, § és az s, operatorok 7,
s(s+ 1) és o sajatértékekhez tartozd kozos sajatvektora.

A tovabbiak szempontjabdl fontos emlékezniink, hogy az antilinedris A operdtor
adjungaltjanak definiciéjabol adédik, hogy

(¢, ATy) = (v, Ag) = (Ao, ) (8.23)

tetszoleges |¢) és |¢) allapotok esetén. A komplex konjugalds operatora az alabbi
tulajdonsagokkal rendelkezik:

e K antilinedris. Ez az aldbbiak szerint 14thaté be:

(Fso|K|aty + Bi) = (Fsolan)* + (Fso| )"
= a’(rsolyr)" + B (rsolvs)”
= o (7so|K|ir) + B*(Fso| K |1ho)
= (Fso|la* Ky + B*Kby). (8.24)

Itt [1h1) és |1)q) tetszbleges allapotok és v és [ tetszileges komplex szamok.
e A K operdtor unitér, mert tetszoleges ¢ és 1 allapotok esetén egyrészt
(Ko, Kv) = (¢, KTK¢)", (8.25)

masrészt pedig
(Ko, Kv) = Y [ drirsolk|o) (7ol K|)
= % [ dr(isoloyisale)”

= (¥l¢) = (o,9¥)", (8.26)
ugyhogy

~ A

K'K=KKf=1. (8.27)
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e Impulzusreprezentacioban a komplex konjugélas operatora a kovetkezoképpen
hat:

FsolRlw) = [ dr(@lr) (7ol K1)
= [ dr (=gl (o)’
= (~#solv)" (8.28)
e A definici¢jabol kovetkezben K2 = I, mert
(Fsol K2y) = (Fsol K[0)" = (Fsolu). (8.29)

Felhasznélva még, hogy K unitér, adédik, hogy a komplex konjugélas operatora
onadjungalt: KT = K.

e Teljesiilnek az alabbi operator-osszefiiggések:

KrK = 7, (8.30)
KpK = —p. (8.31)

A (8.30) egyenletet az aldbbiak szerint lathatjuk be:

(Fso| KFK W) = (Fso|rK[) = 7 (Fso| K |w)*

= (Fsolrly). (8.32)
A (8.31) egyenlet bizonyitésa:

(Fso| KPK ) = (FsolpK[v)* = ihV(Fso| K|i)*
= IWVH{Fso|v) = —(Fso|pl). (8.33)

e A komplex konjugdlas operatora a spin operatoraival az aldbbi felcserélési
relaciokban &ll:

K&K =8  RSK—-§, RE&K=§. (8.34)
Ennek a belatasahoz képezziik az alabbi skaldrszorzatot:

(fFXSO)KSin) = (fFXsaaSij)* = (fFXsaaIA{S:,@Z))*
= [(fFXsaa 5:2*?#)*]* = (.fFXsaa S:’QZ))
= D (Xaor Sixwor) (Fixerar s ), (8.35)

s'o’!
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%2 A
ahol s, az S és S, sajatvektorai. Az impulzusmomentum operatorainak
matrixelemeit a forgascsoport irreducibilis dbrazolasainak tanulmanyozasa soran
meghataroztuk. A (7.46), (7.48) matrixelemeket felhasznalva kapjuk, hogy

N N

(Xsaa S;Xs’a’) = (Xsm SJCXS’G’)* = (Xsm Sst’a’)a

(XS<77 SZXS’J’) = (Xsw Sst/o/)* = _<X807 Sst'o'),

(Xsm g:Xs’o’> = (Xsm Ssz/o/)* = (Xsm Ssz/a/)- (836)

Itt az els6 és harmadik sorban szereplé maétrixelem valds, a masodik sorban
allo pedig tiszta képzetes. A bizonyitashoz abbdl indulunk ki, hogy az

(50|94]5'0") = 0s 00041 Cit (8.37)
ahol Cy valés szamok, és ezért
(50l 850’ = %5%'(@50,0'“ +C 6y y) (8.38)
valésnak adddik, mig
(s0]S,|s'0") = —%558,(0+50,0,+1 O b) (8.39)
tisztan képzetesnek. Ezeken kiviil
(50]8,2|5'0") = 04050 (8.40)
szintén valds. Ezeket figyelembe véve irhatjuk, hogy

(fFXsoakgka) = Z(XsoaS;Xs’o’)<fFXs’o’aw)

s'o’

= Z(XSW Sme/g/)<fFXs’o’7 w>

s'o’

= (fiXsor Sat)), (8.41)

(fFXsmKSwa) = Z(XsaaS;Xs’a’)(fFXs’a’aw)

s'o’!

= - Z(Xsm Sst’a’)(fFXs’a’a w)

= _(fFXsoa gyw>7 (842)

(.fFXsm ngf(d)) - Z(Xsm S:Xs’a’)(fFXs’a’a w)

s'o’!

= " (Xsos SeXoror) (FiXstors 1)

= (.fFXsaa Szw) (843)
Ezt akartuk belatni.

68



A komplex konjugalds operatoranak fenti tulajdonsagait tudva, keressiik az
idotiikrozés 6 operatorat

0 = K3 (8.44)

alakban, ahol a )y operator a spindllapotok terében hat és unitér, mert 0 és K is az,
010 = I, KK = I. Mivel % = cg41, ahol ¢y egységnyi abszolut értékii komplex szadm
és KX K = X", azért

0> = (KL)(KY) = KKTS*S =573,

Xt = 3%,
> o= g3l
2= g3,
£ o= ()%
g = =+l (8.45)

Ennek egyik kovetkezménye, hogy

0> = +I. (8.46)

~ Hasznéljuk fel, hogy 0 valamennyi spinosszetevo el6jelét ellentétesre valtoztatja,
K pedig csak az y-komponensét. Ebbdl adédik, hogy az

~

$iS,s = -8, f

~

_Sz7

A

=S, (8.47)

5y
Tsy

> n»
™M

egyenletek adjak meg a 3. operatornak a spinekre a hatdsat. Innen latjuk, hogy 5
az y-tengely koriili m szogl forgatas a spinallapotok terében:

S o= exp{%wgy}. (8.48)

(Behelyettesitéssel meggy6ézodhetiink a megoldés helyességérél.)

Egyetlen s = 1/2 spinti részecske esetén a D'/? irreducibilis dbrazolds tere
adja a részecske spindllapotainak Hilbert-terét. Ezen a spin-operatorokat a Pauli-
matrixok abrazoljak: S; — %oi. Ekkor

o T : 0 1
Y — exp {15%} =io, = ( 10 ) : (8.49)
és

0% = col =35 = —1. (8.50)



Tegyiik fel, hogy a rendszer F' darab azonos, 1/2 spinii részecskébél &all. Ekkor

. ht
Sy 3 ;(o—a)y (8.51)
és
3 = i(01)yi(a2)y - - -i(op)y, (8.52)
amibél
0% = col =52 = (—1)F'T (8.53)
kovetkezik.

Ennyit az idotiikrozés operatoranak alakjarol. Most még megmutatjuk az
idotiikrozott allapotok néhany tulajdonsdgat:

e Paratlan szdmu 1/2-spinti részecskét tartalmazé rendszer barmely v dllapotdnak
idotiikrozottje ortogonalis az eredeti allapotra:

(8, 00) = (1) (0>, 09) = (=1)" (00, )", (8.54)
ahonnan pératlan F esetén: (61, 1) = 0.

e Egyetlen 1/2-spinii részecske esetén 6 konkrét alakjat felhasznalva kapjuk az
alabbi tulajdonsagokat:
~111 1 1 A1 1 11
s2)="la-3) k-3)=la) (8.55)

Erdekességként jegyezzik meg, hogy a szupravezetés jelensége azon alapul,
hogy két elektron, amelyek idotiikrozott allapotban vannak, egy zérus spinti kotott
allapotot, un. Cooper-part alkot. Amig a szabad elektronokra a szilardtestben
véges nagysagu ,,surlodasi” er6é hat, addig a Cooper-parok gyakorlatilag surlédas
mentesen tudnak az anyagban mozogni. Teljesen hasonléan, az atommagokban
is 1étrejohetnek olyan kortlmények, amikor az idotikrozott allapotokban 1év6 nuk-
leonok gyengén kotott Cooper-parokat alkotnak. Fz azt eredményezi, hogy az atom-
mag anyaga (anyaganak egy része) szuperfolyékonnyd valik és ezéltal ugrasszertien
lecsokken az atommag tehetetlenségi nyomatéka.

A Hamilton-operator transzformaciéja az antilinearis ©(t) transzformécié so-
ran:

H'(t) = —O)H()O(t) + ih%—?éw). (8.56)
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Helyettesitsiik be ide az id6étiikrozés operatordnak (8.16) alakjat és hasznaljuk fel,
hogy

~ ) ty ~
Tty t) = Pexp{—%/fH(t')dt'}:T*(ti,tf), (8.57)
t;
~ _ ) ty
T(tit;) = Pexp{ﬁ/fH(t’)dt’}, (8.58)
h t;
ahonnan
~ _ 7t oA
Tl—t,t) = Pexp{— / H(t’)dt’}, (8.59)
hJ-¢
tgyhogy
W - %[T(—t,t)ﬁ(t)+I§T(—t)T(—t,t)]. (8.60)

Ezt figyelembe véve irhatjuk, hogy
H'(t) = —0T(—t, ) H@)T(t,—t)6"
+¢hé%[T(—t, tYH(t) + H(—t)T(—t,t)|T(t, —1)0,

= —OT(—t, ) H@®)T(t, =)0 + 0T (—t, ) H ()T (t, —t)0" + 0H (—t)6"
OH(—t)6". (8.61)

Miutan megismerkedtiink az idétiikrézési transzformacié hatasaval, most vizs-
galjuk meg az idotiikrozési szimmetria kovetkezményeit. Idotiikrozési szimmetriarol
akkor beszéliink, ha az O és az id6tikrozott O' vonatkoztatdsi rendszerben az S
fizikai rendszert ugyanaz a

H'(t) = H(t) (8.62)

Hamilton-operator irja le. Felhaszndlva a (8.61) Osszefliggést, id6titkrozési szim-
metridval rendelkez6 fizikai rendszer Hamilton-operdtora a

A~

H(t) = 0H(—t)" (8.63)

egyenletnek tesz eleget. Ha a rendszer az idébeli eltolasokkal szemben is invarians,
akkor Hamilton-operatora fiiggetlen az id6tol, és ezért az idétiikrozési szimmetria
azt jelenti, hogy a Hamilton-operator felcserélhet6 az idotiikrozés operatoraval:

0.H] = o. (8.64)
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Ennek ellenére az idémegforditasi szimmetridhoz nem tartozik megmaradé fizikai
mennyiség, mert 6 nem linedris operator.

Az idémegforditasi szimmetria az Un. mikroszkopikus reverzibilitasban jut
kifejezodésre: egy mikroszkopikus folyamat atmeneti valoszintisége és az idében meg-
forditott folyamat atmeneti valdsziniisége ugyanaz, ha a megforditott folyamat az
eredeti végallapot id6tiikrozottjébol indul és az eredeti kezdeti allapot id6tiikrozott-
jében ér véget. Ezt az alabbiak szerint latjuk be:

1. Az idémegforditasi transzformacié tulajdonsdgait felhasznalva irjuk, hogy:
Yor(t) = T'(t,to)vor (to) = T"(t, to) 0o (—to), (8.65)
masrészt, hogy
Yor(t) = 0o (—t) = T (—t, —to)to(—to)- (8.66)
A két egyenletsor Osszevetése alapjan:
T'(t,t)0 = 0T (—t,—tp). (8.67)

2. A fenti tulajdonsagot felhasznédlva, megkapjuk az S-operator transzformaciéjat
idétiikrozés soran. Induljunk ki az S-operator alakjabdl az O rendszerben:

Shi = Mmoo, g H0,8)T (¢, t0) T} (t0, 0). (8.68)

Szurjunk be a jobb oldalon a tényezdk kozé, valamint elé és utdn egy-egy +]
operatort 00" alakban (6sszesen négyet, hogy az el6jel ne valtozzon):

S}i = 1My o0, 195 —0cB T (0, —t)T(—t, —to) T} (—to, 0)6F

, A - - t
= 1My soc, t9s 0ol |1} (—t0, 0)TT(—t, o) T}(0, —t)]

4t
AT . . . oA
= 0 [limys oo, 1gmsoc T30, 10) T (to, )T (£, 0)] " 6

~

= 05,0 (8.69)

3. Ha a rendszer idémegforditasi szimmetriaval rendelkezik, akkor az evolucids
operator és idomegforditottja megegyezik, tigyhogy:

Sy = 0S},6. (8.70)

Szorozzuk ezen egyenlet mindkét oldalat balrdl és jobbrdl is 010 = +1 -vel,
akkor az egyenlet az

Sy = 6150 (8.71)

alakot olti.
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4. Legyen ezek utan ¢; és ¢ a rendszer tetszéleges kezdeti és végallapota. A
megfelel dtmeneti amplitudo:

(67, 5i0s) = (67,07506:) = (065, S};06:)"

ahol felhasznéltuk, hogy hatf antilinedris. Innen leolvashatjuk a bizonyitani
kivant allitést.

Pl. ha egy p1s101 és egy poss0s allapotul részecske szérddik és a végallapotban
lesz két részecske a plsioy’ és phssos’ allapotban, akkor ennek a folyamatnak az
atmeneti amplituddja ugyanaz, mint az idébeni megforditottjanak, amikor egy —p}sq—
o1’ és egy —phsy — o9’ allapotu részecske szorddik a —pis; — o1 és —pass — 09
végallapotokba.

9 Belso szimmetriak

9.1 Az izospin

Ellentétben a tér és az id6 szimmetridival, most olyan szimmetriakrdl fogunk beszélni,
amelyek a fizikai rendszerek valamilyen tovabbi, nem térbeli szabadsagi fokaival
kapcsolatosak. Arra, hogy ilyen szimmetriak is vannak, ugy joviink ra, hogy bizonyos
fizikai rendszerek energiaspektruméaban olyan multipletteket talalunk, amelyek nem
magyarazhatok a tér és az id6 mar megismert szimmetridival.

Az egyik klasszikus példa erre az izospin-szimmetria. Az atommagokat felépitd
protonok és neutronok nyugalmi tomege kb. 1 GeV. Ugyanakkor a proton tomege
kb. 1 MeV-tal, azaz 0.001 GeV-tal kisebb mint a neutron tomege. Ez a ki-
csiny tomegkiilonbség az erds (nukledris) kolesonhatés jellemz6 energiaskéldjan el-
hanyagolhaté. Ha a protont homogénen toltott gombnek tekintjik, akkor a kol-
csonhatas Coulomb-energiaja ugyanilyen nagysagrendiinek adodik. Ezért - Heisen-
berg érvelését elfogadva - gy tekintjiik, hogy a proton és a neutron ugyanannak
a részecskének két kiilonbozo allapota. A részecskét nukleonnak nevezziik. A nuk-
leonallapot kétszeresen elfajult. Ezt a tényt gy tekintjiikk mint egy SU(2) szimmet-
ria kovetkezményét. A szébanforgd szimmetriat izospin-szimmetridnak nevezziik.
Az izospin-csoport generatorait T (1 =1,2,3) jeloli. A csoport irreducibilis abrazo-

a2
lasai a T' operdtor T'(T + 1) sajatértékei szerint osztalyozhaték. A 2 multiplicitdsa
nukleon nyilvanvaléan a 7' = 1/2 dbrazolast valdsitja meg. A nukleon izospin-
allapotainak Hilbert-tere tehat 2-dimenziés. A T3 = +1/2 allapotot a protonnal, a
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T3 = —1/2 allapotot a neutronnal azonositjuk:

Do) = 3l Toln) = —2|n). (9.1

(Hogy igy és nem forditva, az csupdn konvenci6 kérdése.) Az izospin operatorait
a T = 1/2 &brzolds terében a Pauli-méatrixok &brazoljdk: T; — 7;/2. Ezeket -
spint6l valé megkiilonboztetés végett - jeloljiik most o; helyett 7;-vel. Tudjuk, hogy
az SU(2)-csoport generatorai egy 3-dimenzids euklideszi térben végzett forgatdsokat
generdlnak. Az izospin esetében ez azonban nem a koordinata-tér, hanem valamilyen
absztrakt belsé tér, amelyet izo-térnek neveziink. Azt mondjuk, hogy a nukleon
kétszeres elfajultsaga annak a kovetkezménye, hogy az erds kolcsonhatés az izo-
térben végzett elforgatasokkal szemben invaridns. A? izo-tér v irdnya koriili € szogli
elforgatést a Hilbert-térben az U(ve) = exp{—iveT} operitor irja le. Az izospin
generatorai az

T, T;] = ii ein T (9.2)
k=1

SU(2)—2}lgebrénak tesznek eleget. A nukleon példajan latjuk, hogy az elektromos
toltés () operatora az izospin 3-adik komponensével

A |
osszefiiggésben all:
Qlp) =elp),  QIn) =0. (9.4)

Azzal, hogy talaltunk egyetlen két-allapot rendszert, amelynek 1étét az izospin
szimmetria kovetkezményének tudtuk be, még nem nyertiink volna sokat, ha ennek
a szimmetridnak mas irreducibilis abrazolasait nem taldlndank meg a természetben.
A tapasztalat azonban az, hogy a konnyi atommagok alapallapotai izospin-mul-
tiplettekbe rendezheték. Sot, néhany, az alapallapotokbdl nem teljesen kirakhaté
multiplett hidnyzé allapotait sikeriilt gerjesztett dllapotként felfedezni (izobér analég
rezonancidk). Ebbél arra kovetkeztetiink, hogy a magerék nem sértik meg az izospin-

szimmetriat. Ezt masképpen tgy mondjuk, hogy a magerdk toltésfiiggetlenek. FEz
~ 2
azt jelenti, hogy a konnyli atommagok Hamilton-operatora jo kozelitéssel csak a T’

Casimir-operator fliggvénye. Persze a Coulomb-energia mindig jelen van a Hamilton-
operatorban. Ez kénnyli atommagok esetén olyan kicsi még, hogy perturbacionak
tekinthet6. A nehéz atommagok esetében azonban a Coulomb-kolesénhatds miatt
az izospin-szimmetria mar olyan erésen megsériil, hogy nehéz vagy nem is nagyon
lehet az izospin-multipletteket megtaldlni.
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Az atommagok T izospinje az egyes nukleonjaik Ta izospinjének Osszege:

o A o

T = Z T,. (9.5)
a=1

Az Gsszeaddst az impulzusmomentumok Gsszeaddsi szabalya szerint kell végezni.

Mivel az egyes nukleonok izospinjeinek 73 komponensei Osszeadddnak, azért az A

nukleont (N neutront és Z protont) tartalmazé atommag izospinje 3-adik kompo-

nensének sajétértéke Ty = 1(Z — N), a toltése pedig Q = eZ = e(Ts + £ A).

Azt a tényt, hogy az atommagok Hamilton-operdtora felcserélhet6 az izospin-
csoport generatoraival gy szoktuk emlegetni, hogy a magerdok toltésfiiggetlenek. Ha
elhanyagoljuk a Coulomb-kolcsonhatas és az aszimmetria-energia jarulékat, akkor
az atommagok Hamilton-operdatora csak az izospin négyzetének fiiggvénye: H =

a2
H(T ). A magerék toltés-fliggetlenségének kovetkezménye, hogy két proton és két
neutron koézott ugyanaz a nukledris kolesonhatas, ha a |pp) és a |nn) allapot csak
abban kiilonbozik, hogy a protonokat neutronokra cseréljiik:

(ppl HKledris lpp) = <nn|Hnukleéris [nn). (9.6)

Az izospin-szimmetriara tovabbi szép példa a pionok multiplettje. A semleges
7% mezon nyugalmi tomege 135.00 MeV, a toltott 7+ és 7~ mezonoké 139.59 MeV.
Ezt a harom allapotot egy izospin-triplett 3 tagjanak tekintjiik:

IT=1T3=1) = —|rt), T =11T3 =0) = |7,
T=1T=-1) = -+, (9.7)
ahol a fazisokat a jobb oldalon onkényesen valasztottuk, az altalanosan elfogadott
konvencionak megfeleléen. Ez a harom éllapot az izo-térben végzett forgatasok

soran gy transzformalédik, mint egy 7" = 1-rendii irreducibilis SU(2)-tenzor 3 kom-
ponense:

T.|TT;) = [T(T+1)—Ty(Ts £ D]V2T Ty £1),
T5|TTs) = T5|TTs), (9.8)
ahol T'=1, T3 = —1,0,+1. Sokszor kényelmesebb a
1 B i _
i) = —= (7" +|77)), |m) =——5(7") —|77)), |m3) = |mo)

2 V2

(9.9)
bazist hasznalni. Ezek az &allapotok az izo-térben végzett forgatasok soran ugy
transzformél6dnak, mint az (izo)-vektorok Descartes-komponensei:

3

Til7) = S (T)lme) =1 eijulm). (9.10)

k=1 k=1

(Mindkét bézis ortonormalt.)
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9.2 A G-paritas

Az er0s kolesonhatds izospin-szimmetriajat a nukleonok, a pionok, a rho-mezonok
valamint az atommagok multiplettjei és az elemi részecskék szamos erés bomlasi
folyamatanak elagazasi aranya igazolja. Ezért elfogadjuk azt a nézépontot, hogy
az erosen kolcsonhaté részecskéknek, a hadronoknak, vannak a belso, izo-térben is
szabadsagi fokaik, nemcsak az ,,evilagi” koordinatak terében. Az izospin-szimmetria,
az izo-térben végzett forgatdasokkal szembeni szimmetria.

Tudjuk, hogy a kozonséges tér tikrozésével szembeni szimmetria kovetkez-
ménye a paritds megmaradéasa. Feltehetjik a kérdést, hogy hogyan viselkednek az
erésen kolesonhaté részecskék az izo-tér titkrozésével szemben. Az izo-tér tiikkrozésén
azt a G miveletet nevezziik, amely az izo-tér tetszoéleges p vektorat atforditja az
eredetivel ellentétes iranyba:

Gp = —p. (9.11)

Ennek megfeleléen az izospin-allapotok Hilbert-terében egy olyan G operator irja le
az izo-tér tikrozésének hatdsat, amely a pion-triplett |m;) béazisdllapotaira

Glm) = —|m) (9.12)

moédon hat. A |m;) bazis ugyanis, mint kordbban lattuk, gy transzformalédik,
mint az izovektorok Descartes-komponensei. A pionok tehat a G operator —1
sajatértékéhez tartoznak. Azt mondjuk, hogy a G-paritasuk -1.

Keressiik meg az utébbi specialis abrazolasbdl kiindulva a G-paritas operatorat.
Ehhez el6szor bevezetjik a toltéskonjugacié C' operatorat, amely a részecskék tol-
tésének elojelét ellentétesre valtoztatja. A T = 1 abrazolasban:

Cle=ty=|r"), Cl=7)=I="),  Cla%) =In"), (9.13)
Clm)=1Im),  Clm)=—|m),  Clz°) =[z°), (9.14)

ugyhogy ebben az dbrazolasban

) 1 0 0
cCo|o0 -1 0]. (9.15)
0 0 1

Ennek a specialis abrazolasnak az alapjan konnyen belathatjuk, hogy

~ ~

G = exp{-irDy} C. (9.16)
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Valéban ahhoz, hogy a |7) izo-vektor mindhdrom komponense eldjelet véltson, a
toltéskonjugalas elvégzése utdan még az izo-tér masodik tengelye koriil egy m szogi
forgatast kell elvégezni, ami megforditja a |7) izo-vektor 1. és 3. komponensének az
el6jelét is.

Ha az erds kolesonhatas vezérelte bomlasi folyamatokban az izo-tér tiikrozése
szimmetriaként jelentkezik, akkor a G-paritasnak meg kell maradni. Kérdés, hogy az
er6s bomlasi folyamatok soran talalunk-e olyan tiltast, amelyet kivalasztési szabaly-
ként értelmezhetiink és amely indokolja az izo-tiikrozési szimmetria feltételezését.
Nos, a tapasztalat szerint az w—mezonok 3 pionra, a p—mezonok 2 pionra bomlanak.
Az w—mezonok 2-pionos és a p—mezonok 3—pionos bomldsai a tapasztalat szerint
tiltottak. Ezeket a tiltasokat a tér-ido szimmetridi és az izospin- szimmetria alapjan
nem lehet megérteni. Konnyen magyarazatot nyernek azonban, ha a G-paritast
elfogadjuk megmaradé mennyiségnek és az w—mezonnak -1 a p—mezonnak pedig +1
G-paritast tulajdonitunk. Ekkor a tiltott folyamatokban a G-paritds nem maradna
meg. Vegyiik figyelembe, hogy a kezdeti ill. a végéllapot G-paritdsa a kezdeti
ill. a végallapotban taldlhat6 részecskék G-paritdsainak a szorzata. (A G-parités,
akdrcsak a paritds, multiplikativ megmaradé mennyiség.) A mezonok G-paritdsa az
er6s bomlési folyamataik alapjan ellentmondas mentesen bevezetheto, a fenti médon
okoskodva tovabb.

A nukleonok esetén a G-tiikrozés nem lehet szimmetria, mert a toltéskonjugalas
(amely a pozitiv t6ltésli protonbdl negativ t6ltésii antiprotont csindl) kivezet a nuk-
leonok multiplettjébol.

9.3 A hipertoltés és a barion-multiplettek

Ha megvizsgaljuk a nukleonok és az atommagok izospin multiplettjeit, akkor kony-
nyen rajohetiink, hogy a toltéskozéppontjuk nem a zérus toltésnél van. Mivel az
izospin harmadik komponensének a sajatértékei kozott adott T'—hez tartozd irre-
ducibilis dbrazolasban van egy minimaélis 73 = —T és egy maximalis T3 = +7T" érték,
a toltés sajatértékének is van egy minimalis és egy maximalis értéke, Qnin ill. @ naz-
Az izospin-multiplettek Y hipertoltését a toltés-kozéppontjukkal definialjuk:

1

1
§Y = §(szn+Qmax) (917)

A nukleonok esetén Y = 1.

Adott T esetén az izospin-multiplett egyes tagjai a ,,toltés-tengely” mentén,
a toltéskozéppontra szimmetrikusan, e tavolsagra helyezkednek el egymdstél, mert
T3 egyesével valtozik —T—t6l +T—ig. Igy érvényes a Gell-Mann és Nishijama-féle
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képlet:

Q = e (T3 + %Y) : (9.18)

amely megadja egy izospin-multiplett tagjainak a toltését.

Az atommagok esetén A =N+ Z, Ty = 2(Z — N), és Q = eZ = e(3A+ T3),
amit a Gell-Mann-Nishijama-formulaval 6sszevetve Y = A adédik.

Az 1. és a 2. dbran az Y — T3-sikon dbrazoljuk rendre az 1/2 spinfi, pozitiv
paritdsi (%Jr), és a 3/2 spinfl, pozitiv paritasi <%+> barionokat. A mellékelt tablazatokbdl
kitlinik, hogy az egyes abrakra rajzolt részecskék kozel azonos tomegliek. Ez arra
vezet minket, hogy megprébaljuk az egyes barion-abrakat valamilyen szimmetria
multiplettjeiként értelmezni. A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy az SU(3)

szimmetria alkalmas erre.
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1. 4bra: A J™ = %+ barionok.

Részecske | Jel | Q | T T3 | Y | Tomeg | Elettartam
MeV) | ()
Nukleon | p | +1|1/2 | +1/2| 1 | 9383 00
n | 0 [1/2|-1/2 | 1| 939,6 960

Lambda | A | 0 0 0 0] 1116 | 2,6-10710

Sigma | X7 | 1 1 1 0| 1189 | 0,8-10710

01 0 1 0 0] 1192 | 5,8-107%

> -1 1] -1 0] 1197 | 1,5-10°10

Xi =00 [1/2] 1/2 |-1] 1315 | 2,9-10°1

== -1 |1/2|-1/2|-1| 1321 | 2,9-10°1
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2. dbra: A J" = %+ barionok.

Részecske | Jel | Q| T T; | Y | Tomeg | Elettartam
MeV) | (5)

H AT 2 13/21+43/2] 1| 1232 |5,49-107%
i At |1 13/2] 1/2 | 1| 1232 |5,49-10"*
p A |0 |3/2]-1/2 | 1| 1232 |5,49-10~*
e A™ | -11]3/2] -3/2 | 1| 1232 |5,49-107*
r 11 1 0| 13823 [1,78-107%
0 O L0 1 0 0| 1382,0 | 1,78-1072%
n -1 1 -1 0| 1387,4 | 1,78-107%
0 =0 lo|1/2] 1/2 [-1]1531,8 | 9,4-1072
k = -1 1/2]-1/2 | -1 15350 | 9,4-107%
Q- |-1| 0 0 2 1672 | 0,8-1071°
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9.4 Az SU(3)-szimmetria
9.4.1 Az SU(3)-csoport

A 3.2 fejezetben mar megismerkedtiink az SU(3)-csoport legfontosabb tulajdonsa-
gaival. A bevezetett F,, (a = 1,2,...,8) 3 x 3-as méatrixok a csoport infinitezimélis
generdtorai az un. ondbrazolasban. Szokas a fizikaban helyettiik a A, Gell-Mann-
matrixokat is haszndlni: F, = %)\a.

Tetszoleges abrazolasban az SU(3) generdtorokat E,—val fogjuk jelolni. Ter-
mészetesen az infinitezimalis generdatorok algebraja fliggetlen az abrazolastol. Igy az
F,-kra vonatkoz6 valamennyi korabbi Osszefiiggés az F,-kra is érvényben marad.

A korébbiakban T; (i = +,0) jeloléssel definialt generatorok egy SU(2)-rész-
algebrat definidlnak. Ezeket az izospinnel fogjuk azonositani, amikor az SU(3)-
csoportot a barionok osztalyozasara fogjuk felhasznalni. Az egyes barionabrak
ugyanis izospin-multiplettekbdl tevédnek Ossze. Definicid szerint:

T:t == FI :|: iﬁg, Tg - ﬁg. (919)
Vegyiik észre, hogy
[T, T = 2T5. (9.20)

Definialjuk ezek utan az alabbi, U- és V-spinnek nevezett operatorokat:

. . . ~ 1.~ - 1 /3, .
U, = Fy +iF;, Us = 5[U+, U] = 5 (55/ — T3> ,
- . . ~ 1o~ - 1/3, -
V:t = F4 :t iF5, VEJ, = §[V+,V_] = 5 (§Y + 3) 5 (921)
ahol
N 2 4
v = —F. (9.22)

Az infinitezimalis generatorok felcserélési torvényeit felhasznalva konnyt megmu-
tatni, hogy az U- és a V-spin generatorai is egy-egy SU(2)-részalgebrat alkotnak.
Az SU(3)-algebra tehat teljesen szimmetrikusan harom darab SU(2)-részalgebrat
tartalmaz.

Az SU(3)-csoport rangja 2, ezért az irreducibilis dbrazolasok egyértelmiien
jellemezhetok 2 fiiggetlen adattal ( két Casimir-operator sajatértékével). Egy SU(3)-
multipletten beliil a bazisallapotok ugyancsak két adattal jellemezhetok egyértelmii-
en, a két felcserélhet6 generator, Ty ésY sajatértékeivel. Egy adott (véges dimenzids)
irreducibilis dbrazolds terében hasznédlhatjuk tehét a |T3Y") bazisvektorokat, amelyek
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Ty ésY kozos sajatvektoral. Az SU(2)-algebra tulajdonsiagait mar ismerve tudjuk,
hogy a Ty, Uy és Vi operatorok léptetnek, rendre a T3, Us és V3 sajatértékeket

+1-gyel. Ez azt jelenti, hogy az aldbbi mdédon léptetnek

T, : ATy = +1, AY =0,

- 1

U, ATy =F5, AY =+,
- 1

V:t : ATg = :ti’ AY = +1.

A fentieket a 3. abraval illusztraljuk.

U-Linien V-Linien

T-Linien

3. dbra: A léptetd operatorok hatésa a T3, Y -sikon.
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Az SU(3)-csoport véges dimenzids irreducibilis dbrézoldsait meg tudjuk szer-
keszteni a léptetd operatorok segitségével. Minden véges dimenzids irreducibilis
abréazolasban van egy ,,jobb széls¢” allapot a (T3, Y)-sikon (4.4bra). Ezt az allapotot
a T+, V+ és U_ operdtorok zérusba viszik 4t. Az &brézolds abrajanak kertlete
mentén elindulhatunk ebbdl a ,,jobb szélsé” ponthdl a V. operator alkalmazasaval.
Altalaban p lépés utén a V. operator (p + 1)—dik alkalmazésa nullat eredményez.
Van ilyen p egész szdm, mert az dbrazolas véges dimenzids. Ezekutdn az abrazolas
abrajanak keriilete mentén ugy tudunk tovabbhaladni, hogy a T operatort alkal-
mazzuk. Tegyiik fel, hogy ¢ egész szamszor tudjuk alkalmazni, majd a (¢ + 1)—edik
alkalmazdsa zérust eredményez. Ilymdédon megkaptuk az SU(3)-csoport D(p, q) &db-
razolasa abréaja keriiletének egy darabjat. Mivel a 3 SU(2)-csoport teljesen szimmet-
rikusan van jelen az SU(3)-csoportban, azért az irreducibilis abrazolasok abrainak az
origd (T3 = Y = 0) szimmetriacentruma. fgy a D(p, q) irreducibilis abrazolés teljes
kertiletét gy kapjuk meg, hogy a mar megtaldlt keriiletdarabot kiegészitjiik a 120°-
os és a 240°-os elforgatottjaval. Az igy kapott keriilet haromszog vagy hatszog alak.
A belsé pontok a kiilsé keriilet darabjaival parhuzamos szakaszokbdl allé héjakon
helyezkednek el. A héjakon az allapotok multiplicitasa kiviilrél befelé haladva rendre
1, 2, sth., azaz egyesével no.

I\

{((\ 5 />>\/”’;j

p mal

~

T
F0Pw T amal WPy

4. abra: A D(q,p)-édbréazolasok sematikus képe a T3, Y -sikon.
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Be lehet latni, hogy a D(p, q) irreducibilis abrazolas dimenzidja

d = S+ D+ DE+at2),

a kvadratikus Casimir-operator sajatértéke

1
C, = g@”Hm+f)+p+%

és a ,,jobb széls¢” allapot kvantumszamai

1 1
T, = = Y = =(p—q).
3 2@+®, 3@ q)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

Az 5. dbran bemutatjuk az SU(3)-csoport legalacsonyabb dimenzids irre-

ducibilis dbrazoldsainak abrait.
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Singulett

DI00)=(1]

Y

D(1,1)=1(8]
DUO)=(3] Y,

_ )
DO=[3]:
13
-1 Q— 1 .
P DI2])<[15] e
D(2,0)=(6] IS 5

Di1,2)=I75]
DI0,2)<(6

O .
0(3,0)—[10]\
D(0,3)-[101 I

-

/.

5. dbra: Az SU(3)-csoport legalacsonyabb dimenzids irreducibilis 4brazoldsainak &bréi a
(T3,Y)-sikon.
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AJP = %Jr barionok tehat a D(1,1) irreducibilis dbrazolast valdsitjak meg, a
JP = %Jr barionok pedig D(3,0) abrazolast. A fenti multiplettek antirészecskéi (B =
—1) egy D(1,1) és egy D(0, 3) irreducibilis abrézoldst valésitanak meg. Torténetileg
elészor Sakata jott ra arra, hogy az %Jr barionok a D(1,1) abrazolds szerinti oktettbe
rendezheték. Ez az in. Sakata-féle nyolcas ut. Ezutan megkisérelték a %+ barionre-
zonancidkat is SU(3) multiplettbe rendezni. Minden allapot (részecske) ismeretes is
volt egy D(3,0) abrézolashoz, kivéve a Ty = 0,Y = —2 allapotot. Ilyen részecskét
ugyanis nem figyeltek meg a korabbi mérésekben. Késcbb felfedezték az 2~ bari-
ont, amely kvantumszamai és tomege alapjan jol beleilleszkedett a hianyzdé helyre
és teljessé tette a D(3,0) multiplettet. Ez az SU(3) szimmetria igazoldsdnak egyik

fontos 1épése volt.

9.4.2 A kvarkok

Lattuk, hogy a barionok SU(3)-dbrézoldsokat valésitanak meg. Ezek az dbrazoldsok
azonban nem a legegyszer(ibbek az SU(3)-csoport irreducibilis dbrdzoldsai kozott.
Feltehetjiik a kérdést, hogy a legegyszeriibb abrazolasok megvalosulnak-e a termé-
szetben. Miért fontos ez a kérdés? Azért, mert a magasabb dimenziés dbrazolasok
mind felépitheték a D(1,0) = [3] és a D(0,1) = [3] dbrazoldsokbdl (sét ezek
barmelyikébdl is) tenzori szorzassal. Ha ez igy van, akkor viszont azokat a részecs-
kéket, amelyek ezeket az abrazolasokat megvaldsitjak, lehetne a barionokat felépito
részecskéknek tekinteni. Ez az elgondolas Gell-Manntél szarmazik, aki a feltételezett
részecskéket kvarkoknak nevezte.

Az SU(3)-csoport legkisebb dimenzids dbrazoldsa az egyetlen, T3 = Y = 0
allapotot tartalmazo szinglett abrazolas. Ezt az dbrézoldst trividlisnak nevezziik.
Bel6le nem épitheték fel tovabbi dbrazolasok. Hasonlé a helyzet az SU(2)-csoport
esetéhez, amelynek a j = 0 dbrazolasdbdl ugyancsak nem szerkeszthetok tovabbi
abrazolasok.

Az SU(3)-csoport legkisebb, nem trividlis abrézolasai a 3-dimenziés D(1,0)
és D(0,1) abrazolasok. Bel6liik tenzori szorzassal felépithet6 az Osszes magasabb
dimenziés dbrazolds, hasonléan mint ahogy az SU(2)-csoport j = 1/2 dbrézolasabdl
megszerkeszthet6 az SU(2)-csoport Osszes tobbi irreducibilis dbrazoldsa. Nevezziik
a D(1,0) = [3] dbrazolas hipotetikus részecskéit kvarkoknak. A 3-dimenzids &b-
razolasnak legalabb egy izospin-dublettet tartalmaznia kell ahhoz, hogy beldle az
izospin-multiplettek megszerkeszthetok legyenek. Vezessiik be erre a

1 1
= |2Y =|—=Y 27
) =[3Y).  lwh=|5Y) (9.27)
jelolést, a harmadik, izospin-szinglett allapot pedig legyen
|g3) = |0Y"). (9.28)
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Mivel az SU(3)-algebra teljesen szimmetrikusan tartalmazza a T-, U- és V-spinek
SU(2)-algebrajat, azért a |q;) allapotnak vagy U-, vagy V-szinglettnek kell lennie.
Ha a

Uslgr) = 0, (9.29)
akkor a D(1,0) = [3] dbrazoldst kapjuk. Ekkor felhasznalva, hogy Us = i(3Y—2T3):

N 4 . 2 . 1
Yig) = (=zUs + =T = —|q)- 9.30
1) <3 3+ 3 3> 1) 3|C]1> (9.30)
Masrészt az izospin dublett egyazon hipertoltéshez tartozik, ezért
. 1,/ - . 1
Uslga) = 1 <3Y - 2T3) |q2) = §|C]2>- (9.31)
Ekkor viszont az U-dublett masik tagjara
A 1
Uslgs) = —5as)- (9.32)
Végiil tehat
. 4. 2. 2
Plas) = (505 + 5T3) lash = —3as). (9:33)

A fenti [3] dbrazolast megvaldsité részecskéket kvarkoknak nevezziik. Szokdsos el-
nevezésik:

up: u) = |gr) = |33),
down: |d) = |q2) = —%%>, (9.34)
strange: ls) =lgs) = |0 — §>

A kvarkok feltételezett bariontoltése B = 1/3, mert - mint latni fogjuk - a nyolcas 1t
3 kvarkbol all6 rendszer révén valosulhat meg és ezeknek a barionoknak egységnyi
a bariontoltése.

Ha a 3-dimenzids abrézolas |q;) allapotéat a V-szinglett allapottal azonositjuk,
akkor a D(0,1) = [3] dbrdzoldst kapjuk. Az éllapotokat a B = —1/3 bariontoltésii
antikvarkokkal azonositjuk. Szokasos jelolésiik:

o = @) =|-3 - 3).
@ = & =|3 -3),
_ 2
5) = lgz) =10 §> (9.35)



A kvarkok elektromos toltése a Gell-Mann-Nishijama-képlet alapjan:

A 2

Qluy = ),

Qld) = —3ld).

Qls) = —Zls). (9.36)

A kvarkok tehdt torttoltéssel rendelkeznek. Szamos kisérletet végeztek, amelyekben
torttoltési részecskéket kerestek. Ezekben a kisérletekben azonban nem sikertilt
bizonyitani, hogy léteznek szabad torttoltésii részecskék. Ugyanakkor, mint aldbb
latjuk majd, a barionok és a mezonok SU(3)-szimmetria alapjan torténé osztalyozédsa
arra enged kovetkeztetni, hogy a barionok 3 darab kvarkbdl, a mezonok pedig egy
kvarkbol és egy antikvarkbol felépiilo kotott rendszerek. A kvarkok léte mellett
a dont6 bizonyitékot az elektronok protonokon torténé mélyen rugalmatlan szérasa
szolgaltatta. Ezekben a nagyenergids szorasi kisérletekben ugyanis ténylegesen meg-
figyelték, hogy az elektronok 3, pontszerii toltésen szérédnak, s azokat a kvarkokkal
lehetett azonositani. A kisérleti tények azt latszanak igazolni, hogy szabad kvarkok
nincsenek; a kvarkok csak a hadronok belsejében, ,,.bezarva” talalhatok meg. Ez a
kvarkbezaras jelensége.

Térjiink most ezen kis kitéré utén vissza az SU(3)-csoport [3] és [3] dbrdzold-

saihoz. A [3] dbrézolds infinitezimélis generdtorai a Gell-Mann-matrixok:

(Fa)s = (@l Fula) = 5 (s (9.37)

(a=1,2,...,8) és (i,j = 1,2,3). Az altaldnos, 0, (a = 1,2,...,8) paraméterekkel
jellemzett SU(3)-forgatdsok a kvarkallapotokat a

SiY8 g2
@) = U®)lg;) = (712002 ) gy (9.39)
ij
szerint forgatjak, vagyis mint 3-dimenziés komplex vektorokat.
A [3] 4brazolds infinitezimadlis generdtorai:

(Fu)ig = =500 (939

Az altalanos, 0, paraméterekkel jellemzett SU(3)-forgatds az antikvark-allapotokra

@) = Uy @)la) = (¢T3 g (9.40)

]

hatdssal van. Meg lehet mutatni, hogy [3] és [3] inekvivalens irreducibilis dbrézoldsok.
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9.4.3 Magasabb dimenziés SU(3)-abrazolasok.
Hadron-multiplettek

Az SU(2)-csoport esetében megtanultuk az impulzusmomentumok OGsszeadédsdnak
szabalyait. Ezeket felhasznalhatjuk, hogy a D'/? dbrazoldsbdl tenzori szorzéssal
megszerkessziik a magasabb dimenzids abrazoldsokat:

D/2 ®D1/2 - Dt ® DO,
DY2 g DV?2 g DY?2 — (Dl @DO) ® D2
D3? @ DV? @ DV?, (9.41)
stb.

Az SU(3)-dbrdzoldsokat akdr [3], akdr [3] dbrdzoldsbdl meg lehet szerkeszteni
tenzori szorzassal:

BeB = e,
B]®@[3] = [6]® (3] (9.42)
Mivel azonban a barionok és az antibarionok kiilonb6zo multipletteket alkotnak

pozitiv ill. negativ barionszammal, azért a fizikaban mindkét abrazolasra sziikségiink
van.

A D(p, q) abrazolashoz a kovetkezoképpen jutunk el. Képezziik a

Ble..oB ®@ B®...0[3
p—szer | q—szor (9.43)
tenzori szorzat abrazolast. Ez fizikailag azt jelenti, hogy p darab kvarkbdl és ¢
darab antikvarkbol Osszetett részecskéket szerkesztiink az SU(3)-szimmetria altal
megszabott csatolasok betartdsaval. Ha |T3Y) és |T3Y) jelolik a kvark- ill. anti-
kvarkallapotokat, akkor a tenzori szorzat dbrézolds bazisa:

()Y (1)) - [ T3(p)Y (p) | T3()Y (1)) - - - [ T3(0)Y (9))- (9.44)
Mivel

P+q
Ty = > Tx(i),
i=1

) ptq

Y = ZY(@'), (9.45)

azért az Osszetett részecske izospinjének harmadik komponense és hipertoltése rend-
re:

'ﬂ |

M=

T3 = T5(1)

.
I
A

Y (i

~
I
M@

(9.46)

i

@
Il
—_
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Az igy szerkesztett tenzori dbrazolas reducibilis. A legnagyobb dimenzids irre-
ducibilis dbrézolds benne éppen a D(p, q) abrazolés.

A hadronok az aldbbiak szerint osztdlyozhaték. Vannak a nem zérus bari-
ontoltéssel rendelkez6 barionok és megfelel¢ antibarion parjaik. A barionok 3 darab
kvarkbol allé kotott rendszerek. A harom kvarkbdl allé rendszer a

Bl @3] @ [3] = ([6] ® [3]) ® [3] = [10] & [8] & [8] & [1] (9.47)

redukciés szabaly értelmében vagy oktett, vagy dekuplett abrazolast valdsit meg.
Mindkettore lattunk példat.

A mezonok ¢q kotott rendszerek. A
Bl @3] = [8] & 1] (9.48)

szabaly értelmében a mezonok nonettekbe rendezhetok, amelyek egy oktettet és
egy szinglettet tartalmaznak. Az aldbbiakban kozoljiik mezonok abrazolasait és
legfontosabb tulajdonsagaikat.
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6. abra: A J¥ =0~ pszeudoskaldr mezonok.

Részecske | Jel | Q | T T5 | Y | Tomeg Elettartam
(MeV) 8
Pionok 7t | +1] 1 1 0 | 139,57 2,60-107%
7 | 0 1 0 0 | 134,97 0,89-101¢
™ | -1 ] 1 -1 0 | 139,57 2,60 1078
Kaonok K™ | +1|1/2]+41/2| 1 | 493,82 1,235-10°%
K| 0 |1/2|-1/2 | 1 ]497,82 |50 % K, + 50 % K;
K= -1 |1/2] -1/2 | -1 493,82 1,235-10°%
K| 0 [1/2|+1/2|-1] 497,82 | 50 % K, + 50 % K,
Rovidéletd | Ky | 0 [1/2| -1/2 | 1 | 497,7 0,88-1071°
KO
Hossztélett | K; | 0 |[1/2| -1/2 | 1 | 4977 5,77-1078
KO
Eta— 7 0 0 0 0 | 548,6 ~ 10720
mezon
Eta-vessz6— | ' | 0 0 0 0 958 > 6,6-10722
mezon
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7. 4bra: A JP = 1~ vektor-mezonok.

Részecske Jel Q| T T3 Y | Tomeg | Elettartam
MeV) | (s)

Ro— pt +1] 1 1 0 773 4,310~

mezonok P -1 1 -1 0 773 4,310

P° 0 0 0 0 773 4,310

Omega— w 0 0 0 0 7827 | 6,6-10"%
mezon

Kaon— K** +1]1/2 | £1/2 | £1 ] 892 1,3-107%

rezonancidk | K K*| 0 |1/2 | £1/2 | 1| 898 1,3-107%

Fi- d 0 0 0 0 1019 | 1,6-10722
mezon

92




9.4.4 SU(3)-abrazolasok tenzori szorzasa és redukciéja

Az SU(2)-csoport irreducibilis dbrazolésainak tenzori szorzdsa sordn a D7t és a D72
abrazolas tenzori szorzata szétesik a |j; — jol, [j1 — J2| + 1, . . ., J1 + J2 ered impulzus-
momentummal jellemzett abrazolasok direkt Gsszegére.

Most a megfelel6 szerkesztési szabalyt ismertetjiik, amelynek segitségével két
irreducibilis SU(3)-abrazolds tenzori szorzata kiredukalhaté. Vegyiik az egyik ab-
razolas abrajat a (T3,Y)-sitkon és vegyiik fel az origébdl a multiplett egyes tag-
jainak megfelel6 pontokba mutaté vektorokat. Toljuk el ezt a vektor-abrat tigy, hogy
origdja rendre a masik abrazolds abrdjanak pontjaiba kertiiljon. A tenzori szorzat
abrazolas abrajanak pontjai az igy kapott vektorok végpontjai. Minden pont any-
nyiszorosan szerepel, ahany kiilonb6zo vektor kozos végpontja. Ezutan megnézziik,
hogy a kapott abrat hogyan tudjuk eldallitani az irreducibilis dbrazolasok ismert
abrainak egymaésra helyezésével. Az eljarast a 8. dbra szemlélteti a [3] ® [3] dbrézo-
las példajan.

8. dbra: A [3] ® [3] dbrazolds megszerkesztése.
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9.5 A kvarkok zamata

Azt az SU(3) szimmetridt, amelynek alapjan az el6z6 fejezetben osztélyoztuk a
kvarkokat és a bel6liik felépiil6 hadronokat, zamat- (angolul ,,flavour”-) szimmetria-
nak nevezziik. A részecske-fizikai kisérletek azt mutatjék, hogy az u-, d- és s-kvarkok
mellett tovabbi kvarkok is 1éteznek.

Keresztezett elektron- és pozitron-nyaldb iitkozésében, kb. 3 GeV tomegko-
zépponti energidan Ting és Richter (1976) nagyon keskeny rezonanciat észlelt. Az
Uj részecske a J/1¢ nevet kapta. A kiilonlegessége az, hogy a bomlési szélessége
rendkiviil kicsi, kb. 0,00006 GeV a tobbi rezonancia 0,1 GeV nagysagrendii szé-
lességéhez képest. A Heisenberg-féle hatarozatlansigi elv értelmében a kvantum-
mechanikai rezonanciaallapot I' energiaszélessége és a rezonancia 7 élettartama for-
ditva aranyos egyméassal: I' = 1/7. Ezt figyelembe véve a rendkiviil kicsiny rezo-
nanciaszélességbol arra lehetett kovetkeztetni, hogy van valamilyen megmaradasi
torvény, ami megtiltja a J/1 rezonancidnak az erds kolesonhatdssal torténd el-
bomlasat. A legegyszeriibb ttja az Uj kvantumszam bevezetésének az volt, hogy egy
tovébbi kvark, a bajos (charm) c-kvark létezését feltételezték. Ezt az kiillonbozteti
meg a mar ismert kvarkoktél, hogy azoknak a bajossaga C, = C; = Cs = 0,
mig a c-kvark bdjossaga definici6 szerint egységnyi, C. = 1. Masrészrdl a c-kvark
egy SU(3)-szinglett a 7" = T3 = Y = 0 kvantumszamokkal. Megfigyelték, hogy a
J/1p hédrom pionra tud elbomlani. Ennek a végallapotnak a bédjossdga zérus. Ha
a bajossdg megmarad a J/1 erés bomldsa soran, akkor a J/v¢ bajossiga is zérus.
Ez csak ugy lehet, ha egy ¢ és egy ¢ alkotta kotott rendszer. Ezekutan a rezo-
nancia szokatlanul hosszi élettartamat, azaz rendkiviil kicsiny szélességét konnyen
megérthetjitk. Elészor is a J/1-mezon nem tud olyan mezonokra elbomlani, amelyek
béjosak, hiszen nédla kénnyebb ilyen mezonok nem léteznek. (A kés6bb felfedezett D-
és F-mezonokra valé elbomlds - 1d. 9. dbra - tehat energetikailag nem lehetséges.)
Ugy kell tehat elbomlania, hogy a cc-par megsemmisiil, szétsugarzédik gluonokka,
majd azokbdl a megfeleld szamui wi-, dd-pér keletkezik, amelyek a harom pion
felépitéséhez sziikségesek (1d. dbra). Azt, hogy az ilyen tipusi, csak gluonokat tartal-
mazd kozbenso allapotokon keresztiili bomlasok nagyon kis valészintiségliek, azt mér
a ¢g-mezon, az alapallapoti s§ kotott rendszer erés bomldsaibdl lehetett tudni a J/ -
kisérletek idején. (A ¢-mezon erés bomldsainak csak kb. 16 szdzalékat teszi ki az
az eset, amikor az ss-par annihilalédik. A tobbi esetben nyilt ritkasdggal rendelkezd
mezonokra torténik a bomlds, ami itt energetikailag lehetséges (1d. dbra).) Azt a
szabalyt, hogy egy mezon olyan bomlasai erdsen tiltottak, amelyek soran a mezont
alkoto kvark-antikvark-par el6szor szétsugarzodik, az Okubo-Zweig-lizuka-féle tiltasi
szabalynak (OZI-szabaly) nevezik. A J/v kivételesen hosszi élettartamaért a ba-
jossadg megmaradasa és az OZl-szabaly felelds.

Abbdl a ténybdl, hogy a tapasztalat szerint a bajossag megmaradd mennyiség,
az is kovetkezik, hogy a kvarkok - és igy a hadronok - vilaganak szimmetridja bévebb,
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A ¢- és a J/-mezon bomlasal.

¢— KtK- 4%

¢ — K°K° 35%

¢ — ntr=a® 16%
Energetikailag
tiltott

ozi - tiltott

9. dbra: A ¢- és a J/¢-mezon bomlésai.
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mint amit az SU(3)-csoporttal le lehet irni. Az 1j szimmetria-csoport alapabrazolasa
a mar ismert SU(3)-triplettbdl (C' = 0) és egy bajos SU(3)-szinglettbdl (C' = 1) &ll.
Az 1j, bévebb szimmetriacsoport rangja 3 kell legyen. Az alapabrazolas allapotait a
T3, Y és a C béjossag kell, hogy jellemezze. Ezeknek a kévetelményeknek az SU(4)-
csoport eleget tesz. Az SU(4) csoport alcsoportként tartalmazza az SU(3)-csoportot.
gy az Gsszes mér ismert SU(3)-abrézolast megtalaljuk valamely SU(4)-dbrazolas
részeként.

Késébb felfedezték a J/i gerjesztett dllapotait, valamint a kompenzalatlan
bajossaggal rendelkez6 D- és F-mezonokat. Ezeket az SU(4)-abrazoldsok alapjan
sikeriilt osztalyozni. Meg kell azonban jegyezni, hogy az SU(4)-szimmetria lényegesen
erésebben sériil, mint az SU(3)- vagy az SU(2)-szimmetria. A szimmetria sériilésének
mértékét az egyazon multipletthez tartozo részecskék nyugalmi tomegeinek kiilonb-
ségei jelzik. A tomegkiilonbségek nagysagrendje az izospin-multipletteken beliil
O(AM) < 10 MeV az elektromagneses kolcsonhatas miatt, az SU(3) zamat-multi-
pletteken beliil O(AM) = 0.1 GeV, az SU(4)-multipletteken beliil pedig O(AM) =
1 GeV.

1977-ben p + N ftkozésekben kb. 10 GeV tomegkozépponti energidan ujra
szokatlanul éles rezonanciakat talaltak. Ezek az T-mezon és gerjesztett allapotai.
Rendkiviil kicsi bomlasi szélességiik megmagyarazasara ismét tjabb kvark ill. meg-
maradé tulajdonsdg 1étét kellett feltenni. Ez a b-kvark (az angol ,,bottom” vagy
,,beauty” szavak kezd6betiijébél), és az 4j megmaradd tulajdonsig a b szépség, a-
melynek értéke az u—, d—, s— és c—kvarkok esetén zérus, a b—kvark esetén 1. Az
T—mezon az alapallapoti kotott bb rendszer. Tovéabbi, igazsidg-zamatot (,,top”-
vagy ,,truth”-) hordozé kvark 1étére talaltak kisérleti bizonyitékot a XX. szd. végén
(1992-1995) rendkiviil kis gyakorisdgi bomlési folyamatokban. A felfedezett t-kvark
172,0 £ 2,2 GeV/c? tomegli részecske (kb. a wolfram-atom tomege!), amely az
er6s kolesonhatasban vesz részt, mint a tobbi kvark. Azonban gyenge kolcsonhatas
révén el tud bomlani (legvalésziniibben W bozonra és b kvarkra). Elettartama kb.
20-szor kisebb, mint az erds kolecsonhatési folyamatok jellemzo idétartama, s ezért
nem képes hadronok létrehozasara, kb. 5-1072° s ideig ,,csupasz” kvarkként 1étezik.
A kisérleti adatok birtokaban nem sikeriilt eddig megallapitani, hogy van-e olyan
zamat-szimmetria, amelynek alapabrazolasat valdsitjak meg a kvarkok. Kérdés
tovdbba, hogy hanyféle kvark(-zamat) létezik. Arra, hogy hanyféle kvark van a
természetben, kozvetett uton tudunk kovetkeztetni. Az erls és az elektro-gyenge
kolcsonhatéds egyesitett elmélete az tin. Standard Modell. Ebben a modellben
feltételezziik, hogy a fermionok, azaz hogy a kvarkok és a leptonok parosaval csalado-
kat alkotnak, és — szimmetrikusan — minden leptoncsalddnak van egy megfeleléje a
kvarkcsalddok kozott:
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Kvarkok ‘ Leptonok

u, d e, Ve
s, ¢ iy vy
b, t T, Us
777 777

Kérdés azonban, hogy hany fermioncsalad van a természetben. Nagy pon-
tossaggal megmérték a gyenge kolcsonhatast kozvetito semleges vektorbozon, a
Z° bomlési szélességét (iddegységre vonatkoztatott bomldsi valészintiségét). A Z°
vektorbozont iitkozo elektron- és pozitronnyalabbal végzett kisérletben 91,18 GeV
tomegkozépponti energidn keltették. A Z° vektorbozon azonban nem stabil, hanem
bomlékony, s igy a tomegkozépponti energia fliggvényében egy rezonanciat észleltek
(10. &bra), amelynek szélességét a Z° élettartama szabja meg. A teljes bomldsi
szélesség T az egyes ff kvark-antikvark-parokra torténd elbomlasok I'; parcialis
szélességeinek Osszege: I' = 3", I'y. Az Osszegzés az Osszes kvark-zamatra torténik.
Nyilvan, minél tobbféle kvark-zamat létezik, anndl konnyebben tud a Z° elbomlani,
annal nagyobb a szélessége. A 10. dbra mutatja, hogy az az elméleti szamitds, amely
pontosan 3 darab kvarkcsaldd létezését feltételezi, jol illeszkedik a mérési pontokra.
Ugyanakkor 4 kvarkcsalad feltételezése mar tul széles, 2 kvarkcsalad feltételezése
pedig tul keskeny rezonanciat eredményez.
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10. dbra: A Z° rezonancia-gérbéje.
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Egy masik becslés a neutron élettartaménak pontos ismeretén és a Vilagegye-
temben talalhaté hélium és hidrogén aranya alapjan ugyancsak azt valdszintsiti,
hogy a fermioncsaladok szama 3. A becslés lényege a kovetkezo. A Vildgegyetem
tagulasanak korai szakaszaban volt egy pillanat, amikor a neutronok és a protonok
mar létrejottek és egymassal a gyenge kolecsonhatés révén kémiai egyensulyba keriiltek
Kb. 10 MeV hémérsékleten ugyanannyi neutron bomlik el S-bomlassal, mint ameny-
nyi a protonok és az elektronok iitkozése révén keletkezik. Az egyensilyi neutron-
proton ardny: exp{—(E, — E,)/kT}. A Vildgegyetem tdguldsa és hiilése soran a ne-
utronok képzodési valoszintisége rohamosan csokken és a bomlasuk valik dominanssa.
Teljesen el is bomlananak, ha kb. 1 MeV hémérsékleten nem valna stabilla a
deuteron. fgy a neutronok egy része, miel6tt elbomlana, a protonokkal kotott
deuteronokat alkot. Még alacsonyabb hémérsékleten, kb. 0,1 MeV-on, a *He atom-
mag is stabilld valik. Az atommagok felépiilése tovabb folyik és (a deuteronokbdl
nukleonok befogédsdval) hélium-atommagok keletkeznek. Itt az atommagok felépiilése
megall, mert a hélium-atommagok nukleonokkal valé titkozése nem vezet stabil
végallapotra. A Vildgegyetemben a neutron-proton arany jelenlegi értéke a meg-
figyelt hélium-hidrogén aranybol hatarozhaté meg. Marmost az, hogy mennyi ne-
utron ,,tudott bemenekiilni” az atommagokba, az attdél fiigg, hogy milyen gyor-
san hilt a Vildgegyetem és hogy mennyi a neutronok élettartama. Utébbit 1991-
ben a korabbinal lényegesen pontosabban megmérték Grenobleban: 7, = 876, 7s.
A Vildgegyetem taguldsanak és hiilésének iitemét a sugdrzasi energia ps stirlisége
hatarozza meg az altalanos relativitas elmélete értelmében. A statisztikus fizikabol
viszont tudjuk, hogy 7" hémérsékletii rendszerben ps = g—;N (T)(KT)*. Ttt N(T)
szamértéke attol fligg, hogy a sugarzasban hanyféle fermion vesz részt. Ha 3 fermi-
oncsalad létezik csak, akkor a sugarzasban az elektron, az elektron-, a miion- és a
T-neutriné vesznek részt és ekkor N(7T') = 43/4. Ha még egy negyedik fajta neu-
triné is lenne, akkor N(7T") = 57/4 lenne. A neutron ismert felezési ideje elegendden
pontos ahhoz, hogy a hélium és a hidrogén aranyanak mért értékét Gsszevetve a
tagulasi modell alapjan végzett szdmoldsok eredményeivel meg lehessen becsiilni a
fermioncsalddok szamat a természetben. A 11. abra ilyen szamolas eredményét mu-
tatja a barionok és a fotonok aranyanak fiiggvényében. A vizszintes és a fiiggdleges
vonalak a megfigyelt értékeknek felelnek meg. Lathatd, hogy a fermioncsaladok
legvalészintibb szama 3.
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Hélium / Hidrogén
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Barion/Foton

11. dbra: A He/H-arany a barion/foton-ardny fiiggvényében N = 2,3, 4 darab
fermioncsalad esetén.
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III. TERIDOSZIMMETRIAK A
KVANTUMELMELETBEN
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10 A valodi ortochron Lorentz-transzformaciok
véges dimenzids irreducibilis abrazolasai

A relativisztikus kvantumelmélet egyik alapelve a specidlis relativitas elve, amely ki-
mondja, hogy az inercialis vonatkoztatési rendszerekben a fizika torvényei azonosak.
Masképpen, az inercidlis vonatkoztatasi rendszerek fizikailag egyenértékiiek. Ahhoz,
hogy az elméletet olyan alakban fogalmazzuk meg, hogy a mozgasegyenletek alakja
minden inercidlis vonatkoztatasi rendszerben azonos legyen, a fizikai mennyiségek
és a térmennyiségek leirasdhoz olyan matematikai objektumokat kell hasznalni, ame-
lyek a Lorentz-transzformaciok véges dimenzids irreducibilis dbrazolasai szerint transz-
formalédnak. Ekkor a mozgasegyenletek 7 = 0 alakban irhaték, ahol a baloldalon
a Lorentz-csoport véges dimenzids irreducibilis abrazolasa szerint transzformalédé
mennyiség all. Ez a mozgasegyenletek tin. kovaridns alakja.

10.1 A véges dimenzids irreducibilis abrazolasok osztalyo-
zasa

Miutén az Ly, —algebra izomorf az SU(2)®@SU(2) algebréaval, az L;,.—algebra véges
dimenziés irreducibilis abrézolasai a két SU(2)-algebra véges dimenzids irreducibilis
abrazolasainak direkt szorzataként adédnak. Legyen a direkt-szorzattér bazisa |kl)
az alabbi tulajdonsagokkal:

MOk = u(u+ 1)k), (10.1)
~, 2
N |kl) = wv(v+1)|kl), (10.2)
Ms|kl) = k|kl), (10.3)
Nslkl) = I|kl). (10.4)
Itt u és v lehetséges értékei:
1.3
= 0,=,1,5,2,... 10.
U,U 07277277 (05)

Konnyen kiszamolhatjuk a térbeli forgatdasok és a Lorentz-10kések generatorainak a
matrixelemeit ebben a bazisban:

Js|kl) (M + N3)|kl) = (I + k)|kl), (10.6)
Jelkl) = (M + Na)|kl)

[w(u+1) —k(k£ D] k+11)

(v +1) =11 £ D)2k 1£1), (10.7)
Kslkl) = i(Ng— Ms)|kl) =i(l — k)|kl), (10.8)
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Kelkl) = i(Ne— My)kD)
ifv(v+1) =11+ D)k 14 1)
fu(u+1) = k(k+ D]V k£11). (10.9)

Innen latjuk, hogy J; matrixai énadjungaltak, de K; matrixai nem. A véges di-
menzids irreducibilis abrazoldsok tehat nem unitérek. Ezek az abrazolasok tehat nem
valésulnak meg mint fizikai allapotok alterei a Hilbert-térben. A jelentoségiik a fizika
szempontjabol abban van, hogy a térmennyiségek és a fizikai mennyiségek a véges
dimenziés irreducibilis abrézolasok szerint transzformdalédnak. Az egyes véges di-
menzi6s irreducibilis dbrazolasokat a Casimir-operatorok sajatértékeit megadé (u, v)
kvantumszdmok jellemzik. Az (u,v) irreducibilis dbrazolas (2u+1)(2v+1)-dimenziés.

A fenti |uv; kl) bazisbdl képezhetjiik a

S 3 (ukollJguv k) = |Jjsuo) (10.10)

k=—ul=—v

bazist, amely a 3-dimenzids térben végzett forgatdasok szempontjabol gy viselkedik,
mint az u és v impulzusmomentumok Osszeadasakor az eredd impulzusmomentum
és vetiiletének sajatvektoraibdl allé bazis. Az eredd impulzusmomentum lehetséges
értékei:

J:jo=|lu—vl,lu—v|+1,...;u+v—175 =u+o. (10.11)

Az irreducibilis abrézolasok u és v helyett megadhatok jg és j; segitségével is; ji-et
az abrazolas spinjének szokas nevezni. Ha j; egész szam, akkor tenzor-abrazolasrol
beszéliink, ha pedig félegész, akkor spinorabrazolasrol.

Erdemes még a kovetkezoket is figyelembe venni. Tértiikrozések soran az im-
pulzusmomentum komponensei nem valtanak el6jelet, mig a Lorentz-16kések gene-
ratorai elOjelet valtanak:

Ennek megfeleléen tértiikrozéskor MZ és NZ szerepet cserélnek: MZ — NZ Kovet-
kezésképpen az (u,v) dbrazolds tértiikrozéskor atmegy a (v, u) dbrazolasba. Ez azt
jelenti, hogy ha egy mennyiség az (u,v) dbrazoldst valésitja meg, akkor a beléle
tértitkrozéssel kapott mennyiség a (v, u) dbrazolast valdsitja meg. Az Gsszetartozo
(u,v) és (v, u) dbrazolasokat szoktak bal- és jobbkezes abrazoldsoknak nevezni.

Az (v = 0,v = 0) dbrazolds szerint transzformalédé mennyiséget Lorentz-
skalarnak nevezziik. Ez egy-komponenst és Lorentz-transzforméciok soran invarians.
Ekkor jo = jl =0.

Az aldbbiakban megismerkediink a véges dimenzids irreducibilis abrazoldsok
koziil a legkisebb dimenzi6juakkal.
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Az (1/2,0) és a (0, 1/2) abrézolasokat két-komponensti mennyiségek valdsitjak
meg, amelyeket bal- és jobbkezes Weyl-spinoroknak neveziink. Ezen abrazolasok
spinje j; = 1/2. A (1/2,0) & (0,1/2) 4brazolast megvaldsité négy-komponensi
mennyiségeket Dirac-spinoroknak nevezziik.

A négyes-vektorok a (1/2,1/2) dbrazolas szerint transzformalédnak. Az z#
négyes-vektor 2 komponense ezen beliil térbeli forgatdsok soran invaridns, azaz a
J = jo = 0 abrazolast adja, a 3 térszeri komponens pedig forgatasok soran 3-
dimenziés térbeli vektorként transzformélédik a J = j; = 1 dbrazolas szerint.

Tovébbi egységnyi spinti abrézoldsok a bal- és jobbkezes vektorokat adé (1,0)
és (0, 1) abrézolasok. Ezek direkt dsszege, (1,0) @ (0, 1) szerint transzformalédnak a
méasodrendi antiszimmetrikus Lorentz-tenzorok komponensei. Ilyen pl. az elektro-
dinamika F* térerosség-tenzora.

10.2 Weyl-spinorok
10.2.1 Alapfogalmak

Ebben a fejezetben részletesebben foglalkozunk az Lj,-csoport két-dimenzids abrazo-
lasaival. Az (3,0) dbrdzolds a 2-komponenstl ¢4 (A = 1,2) mennyiségek F terében
valésul meg. Ez az dbrézolds definicié szerint az SIL(2,C)-csoport 6ndbrézolasa,
amikor minden A € L, Lorentz-transzformécionak egy a € SL(2,C) métrix felel

meg:
A o a (10.13)

A 14 mennyiségek az tin. balkezes Weyl-spinor komponensei. A balkezes Weyl-
spinorok Lorentz-transzformécié soran a

Va = as Yp (10.14)

el6iras szerint transzformalédnak. A felirt Osszefiiggés agyuttal rogziti az a €
SL(2,C) métrix indexszerkezetét:

(aAB) = (ZI Z) ) ab —cd = 17 a, b7 Cad S C (1015)

Azt az abrazolast, amelyet a

A & ot (10.16)

megfeleltetés ad meg, dualis 6nédbrazoldsnak nevezziik. Az (a™1),? inverz matrix a

(10.15) matrix invertdlasdval adodik:

((@™)4") = ( ! _b), (10.17)

—C a
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és ennek transzponéltja:

(@M=" ). (10.18)

a

A duélis 6nébréazolds szerint transzformalédé ¢4 2-komponensti mennyiségek transz-
formacios szabalya:

WA = (a1 YA P, (10.19)

A dudlis onabrazolds unitér-ekvivalens az onabrézolassal, azaz létezik olyan e €
SL(2,C) métrix, hogy tetszéleges o € SL(2,C) esetén:

cae™t = o 'T, (10.20)

Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be. Vezessiik be az

(") = (ean) = <_01 (1)> (10.21)

AB<5_1)BC — 5é

matrixokat. Ertelmezziik tovabbd az (e7!)ap inverzmdtrixot az e
relacioval, ahonnan

(e )pe) = ((1) _01) = —(enc) (10.22)

et = 08, (10.23)
o = MPege =04 (10.24)

Ekkor teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

PA = —AB, €BA = —€AB, (10.25)

ety = —eo, (10.26)

eape’C = 6065 — 6565, (10.27)

Ezutan vegyiik észre, hogy kielégiil az (10.20) azonossag tetszoleges o € SL(2,C)

matrix esetén, hiszen

ot en = (O ) (& D0 D]

_ <_db ) >AD — (a1 7)4,,. (10.28)

A fenti ekvivalencia kovetkezménye, hogy létezik olyan LAPB linedris leképezés, ami
az F' abrazolasi teret kolcs”’onosen egyértelmiien leképezi az F* dbrazolasi térre,
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azaz amelynek segitségével 4 = LAPyp frhaté, tetszéleges (4) € F esetén. Nem
nehéz belatni, hogy LAP = 4B, Valéban frhatjuk egyrészt, hogy

P = L = 10, 0, (10.20)
masrészt viszont
¢/A _ (a—l T)AB,QZ)B — (a—l T)ABLBC'QZ)C
_ EADO[DE(E—l)EBLBC,l?Z)C _ _EADQDEGEBLBC¢C
= GADGBEOJDELBC’ch. (1030)

A két egyenlﬁség jobb oldalainak sszehasonlitdsa alapjan kapjuk, hogy LAP-nek ki
kell elégitenie az

(LAPSS — eBeppLPYap” =0 (10.31)

azonossagot tetszoleges a € SL(2,C) esetén. Innen azonban

—LABECDEDE _ EABEDELDC o ’
(LABEDC o EABLDC)EDE — 0’
LABPC — ABLPC = (10.32)

adédik, ahonnan leolvashatjuk, hogy LAP = ¢ AB a megoldds. Végiil irhatjuk tehat,
hogy

YA = eAByp (10.33)

a kapcsolat az ondbrazolas és a dualis 6ndbrazolas szerint transzformalédéo Weyl-
spinorok kozott. Innen

Vleac = €Ppeac = —Peacthp = 60U = Yc, (10.34)
ugyanakkor viszont
et = =y = —°. (10.35)

Az e tehat metrikus tenzor szerepét jatssza, segitségével a Weyl-spinorok indexeit fel
és le lehet hiizni, azonban csak akkor, ha az 0sszegzés bal fels6 és jobb alsé indexre
torténik. Az Osszegzésnek ez az irdnya fontos, mert e antiszimmetrikus.

Képezzik a 1Ay kifejezést. Ez Lorentz-invarians, igyhogy tekinthetjiik két
Weyl-spinor skalaris szorzatanak:

QWAXIA = (a_lT)AC@Z)CaABXB = (a_l)cAaAB@/)CXB
= 65¢%xp = vPxs. (10.36)
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Ezek szerint a {4} spinorok adjak a {14} spinorok duélis terét. A vektorok transz-
ponaltjanak szokasos értelmezése, hogy azt a dudlis vektorral azonositjuk. Most is
igy jarunk el, és a Weyl-spinorok transzponaltjat a

(Wa)" =", @M = (10.37)
osszefiiggésekkel definialjuk.
A komplex-konjugélt éndbrazolast a
A & o (10.38)

hozzérendelés definidlja. Ez éppen a (0, 3) dbrédzolds. Az dbrézolds F terét alkot6 ¢4
(A = 1,2) jobbkezes Weyl-spinorok transzforméciéja Lorentz-transzformécié soran:

Py o= () 0 (10.39)

A feliilvonds és a pont az index felett csak jelolés, nem jelent miiveletet. Egyszertien
az I teret alkotd spinorokat és azok komponenseit igy jeloljiitk megkiilonboztetésiil
az F' teret alkotd spinoroktol.

A komplex-konjugélt éndbrazolas dualisat a
A & ot (10.40)

megfeleltetés definidlja. Ez az dbrazolds az F * térben valosul meg, amelynek elemeit
képezd jobbkezes spinorok komponenseit 14-val jeloljiik. Ezek Lorentz-transzforma-
ci6 soran a

P! = (oI gP (10.41)

szabaly szerint transzformalédnak.

A dualis komplex-konjugalt onabrazolds unitér-ekvivalens a komplex-konjugalt
onabrazolassal, azaz létezik olyan € matrix, amelynek segitségével tetszoleges a
esetén:

et = ot (10.42)

Ez a matrix:
__ (0 1\ _  ip
€= < 10 ) = —(e™7). (10.43)
Vezessiuk be tovabba a kovetkezo definicidkat:
0 -1
=13 ) (10.44)
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€, =65, (10.45)

GAC = EABGBC = —52. (10.46)

Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok:

= ("B)T (10.47)

cip=—epi 0=, (10.48)
e =—¢%, (10.49)

€ie”C = o065 — 6565 (10.50)

A 1) spinor dudlisa:

e = ' = ye, (10.51)
azaz komponensekben kiirva:
DA = peBA, (10.52)
Maésrészt,
epat? = et = epp(e) g
= cpic" e = 05U
= g (10.53)

Az € tehat metrikus tenzor szerepét jatssza a komplex-konjugdlt ondbrazolas és
dualisanak terében, ha az Gsszegzés a bal als6 és a jobb felsé indexre torténik. A

(Wx) = ¥ax” (10.54)

kifejezés Lorentz-skalar, ezért megint definidlhatjuk a transzponéltat a dudlis spinor
komponenseivel:

@ =04, @HT =4, (10.55)

A spinorkomponensek indexeinek felcserélése most is a skalarszorzat eldjelvaltasat
eredményezi:

vt = =t (10.56)

A balkezes és a jobbkezes Weyl-spinorok komplex-konjugalasban kiilénboznek
egymdstol, ami abbdl ldtszik, hogy az (3,0) dbrdzoldsban az a matrix, a (0, 1)
abrazolasban az o* matrix felel meg ugyanannak a Lorentz-transzformaciénak. Mivel
azonban 1 és 1) két inekvivalens dbrazolds vektorterében vannak, ezért onkényesen
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definialhatjuk, hogy 1 fels6 és als6 indexes komponensének komplex-konjugaltjat
hogyan feleltetjiik meg 1) komponenseinek. Erre érvényes az alabbi konvencio:

vi= @4 vt = () (10.57)
A transzponalas szabalyait is figyelembe véve az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:
(Wa)t = (Ya)" =1y, (10.58)
() =9, (10.59)
W) =, (10.60)
(W) =yt (10.61)

10.2.2 Spin és statisztika

A fentiekben ldttuk, hogy a Lorentz-invaridns ¥y = 1¥“x4 skaldrszorzat azonos
atalakitdssal a ¥y = —px? alakra hozhaté. Ha azt akarjuk, hogy a skaldrszorzat
értéke ne fiiggjon a tényezdék sorrendjétdl, azaz ¥y = x1 = xPp legyen, akkor fel
kell tenniink, hogy a spinorkomponensek antikommutélnak.

A fizikdban a Weyl-spinorok %-spim’i részecskéket irnak le. Feltessziik a tovab-

biakban, hogy a spinorkomponensek antikommutalnak:

vax” = =x"va, (10.62)
vax” = —x"va, .. (10.63)
VX" = —x"vi (10.64)

az indexek tetszOleges helyzete esetén. Mivel az egész spinti dbrazolasok paros
szamu Weyl-spinor-abrazolas, a feles spinti abrézolasok pedig paratlan szamu Weyl-
spinor-abrazolas direkt szorzataként allithatok eld, feltevéstink biztositja, hogy az
egész spinli részecskéket kommutdalo, a feles spintieket antikommutalé klasszikus
térmennyiségek fogjak leirni. Késébbi tanulmanyainkban latni fogjuk, hogy a kvan-
tumtérelméletnek a Huygens-elven alapulé (Feynman-féle palyaintegralokkal torténd)
megfogalmazasaban éppen azaltal lehet biztositani a Pauli-elvet, hogy azokat a
tereket, amelyeknek a részecskéi feles spintiek, antikommutal6 klasszikus térmennyi-
ségekkel irjuk le.

A Weyl-spinorok komponensei tehat feltevésiink értelmében nem kozonséges
szamok, hanem antikommutélé szamok, in. Grassmann-valtozok.

10.2.3 A o-matrixok

Foglalkozzunk elészor a o-matrixok indexszerkezetével. A o* = (1,7) mdtrixok
ortonormalt teljes rendszert alkotnak a 2 x 2-es komplex matrixok terében. Lattuk,
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hogy a A Lorentz-transzforméciénak SL(2,C)-ben az o matrix, az x* négyes-vektor-
nak pedig az 7 = 2#0, métrix felel meg. Lorentz-transzformécié soran:

¥ — &' =aial, (10.65)
ahonnan
Ao, = ao,al. (10.66)

Adjunk most masik értelmezést ezeknek az Osszefiiggéseknek. Mondjuk azt, hogy
nem ¥ valtozik, hanem o,,:
o, = o, =ac,al. (10.67)

Mivel o az 6n-abréazolashoz tartozik, azért kozonséges indexekre ,,hat”, mig af = o*”
a komplex-konjugalt ondbrazolas egyik elemének transzponaltja, s igy pontozott
indexekre ,;hat”. Ebbdl kovetkezik, hogy a o-métrixoknak egy kozonséges és egy
pontozott indexe van. Az dbrazoldsokat definidlé képletekbdl tudjuk, hogy a index-
szerkezete oy, és a* indexszerkezete (o*) ;”, amibdl af indexeire (a*)”;. Mindezt

A >
figyelembe véve:

0 = (0) 55 (10.68)

definidlja a o-matrixok indexszerkezetét. Ez az egyetlen lehetOség, ha az 6sszegzések
irdnyara vonatkozé el6irasokat is betartjuk. Az indexeket most mar kiirva:

(0" )as = as?(0,)ps()? (10.69)

A 2 x 2-es komplex métrixok terében szokds még bevezetni a # = (1, —7)
ortonormalt bazist, amely a o-matrixokkal

1 1.
AL, = 58p(0"0",) = 58p(a"0,) (10.70)

osszefiiggésben van. Innen

" = aleta, (10.71)

ahonnan a kordbbihoz hasonlé megfontolasok alapjan az alabbi indexszerkezet adodik:
gt = (a")B5. (10.72)

Az e metrikus tenzor segitségével az indexek megint fel- és lehtizhatok:

= eAB(Uu)BBeBA, (10.73)

(Gu)ia = €ip(.)"Pepa. (10.74)
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A fentiek alapjan:

(o) = (JZB):(LF), (10.75)
(c") = (a"BB) =(1,-7). (10.76)

A o-maétrixok a jobbkezes spinorokat balkezes spinorokba képezik le, a g-méatrixok

pedig, forditva, a balkezes spinorokat képezik le jobbkezes spinorokba. Mivel it; és
1 SL(2,C)-métrixok, érvényesek rajuk az aldbbi Osszefliggések:

e(ir)et = (ir

elet = 17 (10.77)

)—1T

I

1

Felhasznalva, hogy (ir;)~' = —ir;, az els6 egyenlet helyett irhatjuk, hogy

erie !t = —T]»T, (10.78)
amit a méasodik egyenlettel kozosen az alabbi egyenletben foglalhatunk Ossze:

ectet = T, (10.79)

Mivel

(0 =1\  gi
€ = ( 10 ) = (e77), (10.80)
az alabbiakat kapjuk:

g (10.81)
(o)A = (gm)A4, (10.82)

Az attérés o-rol o-ra és viszont megfelel a kozonséges és a pontozott indexek felcse-
rélésének.

A o-matrixok teljességébdl kovetkezik, hogy
(0u) a4(57)P8 = 26558 = 26,28, (10.83)
Néhéany tovabbi osszefiiggés:
(Guac®) s = (@) M0, (0") 5 = 20,5, (10.84)

(") 4(a )P4 = 29" = g'e, = g5 (10.85)
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10.2.4 Generatorok és magasabb dimenziés abrazolasok

Eloszor belatunk néhany hasznos Osszefiiggést, majd segitségiikkel meghatarozzuk
a Lorentz-transzformaciok generatorait a 2-dimenzids irreducibilis abrazolasokban.
Végiil megszerkesztjiik a vektor- és masodrendii tenzor-abrazolasokat.

Az Osszefiiggések:

vx = Xxv. (10.86)

VX = XU (10.87)

3. Ha 6 egyszerii Grassmann-szam, akkor 60 = 0. Ha 6 balkezes ill. jobbkezes
spinor, akkor 660 # 0:

00 = 040, = 20,0, = 20°0" = —20,0, = —20'6°, (10.88)

00 = 00" = 20,0, = 20'6> = —20,0; = —26°0", (10.89)

A bizonyitashoz fel kell haszndlni, hogy az € métrix alkalmazasdval 6 = 0, és
0? = —0, adddik.

4.

0407 = —%5‘399, (10.90)
649" = —%EABQQ. (10.91)

5. Az alabbi képletek a Weyl-spinorok Fierz-rendezése néven ismeretesek:
(00)(00) = —5(00)(00) = —(60)(0), (10.92)
GO = 560" Do) (10.93)

A bizonyitasok:
06,0705 = 007 ouip = S O0)onts
= _%(99)¢B¢B, (10.94)
(G0%a = " 0axadhol = 50°(") pioa(e) s

= S0l PR pl00) 4 (10.95)
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o = —05", (10.96)
) (10.97)
Példaként az els6 egyenloség bizonyitasa:
(0"0) 4 = () 4507 = —0(5")",. (10.98)
7.
potx = —xa'o, (10.99)
(60)" = 00. (10.100)
A bizonyitasok:
(0" 4% = —(0"9)ix" = XN(0"9),
= —X0"0, (10.101)
(0400 = 6,00 (10.102)
8.
(po"X)" = (xd"9). (10.103)

Ennek kovetkeztében (1o*4p) onadjungélt. Lorentz-transzformécidk soran
(¢potx) tgy transzformélédik, mint egy négyes-vektor.

9.
(0"8)a(608) = g 0(06). (10.104)
(000)(05"0) = 5" (00)(00). (10.105)
Definidljuk az alabbi métrixokat:
o = i(a“&”—a”&“), (10.106)
o = i(a“a”—a”a“). (10.107)

A 0" maétrixnak két kozonséges indexe van, a ¢*¥ matrixnak pedig két pontozott
indexe. Az igy definidlt matrixok a kovetkez6 tulajdonsiagokkal rendelkeznek:

ot = G, (10.108)

0w Ope] = HGupTuo — GvoTup — JupOvo + GuoOup), (10.109)

és az utébbihoz hasonld egyenloség all fenn 6#”-re is. Tehat o*” ill. " a Lorentz-

csoport generdtorai az (1,0) ill. a (0, 1) dbrdzoldsokban.

Tovabbi azonossagok:

112



1. Vezessiik be a teljesen antiszimmetrikus negyedrendii tenzort:

€123 = +1, (10.110)
Capyo€ P = 16500 + L0568 + 67.540"

— G056 — 850%6! — 84540L, (10.111)

Capys€ ™ = 2(6405 — 015Y), (10.112)

Capro€®?? = 24, (10.113)

A Pauli-matrixok csererelacidit felhasznalva belathatjuk, hogy a o*” és
matrixok ondudlisak:

1
ot = ieuypacrpa, (10.114)
i
1
g = —Eeﬂ””"apa. (10.115)
i

2. A bevezetett matrixok Lorentz-indexeikben antiszimmetrikusak,
ot = —o"M, (10.116)
de spinor-indexeikben szimmetrikusak:

(0")pa = (0")as, (10.117)
(@)pa = (@")ip (10.118)

Nézziink most magasabb dimenziés dbrazolasokat. Képezzik az (1/2,0) ®
(0,1/2) = (1/2,1/2) dbrazolés terét alkoté méasodrendii spinorokat:

Ve X =M (10.119)

Ezek minden indexiik szerint ugy transzformalédnak mint a Weyl-spinorok. Eloal-
lithatjuk ket

VN = 000 (10.120)

alakban. Ezért a Minkowski-tér egy

Vi = (o) (10.121)

négyes-vektora felel meg nekik. A (10.120) egyenlet ugyanis azt fejezi ki, hogy
egy V,, négyesvektor komponenseibdl alkalmas linedris kombindciéval (amelynek
egylitthatdit a o-métrixok elemei adjak) olyan négy mennyiség képezhetd, amely
az (1/2,1/2) dbrazolas szerint transzformalodik.
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Két balkezes Weyl-spinor direkt szorzata az (1/2,0)® (1/2,0) = (0,0) & (1,0)
abrazolas terében van benne:

baxs = —5(W)eas + 5(00) (0" ) ap. (10.122)

Az els6 tag Lorentz-invarians skalar, A, B indexekben antiszimmetrikus, mig a
masodik tag mésodrendli antiszimmetrikus Lorentz-tenzor, amely A-ban, B-ben
szimmetrikus. Az el6bbi a (0,0) részt, utébbi a balkezes (1,0) részt képviseli.

Altaldban a szimmetrikus S 4B = Spa spinorok az (1, 0) abrazolashoz tartoznak, mig

az antiszimmetrikus ¢ 4g = —¢p4 spinorok mindig skalarok, mert ¢ 45 = —% %e AB-

11 A Poincaré-csoport

11.1 Altaldnos ismertetd

A Minkowski-féle téridében végzett eltolasok, ,,forgatasok” és tiikrozések alkotjak a
Poincaré-csoportot, vagy mas néven az £ inhomogén Lorentz-csoportot. FEzek olyan
{a, A} transzformécidk, amelyek az események z# négyes-vektorait

ot — 2" =AY + (11.1)
szerint transzformaljak, mikozben az események tavolsaga invarians marad:

(@ =y =y = (" =)@ =) (11.2)
Itt a* tetszOleges négyes-vektor és A tetszéleges homogén Lorentz-transzformacio,
igy:
AYN, = NOAY =g,
A7 GopN) = G- (11.3)

Ezek a transzformacidok csoportot alkotnak az egymas utani végrehajtasra, mint
miiveletre nézve:

{ag,Ag}{al,Al} = {(lg +A2(L1,A2A1}. (114)
A csoport egységeleme: {0, I}, és tetszéleges {a, A} elem inverze: {—A"ta, A71}.

Az L Poincaré-csoport alcsoportként tartalmazza a {0, A} homogén Lorentz-
transzforméciok L, csoportjat, valamint az {a, I} térid6beli eltoldsok S abeli cso-
portjat. Tetszoleges {a, A} € L csoportelem felirhat6 egy eltolds és egy homogén
Lorentz-transzformacié szorzataként:

{a, A} = {a,I}{0,A} = {0, A}{A'a, I}. (11.5)

114



A masodik egyenléség azt mutatja, hogy az eltolasok és a homogén Lorentz-transz-
forméciok nem cserélhetk fel egymassal. Az £ — L,—ra: {a, A} — {0, A} leképezés
homomorfizmus, amelynek magja az eltoldsok S csoportja, hiszen S — I € L.
Ebbdl kovetkezik, hogy S invaridans alcsoport. Ezt kifejezi az alabbi egyenldség:

{0,AMa, I}{0, A} ' = {0,AHa, A"} = {Aa, I} €S
(11.6)

Ugyanakkor a homogén Lorentz-csoport nem invaridns alcsoport, hiszen

{a,1}{0,A}{a, 1} " = {a, I}{—Aa,A} = {a — Aa, A} & L.
(11.7)

A Poincaré-csoport L, alcsoportjanak L, alcsoportjat képezik a valédi or-
tochron Lorentz-transzformaciok, ez a lesziikitett homogén Lorentz-csoport. Az Ly,
alcsoporttal szemben invaridns tulajdonsagok talalhatok:

1. A négyes-vektorok osztalyozhatdk iddszerti, fényszerti és térszerii vektorokra,
amelyekre rendre z#z, > 0, = 0 és < 0. Ez az osztdlyozds az Ly, alcsoport
szempontjabol invarians, mivel a#z,, Lj,—invarians.

2. Ha a# és y* id8szerti négyes-vektorok, akkor zty,, el6jelét 2%y° eléjele hatdrozza
meg. Valéban z# és y* idOszerti, s ezért
(@) > —g™uja = |,
W) > g™ ysunl- (11.8)
Ekkor a Schwartz-egyenl6tlenség alapjan:
12%° > |¢7*zunl. (11.9)
Ezt figyelembe véve,

sen(zy,) = sgn(z%y°). (11.10)
Ha mindkét idSszerti vektor jovobeli, vagy multbeli, akkor z#y, > 0; ha az
egyik multbeli és a masik jovébeli, akkor a#y, < 0.

Az idGszert vektoroknak az a tulajdonsaga, hogy miltbeliek vagy jovobeliek,
invarians a valédi ortochron Lorentz-transzformaciokkal szemben. Legyen
r* = (1,0,0,0), akkor (Az)® = A%y > +1 > 0, azaz (Ax)* jovSbeli idbszerti
vektor. Legyen y* tetszoleges jovobeli idoszerti vektor. Megmutatjuk, hogy
akkor (Ay)* is az, tetszOleges A € Ly, esetén. Csakugyan,

(Ax), (Ay)” = z,y" = y° >0, (11.11)
ahol (Az)" jovébeli idészerti vektor, de akkor (Ay)* is az. Eppen ezt akartuk

bizonyitani.
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11.2 A lesziikitett Poincaré-csoport

Tekintsiik az inhomogén Lorentz-transzformécidk csoportjanak azon {a, A} transz-
formacioit, ahol A € L, valédi ortochron Lorentz-transzforméaciok. Ezek a transz-
formaciok alkotjdk a P lesziikitett Poincaré-csoportot. Mivel P-nek S invaridns
abeli alcsoportja, azért P nem félegyszerti csoport.

A P-csoport kétszeresen Osszefiiggd. A P-csoport P univerzalis fedécsoportjat
azok az {a, o’} transzformacidk alkotjak, ahol o € SL(2,C). A fedécsoport tetszoleges
két elemének szorzata:

{CLl,Oél}{CLQ,OéQ} = {a1 +A1a2,a1a2}, (1112)
ahol Ay az ay képe L, —ben.
Mivel L, nem kompakt, azért P sem kompakt (azonban lokédlisan kompakt).

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt S fizikai rendszernek a P lesziikitett Poincaré-
csoport szimmetridja. Ekkor az S rendszer energiasajatértékeihez az allapotvektorok
olyan alterei tartoznak a Hilbert-térben, amelyek a P csoport unitér irreducibilis
abrazolasait valdsitjak meg. A csoport minden {a, A} eleméhez egy a Hilbert-téren
haté U (a, A) unitér operator tartozik. Ezek az unitér dbrazoldsok azonban végtelen
dimenziésak. Bar P se nem félegyszerli, se nem kompakt, mégis minden unitér
abrazolasa kiredukélhato irreducibilis unitér abrazolasok direkt osszegére.

Abbdl a feltevéshdl kiindulva, hogy a P-csoport szimmetridja a kvantumterekkel
leirt fizikai rendszernek, megkapjuk a téregyenleteket, és az elemi rendszerek osz-
talyozasat. Ezt a kovetkezo fejezetekben latni fogjuk. Az, hogy az abrézolasok a
Hilbert-térben végtelen dimenzidsak, azzal a fizikai ténnyel van 6sszhangban, hogy
az energia-impulzus operator végtelen sok sajatértéket vehet fel.

Be lehet latni, hogy a P-csoport folytonos unitér irreducibilis abrézolasainak
megkeresése egyenértékii a P fedScsoport folytonos unitér irreducibilis 4brézolasainak
megkeresésével. Ezek az dbrazolasok minden {a, a} € P elemhez egy U(a, ) unitér
operatort rendelnek ugy, hogy

~ ~ ~

Z/{(al,&l)Z/{(CLQ,OQ) = Z/l(a1+A1a2,a1a2). (1113)

A {0, I} elem képe az I egységoperdtor, és U(0,a~') = U (0, ). Ehhez kapesolédik
a kovetkezé megjegyzés. Minden{a, A} € P csoportelemhez két elem tartozik a
fedécsoportban: {a,+ax} € P. Ugyanakkor, ha adott dbrdzoldsban {a,a,} €
P képe az U(a,ay) operator, akkor ugyanebben az dbrazolasban {a, —a,} € P
képe vagy az Z;I(a, ap) operétor, vagy az —Z;I(a, ap) operdtor. Ha a pozitiv el6jelet
valasztjuk, akkor egytuttal a P-csoport dbrazolasat is megkaptuk.
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11.3 A leszikitett Poincaré-csoport infinitezimalis
generatorai

Az infinitezimélis transzformdcidk, olyan {a, A} € P transzformacidk, ahol a* in-
finitezimalis és A* = ¢g" + " csak az infinitezimdlis antiszimmetrikus e =
—e"? tenzorral kiillonbozik az azonossagi transzformaciétol. A fed6csoport megfeleld
{a,a(e)} € P elemét olyan U(a,I + €) unitér operdtor abrézolja, amely az egy-
ségoperatortdl csak infinitezimalisan kiillonbozik. Az infinitezimalis transzforméacio
operatoranak sorfejtésével definidljuk a P-csoport infinitezimalis generatorait:

~

Ula,T+¢) = I+ iauf’“ — %ewj“”. (11.14)

Mivel U unitér, a P* és a JH = iMH operatorok onadjungaltak és igy nekik meg-
maradé fizikai mennyiségek felelnek meg. Az e métrix antiszimmetrikussagabdl
kovetkezik, hogy

JH = e, (11.15)

A lesziikitett Poincaré-csoportnak tehat 10 darab generatora van; P egy 10-paramé-
teres Lie-csoport. A Lorentz-forgatasok 6 fiiggetlen generatorabol sokszor célszert
a

A |
Ji— §Ewkﬂk (i,5,k =1,2,3) (11.16)

3-dimenzids axialvektort és a
Ki=J% (i=1,2,3) (11.17)
3-dimenzids vektort képezni.

Hatéarozzuk meg az infinitezimalis generatorok csererelacioit, amelyek defini-
aljak a Poincaré-algebrat. Mivel a csoportelemek szorzatat dbrézolé operator a
csoportelemeket abrazold operatorok ugyanolyan sorrendii szorzata, irhatjuk, hogy

U0, a YU (a1, 00 U0, @) = UA  ay, o aqa), (11.18)

ahol A € L, az a € SL(2,C) matrixnak megfelel Lorentz-transzformacié. A
tovabbiakban ennek az egyenletnek két specialis esetét vizsgaljuk.

1. Legyen ay = I és af infinitezim4lis:

U0, a) (_f + ialuf’“) UWO,a) = I+i (Aflal) P*,

nw
U0, a)(ar), PPU0,0) = (A*l)'p“@l)ﬂﬁp,
U0,0)PPU0,a) = A“PP. (11.19)
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2. Legyen af =0¢ésa; =1+e€
- 7 1 Tuv \ 77 T 1 —1\# v Tpo
ulmawj—?wﬂ)um@)zzf—égﬂLeWAgp,
U0,0)J"U0,0) = ALAY T (11.20)
Tegyiik most fel, hogy az (11.19) és az (11.20) egyenletekben A = I +¢. Ekkor
U@O,a) = I— %eu,,j‘“’,
U0,0) = I+ %ewj“”. (11.21)

Ezeket behelyettesitve a (11.19) és az (11.20) egyenletekbe, megkapjuk a Poincaré-
generatorok algebrdjat definialé kommutécios relaciokat:

[pu’pl/] = 0, (11.22)
L PN = i (gv/\pu _ gu/\fw) : (11.23)
[juu’ jpa] - i <ngjMU _ gMPjVU + gMUij _ gygj“p) X (1124)

A tovabbiakban sziikségiink lesz a Pauli-Ljubanszki-vektorra, amelyet a Poin-
caré-csoport infinitezimalis generatoraibol képeziink:

A

1 o1
Wi = Swped P = Seupm I P". (11.25)

Nem Lorentz-kovarians alakban a Pauli-Ljubanszki-vektor komponensei:

Wwe = JP, (11.26)
W = —JP'—K xP. (11.27)

A Pauli-Ljubanszki-vektor az alabbi Osszefliggéseknek tesz eleget:

WPt = 0, (11.28)
[PE. W] = 0, (11.29)
[J W = i(g"WH — ghTWY), (11.30)
W WY = —ie WPPe. (11.31)

A lesziikitett Poincaré-csoport Casimir-operatorai:

pP* = PrP,, (11.32)
~ A A 1. = s A
W2 = WY, = 5 S " P? — J,,J" P'P,. (11.33)
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A definiciéjukbdl adéddan a Poincaré-csoport generatorai az infinitezimalis el-
tolasok és forgatasok generatorai a Minkowski-térben. Mivel feltettiik, hogy olyan
fizikai rendszerrdl beszéliink, amely invaridans a lesziikitett Poincaré-csoport transz-
formacidival szemben, azért a generatoroknak megmaradd mennyiségek felelnek meg.
(Most unitér abrézolasokat keresiink, igy a generdtorok 6nadjungaltak.) A nem rela-
tivisztikus mechanika mintajara azt mondjuk, hogy az a P* mennyiség, amely a rend-
szer téridobeli eltoldsokkal szembeni invariancidja miatt megmarado, az energia és
a harmas-impulzus altal alkotott négyes-impulzus. Ugyancsak az analdgia alapjan,
JH -t az impulzusmomentum (négyes-)tenzordaval (méasodrendil, antiszimmetrikus)
azonositjuk. A fizikai rendszer nyugalmi rendszerében az impulzusmomentum-tenzor
éppen a spin-tenzor.

11.4 A P-csoport unitér irreducibilis dbrazolasainak
négyes-impulzus szerinti osztalyozasa

Legyen {|P()} a négyes-impulzus operatoranak sajatvektoraibdl 4116 bazis a Hilbert-
térben:

PH|P¢) = PHPC). (11.34)

A négyes-impulzus valamennyi komponense egyidejlileg mérhetd, mert operatoraik
paronként felcserélhetok. ( jelenti a bézis teljességéhez sziikséges tobbi kvantum-
szamot. Eloszor azt a kérdést valaszoljuk meg, hogy milyen P* értékekhez tartozé
sajatvektorok alkotjak az irreducibilis unitér abrazolasok bazisat.

A P-csoport unitér abrazoldsaira:

~

Ula,a) = Ula, U0, a). (11.35)

Itt a téridobeli eltolast

~

U(a,I) = expia,P"} (11.36)

abrazolja. A bevezetett bazis a téridobeli eltolasok S alcsoportjanak abrazolasi tere,
amelyben az eltolasokat abrazolé matrixok blokkdiagondlisak:

Ua,|P¢) = expfia, P} |PC). (11.37)

Ha valamely | PC) vektor egy irreducibilis abrézolas terében benne van, akkor barmely
|AP () is benne van ennek az dbrazoldsnak a terében, ahol A € L, tetszéleges (1d.
a (11.19) egyenletet):

PHA(0,0)|PC) = U(0,)A%P[PC) = AL PUU(0, 0)| PO),
1(0.0)[P¢) = Y exclen P)AP 7). (11.38)
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Az utolsé egyenléség csupén azt fejezi ki, hogy U (0, )| P¢) a AP sajatértékhez tar-
tozo altérben van, és ezért léteznek olyan c,¢ (o, P) egylitthatok, amelyek segitségével
U (0, )| P¢) kikombinélhaté ezen altér |[AP () bazisvektoraibdl.

Mivel 2(0, ) unitér, a P* sajétértékhez tartozé |PC) ortonormalt bézishél
képzett U (0, )| PC) vektorok a (AP)* sajétértékhez tartozé ortonormalt bazist alkot-
nak. Ezért a kiilonbozé P* sajatértékekhez tartozo alterek ( szerinti elfajultsdganak
foka azonos.

Ha P’ és P” két olyan négyes-impulzus, hogy nincsen olyan A Lorentz-transz-
formécié, amely atvinné Sket egymdsba, akkor U(0, )| P'¢) és U(0, )| P"¢) két disz-
junkt invaridns alteret képeznek, ha « befutja az Osszes elemét SL(2,C)-nek. Ha
tehdt két ilyen vektor benne van egy unitér abrazolasban, akkor az reducibilis. A
fejezet elején feltett kérdésre tehat az a valasz, hogy a |P() allapotvektorok akkor
és csak akkor alkotjak egy irreducibilis abrazolas bazisat, ha P* pontosan azokat
az értékeket futja be, amelyek egy (tetszOlegesen) rogzitett standard P* négyes-
impulzus értékbdl valodi homogén Lorentz-transzformacidékkal leszarmaztathatok.

Mivel P? Casimir-operdtor, az irreducibilis dbrdzoldsok elsé osztalyozasa P2
alapjan torténik. Az L, valédi homogén Lorentz-transzformaciok nem valtoztatjak
meg a négyes-vektorok 0-adik komponensének el6jelét. fgy sgnP? is invaridns. Ezen
ismérvek alapjan az irreducibilis abrazolasok kovetkezo osztalyait kapjuk:

1. e (my): P2=m? (m>0), P’>0;
P*" egy jovobeli hiperboloid pontja.

e (m_): PP=m?(m>0), P*<0;
P" egy multbeli hiperboloid pontja.

2. e (0,): P2=0, P°> 0;
PH a jovobeli fénykup pontja.
e (0.): P2=0, P’ <0;
P a multbeli fénykap pontja.
3. (0): P?=—o%
P* térszerti hiperboloid pontja.

4. (0g): P> =0, P*=0;
P" az origd.

A fizikai alkalmazasokban a nem zérus nyugalmi tomegi rendszerek allapotvektorai
a (my)-dbrézolasok szerint transzformélodnak, a zérus nyugalmi tomegii rendszerek
allapotai pedig a (01) dbrazoldsok tereit alkotjak. A (o) dbrazolasoknak nincsen
fizikai megvaldsuldsa. A (0p) dbrazolast az eltolds-invarians fizikai vakuum valdsitja
meg.
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Adott irreducibilis dbrazolashoz tartozo tetszoleges 1) allapotnak a bazisalla-
potok ,,irdnyaba es6” komponensei definidljak a hullamfiiggvényt:

P(PC) = (PCly). (11.39)
Két tetszoleges hullamfiiggvény skalarszorzatat
@) = X [ d'u(P, s (P.Ow(P.Q) (11.40)
¢

osszefiiggéssel értelmezziik, ahol a d*ju integraldsi mértéket meg lehet tigy vélasztani,
hogy csak az adott irreducibilis abrazolas invaridansaitol fliggjon:

(my) : = 26(P? — m*)O(P")d*P,
(m_): = 25(P2 —m?)(1 —Oe(P%)d*P,
(04) = 20(P?)O(P))d" P,

(0-): = 26(P*)(1 = O(P"))d"P,

Ekkor az (m4) abrazoldsokban:

PP )
(oly) = &' P
/ P2+m2

—————(P.OU(P,Q),
g/m< JW(P,Q)

" (P, Q)Y (P, C)
(11.41)

és
(PCIP'Cy = P24+ m25..0®)(P—P"). (11.42)

Ugyanezek a képletek alkalmazhatdk a (04) dbrazoldsok esetén is m = 0 helyettesi-
téssel.

A normaélas fenti megvalasztasabol kovetkezik, hogy az a f[(A) operator, ame-
lyet

(A)PC) = AP Q) (11.43)
definial, unitér. Ekkor a
D(a) = TINAU0,a) (11.44)

operator is unitér. Rogzitett P-hez tartozé irreducibilis abrazolasban ez az operator
abrazolja a Lorentz-forgatasokat (I1d. a (11.38) egyenletet):

D(a)|P¢) = Y cycla, PYIT(A)|AP 1)

= > cyla, P)|Py). (11.45)
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Innen latszik, hogy a ¢, matrix a ﬁ(a) Lorentz-transzformécidkat abrazolja az adott
abréazolasi osztalyok valamelyikében adott P esetén, ezért c,¢ unitér matrix.

Végezetiil fogadjuk el bizonyitas nélkiil az alabbi allitast. Ha ismerjiik az
irreducibilis abrazolasok valamely osztalyaban a standard négyes-impulzushoz tar-
toz6 ¢, abrazolast, akkor ebbdl tetszéleges négyes-impulzushoz tartozo irreducibilis
abrazolas megszerkeszthetd. A tovédbbiakban ezért azt fogjuk megvizsgalni, hogy
az egyes abrazolési osztalyokban milyenek az adott (standard) négyes-impulzushoz
tartozé unitér irreducibilis dbrazolasok.

11.5 A kis-csoport és irreducibilis abrazolasai

(A jelen fejezetben a széhasznalatban nem fogunk mindig élesen kiilonbséget tenni
akozott, hogy P vagy P abrazolasairdl beszéliink. A jelolésekben azonban kovetke-
zetesek lesziink, igy «, ag, o €SL(2,C), mig A, R, L € Ly,.)

Az eddigiekbol azt lattuk, hogy a lesziikitett Poincaré-csoport unitér irre-
ducibilis abrézoldsai soran a téridébeli eltoldsok exp{iaﬂp“} alakban abrazolhatok,
és az abréazolds terét a négyes-impulzus sajatvektoraibdl allé {|P¢)} bazis fesziti ki.
Ebben minden olyan P* sajatértékhez tartozo alteret szerepeltetni kell, amely egy
tetszélegesen valasztott P* standard négyes-impulzusbél Lorentz-transzforméciéval
leszarmaztathato.

Az eddigiek alapjan magukat a valédi ortochron Lorentz-transzforméciokat
olyan D& )(a) operator dbrazolja a fenti abrazolési tér minden egyes P*-hoz tartozd
alterében, amelynek c,¢(a, P) métrixa unitér. Az el6z6 fejezetbdl az is kidertilt,
hogy valamennyi PH-hoz tartozo abrazolasi altérnek ugyanaz a dimenziéja. A bo-
nyodalmat az okozza, hogy maguk az dbrazoldst megvaldsité ¢, (o, P) métrixok P*
értékétdl is fliggenek. Ahhoz, hogy a Poincaré-csoport unitér irreducibilis dbrazolasait
megkapjuk, meg kell keresniink a Lorentz-transzformécidk D )(a) &brazolasait.
Annak az « (ill. A) Lorentz-transzformdcionak az dbrazolasat keressiik, amelyet
abban a rendszerben végziink, amelyben az S fizikai rendszer négyes impulzusa P*.
Ugy jarunk el, hogy attériink arra a vonatkoztatasi rendszerre, amelyben az S fizikai
rendszer négyes-impulzusa a standard P* érték. Ebben a vonatkoztatdsi rendszer-
ben valamilyen ag(a, P) (ill. R(a, P)) Lorentz-transzformacié vezet ugyanarra az
eredményre, mint amire « az eredeti rendszerben, ahol S négyes-impulzusa P*. Az
a és az ag kozott (ill. A és R koézott) az az ar,(P) (ill. L(p)) Lorentz-transzforméacié
teremt kapcsolatot, amely a P* standard négyes-impulzusbdl el6allitja P -t. R-et
Wigner-forgatdsnak, L-et Wigner-lokésnek nevezziik. A Wigner-lokéseknek az felel
meg, hogy a | P() bazisvektorokrél (a P* értékhez tartozé altérrdl) attériink a | PC)
bazisvektorokra (a P értékhez tartozé altérre). fgy tulajdonképpen a Wigner-
forgatasok abréazolasait kell megkeresniink. Utana méar konnytiszerrel megkapjuk
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majd tetszoleges o és végiil tetszoleges Poincaré-transzformacié unitér irreducibilis
abrazolasat. A Wigner-forgatdsok csoportot alkotnak, mint majd latni fogjuk, ez az
un. kis-csoport. Célunk ebben a fejezetben, hogy megkeressiik a Wigner-féle kis-
csoport unitér irreducibilis dbrazolasait és ezzel teljessé tegyiik a Poincaré-csoport
unitér irreducibilis abrazolasainak felderitését. Miutan vazoltuk, hogy hogyan fo-
gunk eljarni, most nézziik mindezt részletesen.

Kiinduldsi pontunk a D) abrézoldst definidlé (11.45) képlet:

DW(a)|P¢) = Y ccla, P)|Pn), (11.46)

ahol ¢,¢(a, P) unitér mdtrixok. Vélasszuk P#-t standard négyes-impulzusnak. De-
finialjuk az L(P) Wigner-1okést azzal, hogy ez az a Lorentz-transzformdcié, amely
Pr-bol eloallitja P*-t:

L(P)P = P (11.47)

Koveteljiik meg, hogy L(P) PH-ben folytonos legyen. Ekkor L(P) = I, s igy
egyértelmiien létezik egy ap(P) € SL(2,C), amely megfelel a fedécsoportban az
L(P) Wigner-l6késnek. Legyen tovabba a {|P()} bazis olyan, hogy

U0, ar(P)|P¢) = |PC). (11.48)
Definidljuk ezutan az R(A, P) in. Wigner-forgatasokat:
R(A,P) = L' (AP)AL(P). (11.49)
Ezek a P* standard négyes-impulzust invaridnsan hagyjak,
R(A, P)P = P, (11.50)

hiszen L(P) P = P, AL(P) P = AP és L™Y(AP) AP = P. A Wigner-forgatdsok
tehdt azok a Lorentz-transzformacidk, amelyek a téridében a P* standard négyes-
impulzus koriil ,,forgatnak”. A Wigner-forgatasoknak SL(2,C)-ben az

ar(ap, P) = o (AP) ap ar(P) (11.51)

matrixok felelnek meg. Adott P* esetén ezek SL(2,C) egy alcsoportjat képezik, ame-
lyet a Wigner-féle kis-csoportnak neveziink. Tetsz6leges A Lorentz-transzformacié
eléall

A = L(AP)R(A,P) L7Y(P) (11.52)
alakban Wigner-forgatas és Wigner-lokések segitségével. Ennek megfelel6en:

an = ap(AP) ag(an, P) o' (P). (11.53)
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A vélasztott {|P¢)} bazisban ( jelentését most definidljuk azzal, hogy ez a
béazis adja a kis-csoport unitér irreducibilis abrazolasanak terét. Ezt, a négyes-
impulzus standard értékéhez mint sajatértékhez tartozé sajatvektorokbol allo teret
kis Hilbert-térnek nevezziik. Felhasznalva a (11.46) egyenléséget, valamint, hogy

U0, ag(ay, P)) = T(R(ap, P)) D(ag(ay, P)), (11.54)
kapjuk az alabbi egyenletet:

U0, ag(ay, P)|PC) = TI(R(ay, P )) > Dyc(ar(an, P))|Pn)
= Y Dyc(ar(aa, P))|[R(an, P)P 1)

= > Dyclar(an, P))| Py, (11.55)

ahol a ¢, matrixokat atjeloltiik a szokasosabb D,c-ra. Ennek az Osszefiiggésnek és
a (11.53) egyenléségnek az alapjan tetszoleges Lorentz-transzformdacié abrazolasa a
PH-hoz tartozo sajataltérben kifejezheté a Wigner-forgatdsok D, (ag(ay, P)) dbra-
zoldsdnak méatrixaival:

U0, an)| PC) (0,0 (AP)) U(0, ar(an, P)) U0, ar(P))| PC)
(0,aL(AP)) U(0, ar(an, P))|PC)

(OvaL<AP)) ZDTIC<&73<&A7P))‘?77>

I
INGIENGIENG

Dy¢(ar(an, P))|AP n). (11.56)

I
=[]

Hatédrozzuk meg az U(0, ay) unitér operator inverzét. Irjuk ehhez el6szor az
ap matrixot a AP = P’ valtozdceserével az

ay = ap(P) dgay, P)ag (AP (11.57)
alakba, ahol
oglan, P) = ag(ay, AT1P)
= a;Y(P) ar ar (AP, (11.58)

Mindkét utébbi egyenletben a vesszo a négyes-impulzus jele mellett formalis, s igy
el is hagyhaté. a, most levezetett alakjat felhasznédlva kapjuk, hogy:

U0, )| PC) (0, _1)IPC>

P))U(0,0'r (s, P)) U0, o' (P))|PC)
U0, a'r(an, P)) [PC)
D™Y(o/r(an, P)) |PC)

> D¢, (a'r(an, P)) |Pn)

= > D¢,(a'r(an, P)) [AT' P ). (11.59)



Itt felhasznaltuk, hogy D unitér és hogy

L(P)P = P, LAT'P)P=A"'P. (11.60)

Az S fizikai rendszer allapotai Poincaré-szimmetria esetén a Poincaré-csoport
unitér irreducibilis dbrazoldsai szerint transzformalédnak. Legyen [1)) egy tetszOleges
allapot. Ennek a hullamfiiggvénye

ve(P) = (PCl) (11.61)

annyi komponensii, amennyi az adott irreducibilis abrazolasban a kis-csoport irre-
ducibilis dbrazolasdanak dimenzidja. A hullamfiiggvény transzformacidjat az alabbi
alakban kapjuk:

(U(a,00))  en(P) = (Ul UO, 04)) ()
= (P[0, DU, 0n)[¥)
= [0, an)tt!(a, 1)|PC)]

= exp{ia, P} [([U'(0,an)[PC)]
= exp{ia,P"} [Z D} (a'g(on, P)) (WA P 77>]

= exp{ia,P"}>  Dey(a'r(an, P)) ¢y(A™'P).  (11.62)

A tovébbiakban mar csak az van hatra, hogy a fizikailag érdekes (m4) és (0+)
abrazolasi osztalyokban ténylegesen meghatarozzuk a kis-csoport unitér irreducibilis
abrazolasait. Errdl a kovetkezo fejezetben lesz sz6.

11.6 A kis-csoportok irreducibilis unitér abrazolasai
11.6.1 Az my abrazolas kis-csoportja

A standard impulzust P* = (m, 0, 0, 0)-nak valasztjuk, ami az S fizikai rendszer nyu-
galmi rendszerének felel meg. Részecske esetén m > 0 (m dbrazolés), anti-részecske
esetén m < 0 (m_ &brdzolds). A kis-csoport transzforméciéi a 0-adik tengely
irdnyaba mutaté P* négyes-vektort invaridnsan hagyjdk, azaz ezek a transzforma-
ciék a 3-dimenzi6s térbeli forgatasok. Ezeknek a generdtorai Ji = J7% (ahol (ijk) =
(123),(231),(312)). A nyugalmi rendszerben a rendszer impulzusmomentuménak
operatora megegy%zik a spin operatoraval. Az unitér irreducibilis abrazolasokat,

mint tudjuk, az § Casimir-operator s(s + 1) sajatértékei szerint lehet osztalyozni.
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~2
Az (m, s) irreducibilis dbrdzolds kis-csoportjdnak dbrézoldsi terét tehdt az S és
az Sy operdtorok kozos |PsC) = |Pso) (o0 = —s,—s +1,...,s — 1, s) sajatallapotai
alkotjak. Ebben az dbrézoldsban:

WH Pso) = (0,=5% =52 —5%)m|Pso), (11.63)
A Ao 22
WHW,|Pso) = —m?*S |Pso)
= —m?s(s+ 1)|Pso). (11.64)

Latjuk, hogy a részecske nyugalmi rendszerében a Pauli-Ljubanszki-vektor jatssza a
spin szerepét.

Az adott spinii dllapotokat (bazist) kifejezhetjitk természetesen a valédi or-
tochron Lorentz-csoport véges-dimenzids (u,v) dbrazolasdhoz tartozé |uk)|vl) bézis
segitségével:

|so) = i zu:(uks—ua—k\50)|uk>\s—ua—k). (11.65)

u=0 k=—u

11.6.2 A (01) abrazolasok kis-csoportja

Ebben az esetben a standard négyes-impulzust P* = (4p,0,0, p) alakban vessziik
fel, ahol p > 0. A kis-csoport azokat a Lorentz-transzformaciokat tartalmazza,
amelyek P“-t invariansan hagyjak. Ezek a z-tengely koriili forgatdsok a 3-dimenzids
térben, valamint a standard négyes-impulzusra és az y-tengelyre (z- tengelyre) mero-
leges forgatdsok a Minkowski-térben. Ezek generatorai: J J3 = JR2 L = JWOF J13 és
[12 = J20F 2. A Lorentz- generatorok algebrajanak ismeretében meghatarozhatjuk
a kis-csoport generatorainak algebrajat:

[J3 004 =il [J°, 117 = —illt,  [II%,11%) = 0. (11.66)
Ez az algebra izomorf a két-dimenziés euklideszi térben végzett forgatasok és el-

tolasok generatorainak algebrdjaval. A két-dimenziés euklideszi csoportnak (ﬂ)2 =
(I1')? 4 (I1%)? Casimir-operatora. A 0. dbrazoldsban:

WHPG) = (J%,112, —I1, 7% p| PC), (1L.67)
WAvIPC) = —pA(T)?PO). (11.68)

A tapasztalat szerint fizikai jelentéssel csak azok az abrazolasok rendelkeznek,
amelyek a Casimir-operdtor (I1)* = 0 sajatértékéhez tartoznak. Ekkor

(I1)2| P¢) = 0, (11.69)
11| P¢) = 0, (11.70)
12| P¢) = 0, (11.71)

WHIW,|P¢) = 0, (11.72)

PrP,|PC) =0 (11.73)
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Egyediil a J? operator abrazolasa nem trividlis. A sikbeli forgatasok Abel-csoportot
alkotnak. A csoport elemeit exp{i\d} abrazolja a A paraméterrel jellemzett irre-
ducibilis abrézolasban (6 az elforgatés szoge). Be lehet latni, hogy csak akkor kapjuk
P-nek egyértékii abrazoldsat, ha

(11.74)

Minden egyes A sajatértékhez tartozé irreducibilis dbrazolds egy-dimenzids, mert
hiszen Abel-csoport irreducibilis abrazoldsardl van szd.

A |P)) bazisban a sajatértékekre fenndllnak a kovetkezd osszefiiggések:

(PO)Z _ p’Q’ (WO)Q _ WQ’

PW = P'W° = +|P||W/|, (11.75)
aminek alapjan
W = AP, (11.76)

ahol A diagondlis a |PA) bézisban. Ekkor viszont
PWO = WP = AP? = A(P°)?, (11.77)
azaz
wo = AP (11.78)

Mindezek alapjan irhatjuk tehat, hogy

Wwr = AP* (11.79)
Innen kifejezziik az A operatort:
A = WP = JP(PY). (11.80)

Itt az operatorok sorrendje kozombos, mert [W#, P*] = 0. Ebbél az is kovetkezik,
hogy

[A, P*] = 0. (11.81)

Hatérozzuk meg az A operétor és a J* = iM* Lorentz-generatorok csrereldcidit.
Felhasznélva, hogy

A

[AB,C] = A[B,C]+[A,C)B, (11.82)
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irhatjuk, hogy

N

0 = [P, "]

= PO[(P°)~, Jm] + [PO, J™](P°) 1, (11.83)
ahonnan
(PO, ) = —(PO) [P, J (P!
= (P%)7%(g" P — g"OPY). (11.84)

Az utébbi egyenliséget és a (11.82) azonossdgot felhasznalva a keresett kommutator:

A = ) )
= WOUPO) T, I+ WO, J)(P0) !
= (P g0 — WO(PY) T PY)

— g (WH = WO(PY) ' P (11.85)

Ebbdl leolvashatjuk, hogy a | PA) vektorokkal kifeszitett abrazoldsi terekben:

(A, J"] = 0. (11.86)

A bevezetett irreducibilis 4brazolasokban tehat A felcserélhetd a csoport vala-
mennyi generatoraval, azaz A = const.I. Az aldbbi egyenlet alapjan konnyen
meghatarozhatjuk az aranyossagi tényezot:

AIPN) = JB(PY) Y| PA) = +J%| PA)
= £)\P)N), (11.87)

ahol az el6jel a 0. abrazoldsoknak felel meg. 4\ fizikai jelentése az, hogy ez a
részecske spinjének az impulzus irdanyaba eso vetiilete. Ezt helicitasnak nevezziik.
A helicités operdtora A. A szobanforgo irreducibilis abrazolas tehat helicitas-sajat-
allapotok terében valdsul meg.

A csoportelméleti megfontoldsok alapjan azt gondolhatnank, hogy egy s spinfi
részecske helicitdsa —s, —s+1, ..., s értékeket vehet fel. Ez igy is van, ha a részecske
nyugalmi tomege nem zérus. Zérus nyugalmi tomegii részecskék esetén azonban az
a tapasztalat, hogy a helicitas csak

A = =+ (11.88)

lehet. A zérus nyugalmi tomegii részecskék spinje vagy parhuzamos, vagy ellentétes
iranyu az impulzusukkal.
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Természetesen a helicitas-sajatallapotokat is kifejezhetjiik a standard vonatkoz-
tatdsi rendszerben az (u,v) irreducibilis abrazolds bazisaval:

PA=4s) = > > (uks—u ts—klsts)uk)s—u +s—k).
u=—8s k=—u

(11.89)

11.7 A mozgasegyenletek kovarians alakja.

A relativisztikus kvantumelméletben a fizikai allapotok a lesziikitett Poincaré-csoport
irreducibilis dbrazolasai szerint transzformaldodnak. Ha megmondjuk, hogy a fizikai
allapotok hullamfiiggvényei melyik irreducibilis dbrazolas szerint transzforméalédnak,
akkor ez meghatarozza a hullamfiiggvények idofiiggését leird klasszikus téregyenletek
szerkezetét.

11.7.1 A Klein-Gordon-egyenlet

El6szor megmutatjuk, hogy tetszoleges irreducibilis abrazolas szerint transzformalédo
hullamfiiggvény minden komponense kielégiti a Klein-Gordon-egyenletet. Mar itt
megemlitjik azonban, hogy a Klein-Gordon-egyenlet nem minden megoldasa lesz
a kovaridns téregyenletek megoldéasa is. Ez elég kézenfekvd, hiszen azzal, hogy a
hullamfiiggvény minden komponense megoldasa a Klein-Gordon-egyenletnek, még
nincsen biztositva, hogy a hullamfiiggvény, mint tobb komponensii matematikai ob-
jektum, éppen a megfelel6 irreducibilis abrazolas terében legyen.

A bizonyitas nagyon egyszerti. Az el6zéekben belattuk, hogy a lesziikitett
Poincaré-csoport minden irreducibilis dbrazolasa P? = m? sajatértékhez tartozik.
Ezért a hullamfiiggvény teljesiti a

PrPap(z,¢) = m*(z, () (11.90)

egyenletet. Felhaszndlva, hogy koordinata-reprezentaciéban Pt = i9*, a hulldm-
fliggvény minden egyes ¢ komponensére a Klein-Gordon-egyenletet kapjuk:

(O +m?)i(z,¢) = 0. (11.91)

Nyilvanvald, hogy az (ms,s = 0) dbrazolast megvaldsité skalartér esetén
a hullamfiiggvény egy-komponensii, s igy semmi tovabbi, transzforméciés tulaj-
donsdgbol adodd megszoritas nem lévén az egyetlen komponensre, a kovarians tére-
gyenlet éppen a Klein-Gordon-egyenlet.
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Zérus tomegt, nulla spinti részecskét nem ismertink, ezért ezzel az esettel nem
kell foglalkoznunk.

Még itt megjegyezziik, hogy az s = 0 spinti részecskék hullamfiiggvénye tér-
tikrozéssel szemben vagy invarians

Py(t,7) =(t,7), (11.92)

vagy eléjelet valt:

A

Py(t,7) = —(t, 7). (11.93)

Az elsO esetben skaldrrészecskérol, a masodik esetben pszeudoskalar részecskérél
beszéliink. Ilyenek a skalar- és pszeudoskalar mezonok.

11.7.2 A Weyl-egyenletek

Tegyiik fel, hogy a részecske m = 0 tomegii és s = 1/2 spinti. Ekkor az irreducibilis
abrazolas bazisat helicitas-sajatallapotokbdl kell képezni. A hullamfliggvény a (-
komponensek tekintetében ekkor vagy az (1/2,0) dbrézolas szerint transzformalédé
balkezes Weyl-spinor, ¢4, vagy a (0,1/2) dbrézolds szerint transzformalédé jobb-
kezes Weyl-spinor, )ZA.

Szerkessziik meg a téregyenleteket abbdl a jarulékos feltevésbdl kiindulva, hogy
az idoderivéaltban elsérendiieknek kell lennitik. Lorentz-kovaridns alakban ez azt
jelenti, hogy a P operatorban linearis D operatornak kell a Weyl-spinorra hatni,
és az eredménynek maganak is Weyl-spinornak kell lenni:

Dé=0, ill. Dy=0. (11.94)

A Weyl-spinorok tereiben a P* négyes-vektoroknak a (P,a#)44 ill. (P,0*) , ; SL(2,C)-
matrixok felelnek meg. Ezen matrixok hatdsara balkezes spinorbdl jobbkezes lesz
és viszont. Ezért a D operator nem tartalmazhat a négyes-impulzus operatoratol
fliggetlen tagot, mert annak a o-matrixokban kvadratikusnak kellene lennie, és az
ilyen tagok meghagyndk a balkezes spinort balkezesnek, a jobbkezest jobbkezesnek.
A kovarians egyenletek egyetlen lehetséges alakja tehat:

(P,o) Moy = 0, (11.95)
ill.
(Pyo™) X = 0. (11.96)

Ezek az un. Weyl-egyenletek.
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Kénnyen meggy6zodhetiink rola, hogy ezek az egyenletek valoban zérus nyu-
galmi témegl részecskét frnak le. Hassunk példaul az els6 egyenletre a (P,0") 54
operatorral:

A A

(Po”)pa(Pue") o4 = 0. (11.97)
Mivel 151,15“ szimmetrikus a p és a v indexekben, azt kapjuk, hogy:
BB, [(0")5a(0") ™ + (0") pa(6") ] 64 = 0,
2pypug’w5g¢,4 = O,
PrP,ps = 0. (11.98)
Eppen ezt akartuk beldtni.

Hasznaljuk fel a o-matrixoknak a Pauli-métrixokkal felirt alakjat és az index-
szerkezetiiket, akkor:

(P,a" 4% = PY%° 4 Pz,
(Puo, 44) = P%°—Pé. (11.99)

Ezeket behelyettesitve a Weyl-egyenletekbe, impulzusreprezentacioban a kovetkezok
adodnak:

P& PO
( —’)(b = _——’(b7
| P| |P|
(P3) _ P
Y = 4+—¥. (11.100)
| P| | P|

Mint arrél a Weyl-spinorok targyaldsa soran mar szé volt, a tértiikrozés a
balkezes Weyl-spinorokat jobbkezesbe viszi &t és viszont. Ezekszerint ¢ és y tértik-
rozott allapotokat ir le, ha mindketté ugyanarra a részecskére vonatkozik. Mint az
a Weyl-egyenletekbdl lathatd, az egyik esetben a helicitas negativ, a masik esetben
pozitiv. A tapasztalat szerint a neutring 1/2 spinti, zérus nyugalmi tomegi részecske.
Az is bebizonyosodott azonban, hogy csak balkezes neutriné létezik. Ugyanakkor
létezik egy madsik részecske, amely ugyancsak zérus tomegli és 1/2 spinti, de job-
bkezes, ez az antineutriné. Ezért a balkezes Weyl-egyenlet a neutrindt, a jobbkezes
Weyl-egyenlet pedig az antineutrindt irja le.

Koordinata-reprezentacioban a Weyl-egyenletek alakja:

0,0 = +id Vo, (11.101)
0,y = —id V. (11.102)



11.7.3 A Dirac-egyenlet

Tekintsiink egy m # 0 tomegi, 1/2 spinti részecskét. Ilyenek a kvarkok és a leptonok
koziil az elektron, a miion és a tau-részecske. Ezen részecskék hullamfiiggvényei
(azaz a megfelel6 klasszikus terek) az (1/2,0) @ (0,1/2) dbrézolas szerint transz-
formalédnak. A 1 hullamfiiggvény tehat négy-komponensti mennyiség, elsé két
komponense balkezes, masik két komponense jobbkezes Weyl-spinort alkot:

(@
P = ( e ) . (11.103)

A legaltalanosabb alaku, Ph-ben linedris mozgasegyenlet, amelyet a fenti Weyl-
spinorokra a kovarians alak megtartasaval felirhatunk:

P(o") X = Cioa, (11.104)

~

P Mo, = Coxh. (11.105)

Mivel P? = m? sajatértékhez kell a hulldmfiiggvénynek tartoznia impulzusreprezen-
tacioban, azért

P,(6")M B, (0") 45%° = Po(6") M Crgpa = C1Cox ", (11.106)
AZaAZ
P"P,x = C1Cyx (11.107)

alapjan vélaszthatjuk az altalanossag csorbitasa nélkiil, hogy C; = Cy = m. Ilymo-
don azt is biztositjuk, hogy tértiikkrozéskor az elsé egyenlet atmegy a masodikba és
viszont. A felirt mozgasegyenletek tehat invariansak a tértitkrozéssel szemben.

A két egyenletet Osszefoglalhatjuk a négy-komponensii ¢ bispinorra vonatkozd

egyetlen egyenletben:
A 0 ot o\ )
Pu<5u 0)()_()-77@()_(), (11.108)

A = map. (11.109)

o (_0 0;)“) (11.110)



Dirac-féle y-matrixokat:

o (0 I . (0

A o-matrixok tulajdonsagait felhaszndlva megkapjuk a Dirac-féle y-matrixok an-
tikommutéatorait:

ota” 0 o’ct 0
Yt —
{’Y y Y } - ( O O'METV ) + ( O o_ua_u )

= 29" ( é ? ) = 29", (11.112)

o Q

) . (11.111)

A vy-matrixokbdl szerkessziik meg a

. I 0
Y5 = M2y = ( 0 —J ) (11.113)

matrixot. Ennek segitségével projektoroperatorokat képezhetiink, amelyek a Dirac-
spinor balkezes és jobbkezes komponenseire vetitenek:

s0tw=(g o) 3a-w=(57) (1L.114)

11.7.4 Az s =1 spinii részecskék

Kezdjik az m # 0 nyugalmi tomegii, 1 spinii részecske esetével. A részecske nyu-
galmi rendszerében az s = 1 spinti dbrazolashoz az (1/2,1/2) dbrazolas ad egy V,,
négyesvektort, az (1,0) dbrdzolds és a (0, 1) dbrdzolds pedig az antiszimmetrikus V,,

és V,,, tenzorokat. Itt V,, = V;;, ugyhogy csak V), és V,,, tekinthetdk fiiggetlennek.

Ezekre a komponensekre a kovariancia betartasaval, az alabbi, a pn operatorban
linedris egyenleteket irhatjuk csak fel:

PV, = OV, (11.115)
PV, — BV, = C,V,,. (11.116)

Hassunk az elsé egyenletre a P” operédtorral, mivel V,,, antiszimmetrikus és a négyes-
impulzus operatorai kommutélnak,

0= P"P*V,, = C,P"V,, (11.117)
ahonnan

PV, =0. (11.118)
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Helyettesitsiik a (11.116) egyenletbdl V-t a (11.115) egyenletbe:
P"P,V, — B,P"V, = C,C1V,,. (11.119)

Hasznaljuk fel a (11.118) egyenletet. Ekkor a

(P*P, —m*)V, = 0 (11.120)
Klein-Gordon-egyenletet kapjuk meg, ha az dllandékat C;Cy = m? szerint valasztjuk.
A szokésos vélasztas O = —im?, Cy =i. Ekkor

Viw = 0,V,=0,V, (11.121)

adddik koordinatareprezentaciéban. Az 1 spinti részecske hullamegyeneletei a (11.118)
és (11.120) egyenletek, az tin. Proca-egyenletek. Ezek az egyenletek irjdk le példaul
a vektormezonokat.

Impulzusreprezentéaciéban, a standard vonatkoztatasi rendszerben P“VM =0
azt jelenti, hogy Vj = 0 és a vektorrészecske 3 térszertt komponenssel rendelkezik.

A fotonok is s = 1 spinii részecskék, de nulla a nyugalmi tomegiik. Latjuk a
fentiekbdl, hogy m = 0 esetén

PV, = 0, (11.122)
—i(B,V, =BV, = V.. (11.123)

adédik. A két egyenlet szétcsatolodott. A masodik ugy tekinthetd, mint V,
definicidja. A téregyenletek

P"P,V, — B,P"V, = P"V,, =0 (11.124)

alakot Oltenek és (11.118) nem kovetkezik bel6liik. Ugyanakkor a hullamfiiggvény
komponensei akkor megolddsai az m = 0—hoz tartozé Klein-Gordon-egyenletnek
(ahogy ezt az dbrazolds irreducibilis volta megkoveteli), ha a (11.118) egyenletet
kiilon feltételként eléirjuk. A standard vonatkoztatasi rendszerben P = (p, 0,0, £p),
ugyhogy a (11.118) feltétel

PV, = pVy F pVs =0 (11.125)

alakot olt. Ez azt jelenti, hogy ebben a rendszerben Vj = V3 = 0, azaz a foton a
standard vonatkoztatasi rendszerben csak 2, az impulzusra meroleges transzverza-
lis szabadsagi fokkal rendelkezik. Ez a lényeges kiilonbség a nem nulla és a nulla
tomegti vektorterek kozott. Az a feltétel, amelynek segitségével kizarjuk a hamis
szabadsdgi fokokat az in. mértékfeltétel. Ennek egyik alakja a (11.118) egyenlet.
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IV. SZIMMETRIAK ES KOLCSONHATASOK
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12 Lokalis és globalis szimmetriak

Az eddigi példdinkban a szimmetriak in. globalis szimmetridk voltak. Azt tettilk
fel, hogy a fizikai rendszer invarians marad, ha a téridé minden pontjaban ugyanazt
a transzformaciét végezziik el. FEz abban nyilvanult meg matematikailag, hogy
a szimmetria-transzformaciok Lie-csoportjanak paraméterei fiiggetlenek voltak a
térido-koordinataktol. A globalis belsé szimmetria-csoport elemeinek altalanos alakja
(folytonos csoport esetén):

UGB = exp{d i0al.}, (12.1)
a=1
ahol 0, (a = 1,2,...,n) a csoport n darab folytonos, az z* térid6-koordinataktol

fliggetlen paramétere, és I, a csoport generatorai. Mint tudjuk, a 6, paraméterek
valamilyen belsé szabadsagi fokok terében végzett forgatdsokat adnak meg. Ha-
sonldan, a globalis Poincaré-transzformaciok

~

A 1 A
Ua,e) = exp{iaHP“—i-iéeWJ“”} (12.2)

alakba irhaték, ahol a transzformaciéo 10 darab paramétere, azaz az eltolasok a*
paraméterei (4), és a térid6beli , forgatdsok” e’ paraméterei (6) ugyancsak fiigget-
lenek a térido-koordinataktol.

A lokalis szimmetria azt jelenti, hogy a fizikai rendszer invarians az olyan
transzformaciokkal szemben, amikor a téridé minden pontjaban mas és mas a transz-
formacio folytonos paramétereinek az értéke.

A fizikai rendszer lokalis bels6 szimmetridval rendelkezik, ha a rendszer in-
varians az olyan transzformaciokkal szemben, amikor a bels6 szabadsagi fokok te-
rében a téridéo minden pontjaban mas és mas elforgatasokat végziink. Ilyenkor a
folytonos 6, paraméterek a térid6-koordinatak fiiggvényei, 0, (z):

Ub(z)) = exp{il 10, () I,}. (12.3)

Emléksziink, hogy a globdlis belsé szimmetria azt jelenti, léteznek megmaradé
toltések, az energia-sajatallapotok pedig multipletteket alkotnak, amelyek a szim-
metria-csoport irreducibilis dbrazolasainak abrazolasi terét adjak. A kérdés az, hogy
mi a fizikai jelentése annak, hogy egy belsé szimmetria nem csak globalis, hanem
lokalis is. Megmutatjuk, hogy az anyagot felépitd fermionok kozotti kolesonhatas
lokalis belsé szimmetria kovetkezménye.

Példank az elektronok hullamfiiggvényét megado Dirac-egyenlet:
o) = mu(a). (12.4)
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Ez az egyenlet invarians a

W(x) — P(z) = () (12.5)

globdlis mértéktranszformaciéval szemben. Ezek a transzformaciok U(1) Abel-cso-
portot alkotnak.

Tegyiik most a mértéktranszformaciot lokalissa, vagyis a transzformacio para-
méterét z-fiiggbvé, 0(x):

W(x) = () = Dy(a). (12.6)

A lokalis mértékszimmetria fennallasarol akkor beszélhetiink, ha a transzformalt
Y’ (x) hullamfiiggvényre vonatkozé Dirac-egyenlet alakja ugyanaz mint az eredeti
Y (z) hullimfiggvényre vonatkozé Dirac-egyenleté. Ez azonban nincsen igy, mert
a hulldmfiiggvény derivéaltjat tartalmazé tag nem egyszeriien csak az exp{if(z)}
fazisfaktorral szorzédik:

9 (@) = iy au(x) - 9,071 (a)
#  MDigtg (). (12.7)

A lokélis mértékszimmetria biztositasahoz meg kell tehat valtoztatnunk a hullam-
fiiggvény derivaltjat tartalmazé tagot:

iV, = Py* — D (12.8)

A valtoztatast ugy kell elvégezni, hogy

A~

D'Y(z) = Y@ Dy(x) (12.9)

legyen, ekkor ugyanis a Dirac-egyenlet alakja valtozatlan marad lokalis mérték-
transzformécié soran. A (12.7) egyenlet jobb oldalan a lokalis szimmetriat megsérté
nem kivanatos tag egy Lorentz-vektor és v* szorzata. Ez azt az oOtletet adja, hogy
aD operatort

D = (P,+eA,(x)¥" (12.10)

alakban vegyiik fel, ahol az A, (z) vektorteret ugy kell megvélasztani, hogy a (12.9)
transzformdciés tulajdonsdg teljesiiljon. Kérdés, hogy lehet-e olyan A, (z) — A ()
transzforméciot eléirni, hogy a (12.9) egyenléség tetszéleges mértéktranszformacio
esetén teljesiiljon. Elemi szamolédssal kapjuk, hogy

ﬁ'w'(x) — (0@ (p,ﬂ“ — 0,0(z) Y + GA;ﬂM) () (12.11)
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Helyettesitsiik ezt be a (12.9) egyenletbe, amelynek teljesiilését megkoveteljiik tet-
széleges f(x) fliggvény esetén. Ebbdl leolvashatjuk, hogy az A,(z) vektortérnek a
lokalis szimmetria biztositasahoz gy kell transzformalédnia, hogy

AL(:U) = A,(x)+ éaﬁ(:c). (12.12)
A lokélis U(1) szimmetridval rendelkezé Dirac-egyenlet tehat
Dy = ma, (12.13)
azaz
(B + eAu(@))i(e) = mib(a) (12.14)

alakot 6lt. Ez éppen az elektromagneses tér A,(x) vektorpotencialjaval kolesonhatd
elektronokat frja le. A (12.12) egyenlet pedig a vektorpotencidlnak az elektrodinami-
kabol mar ismert mértéktranszformacidja. Abbdl a kovetelménybol tehat, hogy az
elektronokat leir6 egyenlet legyen invarians a lokalis mértéktranszforméciokkal szem-
ben, kovetkezik, hogy léteznie kell az elektromagneses térnek, amellyel az elektronok
kolesonhatnak. Az elektromagneses kolcsonhatds hatterében tehat egy szimmetria,
a lokélis U(1) mérték-szimmetria all.

Hasonldan, lokalis mértékszimmetria kovetkezménye a gyenge és az erts kol-
csonhatas is. A gyenge kolcsonhatasban kvarkok és leptonok hatnak egymédssal
koleson un. vektorbozon-terek kozvetitésével. Két elektromosan toltott vektor-
bozon, a W+ és a W, valamint egy semleges vektorbozon, a Z° fordul el§ a
természetben. A kolesonhatds soran a kvarknak megvéltozik a zamata. A lokalis
mértékszimmetria, amely a gyenge kolcsonhatasra vezet, nem abeli:

q(z) — exp{lze VLY q(x). (12.15)

A szimmetria nem abeli jellegének az a kovetkezménye, hogy csak gy teheto lokalissa,
ha pontosan annyi darab vektorteret (mértékteret) vezetiink be, mint ahdny paramé-
tere van a szimmetriatranszformaciok csoportjanak. Mivel a gyenge kélcsonhatast
3 vektorbozon-tér kozvetiti, azért a megfelel6 lokalis szimmetria SU(2).

A XIX. szazadban Maxwell egyesitette az elektromossdg és a magnesség je-
lenségeit egyetlen elméletbe, az elektromagneses tér elméletébe. Az elektromagneses
kolcsonhatds elméletének alapjat az U(1) lokélis mértékszimmetria képezi. Az alap-
vetd kolcsonhatasok egyesitése utjan a kovetkezo nagy 1épést Weinberg, Salam és
Glashow tették meg, akik egyesitették az elektromagneses és a gyenge kolesonhatas
elméletét az elektro-gyenge kélesénhatds elméletében. Ennek alapjdul az SU(2)®@U(1)
lokalis mértékszimmetria szolgal.

A kvarkok kozotti erés kolesonhatds lefraséara is sikeriilt elméletet kidolgozni,
amelyet a kisérletek eddig messzemenden igazolnak. Ennek az elméletnek alapjaul
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a lokalis SU(3) mértékszimmetria szolgdl. A szimmetriacsoport 8 generatordnak
megfelelden a kolecsonhatast 8 darab vektortér, a gluonterek kozvetitik. Az SU(3)-
csoport megmarado generatorai koziil 2 feleserélheté egymaéssal, T 3(6) és Y, Ac
fels6 index arra utal, hogy a szébanforgd szimmetridt szinszimmetridnak (,,colour”)
és a hozzatartozé megmaradd toltéseket szintoltéseknek nevezziik. A kvarkok a
szincsoport alapabrézoldsa, [3] szerint transzformaldédnak, e (C = 1,2,3). A
haromféle szinallapot:

,,red”: T&EC) = %, y(o) — %;
,,blue”: T =1 yo-1
,,green”: T?fc) =0, y© = _%

A kolesonhatast kozvetité 8 gluon az [8] oktett abrazolds szerint transzformélédik.
Mivel ez az dbréazolds a [3]®[3] dbrazolds kiredukaldsaval nyerhetd, tigy tekinthetjiik,
hogy a gluonok kétféle szintoltést, egy szint és egy antiszint hordoznak egyszerre:
rg, bg, br, ﬁ(rf—i— bb), gg, rb, g7, gb.

Az elektrogyenge és az erds kolcsonhatas egyesitett elméletében, a Standard
Modellben, a feltételezett lokdlis mértékszimmetria SU(3).®SU(2)®@U(1). Az eddigi
kisérleti eredmények alatamasztjak a Standard Modellt, vannak azonban a modell-
nek olyan elméleti joslatai, mint pl. a top-kvark létezése (1992-es allapot, azdta
felfedezték) és egy skaldr-részecske, a Higgs-bozon létezése, amelyeket eddig nem
sikertilt kimutatni. Az évezred végéig azonban elvégzésre keriilnek azok a kisérletek,
amelyek alapjan el lehet majd donteni, hogy helyes-e a Standard Modell. Ezzel
valaszt kapunk arra is, hogy helyes-e a hdrom emlitett alapveté kolcsonhatasnak
a fenti lokalis mértékszimmetrian alapuld egyesitése. Azt azonban mar az eddigi
eredmények alapjan is el lehet mondani, hogy a lokalis mértékszimmetria elvébdl ki-
indulva jelentos 1épéssel keriiltiink kozelebb az alapvet6 kolesonhatasok megértéséhez.
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