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BEVEZETES

A jelen specidlis el6adasok a kvantumelmélet szimmetridirdl sz6lo eléadasaim foly-
tatasat jelentik. A tematika Osszedllitdsaban nagy mértékben tdmaszkodtam a [2,3]
tankonyvekre. Az el6adas feltételezi, hogy az Olvaso rendelkezik azokkal az alapis-
meretekkel a kvantumtérelméletnek a péalyaintegralok segitségével torténo targyalasat
illetéen, amelyeket pl. megtanulhat az [1] egyetemi jegyzetbOl. A jelen jegyzet
szemléletében és jeldléseiben is az [1] jegyzetre épit. Taldn szokatlan, de mindjart
azt javaslom az Olvasénak, hogy kezdje a jegyzet olvasasat az A-D. Fiiggelékkel.
Ebben elmagyardzom azokat a fogalmakat, amelyek az [1] jegyzetbe mar nem illet-
tek bele, de amelyek nélkiil a jelen jegyzet anyaganak elmondasa nagyon nehézkes
lenne. Ezek a fogalmak a kvantumtérelméletek targyalasahoz sziikséges matematikai
eszkoztar kibovitését jelentik, s mint ilyenek, kitérot jelentenek. Ezért keriiltek a
Fuggelékbe.



I. A PERTURBACIOSZAMITASON ALAPULO
RENORMALAS



1. Divergenciak a kvantumtérelméletben

1.1. Naiv megkozelités

(Mint arra mér a bevezetOben utaltam, ezen fejezet megértéséhez sziikség van az
A-D fiiggelékekben elmondottak ismeretére.)

Az 6nkolesonhaté skalartér példajan, d = 4 dimenzids téridoben megmutatjuk,
hogy a klasszikus hatds alapjan megfogalmazott kvantumtérelméletben a Green-
figgvények ill. a 1PI vertexek csak formalisan vannak értelmezve, valéjaban azon-
ban divergens integralokat tartalmaznak. A divergencidk azért lépnek fel, mert
az elméletek nem tartalmaznak semmilyen természetes levagasi hosszat, amelynél
kisebb tavolsagokon a részecskék nem propagalhatnak. Ezért a Feynman-diagramok
bels6 vonalainak megfeleléo propagatorok e diagramok matematikai kifejezéseinek
integrandusdban zérus argumentummal is el6fordulnak. A 2-pont Green-fiiggvények
azonban zérus argumentum esetén szinguldrisak. Bizonyos Feynman-diagramokban
raadasul ilyen szingularis fiiggvények szorzatai szerepelnek az integrandusban, és di-
vergenssé teszik az integralt. Impulzusreprezentacioban a fentiek azt jelentik, hogy
a diagramok fiiggetlen bels6 vonalainak impulzusai szerinti integralok ezen impulzu-
sok nagysaga tekintetében a végtelenig mennek. (,,A Fourier-transzformacié kis
tavolsdgokat és nagy impulzusokat kapcsol Ossze.”) A megfelelé improprius in-
tegralok az integralds felsé hatdranak végtelensége miatt divergalnak. Mivel az
impulzus szerinti integréalds felsé hatdra okozza a ,,bajt”, azért ultraibolya- (UV-)
divergencidkrol beszéliink ilyenkor.

Példaként nézziik az onkolcsonhatd skalartér esetét, amelynek hatasfunkcio-
nalja:

1 1 A
Slg] = /dx [5(8@)2 - §m2q§2 + E¢4 : (1.1)
ahol m?, \ paraméterek.

El6szor nézziik meg a fagrafok szintjén, hogy melyek az el nem tiné 1P1 vertex-
fiiggvények. Az 1PI vertexek generdlé funkciondlja fagrafkozelitésben a klasszikus
hatés:

rllfe] = Syl (1.2)

Az n-pont vertexfliggvényeket ebbdl kapjuk tgy, hogy n-szer funkcionalderivalunk,
majd az eredményt a ¢ = 0 helyen vessziik. Mivel a hatas csak a térmennyiség
paros hatvanyait tartalmazza, ezért csak a 2n-pont vertexek kozott talalunk zérustol

kulonbozdeket:
S2700]
r® r,y) = —— = ANz —y); 1.3
(z,y) 5090 |y (x—y) (1.3)



I (z,y,2) = 0;
T (z,y,2z,u) = M(z—y)6(y — 2)8(z — u); :
I®(zy,...,2;) = 0,ha k>4, (1.6)

ahol A~ (z,y) = (—9,0,+m?)d(x—y) a szabad skaldrtér euklideszi propagdtordnak
az inverze. Ugyanezek az 1PI vertexek impulzusreprezentaciéban:

I®p=ppo=—p) = p*+m’, (1.7)

e (P17P27P3) = 0, (1.8)

T@(p1,po.ps, —p1 —p2 —ps) = A, (1.9)
rk ’(pl,...,pk) = Oha k>4 (1.10)

Szamoljuk ki ezutan az 1PI vertexfiiggvényekhez a jarulékokat 1-hurok rend-
ben. Ehhez sziikséglink van a potencidl masodik derivaltjara:

A
V" o= §¢2. (1.11)
Az 1PI vertexek generalé funkcionaljahoz az 1-hurok jarulék:

Tyfp] = %Tr In (1 + Aé<p2>

- e () e e

Most ¢ = x, mert 6W/§J| ;=9 = 0. Innen latjuk, hogy 1-hurok rendben megint csak
a 2n-pont vertexekhez lehetnek zérustol kiillonbozo jarulékok:

2n
Fg—gurok('xh sy Ty Yty - 7yn> =

A(T, 21)20(x1 — Y1) A(T1, 22)20 (T2 — Y2) - - -
A1, 0)20(20 — Yn)- (1.13)

Képezziik ennek a Fourier-transzformaltjat:

i(p1z1t...+PnZn+q1y1+...+anyn) T(20)
/d:cl dyne” ntn ) ok (T« Yn)

/ dk‘l 6ik1(x1—xn)/ dk‘g eikz(xz—x1) / dk‘ 1kn (Tn—Tn—1) (1 14)
e K +m2 ) @n)d BB+ m? Qmi k2+m?




A koordindtaintegralok elvégzése utan Dirac-deltak szorzata jelenik meg az integ-
randusban:

0—p1—q1+ ki —k2)0(—p2 — @+ ko — k3) - - 6(—=pn, — @ + kn, — k1), (1.15)
ami atirhat6 az alabbi alakbas:

S(pr+. Fpat @+ Gu)0(Pr1+ G+ — Fp1) -
'5(pn—2 + qn—2 +pn—1 + Gn-1 + kn - kn—Z) e

Ezek utan konnyen el tudjuk végezni az impulzusok szerinti integralokat a k, = q
valtozéra vonatkozoé kivételével. Végiil a kovetkezd eredményt kapjuk:
~(2n
Fg—fzurok(pla vy P41y -, qn)
 (n— 1)!( )\)n/ diq 1 1
B 2 (2m)4 % +m? (p1 + q1 + q)* + m?

! (1.17)
(p1+...+pn_1+q1—|—...+qn_1+q)2+m2’ ’

Vizsgédljuk meg a kapott integral konvergencigjat! Jeloljik A-val a g négyes-
impulzus abszolutértéke szerinti integral felsé hatarat. Tudjuk, hogy A — oco. Az
alabbi becslés mutatja, hogy ha d — 2n > 0, akkor a d dimenziés elméletben I'"?™)
divergens:

A A2 d—2n >0
r(2n) d—1_—2n
Dy ror ™ / dgq¢“ ¢ " ~¢ InA, d—2n=0
<oo, d—2n<0
(1.18)

Példsul d = 4 dimenziéban T'® és I'® 1-hurok rendben divergens jarulékot
kapnak. A 2n = 4 esetben:

i 1 d'q¢ 1 1
F(4) ) ) ? - ) _)\ 2/ ’
1—hurok(p1 P2, 41 q2) ( ) (271')4 q2 + m2 (pl + 1 + Q)2 + m2

(1.19)
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ami a diagramok nyelvén:

% praxg 9

A divergens tagokat megkaphatjuk, ha az integrandust Taylor-sorba fejtjik a
Q = p1 + ¢ kils6 impulzus zérus értéke koriil. Felhasznélva, hogy

02 1 e 6/“/ - 4(]1/(]u
0Q,0Q, (Q+q)* -l—m? - 2 [(q2+m2)2 (q2+m2)317 (1.20)

irhatjuk, hogy:

1 1 y 0 y 4 5 -
QrTEE e PO [ - s | o)

(1.21)

A linedris tagot nem érdemes explicit moédon kifrni, hiszen hurokintegral kiszamitasakor
ennek a jaruléka az integrandus O(d) szimmetridja miatt zérus lesz. Végiil csak a
divergens tagokat tartva meg:

r(4) _ -6
Fl—hurok div 167T2 / q q l + m2) + O(q )‘|
A2 A Pdg

T 1672 /0 (¢% + m?)?

A2 A2
=~ <1 + ﬁ> : (1.22)

Valojaban a divergens jarulék ennek a 3-szorosa, mert 2 tovabbi 1-hurok jarulékot
adnak azok a Feynman-diagramok, amikor a p; kiils6 labat folytatd részecskevonal
a qo, ill. a ¢ kiils6 ldbban végzodik:

pl pz p1 p,
p p,
Sy +
ql q2 ql q2
q,” °q,

Nézziik ezutan az 1PI 2-pont vertex 1-hurok rendii jarulékat:

(2)
1—hurok

W® = 3 / i +m2, (1.23)

11



Az integral most is divergens:

= (2) I N 7l
F1—hur’ok div (p) - ].671'2 /0 q2 + m2
DS m?
N 322/ da’ [1_ 2 2]
7= Jo qc+m
A ) o A2 +m?

Az 1-hurok rendben divergens vertexfiiggvényekbdl rekonstrudlhatjuk az 1PI
vertexek generald funkciondljaban az 1-hurok rendii divergens tagot:

e @(p)p(—p)

Fl—hurok|div [()0] - —hurok

div

d4p1d4pzd D3 =(4)
n 1—Wl—hurol'c
4' (2m)?

1
div/d4x%02( ) 4' Fg )hurok

v @(p1)@(p2)P(p3)P(—p1 — P2 — ps3)
1 -
= 5 F§2—)hurok /d4$(p ) (125)

Latjuk, hogy az 1-hurok rendii divergens jarulék a térmennyiségnek ugyanolyan
monomjait tartalmazza, mint az eredeti hatas:

Pl [l = [ @ [San(0)(@0) + Sraa(d)g?
4 4'>\2a3(A)<p4], (1.26)
ahol
w(A) = 0, (1.27)
as(A) = 3217T2 lAz m? In (1+$—Z>] (1.28)
ay(h) = —3217T2 In <1+2—Z>. (1.29)
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Ugy gondoljuk, hogy a divergens tagok azért jelennek meg, mert a klasszikus
hatds, amelyet felirtunk, kis tdvolsigokon (nagy impulzusokndl) olyan viselkedést
jelent, ami nem egyeztetheté Ossze egy konzisztens kvantumtérelmélettel. Ezért az
elmélet viselkedését kis tavolsdgokon modositani kell. Ezt 1-hurok renddel bezardlag
ugy érhetjiik el a fenti példdban, hogy az eredeti S|[¢] hatdshoz hozzdadjuk a §51[¢]
korrekcids tagot:

0S1[¢] = —/d4x %bl(/\)(ﬁugb)2 + %)\bg(A)qSQ

+ (1), (1.30)

4

ahol a b;(A) egyiitthatékat gy valasztjuk meg, hogy a limp_,o[b;(A) — a;(A)] ha-
tarérték létezzen, de tetszoleges véges értékét megengedjiik. Ezek utan az j

Silg] = S[¢]+5:[¢] (1.31)

hatas az eredetitol csak a paramétereiben kiilonbozik:

/Ol4 {1—h A))(0u0)* + WL—MAMW

+4@u—x@(»&] (1.32)

Ekkor az elméletben az 1PI vertexek generalé funkcionalja 1-hurok renddel bezéardlag:

Lle] = Sile]+ Tl (1.33)

ahol T'1[¢] az S[p] hatdsbdl szamolt 1-hurok rendii tagokat jelenti. Ez a generdl6
funkcional a A — oo hatdresetben véges.

A fentieket a 4-dimenziés térben a ¢* elméletben az 1-hurok effektiv hatés
szintjén lattuk, hogy a divergens jarulékok koordindtareprezentacioban lokalisak és
valdsak. Ennek kovetkeztében a 651[¢] korrekcié tagjai, amelyeket ellentagoknak
(pontosabban 1-hurok ellentagoknak) szokds nevezni, szintén lokélisak és valdsak.
Ezek az effektiv hatdsban ellentétes eléjellel tartalmazzak a csupasz S[¢] hatés
alapjan meghatarozott 1-hurok jarulékok divergenciait, s igy kiejtik azokat. En-
nek alapjan felsejlik, hogy a renormaélds programja ugy keriilhet megvaldsitasra,
hogy a divergens diagramokbdl levonjuk a megfelelé divergens jarulékokat, azaz —
szakkifejezéssel élve — valamilyen levondsi sémat alkalmazunk. A valddi 2-pont ver-
texfliiggvény példajan ezt gy is meg lehet fogalmazni, hogy a divergens 1-hurok
diagram jarulékat,

ANoodpo d*q 1
we=y) = 5 [ | G (1.34)

(2m)% ¢2 + m?’
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helyettesitjiikk a véges
oa( —y) = y(r—y) — A8 (x —y) (1.35)

kifejezéssel, ahol Ay = Aby(A) végtelen konstans, amelynek véges részét aziltal
tudjuk rogziteni, hogy Y-ra valamilyen jol definidlt normalési feltételt frunk elo.
Ezt a feltételt renbormalasi feltételnek fogjuk nevezni. A széban forgd példaban
arrél van szo, hogy az eredeti, azaz csupasz m tomegnek nem tulajdonitunk fizikai je-
lentést, hanem a renormalési feltétellel az m?+Aaz(A) —by(A)] = m? dllandé értékét
rogzitjik. Hasonléan, 1-hurok rendben az effektiv hatasban koordinatareprezentacioban
megjelenik egy divergens, lokalis és valos

A*prd*pad®ps i otipyytipss—i dlq 1
_ iprx+i y+ngz—z(p1+p2+p3)u/ —
(2, Y, 2, u) /_ (2m)2 € (2m)% @ + m?
" ( 1 N 1
(g—p1—p2)2+m?  [g— (p1 — p3)]? +m?
1
n ) 1.36
[q — (p1 — pa)]? +m? (136)

jarulék. Ezt helyettesitjiik egy divergens egytuitthatojui, lokdlis és valés tag levonésa
utan a

oa(t,y,z,u) = ya(z,y,2,u) — A (@ —y)d (@ - 2)0W (z —u) (1.37)

kifejezéssel, ahol Ay = A?b3(A). Ha A + N?[az(A) — b3(A)] = N\, értékét rogzitd
feltételt rovunk ki az 1PI 4-pont vertexfiiggvényre, akkor a bevezetett 2 renormalasi
feltétel alkalmas arra, hogy a levonasi tagok végez részeit rogzitsiik. Egytuttal a
csupasz m? és \ paramétereket is kifejezhetjiik a renormaldsi feltételek segitségével,
mint a A levagds és a renormdlt m? és A\, tomeg és csatolasi allandé segitségével.
Az utébbiak értéke véges és nekik tudunk kozvetleniil vagy kozvetve fizikai jelentést
tulajdonitani.

A fenti példan vazoltuk annak az eljarasnak a lényegét, amellyel értelmes kvan-
tumtérelméletet fogalmazhatunk meg, amely mentes a matematikailag értelmetlen
divergens integraloktél. Ennek érdekében az elmélet rovid tavolsagu viselkedését
kell médositanunk pl. a A levagas bevezetésével. A kérdés altalanosan ugy fogal-
mazhaté meg, hogy ha kiindulunk egy klasszikus hatasboél, akkor meg tudjuk-e ugy
valasztani az eredeti elmélet paramétereit, mint a levagasi paraméter fiiggvényeit,
hogy a Green-fliggvények generalé funkciondlja (s igy maguk a Green-fliggvények
is) véges hatarértékkel rendelkezzenek A — oo esetén. Mivel a Green-fliggvények
1PI vertexfiiggvényekbdl épiilnek fel, ezért elegendd ezek végességének biztositasa
(erre még részletesebben visszatériink). Az elmélet rovid tdvolsdgu viselkedésének
modositasara szamos lehetoség van, ezeket a modokat regularizacios eljarasoknak
nevezziik. Ha lehetséges az elmélet rovid tavolsdgu viselkedésének olyan modositasa,
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hogy az 1PI vertexek generalé funkcionaljanak a hatarértéke véges és fiiggetlen a
regularizaciéo modjatol, akkor az elméletet renormalhatonak nevezziik. Ha ezenkiviil
még az is kideriil, hogy a fenti eljaras soran moédositott hatas paraméterei fliggetlenek
a levagasi paramétertol, akkor az elméletet szuperrenormélhatonak nevezzik. A
renormalhatdsag a fentiek alapjan azt jelenti, hogy az elmélet érzéketlen a rovidta-
volsagu viselkedésre.

A fenti renormalési eljaras a perturbaciészamitason alapul. A végtelenségeket
el6szor 1-hurok rendben tiintetjiik el, majd ezutan 2-hurok rendben, 3-hurok rend-
ben stb. A renormélhaté elméletben a hatds mindvégig megérzi eredeti alakjat.
Az elmélet paramétereihez azonban minden rendben tovabbi, a kolecsonhatas eredeti
csatolasi allanddja szerint novekvo rendd korrekciék addédnak hozza. A hatashoz
hozzaadott korrekcids tagokat ellentagoknak szokas nevezni. Egy elmélet pertur-
bativ renormélhatésaganak bizonyitasa azt jelenti, hogy a perturbacioszamitas vala-
mennyi rendjében igazolni kell, hogy az ellentagok hozzaadasaval a hatdas megorzi
eredeti alakjat és az 1PI vertexek generalé funkciondlja a regularizdcié maédjatol
fliggetlen véges értéku kifejezés.

A kovetkez6 fejezetekben elOszor megvizsgaljuk altalanosabban, hogy milyen
tipusi UV-divergencidk léphetnek fel és mikor. Bemutatunk néhany regularizacids
eljarast. Végiil foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy a fenti renormélasi eljaras
nem mentes minden 6nkényességtél. Emlékezziink vissza, hogy példankban a b;(A)
paramétereket gy vezettiikk be, hogy a b;(A) — a;(A) kiillonbség hatarértéke A —
oo esetben tetszoleges c¢; véges allandd lehetett. Ezek a ¢; allandok onkényesen
megvalaszthaték. Ezeknek az dllandoknak az eredete az alabbi: A naiv mdédon
hasznalt klasszikus hatas a kvantumtérelméletben végtelenségekre vezetett. Ezeket
a végtelenségeket gy kezeltiik, hogy ellentétes el6jelli, A — oo hataresetben ugyan-
csak végtelennek adodd tagokat adtunk hozzajuk. A ¢; allanddk ,, mint két végtelen
mennyiség kiilonbsége” léptek fel. Ezért a fizikai elméletnek ezen ¢; paraméterek
értékeitol fiiggetlennek kell lennie. A | végtelenek renormalasa” mellett beszélhetiink
tehat egy véges renormalasrél, amikor a véges ¢; paraméterek értékeit valtoztatjuk.
Ezeket a transzformaciokat renormalasi transzformacioknak nevezziik; ezek alkotjak
a renormaldsi csoportot. A fizikai elméleteknek a renormaldsi csoport szimmetridja.
A regularizacids eljarasokkal valé ismerkedés utan foglalkozni fogunk a renormalasi
csoporttal.

1.2. A latszdélagos dimenzid

A kvantumtérelméletben is (mint minden fizikai elméletben) a fizikai mennyiségeknek
van egy természetes dimenzidja, amelyet a kvantumtérelméletben a tomeg dimenzié-
javal szoktunk kifejezni:

pl=[ml=1  [pl=-1 [0]=1 (1.38)



A térmennyiségek természetes dimenzidjat annak alapjan allapithatjuk meg, hogy
a hatas ,kinetikus energia tagjanak” dimenziétlannak kell lenni:
skalartér esetén:

U de(auas)?] _o, D4 2[¢] +2=0,

9] = D_Q; (1.39)

1/2-spinti tér esetén:

Ud%w M —0, D2/ +1=0,
D _
W= (1.40)
vektortér esetén:
[/ de(aMA,,)Q] —0, D+ 2[A,]+2=0,
A,] = #. (1.41)

A fenti természetes dimenzié mellett a kvantumtérelméletben szokas a terek
un. kanonikus dimenziéjat is értelmezni. A kanonikus dimenziot az szabja meg,
hogy a tér propagéatora nagy impulzusoknal hogyan viselkedik. Ha A — oo esetén a
propagator eleget tesz az

CIA™ < [Ap)| < oA~ (1.42)

egyenlotlenségnek alkalmas C, Cy allandokkal és o kitevovel, akkor a propagator
kanonikus dimenziéja [A], = —o. Mivel a propagator két téroperdtor idérendezett
szorzatanak varhato értéke,

[ dPpeAp) ~ (T(0(x)0(0)). (1.43)
a térmennyiség kanonikus dimenzidja:
@ = 2 > 2. (1.44)
A kanonikus dimenzio:
skalartér esetén:
Alp) = (" +m*) ™, 0 =2,
A ="22 =16) (1.45)
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1/2-spinti tér esetén:

[Y]e = —— =[¥]. (1.46)

vektortér esetén, ha m # 0:

PuPv
5#’/ + m?

0
Auw(p) = 2 me A (Ap) — A,
D
o=0 [Aule = o # [Aul; (1.47)
vektortér esetén, ha m = 0:
0 _
AHV(p) = #7 AW’(Ap) - >‘ 27
D -2
o=2 [Ay]e = —— =[A,.] (1.48)

2

Ezekben a példakban egyediil a tomeges vektortér kanonikus dimenzidja kiilonbozik
a természetes dimenziétol, a tobbi esetben a kanonikus és a természetes dimenzio
megegyezik.

A kanonikus dimenzi6 segitségével meghatarozhatjuk a kvantumtérelméletben
el6forduld Feynman-diagramok ill. a nekik megfeleld integrdlok latszélagos diver-
genciafokat. Go Tetszdleges valddi vertexfiiggvényhez jarulékot ado ~ 1PI dia-
gram esetén a 0(7) latszolagos dimenzié megadja, hogy ha a bels§ impulzusokat
atskalazzuk, k; — Ak;, és a X skalafaktorral végtelenhez tartunk, akkor a diagram
jaruléka L (P) ~ A0 szerint skéldzik. Hasznaljuk fel megfontolasainkhoz a di-
agram altalanos szerekezetét, ill. paraméteres eldéllitasat. (A belsé impulzusok
dtskaldzdsanak az o paraméterek o — A\ 72qy atskdlazasa felel meg.) Az i tipust
propagator A;(k;) ~ A% szerint skélézik, legyen I; az ilyen tipusu bels6 vonalak
szama. Legyen a V,, tipusu vertexbdl v, darab a diagramban, s legyen egy ilyen
vertexnek d, darab derivéltas ldba, akkor a vertex A% faktort ad a fﬁ, kifejezéshez.
Legyen L a fliggetlen hurkok (hurokimpulxusok) szdma. Minden hurokimpulzus sz-
erinti D-dimenzids integrdl AP szorzét eredményez. Ezért a ~ diagram litszdlagos
divergenciafoka

iy) = DL+ZUQ50—ZIi0i
= DI —(V=1]4> vaba—_ Lo

= D[ZIi—Zva—l—l]—l—Zva(Sa—ZIiai
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= Z —oy)1, +Zva5 - D)+ D
- 221 i) +Zva5 — D)+ D. (1.49)

Ha n,; az i-tipusu terek v vertexbe futé propagatorainak (bels§ vonalak) szama,
akkor I; = %Za VaNai- Az Osszes belsé vonal szama >, I; = I. Igy tehat

5(7)_D = Zva(znon i +5 - )
= > v.6(Va) (1.50)
adodik, ami indokolja, hogy az egyes vertexekhez a

an il + 00 — D (1.51)

kanonikus dimenziét rendeljiik, és a latszdlagos divergenciafokot, pontosabban [6(y)—
D]-t, mint az egyes vertexek kanonikus dimenzidinak sszegét fogjuk fel.

Mivel minden V,, vertexet a hatasban valamilyen g, csatolasi allandé szoroz
meg, és mivel a hatas dimenzidtlan, azért a csatoldsi dllandé kanonikus dimenzidja,
[ga] egyenld a vertex kanonikus dimenziéjanak minusz egyszeresével:

(9] = —d6(Va). (1.52)

Be lehet latni, hogy
8(v) = D=3 Eil$ile + > vad(Va), (1.53)

ahol F; a kiils6 vonalak szdma (pontosabban az amputélt labak szdma).

Hasznaljuk fel, hogy L = I —(V —1) = Y . I; — > va + 1 tovdbba, hogy az i tipusi
kiils6 labak E; szaménak és az ¢ tipusu belsOlabak I; szama 2-szeresének Osszege megegyezik az
egyes a tiptsu vertexekbe befutd i tipusi ng ; 1db Gsszes ) vaNa i szdmaval valamint, hogy
2[¢i]c = D — o;. Ezeket figyelembe véve kapjuk, hogy

5(y) = DL—ZLUHFZUQ(SQ
= Zli(DZ—ai)—iva(D—éa)—i-D
SEIO LIRS o SRR UR)
SO MTLGED 30 SERMELT) [
= D—i—Zva o) ZE [biles (1.54)

18



amit bizonyitani akartunk.

Ha a v 1PI Feynman-diagram latszélagos divergenciafoka d(vy), akkor ez azt
jelenti, hogy ha az Osszes fliggetlen impulzusokat, amelyekre integralni kell, A-val
szorozzuk, majd a A — oo hatdresetet vessziik, akkor az 1PI diagram X\°()-val
szorzodik, és a regularizalt diagramm a A ultraibolya levagas tekintetében az alabbi
aszimptotikus viselkedést mutatja:

5(3) >0 = 72 A0,
8(7)=0 = ~2 InA,
d(y) <0 = -~ latszélag konvergens. (1.55)

A legutolsé esetben csak az egyes részdiagramok okozhatnak divergenciat.

A kélesonhatési vertexek 0(V,) kanonikus dimenzi6ja alapjan erds megszoritast
kapunk arra, hogy milyen kolcsonhatas lehetséges egy renorméalhaté elméletben. A
renormalhatdsag feltétele ugyanis, hogy minden kélesonhatési tag esetén §(V,) < 0
legyen. Jeloljon ¢ (pszeudoskalar v.) skalarteret, ¢ Dirac-fermionteret, A, (axialvektor
v.) vektorteret (Stiickelberg-féle mértékben). Ekkor D = 4 térid6-dimenziéban a
Lorentz-skalar, hermitikus monomok kozétt a 11¢, Yysie, ¢, (A%)2, Y A, ) Aysib,
o1 (0,¢)A*, p1pA? kimeritik a lehetséges renormélhaté kolesonhatdsi tagokat, ehhez
vehetjiik hozza a lehetséges renormalhaté kinetikus energia tagokat, mint ) @i,
(09)2, (0,4")?, (0, A*)?, amelyekkel gyakorlatilag ki is meriil a Lagrange-siirtiség
§(V,) = 0 kanonikus dimenzi6ji lehetséges tagjainak listdja. A ¢, ), ¥ys0
tagokra (V) = —1, a ¢? és A? tagokra pedig 6(V,) = —2 D = 4 dimenzi6 esetén.
Tipikus nem renormalhato kolesonhatas D = 4 esetén a ’lZJ’)/M’}/g,’l/Ja“Qﬁ pszeudovektor
csatolas a fermionok axidlvektorarama és a skalartér derivaltja kozt, a V — A tipusu
Vy,(1 — v5)1py*(1 — 75)1 Fermi-csatolds fermiondramok kézott, ill. a skaldrtér
magasabbrend{i monomjai, mint ¢°, ¢%, stb.

1.3. Az elméletek osztalyozasa

Ha feltessziik, hogy a renormalds fentebb vazolt programja a perturbacidszamitas
novekvo rendjei szerint haladva kivitelezhetd, akkor az elméleteket az 1PI vertexek
latszolagos dimenzidja alapjan lehet osztdlyozni. Ez az osztdlyozas tehat a hurokin-
tegralokban szerepl6 hatvanykitevok leszamlaldsan alapul. Az elméletek harom nagy
csoportba oszthatok.

e Nem renormdalhato elméletek:
Ezekben az elméletekben létezik legalabb egy V' elemi vertex, amelynek a
kanonikus dimenzidja pozitiv, §(V) > 0, ill. létezik legalabb egy negativ
dimenziéju csatoldsi dllandd, [gy] < 0. A perturbdcidészémitds rendjében
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elére haladva (barmely 1PI vertexfiiggvényben) tetszélegesen megndhet az
el6forduld V' vertexek szama. Ennek kovetkeztében a perturbaciés sorokban
tetszolegesen nagy latszolagos divergenciafokkal rendelkez6 diagramok fordul-
nak el6. Ez azt jelenti, hogy a V tipusu vertexek v szaménak novekedtével
egyre ujabb és tjabb tipusi UV-divergencidk lépnek fel, és azok kompenzélasahoz
Ujabb és Gjabb tipusu ellentagokra van sziikség. Utobbi pl. skalarelméletben
abbol latszik, hogy egy V' darab pozitiv dimenziéju vertexet tartalmazé 1PI «
diagram 6(y) = V§(V) + D divergencidjanak kompenzalasahoz annyi n labat
tartalmazé Vor ellentagvertexre van sziikség, hogy d(ver) = 6(Ver) + D =
n(D —2)/2+ D =V§(V)+ D legyen, azaz ha a divergens ~ diagram vertex-
einek V' szama no, akkor né az egyre magasabb foku divergencia kiejtéséhez
sziikséges ellentagvertex kiils6labainak n szama, ez pedig azt jelenti, hogy az
elemi tér egyre magasabb rendii monomjait kell ellentagokként bevezetniink.
Az j tipusu ellentagok mindig Ujabb és tjabb csatolasi allanddkat hoznak
be az elméletbe. fgy, ha végre akarjuk hajtani a renormaéalds perturbativ pro-
gramjat, akkor végtelen sok csatolasi allandot kell bevezetni.

o Szuperrenormdlhato elméletek:
[lyen elméletet akkor kapunk, ha csak véges szamu Feynman-diagram latszola-
gos divergenciafoka pozitiv. Ide tartoznak azok az elméletek, amelyekben min-
den elemi vertex kanonikus dimenzidja negativ, azaz minden csatolasi allandé
dimenziéja pozitiv, [gyv,] > 0 minden « esetén.

Pl. a ¢* elmélet D = 3 dimenziéban szuperrenormalhaté. Az egyetlen elemi
vertex 4 részecskevonal talalkozasi pontja, ennek kanonikus dimenziéja §(V') =
—3+4-1 = —1. Az E kiils6 vonalat (amputélt lébat) és v elemi vertexet
tartalmazé v 1PI vertexfiiggvények latszélagos divergenciafoka: d(y) = 3 —
%E — 1-wv. A divergens 1PI vertexfliiggvények azok, amelyeknek a latszdélagos

divergenciafoka nemnegativ:

N
N

E=2 E=2 E=2
v =1 V=2 vV =2
d(y)=1 3(y)=0 d(y) =0

e Renormadlhato elméletek:
Ha valamennyi V, elemi vertex kanonikus dimenzidja nem pozitiv és 1étezik leg-
alabb egy Vj elemi vertex, amelynek a kanonikus dimenzi6ja zérus, 6(Vp) = 0,
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azaz valamennyi csatolasi dllandé dimenzidja nem negativ és 1étezik legalabb
1 dimenziétlan csatolasi allando, akkor az elmélet renormélhaté. Ilyenkor
végtelen sok diagram latszélagosan divergens, de a latszolagosan divergens
diagramok tipusainak a szama véges.

Tegyiik fel, hogy azokat az 1PI vertexfiiggvényeket vizsgdljuk, amelyek amputalt kiilsé
ldbainak E; szamai rogzitettek; ekkor: d(y) = D — > . Ei[¢le + >, vad(Va). Ezen di-
agramok latszélagos divergenciafokanak van maximuma: 6(V)mez = D — >, Ei[¢].. Ha
tovabbi Vj vertexeket épitiink be a diagramba, a latszélagos divergenciafok akkor sem né.
Ha tehat elértiik a maximalis divergenciafokot, akkor a hurkok szamanak novelésével az nem
fog néni.

Tegyiik fel még, hogy valamennyi tér kanonikus dimenziéja pozitiv, [¢;]. > 0.
Ekkor csak véges sok 1PI vertexfiiggvény latszolagosan divergens.

Noveljiik ui. az amputdlt ldbak szamat, akkor a latszélagos divergenciafok maximalis értéke

negativvd valik. Ezért csak véges sok (viszonylag kevés ldbbal rendelkezd) diagram lesz
latszolagosan divergens.

Pl a ¢* elmélet D = 4 dimenziéban renormélhatd. Az elemi vertex kanonikus
dimenzidja 6(Vp) = —4 +4 -1 = 0. A latszélagosan divergens diagramok az
aldbbiak:

E=2 E=2 E=
v. = 1 = 2 \Y/

5(y) =8 (y),., = 2

NN

=<

4
2

E
VO
5(y)=8"(y),,=0

g

A hatvénykitevék leszamlalasanak moédszere, ill. a v Feynman-diagramok
latszélagos divergenciafoka és a a megfelelo ]t,Y(P) Feynman-integralok konvergenciaja
kozott szoros kapcsolat van, amelyet egy konvergencia-tétel mond ki. Elére bocséatjuk,
hogy amfg az infinitezimdlis képzetes résszel kiegészitett m? — m?—ie tomegnégyzetet
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tartalmazé Feynman-propagatorokat hasznéljuk, addig mindegy a konvergencia szem-
pontjabol, hogy a Feynman-integralt a Minkowski-térben vagy az euklideszi tar-
tomanyban vizsgaljuk. (Ezt be lehet bizonyitani.) Aldbbiakban az euklideszi tar-
tomanyban fogjuk megfogalmazni a Feynman-integrél konvergencidjanak feltételét.
Erre vonatkozik a konvergencia-tétel.

Ahhoz, hogy kimondhassuk a konvergenciatételt, sziikségiink van a szigoru
értelemben vett részdiagram definiciéjara. A ¢ diagramot a ~ diagram szigoru
értelemben vett részdiagramjanak nevezziik, ha g minden vertexe ~-nak is ver-
texe, és g tartalmazza a vertexeit Osszekotd Osszes belsé vonalat is. (Altaléban a
részdiagram kevésbé szigoru értelmezésében ez az utébbi kitétel nem szerepel.) Min-
den osszefiiggd, 1PI v diagramhoz tartozik az osszefiiggd, 1PI, szigoru értelemben
vett ¢ részdiagramok egy F csaladja. Természetesen maga  is benne van, mint
trividlis részdiagram ebben az F csaladban. A konvergenciatétel kimondja, hogy ha
a v Osszefiiggd, 1PI diagramhoz tartozé F csalad minden osszefiiggd, 1PI szigort
értelemben vett g € F részdiagramjanak latszolagos divergenciafoka negativ, azaz
§(g) < 0, akkor a y-hoz tartozé I, (P) Feynman-integral abszoliit konvergens az eu-
klideszi tartomanyon. (Az egyszeriiség kedvéért elhagytuk a , kalapot” az euklideszi
tartomanybdl vett P kiilsé impulzusok jel6lésében.) A tétel bizonyitdsa meghaladja
a jelen jegyzet kereteit, megtalalhaté pl. az [5] tankonyvben.

A tétel egyik kovetkezménye, hogy derivaltas csatolast nem tartalmazoé skalartér
elméletében mihelyt valamelyik 6szefliiggd, 1PI, szigort értelemben vett részdiagram
latszdlagos divergenciafoka nem negativ, akkor az 6sszefiiggd, 1PI v diagramhoz tar-
toz6 Feynman-integral divergens. (Ezzel szemben pl. a kvantumelektrodinamikaban
megtorténhet bizonyos részdiagramok divergencidinak kiejtése.) A renormadlds egyik
lépése, annak a bizonyitasa, hogy a divergens Feynman-integralok abszolut kon-
vergenssé valnak, ha az Osszes olyan részdiagramot levonjuk, amelyek latszdélagos
divergenciafoka d(g) > 0.

Egy tovabbi kovetkezmény olyan v diagramra vonatkozik, amely maga di-
vergens, azaz amelynek latszélagos divergenciafoka d(y) > 0, de amelynek min-
den szigoru értelemben vett g részdiagramja negativ latszolagos divergenciafok,
6(g9) < 0. Ekkor a megfelel$ I)v(P) Feynman-integral divergens része a P kiils6 im-
pulzusokban és az m; bels6 tomegekben §(y)-ndl nem magasabb fokd polinom. (Ez
annak koszonhetd, hogy 0(7) egyuttal I}(P)-nek, mint a kiils6 impulzusok (és belsé
tomegek) fiiggvényének a homogenitasi foka is. Ezért a kiilsé impulzusok szerinti
(bels6 tomegek) szerinti [0(7y) + 1]-edik derivalt homogenitasi foka —1, ami azt is
jelenti, hogy ezek a derivaltak mar végesek.) A mondottak értelmében ilyen esetben
a regularizalt Feynman-integral

Lyreg(Pym, A) = ILoeges(P) 4+ D(P;m, A) (1.56)

alaki, ahol fveges(P) véges marad a A — oo hatdresetben, mig a divergens D rész
P-nek és my-eknek §(y)-nal nem nagyobb foku polinomja.
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1.4. Regularizaciés eljarasok

Az elmondottakbdl kitiinik, hogy a klasszikus hatas alapjan megfogalmazott kvan-
tumtérelmélet csak akkor teheto értelmessé, ha modositjuk az elmélet rovidtavolsagu
viselkedését. Ezt az eljardst regularizaciénak nevezziik. Az eljaras lényege, hogy
onkényesen bevezetiink valamilyen paraméter(eke)t, amely(ek) véges értéke esetén
az elméletben fellépo integralok UV-végesek. A regularizaciot ugy végezzik, hogy
a regularizalt elméletbol formélisan hatarértékképzéssel kapjuk vissza az eredeti
elméletet. Csak a regularizécios eljaras elvégzése utan tudjuk a regularizécios paramé-
ter(ek) hatérértékének képzése esetén divergenssé valé diagramokat osztalyozni és
divergenssé valo részeiket a hatds alkalmas modositasaval eltavolitani.

1.4.1. UV levagas az euklideszi térben

Az UV divergencidk regularizdlasanak talan legegyszertibb médja, hogy az euklideszi
elméletben az impulzusintegralokat egy A sugart gémbre korlatozzuk. Ennek az
egyik hatranya, hogy elveszitjiik a Poincaré-, pontosabban az euklideszi invarianciat
(az impulzustérbeli eltoldsokkal szembeni invariancidt). Egy tovabbi hatrany, hogy
mértékelméletek esetén a mértékszimmetriat is sérti ez az eljards. Ugyanakkor ezzel
a modszerrel kozvetlen, szemléletes képet kaphatunk az UV divergencidk jellegérol,
mint ezt az elézéekben mar lathattuk.

1.4.2. A Pauli—Villars-féle regularizacio

Ennek a lényege, hogy ¢y segédtereket vezetiink be, amelyek M) tomegparaméterével

a divergencidkat kompenzal6 ellentagok bevezetése utan végtelenhez tartunk. A
Pauli-Villars-regularizéci6 egyik legf6bb vondasa, hogy euklideszi térben O(D)-invariéns,
Minkowski-téridoben pedig Lorentz-invarians. Erdemes mar most megjegyezni, a
Pauli-Villars-regularizacié egyuttal megorzi az dbeli lokalis mértékszimmetriat is,
pl. a kvantumelektrodinamikdban a bevezetett segédterek minimalis csatoldssal
csatolodnak a fotontérhez. Nem abeli mértékelméletekben azonban nem alkalmazhaté
ez az eljaras, mert megsérti a nem abeli lokdlis mértékszimmetridt.

A médszer lényegének megismerése érdekében vegyiik a skalartér példdjat. Az
eredeti ¢ tér

sl = [ e (3600 + w0+ V(6)) (1.57)

hatasat a segédterek bevezetésével modositjuk:
1 2 2
Sreg[¢7 (bk] = /dl‘ (§¢(_8 +m )¢
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- ;Tk%(—@z + M)+ V(o+ > ¢k)> : (1.58)

k

ahol a ¢;-k dimenzidtlan valds paraméterek, azaz [¢x] = [¢], ill. [¢pr]. = [¢p]. mert
or = o. Aldbb majd kitériink rd, hogy hogyan kell a segédterek szamat és a ¢
egylitthatokat a célnak megfeleloen megvélasztani.

A Z]J] generdl6 funkcional definicidjat is megfeleléen maédositjuk:
Zuegl)] = [ Do [ <HD¢,€> e Sreslédn], (1.59)
k

Az eljaras lényegét megértjik, ha elvégezziik a segédterekre vonatkozo palyain-
tegralokat. Az eredmény a kovetkezo:

/D¢e‘5reg(¢) — /ngexp{—/dx [%QSA;}QQS—I— V(qﬁ)}}, (1.60)

ahol a regularizalt elméletben a propagator

Nveg = (=P +m?*) =3 (=0 +M})™! (1.61)
k

alakot Olt, a Fourier-transzformaltja pedig

Brgd) = 55— epy (1.62)
pe+m = pt+ M
alakt.
Vezessiik be a

¢ =0+ ;m (1.63)

integraldsi valtozot. Segitségével a palyaintegral atirhaté olyan alakba, hogy a segédterek szerinti
integralok Gauss-integralok és el lehet ket végezni:

[oo [ (];[Dask) exp{—/dm

= 3 S (=0 M)+ V()

% <¢/ - Z¢k> (—0% +m?) <¢/ - Z¢k>
K K

-/ D:ﬁ exp {— [ s BG#A;LQS " V(M } . (1.64)

Legyen [ a bevezetett segédterek szama. A propagdtor inverzének kiilonbozé
alakjait az alabbi atalakitasokkal kaphatjuk meg:

L
Areg = A-— Z CkAk, (165)

k=1
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ahonnan

AT D (A — i CkAk)_l = (1 - iCkA_lAk)_lA_l (166)

reg
k=1 k=1
amit impulzusreprezentaciéban az alabbi alakba irhatunk:

¢
-1 _ _ Ck 2 2 2 2
A = (1= o ptt +md)) 6+ )
et (0° + MZ) — (P* + m?) Xhoy cn T (0% + M)\~
2 2 k=1 k k=1 k
= tm )< [T (p% + ME) )
Hfz:l(p2 + Ml?) — (p? +m?) Z£':1 Crr [lepnr (p* + Ml?) .

A nevezd p*nek [-edrenddi polinomja, ha [ darab segédteret vezettiink be. Az [
darab ¢, paraméter alkalmas megvalasztasaval el lehet érni, hogy a nevezonek, mint
p? polinomjdnak csak a tiszta tagja maradjon zérustdl kiilonbozo:

l l
[+ M) =@ +m) Y e [T+ M) = Ap™ + A p™ 0 4+ + A,
k=1 k'=1 k#k'

(1.68)

ahol A; = 0, ha j = 1,2,...,/¢ valasztdssal rogzitjik az ¢ darab ¢, egyiitthaté
értékét. A tiszta tag pedig fiigg az eredeti és a reguldtor tomegektél:

l L
I M —m? > o [ M2 (1.69)
k=1

k=1 k#k'

Az Ay =1—Y4_ e, = 0 feltétel azt jelenti, hogy az egyiitthatok Gsszege egyenld
eggyel, Y4 _, cx = 1. Ez azt jelenti, hogy legalabb egy darab egyiitthaténak pozitivnak
kell lennie, azaz legalabb egy segédtér propagdtora rossz (negativ) eléjellel szerepel a
regularizalt propagator kifejezésében. A regulator terek tehat nem fizikai részecske-
gerjesztéseket leird terek, hanem inkabb matematikai segédeszkozok, amelyekkel a
fizikai skalartér ultraibolya viselkedését tudjuk gy modositani, hogy renormalhaté
(vagy szuperrenormélhaté) elméletben regularizaljuk a hurokintegralok ultraibolya
divergencidjat. A ¢, egylitthatdk fenti megvalasztasa esetén a regularizalt propagétor

Ao
(p? +m?) [Ty (0 + M)
alakot olt. Ha az impulzust atskdlazzuk, p — Ap és megvizsgaljuk a A — oo
hataresetben a propagator aszimptotikus viselkedését, akkor azt tapasztaljuk, hogy

A(\p) ~ A2 azaz hogy 0,ey = 20 + 2 és a regularizalt skaldrtér kanonikus
dimenzidja 18y [@regle = 3(D — 20 — 2) lett.

Alp) = (1.70)
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Azt, hogy hany darab segédtérre van sziikségiink egy renormalhaté elméletben
ahhoz, hogy az elemi terek Gsszes divergens valddi vertexfiiggvényét regularizaljuk,
a hatvanykitevék leszdmlaldsanak moédszerével donthetjiik el. Vegyiik pl. a Aphi*
elméletet D = 4 dimenziéban. A leger6sebben szingularis vertexfiiggvény az F = 2
kiilsé (amputdlt) labbal rendelkezd, vy = 1 darab vertexet tartalmazé sajatenergids
betétrész. A tér regularizéldsa utan [@ey)e = 3(4—20—2) = 1—¢, a vertex kanonikus
dimenzidja (V) = —44+4(1—¢) = —4/ és igy a szébanforgd 1PI diagram latszélagos
divergenciafoka 6(y) =4 —2(1 —¢) —1-4¢ = 2 —2¢. Innen latjuk, hogy ¢ = 2 darab
segédtér bevezetésével elérhetjitk, hogy még ez a (leger6sebben divergens) diagram
is konvergens legyen.

Mint fentebb mar volt sz réla, a segédterek nem fizikai szabadsagi fokok,
hanem egyszertien matematikai segédeszkozok, amelyektdl végiil az M7 — oo hatdratmenettel
megszabadulhatunk. Hataresetben a regularizalt propagator dtmegy az eredeti
propagatorba. Ha valamennyi regulator tomeget egyazon M reguldtor-tomeg linearis
kifejezésének tekintjiik, akkor az M regulator-tomeg veszi at a regularizalt elméletben
a A impulzuslevagds szerepét. Mivel ilyenkor

2
Ay = M%(l - %) (1.71)
és a propagator

~ Mzz(l_ﬂn}[_Z)

Are = : 1.72
U T T )
azért a propagator inverzét felirhatjuk
. m2 P2 ¢
Avegp) = (p* +m?) (1 - W) (1 + W)
P2 P2\
= p2—|—m2+alm+...+a£+1(m) (173)

alakban. A Pauli-Villars-regularizacié tehat azt jelenti, hogy a propagator inverzéhez
alkalmas egyiitthatékkal p?/M? névekvd hatvdnyait tartalmazé véges sok tagot
adunk hozza.

Vegyiik pl. azt az esetet, amikor két segédtér bevezetése elegend6. Ekkor
{nevez6} = (=0*+ M}) (=0 + M3) — c1(—0* +m?)(—0* + M3)

—co(—0? + m?)(=0* + M})

= (=020 —c; —co) +
(—0*)(MF + M3 — c1(m? + M3) — c2(m® + M)
+MEME — cym? M3 — com? M3, (1.74)

Innen a c¢; egylitthatok meghatirozasara az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
c1+c = 1,
ci(m?® + M3) + co(m® + M7) = M7+ M3, (1.75)
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amelynek a megoldésa:

—m2 1+ M2 —m2 1 M2
€1 = - m2+ 22= C2 = — m2+ 12' (1.76)
— M7 + M; — M7 + M;
Ezt figyelembe véve a regularizalt propagdator inverzének a nevezGje szorzat alaku:
{nevezé } = (—m?+ M?)(—m? + M3). (1.77)

A Pauli-Villars-regularizécié hidnyossdga, hogy a Z[J] generdlé funkcionalban
a segédterek kiintegralasa utan a perturbaciészamitas soran még ki kell integralni a
az igazi (a fizikai) kvantumtérre is, ami a regularizalt propagator determindnsanak
négyzetgyokét eredményezi. Fzt az eljaras nem teszi konvergenssé, ami abban az es-
etben nem baj, ha a determinans konstans és a korrelacios fiiggvények szamolasakor
a normaldsi tényezovel kiesik. Ha a fizikai kvantumtér kiils6 térhez csatolédik, akkor
ez azonban nincsen igy, és a Feynman-diagramok egy osztalya nem valik regularissa.
A nem &dbeli mértékelméletekben is problematikus ez a fajta regularizalds. Ahhoz,
hogy a regularizalt propagator mellett is megdrizziik az elmélet mértékszimmetridjat
tovabbi, a korabbinal szingularisabb kélcsonhatasokat kell bevezetni.

1.4.3. A racsregularizacié

A racsregularizacio az egyetlen olyan eljards, amely nemcsak a perturbataciészamitas
keretein beliil alkalmazhaté (pl. a rdcsregularizalt palyaintegral Monte-Carlo médszerrel
is szamolhatd). Természetes modon illeszkedik a palyaintegral definiciéjdhoz, hiszen

az eljaras lényege, hogy a téridét diszkrét pontok halmazanak képzeljiik, amelyek
pl. a oldaléli kockak csuicspontjai. A palyaintegral definiciéjahoz egy ugyanilyen
felosztas szitkséges. A racsregularizacionak még egy tovabbi elonye, hogy megorzi a
legtobb globalis és lokélis szimmetriat. Kivételt képez a D dimenzids téridé O(D)
forgatasaival szemben mutatott szimmetria, amelynek sériilése azonban nem jéar
kiilonosebb kovetkezményekkel’. A médszer hétranya, hogy rendkiviil nehézkessé
teszi a perturbaciés sorfejtésen alapuld szamitasokat.

Valos skalartér. Nézzik eloszor a valos skalartér esetét, amely az
1 1
Slo) = [P |50, + 5mi6? +V(0) (1.78)

hatassal jellemezheto klasszikusan. A racsregularizalt hatast ugy kapjuk, hogy a
téridore vett integralokat a téridé diszkrét réacspontjaira torténd osszegzéssel helyet-
tesitjiik, valamint a parcialis derivaltakat differenciahdanyadosokkal, azaz a

0o = Vo = % [p(x + an,) — ¢(x)] (1.79)

tA fermionok kirdlis szimmetridja is megsériil racsregularizcié esetén. A kirdlis szimmetria
rendkiviil specialis esetével késobb kiilon foglalkozunk.
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kifejezéssel. Itt m* a rdcson a u—tengely iranydba mutato egységvektor. Ekkor a
regularizalt hatés

D 1

Sreald] = DZ{ >V >]2+§m2¢2<x>+v<¢<x>>} (1.50

©n=0
alak.

Diszkrét térido esetén a tér Fourier-transzformaltjat a

oa) = [ it (1.8)
50) = "X pla)e (152

Osszefiggések hatarozzak meg. Itt az impulzusok szerinti integralok a B Brillouin-
zénéra terjednek ki, amelyet az
Tep<? (1.83)
a a
egyenlOtlenség definidl. Az azonosan 1 fliggvény specidlis esetét véve, az aldbbi
hasznos osszefliggéseket kapjuk:

a .
(2W)Dzm:elpx = 4(p), (1.84)
ipx = m/a ipaH 21 P
/Bdeep - 1_[0</_7r/adpep ): (ag Suo. (1.85)
M:

Most meghatarozzuk a racsregularizalt skalartér propagatorat fagraf-kozelitésben.
Ennek érdekében irjuk at a hatas kinetikus energia tagjat impulzusreprezentaciéba.
Hasznaljuk fel, hogy

oo+ ant) = o) = [ L gy [eirero) _ i

B (2m)P
dD _ . Co
= [ G [ =1 o)
ekkor
D-1 0y ()2
%aD S [¢(x+ana2) o(x)] i ;mQCLDquz(I)
p=0 =
1 dD 1dD 27 " :(:D ! 1 1p1n“a 1panta
— aDig/; (2p7T>2Dp ¢(p1)¢ 1(p1+p2) ;?[ 1} { 1}
—l—%m%D > ¢ (x)
d’p -, -
=/, @ryp0®é-nD" ) (1.87)
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ahol a regularizalt propagator inverze:
D—1

B 1 D—-1 . 2 9
D7 Yp) = p Z ’elp“ — 1’ +m? = = Z% (1 — cos(ap™)) + m?
’LL:

= — Z sin? m?. (1.88)
a

Kis racsallando esetén a propagator inverze az alabbi alakot olti:
a2 b1

D7 Yp) = ( _E (p”)4—|—(9(a4(p”)6))—|—m2, ha  a — 0.(1.89)

Latjuk, hogy O(p?) rendben visszakapjuk az eredeti propagatort.

Erdemes megvizsgalni az euklideszi propagator polusszerkezetét, emlékezve

arra, hogy a kontinuumelméletben ezek p° = ii\/ m? + ZJ»D:_ll (p7)? helyeken vannak,
ami p' = 0 esetén +im-re redukdlédik. Egyszer(ibb, ha p° — ip%, helyettesitéssel
attériink Minkowski térre, és felhasznaljuk a sin(iap®/2) = ish(ap®/2) azonossigot,
ekkor a poélusok egyenlete:

2 0
sh Py

4
z 5 -

DZ em2. (1.90)

Innen létszik, hogy (a periodikussig révén nem ekvivalens) pélusok pl. D —1 =3
esetén a Brillouin-zéna 2% = 8 sarkdban vannak: (p',p? p®) = (0,0,0), (7/a,0,0),
(0,7/a,0), (0,0,7/a), (7/a,7/a,0), (r/a,0,7/a), (0,7/a,7/a), (v/a,7/a,7/a),s
ezek a — 0 esetben rendre p° &~ +m, +/m2 + (4/a?) =~ +2/a, +/m2 + (8/a?) ~
2v/2/a, +,/m?+ (12/a2) =~ 2v/3/a témegii részecskéknek felelnek meg. Szerencsére
azonban 15 ilyen pélus az a — 0 hataresetben végtelen nyugalmi tomegnek felel meg.
A spektrum ezen agai tehat a kontinuum limeszben nem jatszanak szerepet.

Fermiontér (s = 1/2) esete: A hatést az aldbbi helyettesitéssel regularizéljuk:
1
Q) —> o (e +ant) —(x — ant)] (1.91)

(A kifejezésnek ezt az alakjat az diktélja, hogy a hatastol elvarjuk, hogy a tértikro-
zéssel szemben invaridans legyen.) A hatds ekkor a kovetkezéképpen médosul:

Stvl = = [ dPzb(i o —m)y -

Spldo] = —a® 3 d(x) [iiw(wan%—wx—an%)

p 2a
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+a” > map(z)y (). (1.92)

A fiiggetlen (Grassmann-értékii) térvaltozék ¢ és ¢ Fourier-transzformaltjaira az
alabbiak érvényesek:

6@ = [ atei) (193
B0 = [ i) (194
(p) = asz:wxe—W, (1.95)
W) = S (1.96)

Helyettesitsiik be a

D .. ~
Uz + an®) — (z — ant) = / (;lﬂf (elp:c-i-lap“ lp:(: lap“) B(p)

= 2 / " sin(ap? ) (p), (1.97)
kiilonbséget a szabad fermiontér regularizalt hatasanak bilinedris kifejezésébe:
dPp1 .7 1 dPp;
D Ip1z iyt Ipoz | 0 : 0
—a ;/B (27T)D€p ¢(p1)2a’21\/3 (27T)D6p2 [ Y Sln(a'p2)

3

Y sm<apf>] o)

j=1

D dD 1 ipiz d 2 1 T
tma® Y [ Gpen [ G pe ) ()

- J, i) H=p)G B)0 ) (1.98)
ahol bevezettiik a regularizalt propagator inverzét:
1 D—-1
G '(p) = = |i"sin(ap”) + > /sin(ap’)| — (1.99)
j=1

Ekkor a szabad fermiontér regularizalt propagatora az alabbi alakot olti:

2 (wo sin(ap®) + 225 sm(ap]))

1 D 1

G =
(p> 5 (_ sin2(ap ) _

. 1.100
sin (apﬂ)) — m? ( )
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A propagator polusait az alabbi egyenlet gyokei szolgaltatjak:

1 ' D—1 ' )
= (s1n2(ap0) + z:l sm2(ap])) = —m?. (1.101)
‘]:
Ez az egyenlet a — 0 esetén
Pt = —m? ha a—0 (1.102)

alakot olt.

A fenti propagatorral kapcsolatban azonban felmeriil a részecskék megkétszere-
z6désének probléméja. A skalartér esetéhez képest van ugyanis egy nagyon lényeges
kiilonbség. A skalartér propagdtordnak nevezéjében a kontinuumelmélet (p*)? kife-
jezése helyén (4/a?) sin?(ap” /2) kifejezés szerepel, ami a Brillouin-zéna hatdrain 4/a?
értéket vesz fel, a fermiontér esetén viszont (p*)? kifejezése helyén (1/a?)sin®(apH)
szerepel, ami a Brillouin-zéna hatarain eltinik. Ha megint attériink Minkowski-térre
a p° — ipY, helyettesitéssel, akkor a pélusok egyenletére azt kapjuk, hogy

1 1 D—-1
aish(ap%) = =i = > sin*(ap?) + m2. (1.103)

7j=1

Most is azt latjuk, hogy pl. D —1 = 3 esetben a Brillouin-zéna 23 = 8 (inekvivalens
sarkdban) vannak pdlusok rendre a (p!,p? p*) = (0,0,0), (7/a,0,0), (0,7/a,0),
(0,0,7/a), (r/a,7/a,0), (7/a,0,7/a), (0,7/a,7/a), (7/a,7/a,n/a)helycken, ame-
lyekhez az a — 0 esetben pY, = +m tartozik. Az egyetlen szabadsagi fok ilymédon
megnyolcszorozodott, és a nem kivdnatos szabadsagi fokok (pélusok) szintén m nyu-
galmi tomegi részecske és antirészecske gerjesztéseknek felelnek meg. Mindez annak
az ,,aprosagnak” koszonheto, hogy a szinusznégyzet argumentumaban most nem
apt /2, hanem apt szerepel. A racsregularizdcié ebben a forméjaban tehat hamis
részecske-antirészecske szabadsagi fokokat ,,csempész be” az elméletbe. Szabad tér
esetén az még nem lenne tul nagy baj, viszont kolcsonhato elméletben ezen hamis
szabadsagi fokoknak megfelel6 valés vagy virtualis parkeltési folyamatok lényegesen
modositanak az elmélet joslatait a kontinuumelméletéhez képest.

A fermionspektrum ezen nem kivanatos elfajulasatél megszabadulhatunk, ha
alkalmasan valasztott kvadratikus tagokat adunk a hatashoz (Wilson-féle fermionok):

OS[P,¢] = ——aDzz[ ) = @ + an®)p(x) — d(@)v (e + an®)]

z pu=0

(1.104)

ahol M tomeg dimenziéju paraméter, megvalasztasarol késébb dontiink. frjuk at a
regularizalt hatds ezen jarulékos tagjét impulzusreprezentacioba:

D

5S[h, 0] = __QDZZ / d p1 L ine () /B éﬁfizeip%(m).

z pu=0
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1 w 1 w
. [2 - elapln - elapzn }

= AN L G (- e ) i)

2 n=0 (27T)D
- ‘/B —(gﬂ)pD@E(—P)?M ; sin” <%) b (p). (1.105)

Innen leolvashatjuk, hogyan mdédosul a regularizalt fermionpropagator inverze:

j=1 ©=0

G lp) = 2 (ivo sin(ap”) + Dz_:l o sin(apj)) —m — MDz_l(l — cos(pta)).
(1.106)
A szabad fermiontér regularizalt propagatora tehat:
1 (wo sin(ap®) + L2547 sin(apj)) +m 4+ MY (1 — cos(ap™))
L (sinz(apo) + 3t sin2(apj)) — {m + MY (1- cos(otp”))}2
(1.107)

G(p) =

Latjuk a nevezobdl, hogy az igy bevezetett, in. Wilson-fermionok impulzusfiigeé di-
namikai tomeggel rendelkeznek. Ha most megismételjiik korabbi pélus-elemzéstinket,
akkor abban m szerepét a m+ M 25:_01(1 —cqs(ap“) kifejezés veszi at. fgy azt fogjuk
kapni, hogy a Brillouin-zéna centrumaban, p? =0, ha j =1,2,..., D —1 a pélusnak
Py = +m felel meg, mig a mdsik 7 sarokban p® = +(m + 2M). Ezért, ha az
M = 1/a vélasztéassal éliink, akkor a fermionspektrum nem kivdnatos dgai végtelen
nagy nyugalmi tomegre tesznek szert az a — 0 fizikai hataresetben, s igy a megfelel6
gerjesztések nem propagalnak. Ezzel a triikkkel megszabadultunk a nem kivanatos
szabadsagi fokoktodl.

1.4.4. Regularizacié paraméteres eldallitas esetén

A hurokintegralok paraméteres eléallitdsa esetén az UV divergencia az a-paraméterek
szerinti integralok o — 0 alsé hataron mutatott divergens viselkedéseként jelen-
tkezik. Ezért az a szerinti integralokat regularizalhatjuk az integrandusnak a ~ 0
kozelében torténd modositasaval:

/ daeo®=ma / dapy(a)e@®=mie) (1.108)
0 0

ahol pj («) és néhany alacsonyabb rendii derivéltja elttinik az ov = 0 helyen, tovabba
pa(a) olyan, hogy az UV levagds eltavolitasa esetén, azaz a A — oo hatéresetben
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pa(a@) — 1 minden nem negativ a esetén. Az egyik lehetéség az éles levdgas, azaz
a pa(a) = O(a — A7?) vélasztds. Egy masik lehetéség a hatvényfiiggvényszerii
elnyomds, amikor py(a) = a*® ahol A(A) — 1, ha A — oo, s ekkor a regularizalt
propagédtor (k% —m? + ie)™.

1.4.5. A dimenziondlis regularizacié

A dimenzionalis regularizacié csak a perturbaciészamitasban hasznalhatéd eljaras,

és az a lényege, hogy a Feynman-diagramokat analitikusan folytatjuk a fizikailag
értelmes D porzitiv egész dimenzidkrol a d komplex dimenzidkra. Ekkor a valésidgos
elmélet divergencidi mint a komplex d sikon értelmezett fiiggvények polusai jelen-
nek meg. Fontos ismérve ennek a regularizaciés eljarasnak, hogy megorzi a lokalis
mértékszimmetriat és egyarant alkalmazhaté az dbeli és a nem abeli mértékelméletekben
is.

Az eljaras a komplex d-dimenzids integral definiciéjan alapul, amelyben az
aldbbi tulajdonsagokat koveteljiikk meg:

/ dpF(p+q) = / dpF (p)
/ddpF Op) = |)\|_d/ddpF
/ddpddqf /ddpf /dd (1.109)

Ezek a tulajdonsagok rendre kifejezik az integrédl invariancidjat transzlacié soran,
skalatulajdonsagat dilatacié soran, valamint azt, hogy a tobbszoros integralok fak-
torizalédnak, ha az integrandus faktorizalédik. Ne felejtsiik el, hogy a jel6lés formalis,
nincsen ilyen dimenziéji tér és abban d%p (impulzus)térfogatelem.

Altalanosan be lehet bizonyitani, hogy a Feynman-diagramokban szerepl¢ in-
tegralokat formalisan a fenti tulajdonsagokkal definialt integralokkal helyettesitve
a d komplex dimenzié analitikus fliggvényeit kapjuk. Barmely d = D pozitiv
egész dimenzional az értelmezett integral megegyezik a D-dimenziés impulzustéren
értelmezett integrallal, a divergencidk pedig polusokként jelennek meg.

A 4-dimenziés elméletek regularizaldsa pl. ugy torténik, hogy d = 4 — e di-
menziéban szamoljuk ki a Feynman-diagramokat, ahol 0 < € < 1, majd a renormalési
eljaras elvégzése utdn, vagyis a polustagok eltavolitdsa utdn vesszik az € — 0
hatarértéket.

Példa. A ¢* elmélet D = 4 dimenzids téridében. Tekintsiik az elméletet
d = 4 — € dimenziéban. Ekkor

2—¢€
2 b

[¢] = (1.110)
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és a N¢* onkolesonhatdsi tag vizsgalatdbol:

X [atast] = o,
b

| = —4[¢]+d=c¢ (1.111)
A csatolasi dllando tehat csak D = 4 dimenziéban dimenziétlan, egyébként
No= A\ (1.112)

alakban irhatjuk, ahol u tetszéleges tomeg dimenzi6ju paraméter és A a dimenziotlan
csatolasi allando.

Kordabban mar meghatéroztuk az osszes latszolagosan divergens Feynman-
diagramot. Most sorra kiszamoljuk 6ket a dimenzionalis regularizacié modszerével.
A szamolés soran fel fogjuk hasznélni a propagatorok szorzatait tartalmazo integ-
randusok atalakitasara az alabbi Feynman-féle integralel6allitast:

1 1 1 1
I .
a1a9 - - - Qy, 0 0 la1z1 4+ ..o+ a1y Fa, (1 — 21 — .2y q)]
(1.113)
és az alabbi integralt:
/ dk 1 - r(4-9) 1 L119
CiE T I+ okt A i

Az érdeklédo olvasod tovabbi fontos Osszefiiggéseket és azok bizonyitdsat is meg-
talalhatja a [4] tankényvben.

El6szor hatarozzuk meg a divergens 1-hurok jarulékokat.

e Az 1PI 4-pont vertexfiiggvényhez 1-hurok rendben az aldbbi diagramok adnak

jarulékot:
Px AP P P,
p kP p 1 %
P, « P , P,
bR
Al A2 A3
o odik 1 1 .
Al == ()‘:U’ )2

2 )i k2 4+ m2 (k— P)? + m?
1, .ot dk 1
= SO | o PR o
(1.115)
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Vezessiik be a k' = k — Pz 1j véltozét és az s = (p1 + p2)%, t = (p1 — p4a)?,
u = (p1 — p3)?* Mandelstam-véaltozékat. Ekkor az integrandus nevezdje

[k’z +m? + sz(1 — x)} (1.116)

alakra hozhaté és az impulzus szerinti integralast elvégezve az alabbi kifejezést
kapjuk:

6/2 1
A /d e S

A kovetkez6 1épés az, hogy a kapott kifejezésbol explicit médon levalasztjuk
a pélustagot. Ehhez a kovetkez6 matematikai ismeretekre van sziikségiink. A
Rez > 0 esetén

/ T dte ! (1.118)
0

integrallal definialt gamma-fliggvénynek létezik az analitikus folytatdasa a Rez <
0 félsikra. Az analitikus folytatassal definidlt fliggvénynek azonban a z = —n
(n=0,1,2,...) helyeken pélusai vannak. A pélusok kozelében a I'(z) fliggvény

_ (=0t
I'(—n+e€) = oy [; +Y(n+1)
1 (n 2 / 2
+3¢ ?Hp (n+1)=¢'(n+1)| +0(e)| (1.119)
alakban allithaté elo, ahol
W(s) = i111F(3) (1.120)
 ds ’ '
és
1 1
YPn+1) = 14+-+...——7, (1.121)
2 n

ahol v az Euler-szam.

frj uk ki az integrandust €*-rend{i tagokkal bezardlag és végezziik el az x szerinti
integralast az

/Oldxln[le%x(l—x)} — —24+yItah V_”i“i (1.122)
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(a > 0) Osszefiiggés segitségével. Ekkor az aldbbi eredményt kapjuk:

€ >\2 1 _2 _glnm2+sx(217m)
A = —u 3%2/0 dz _E+¢(1)+O(e)]e B

B CAT T2 e . m?+sx(l—ux) )

= —p 3%2/0 dr | = + (1) +O(e)] <1 Tt g PO
c A2 m? + sz(1 — z)

= —U 39,2 /0 dx _E + w(l) —1In 471_#2 + O(e)

S 2+w<> — f(s)+ O(e)

= TH 3972 S €|,

(1.123)

Am? 1+ 4
J1+ = (1.124)
S /1+4%_1

Ennek alapjan 1-hurok renddel bezarélag az 1PI 4-pont vertexfiiggvény:

Pt > e > %

IW (s, t,u) = pA

ahol

2

m
[ + (1 )+2—1n47w2

. 3A
T A gy
— S0+ 1)+ fw)] + 0

3N [2
= /f)\{l— 597 t+w(1)+2

m? 1

B3 U+ 10+ f<u>>] ; o<e>} (1125)

—In

Latjuk, hogy a pdlustagot sikeriilt szeparalnunk. Vegyiik még észre, hogy a
kifejezés véges része fiigg a tetszdlegesen valaszthaté p paramétertol.

A szébanforgd diagram a fagrafkozelitésben szamolt I'[¢] funkcional kdleson-
hatasi tagjat modositja.

e A sajatenergia (az 1PI 2-pont vertexfiiggvény) 1-hurok korrekciéja:
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2

1. . r (—1 + g) 1
2™ (4250 (1) (m2)
1

2

2
A <—1+ %) o5k

25 +e@+ 0] [1 L A

2 m2

+ o)

A E F(2) +In 4;‘52 +0(e)]. (1.126)

Ez a diagram az 1PI propagator inverzéhez ad jarulékot, amely 1-hurok rendii
tagokkal bezarolag:

() = +

2

~ A |2 Ap
2 o 2 2 2
r'p) = m?+p —m' E+¢(2)+ln s +0(e)] .

(1.127)

A szébanforgd diagram a fagrafkozelitésben szamolt I'[¢] funkciondl ,,tomeg-
tagjat” modositja.

Most tekintsiik az 1PI vertexfiiggvények latszolagosan divergens 2-hurok jaru-
lékait. Példaként a sajitenergia (azaz az 1PI inverz propagator) divergens 2-hurok
jarulékait hatarozzuk meg.

e Impulzus-fliggetlen jarulékot kapunk az alabbi diagramtol:
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g _ L, o dYq 1 dl !
5= gy /(27r)d (q2+mQ)2/(27r)dl2+m2
_ Lyl 1 TCleg) 1

D T )t (e ()

— e [P e e (T - v o)

4 (1672)2 | € 4
Proe+ 3 (Free-ve) o)

— i |2 e+ e (5 e - v) vo)]
Prve+ 3 (Free-ve) o)
. <1 e Lo T )

_ _m24(%;)2 [; + % <¢(1) +(2) + 21n 4;‘5)
B+ T S (020 4 0R) — w() - v)
+21n 4;’“;2 (1) + (2)) + 21n? 4:;22 + 0(@] |

(1.128)

Ez a diagram a sajatenergiahoz 2-hurok rendben ad impulzusfiiggetlen jarulékot.

e Az alabbi 2-hurok jarulék pedig impulzusfiiggo:

2] | d4l 1 1 1
Xpp) = gn / d/ d 2 22 2 )2 2
6 Cm)d) 2m)éd@+m2i2+m?2(p+q—102%+m

A2 6m?  6m? (3 4
~ 6(1672)? [ €2 - € <§+1p(1)+1n m2>
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N

q

1
+—p® + véges rész] .
2e

(1.129)

(A szamolas részleteit 1d. [3]-ban.) Ez a diagram is 2-hurok rendben ad
jarulékot, az impulzustdl fiiggetlen része a ¢? taghoz, a p*-tel ardnyos része
pedig a (9p)? taghoz.

Ezzel meghataroztuk az osszes latszélagosan divergens Feynman-diagram re-
gularizalt kifejezését.

1.5. C)sszefoglalés

Megmutattuk, hogy a formalisan értelmezett generald funkcionalok, ill. a beldlik
leszarmaztatott Green-fiiggvények és vertexfiiggvények értelmetlenek, mert ultra-
ibolya divergencidakat tartalmaznak. Lattuk, hogy kiilonboz6 regularizacios eljara-
sokkal a fenti mennyiségek matematikailag értelmessé tehetok. Ennek egyik maddja,
hogy egy levigést vezetiink be az elméletbe (nagy impulzusokndl, ill. kis tdvolsa-
gokndl). Egy masik lehetdség a dimenziondlis regularizacié, amikor a téridé dimen-
zi6jat képzeljik (4 — €)-nak (e > 0 infinitezimélis). Ut6bbi esetben egy 6nkényes 1
tomegskala is megjelenik az elméletben.
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2. Renormalas

2.1. Ellentagok

Ebben a fejezetben a ¢* elmélet példdjan bemutatjuk, hogyan lehet végrehajtani a
,,végtelenek” renormalasanak programjat ellentagok bevezetésével.

Az el6z6 fejezetben dimenziondlis regularizaciéval kiszamoltuk azokat a Feyn-
man-diagramokat, amelyekre sziikségiink van a renormalas végrehajtasahoz 1-hurok,
ill. 2-hurok rendben.

1-hurok rendben az 1PI 2-pont és a 4-pont vertexfliggvények az aldbbi alakot
oltik:

A fenti kifejezésekben explicit médon levalasztottuk a pdlustagokat. Ennek ko-
szonhetoen le tudjuk olvasni, hogy milyen ellentagokat kell a fagraf rendii hatashoz
hozzaadni ahhoz, hogy a szingularis tagokat kompenzaljuk. Az 0j vertexek:

(1)
>

m2 2
3272 €’

(2.3)
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(1)

€

Hsome

(2.4)

Ha hozzaadjuk ezeket az 1j diagramokat az 1PI vertexfiiggvényekhez, akkor véges
eredményt kapunk, az 1-hurok rendben renormalt 1PI vertexfiiggvényeket:

g ¢) @
r*es=——— + Q e

i o
Few) = ot _m232A7T2 (WQ) +1n 4mIL2L ) (2.5)
Fows Hr XXX ] 2 X
[ A 2
F%)(s,t,u) = Ar{l- - 3?2)7r2 <¢(1) +2+1In 4;’;
_%(f(s) +f(t) +f(u))]}‘ (26)

Tanulsdgos mégegy lépéssel tovabbmenni és elvégezni a renormdlast 2-hurok
rendben. Eloszor is képezniink kell az Osszes 1-hurok rendi Feynman-diagramot,
hasznalva az 1-hurok rendben talalt ellentagoknak megfelel6 vertexeket. Forditsuk
elsének figyelmiinket az 1PI 2-pont vertexfliggvényekre, azaz a sajatenergia 2-hurok
rendi ellentagjaira. Az 10j vertexeket is tartalmazé aldabbi Feynman-diagramok ad-
nak jarulékot.
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q g

p -
/ddq 1 . om22 1
(2m)

1

2 dq2+m2'u 3272 € ¢ + m?
1 )\2 262 F(€/2) 1
2
m

3072" ! (47r)2—%r(2) (m2)%

2 )\ 2 i 2 T
ATpS L 2 /
= - — 1) — /(1) )] -
T e P e+ § (T -vw))
€1n 472
62 m2
m? A2 2 ]
ot o (T -v)
€ 47T,LL 1€2 . ,4mp
[1+21n 3 +24l m2]
1T Nps [4 2 47
2
= " — + = 1
" 4 (1672)? L? * € <¢( )+ m?
1 (7 9 , drp? 1 54wy
+§<?+w(1)—¢(1)>+¢(1)1n >t 5o -
q
2] 1,5, 3 2 pddq 1 P
Sem(p) = —5Nn 327r2_/ 2m) @ + m?2
1o 3 2D(=1+¢€/2) 1
27 7 32n2e ( 7)2 30 (1) (m2)~1F5
13X m? 2 e 2 2 , ]
T 232m2 167 € _Hp 3 (?“ﬂ <2)>_ '
s
1 3)\% m? 2 e T 2
= - — — — | — /2
23272 1672 € +¢ 4<3 T2 ()>




€. Amu®  1éX ., 4mp?
[1+21n 3 +241n -~
3\ 14 2 4 pa?
= — -+ - 2)+1
4(167?2)2m [€2+6<w( )+ 1n m?
1 (n? 9 drp? 1 4ty
~ | = 2) — /(2 2)1 ~In
by (5 @ - v ) e T e T o)

(2.8)

Az 1-hurok rendben elvégzett renormalas sordan bevezetett 1j vertexeket is
figyelembe véve, 2-hurok rendben tehat az 1PI 2-pont vertexfiiggvényhez az alabbi
Feynman-grafok adnak jarulékot:

(€

r ) = Q

@8

r@p) = p*+m? —m?

2
2 (¢<2> #1200

4 A2m? N 3N2m?
1(1672)  4(1672)?

A2m? A2m? ]
47T,LL
m2

_4(167r2)2  4(1672)2

21 Xm
e l 167T2 2 <¢( )

3)\2 47T,LL
167T2 <¢ )
4 2
<¢ 2) +21n —~& )
m
S 1)+ AT
167r2 y TY) +In—5
P’
167T2 2 4

+{O()\?) véges 1ész}

_ 2 2 2 A
+{O(N?) véges rész}

A7y
m?
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N 4 m2\? 2 m2\?
€22(16m2)2  €4(1672)2
2p2 N2

S A 2.
€24 (1672)2 (2.9)
Itt felhasznaltuk az O0sszevonas soran, hogy
1

Ahhoz, hogy az 1PI 2-pont vertexfiiggvényben fellép6 tjabb divergencidkat kom-
penzalni tudjuk, a hatashoz wjabb, a csatolasi allandéban masodfoku ellentagokat
kell hozzaadnunk, azaz tovabbi, 2-hurok rendii vertexeket kell bevezetniink:

@
SV

1, A2 4 1 , A 2

AN 1. AR 2.11
2" Temre T 1" Mo e (2:11)
(2
_._
A2 9
= pPP—". 2.12
P oa(16m2)2 € (2.12)

Az elsé ellentag a hatds tomegtagjat modositja O(A?) rendben, a méasodik
ellentag pedig a kinetikus energia tagot. Végiil a 2-hurok rendben renormalt 1PI
2-pont vertexfiiggvény:

@

r? () = + O + x— +
+ + L 4 O + %

@)
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~ A A
2 _ 2 2 2
) = (v + 22

3272
+{O(N\?) véges rész}. (2.13)

Vegyiik észre, hogy a p?-tel aranyos ellentagnak a bevezetése az eredeti térmennyiség
Ujra normaldsat (renorméldsét) jelenti,

oo(z) = Z7Y2¢(x) (2.14)

ahol az ardnyossagi tényez6t ugy olvashatjuk le, hogy a renormaélt I'[p] funkcionél
kinetikus energia tagjat

A2 12 L
dla— = [0 2.1
/ ( (1672)2 24 e> (Ouier) (2.15)

alakba irjuk. Innen:
A2 12
Z = [1————-]. 2.1
( (1672)2 24e> (2.16)

Ha még bevezetiink egy az onkolesonhatést O(A?) rendben mdédosits, alka-
Imasan vélasztott vertexet, azaz ellentagot,

(@)

X

akkor megmutathat6, hogy az 1PI 4-pont vertexfiiggvény is véges:
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Q

+><Q: + >Q)< = véges

Ezzel 2-hurok rendben végrehajtottuk a renormalast. Megjegyzem, hogy a
4-pont fliggvényben a masodik sorba irt elsé rendi ellentagok éppen kompenzaljak
a harmadik sorba irt diagramok divergens részdiagramjainak pdlustagjait. Ugyan-
akkor a negyedik sor els6 tagja is tartalmaz divergens részdiagramot. Ennek kom-
penzacidéja nem trivialis, mert az integrandus a két fliggetlen hurokimpulzus sze-
rint nem szepardlédik két tényezo szorzatara. Ez az un. atfedo divergencidk ese-
te, amelyek kezelhetOségét egy elmélet renormalhatosaganak bizonyitasakor kiilon
kell vizsgalni. A renormalds soran az ellentagok jarulékai mddositjak az elmélet
paramétereit, a tomegparamétert, a csatolasi allandot és a térmennyiség normalési
egyiitthatéjat, az gy nevezett hullamfiiggvény renormalasi egytitthatot.

2.2. A renormalas ,.filozofiaja”

Tegytik fel, hogy az elmélet renormalhaté. Ekkor a perturbacidszamitas valamennyi
rendjében eltiintethetjiik a divergencidkat alkalmas ellentagok bevezetésével. Ezek
a I'[¢] funkciondlban mind olyan tjabb tagok, amelyeknek a szerkezete megegyezik
a klasszikus hatasban mar eleve jelenlevd tagok szerkezetével. Hogyan lehet inter-
pretélni a renormalési eljarast?

A renormalasi eljaras ,,filozéfigjat” kétféleképpen is megfogalmazhatjuk.
e Mondhatjuk azt, hogy eredetileg a klasszikus hatasbdl indulunk ki, amely-
ben valamilyen véges paraméterek szerepelnek, az un. renormdlt paraméterek.

A hatasnak, mint funkcionalnak azonban csak a szerkezetét sejtettilk meg
helyesen, de nem az Osszes tagjait. Ezért a renormélt paramétereket tartal-
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mazé eredeti hatashoz tovabbi ellentagokat kell hozzaadnunk a perturbacio-
szamitds minden rendjében, amelyek az egyes, mar eredetileg szerepld tagok
egyiitthatoit modositjak, mert a Lagrange-stiriiségben az elemi térmennyiségeknek
(és derivéltjaiknak) mar korabban is szerepl6 szerkezetii monomjait tartal-
mazzak. A korrekcids tagok csak regularizalt esetben értelmesek, de ez nem
baj. SOt sziikséges, hiszen igy lehet elérni, hogy a kvantumfluktudaciok mi-
att az effektiv hatasban fellépo, ugyancsak levagasfiiggd jarulékok szingu-
laritasai a perturbacidszamitas soran végiil rendrdl rendre kiejtsék egymast.
Természetesen az ellentagok az eredeti renormélt paramétereknek és a regu-
larizécids eljaras paraméterének (pl. A levagas, vagy az a racséllandé, vagy az
e dimenzi6 és a pu paraméter) fliggvényei.

A renormdlas algoritmusa ilyenkor a kovetkezOképpen miikodik: Indulunk
az eredeti (intuitiv uton, dltaldban klasszikus fizikai analégia alapjan megse-
jtett) S hatdssal, amely a hurokkifejtés legalacsonyabb rendjében (A" rend-
ben), azaz fa-szinten megegyezik a I'l®) = S effektiv hatdssal. Ezutdn az ere-
deti (renormalt paramétereket) tartalmazo S hatéds alapjan meghatarozzuk az
effektiv hatdas AMNT egy-hurok korrekeiéit, majd meghatérozzuk a hatéshoz
hozzdadandé azon h-rendii AMS ellentagokat, amelyek alkalmasak az egy-
hurok korrekcidk szingularitasainak kiejtésére az egy-hurok effektiv hatéasban,
vagyis gy, hogy ANT + AlS véges legyen. Az elmélet renormalhatésaga biz-
tositja, hogy a ANT-ban megjelend divergens tagoknak az elemi térmennyiségek
ugyanazon lokalis, valés monomjai felelnek meg, mint amilyenek az S hatasban
is szerepeltek. Ez azt vonja maga utan, hogy az ellentagoknak is ilyen monomok
felelnek meg. Végiil az egy-hurok szinten renormalt I'*' = § + AT 4 Alllg
effektiv hatas tehat végesnek adddik, és megoOrzi az eredeti hatasnak, mint
funkciondlnak a szerkezetét. Mivel AlS véges részeit a AN + AlS =véges
feltétel még nem rogziti, az eredeti, végesnek feltételezett csatolasi allandok
médosulhatnak, de tovdbbra is végesek maradnak. Ezutdn az S + AlS
hatasbol kiindulva, az egy-hurok ellentagoknak megfelelé h-rendii vertexeket
is figyelembe véve meghatirozzuk az effektiv hatds két-hurok rendti APRT
jarulékat. Ez megint divergensnek addodna, ha el akarnank tavolitani a regulatort
(pl. a A UV levagast). Ezért a APT + APZLS =véges feltétellel meghatdrozzuk
a hatds APIS két-hurok ellentagjait, amelyek kiejtik az effektiv hatds AP
két-hurok korrekcidéjanak UV divergens tagjait, igyhogy végiil a két-hurok sz-
inten renormélt I'? = S+ AlS + ARLS + AT + ARIT effektiv hatds végesnek
és renormélhato elmélet esetében az eredeti hatassal azonos funkciondlis sz-
erkezetlinek adodik. Ezutan az eljarast iterativ médon folytatjuk tovabb,
rendré] rendre haladva. Ha S = S + 37 AllS jelsli a O(RY) (i =1,...,7)
rendii ellentagokkal mar kiegészitett hatast és Tl = S+5°7_ (AT +AFS) a B’
rendben renormélt effektiv hatdst, akkor a renormélés (r + 1)-edik 1épésében
az S hatasbol kiindulva, figyelembe véve annak Osszes ellentag-vertexét (s
azok rendjét h-ban) meghatérozzuk az effektiv hatds A" '-rendtit AT+ kor-
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rekciéjat, ami altaldban divergensnek adédik, az A" rendii divergens tagok

kiejtése érdekében bevezetjiik a hatds Ar+1S ellentagjait a AT UL Al+S —véges
feltétellel és igy megkapjuk a Tl = Il 4 AT+ 4 AlHUS véges, O(R™H)
rendben renormalt effektiv hatast.

A divergenciak kiejtése szempontjabol nem fontos, de a csatoldsi allandok
fizikai értékének rogzitése szempontjabdl lényeges, hogy az eljards minden
lépésében véges mértékben modosulhatnak az egyes vertexek csatolasi allandéi.
A véges részek egylitthatéinak rogzitésével majd kiilon foglalkozunk még alabb.

A fentieket egy masik szemlélet szerint is el lehet mondani. Induljunk mindjart
azzal a hatdssal, amelyet az elobbi eljaras végén kaptunk. Ez a regularizalt
klasszikus hatds olyan an. csupasz paraméterekkel, amelyek a regularizacié
megsziintetése esetén nem lennének végesek, hanem a regularizaciés paraméter
szerint szingularitasokat tartalmaznak. Mivel az el6z6 eljaras soran megdérzodott
a hatas funkcionalis szerkezete az ellentagok rendrol rendre torténo hozzdadasa
utan is, azért a renormdlt (eredeti) hatds és az eredményiil kapott csupasz
hatas azonos alakil funkcionalja a renormalt elemi tereknek. Ezért gy is
felfoghatjuk a renormaléast, hogy a renormalt hatasbdl a csupasz hatast megkaphatjuk,
ha a renormélt ¢, elemi tereket és a renormalt \,, m? csatoldsi dllanddkat (a
tomeget is beleértve) alkalmas, levagastdl fliggd, UV divergens tényezokkel
megszorozzuk. Az igy kapott csupasz hatasban a csupasz ¢ térmennyiség és
a csupasz A, m? csatoldsi allandék szerepelnek. A csupasz térmennyiséget a
csupasz hatas kinetikus tagjanak szokéasos egyiitthatéja, a Lagrange-stiriiség
megfeleld tagjanak 1(0¢)? alakja ,normalja”. A csupasz ¢(z) térmennyiség a
renormélt térmennyiséggel ¢(x) = Z'/2¢,(z) kapcsolatban van, ahol a Z gy
nevezett hullamfiiggvény renormaldsi tényezot ugy kell megvalasztani, hogy a
csupasz hatast azonosan atirhassuk a renormalt hatassa, amely részben egy
a csupasz hatassal azonos alaku kifejezésbol all, amelyben a csupasz terek és
csatolasi allanddk helyén a renormaltak szerepelnek, és ehhez adédnak hozza az
ellentagok, amelyek szerkezete szintén megegyezik a csupasz hatasban szerepld
tagok szerkezetével, benne a renormalt terek szerepelnek, és az egyiitthatéi a
levagéssal és a renormalt csatolédsi allandokkal vannak kifejezve:

Sg) = [ e[S =)o+ o
] 1
_ /dm [i@(mf = %), + M0
+1(Z — 1)(0,0,)(0u0r) + %5m2¢? + %Ar(zA — 1!

2
= Sio] + ASle] = 5:[¢0], (2.17)

ahol S[¢,] ugyanolyan alaki funkciondlja a ¢, renormélt térmennyiségnek,
mint Sy[¢] a csupasz ¢ térnek, csak amig a csupasz Sp[¢] hatdsban a csu-
pasz A, m? csatolési allandok szerepelnek, addig az S[@,] renormalt hatdsban a
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véges renormdlt A, m? csatoldsi dllanddk &llnak az elébbiek helyén. A AS[¢,]
pedig a megfelel6 ellentagokat jeloli. Végiil a renormalt hatas és az ellentagok
Osszege Sy[¢,] is ugyanolyan alakd funkcionalja a renormadlt tereknek, mint a
csupasz hatas a csupasz tereknek. Formailag a fenti azonossag akkor és csak
akkor teljestilhet, ha a csupasz és a renormalt paraméterek kozott az alabbi
osszefiiggések allnak fenn:

A = NIZ73 (2.18)
m? = Z7'(m?+om?). (2.19)

A csupasz paraméterek ekkor a véges renormalt paraméterek és a regularizacios
paraméter fiiggvényei. A renormalt hatds pedig a renormalt térmennyiségnek
ugyanolyan monomjait tartalmazé funkcionalja, mint amilyen monomok az
eredeti hatasban fellépnek. Roviden azt szokds mondani, hogy a renormalhaté
elmélet perturbativ renormaldsa multiplikativ renormdlds. Erdemes hangstlyozni,
hogy ez annak a kovetkezménye, hogy az ellentagvertexek az elemi terek
ugyanazon lokalis valés monomjai maradnak, mint amelyek eredetileg is sz-
erepelnek a klasszikus hatasban.

A korabbiakbdl vilagos, hogy a renormalt hatasnak olyan ellentagokat kell tar-
talmaznia, amelyeknek egyiitthat6i a ki szerinti Taylor-sor tagjai. (Az altalunk
példaként valasztott onkolcsonhato skalartér esetén ez egyuttal a renormalt
csatolasi dllandé szerinti Taylor-sort is jelent). A Taylor-sor egyiitthatéi a
regularizacios paraméter fiiggvényei, a A — oo hataresetben divergensek:

om? = a (M +ax(MN+ ..., (2.20)
Z = 14+b (M)A +by(MN+ ..., (2.21)
Zy = 14+ (MA 4 (M + . ... (2.22)

A renormalhatésdg kérdése tehat arra redukdalhatd, hogy meg lehet-e tgy
vélasztani az a;(A), bi(A) és ¢;(A) egylitthatékat, hogy a renormélt térre
vonatkozo 1PI vertexfiiggvények a perturbdcidészamitas tetszoleges rendjében
végesnek adodjanak a regularizacié eltavolitasa esetén. Ezen egytitthatok
megadésa azt jelenti, hogy a kolcsonhatas novekvo rendjeiben meghatarozzuk
a megfelel6 ellentagokat. Az erre vonatkozo algoritmus most ugy mikodik,
hogy ha a perturbaciészamitas adott r rendjében véges effektiv hatdst akarjuk
megkapni, akkor a csupasz hatas ellentagjait r-ed rendben csonkitott Taylor-
sor alakjaban, egyelére meghatarozatlan egyiitthatokkal vessziik fel. Az igy
felirt csupasz hatéds alapjan, annak oOsszes ellentag vertexét és azok h-ban mu-
tatott rendjét figyelembe véve meghatarozzuk az effektiv hatas valamennyi r-
edrend{i korrekciéjat. Az eredmény, azaz I'" végességét megkiovetelve, az eled-
dig meghatarozatlan egytitthatok végtelen részei rogziilnek. Az egyiitthaték
véges részeinek meghatarozasara a végesség megkovetelése még cnmagaban
nem elég.
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A fentiek mellett végiil 1étezik egy harmadik renormalasi eljaras, amikor di-
agramrol diagramra haladva vonunk le valamit a megfelel6 Feynman-integral inte-
grandusabdl, hogy az adott diagramot végessé tegyiik. Ez a levonasi algoritmus
megfogalmazhato gy, hogy a masik két algoritmussal egyenértékii legyen.

Végil tegyiink emlitést a nem renormalhato6 elméletekrol. Mint mar emlitettiik,
ebben az esetben a hurokkifejtés magasabb rendjei felé haladva egyre tijabb és 1ijabb
tipust UV divergens jarulékok lépnek fel. Ez oda vezet, hogy az elemi tereknek (és
derivéltjaiknak) djabb tipusi monomjai jelennek meg az effektiv hatds divergens
hurokkorrekcioban, amelyek kiejtéséhez egyre tjabb és tjabb tipusi monomokat
tartalmazé ellentag-vertexek bevezetése sziikséges. Elvben a renormalési algoritmus
most is folytathato a végtelenségig. A nem-renormalhatésdg dra azonban az, hogy
végtelen sok tipusi kolcsonhatasi tag, s veliik egytitt végtelen sok csatolasi allandd
jelenik meg. Ezek kisérleti rogzitése elvben végtelen sok mérést igényelne, ami a
nem renormalhaté elméleteknek fizikai modellként torténo alkalmazhatosagat erdsen
megkérdojelezi. Erdemes azért megjegyezni, hogy korlatozott érvényességu fizikai
modellekként, ugy nevezett effektiv elméletekként nem renormélhaté elméletek is
hasznalhaték. Fzek alkalmazhatosagat altalaban valamilyen energiaskalara kell korlatozni,
ami azt jelenti, hogy a A ,,UV” levagas ilyenkor valédi fizikai érvényességi hatart
jelent, nem kell és nem is szabad vele a végtelenhez tartani, hanem empirikus ton
kell rogziteni az értékét. fgy ebben az esetben nem jelenik meg az UV divergencidk
kérdése. Az ilyen modellekben altalaban olyan kolcsonhatéasi vertexek szerepelnek,
amelyek az adott modell érvényességét jelento energiaintervallumban fontos szerepet
jatszo, relevans kolcsonhatasokat irnak le, s ilyenekbdl a tapasztalat szerint dltalaban
csak véges sok van adott energiatartomanyban.

2.3. A csupasz és a renormalt vertexfiiggvények

Ha egy elmélet renormalhato, akkor csak véges sok kiillonbozé tipusu ellentag 1ép fel
a renormalt hatasban. Ezért mindig megtehetjiik, hogy mar az eredeti, klasszikus
hatasba beirjuk mind az ilyen tipusu tagokat. Ez azzal az elonnyel jar, hogy az
elmélet multiplikativ mdédon valik renormalhatéva. A tovabbiakban csak ilyen ese-
tekkel fogunk foglalkozni. A multiplikativ renormélhatésag egyuttal azt is jelenti,
hogy a Green-fiiggvények definiciéjaban szereplé téroperatorokat alkalmas, levagés-
fiiggé modon atskéldzva (renormélva) a kapott, azaz renormélt Green-fiiggvény
levagas-fiiggetlenné valik.

Térjiink vissza a ¢t elméletre és keressiik meg a renormédlt
G (w1, wa) = (0T(dr(1) - dp(2))[0) (2.23)
és a csupasz

G (ar,.ovan) = (OIT((x1) - dln))]0) (2.24)

43



vertexfliggvények kapcsolatat. Megmutatjuk, hogy

GO (a1, 00) = Z72GM(2y,... 2,
Gz, ... zy) = Z72GM(x1,... 1),
(

cr

DO (.. x,) = ZY2T0(xy,. .. x,). (2.25)

T

Felhasznalva, hogy

/d:quS = /dezl/%;r, (2.26)

a csupasz Green-fiiggvények generdld funkciondljat (a normélési egytitthatét is beleértve) azonosan
atirhatjuk a renormalt Green-fliggvények general6 funkcionaljava:

i D¢675A[¢]+f daJ

Z[] =

ID¢6—SA[¢]
[ DS lor1+ [ a1z,
| Dpre=Srier]
= Z[JZY?. (2.27)
Ebbdl kovetkezik, hogy:
Z[J) = Z[J)VZ), (2.28)
W.lJ] = W[J/VZ]. (2.29)

Legendre-transzformacié utan kapjuk az 1PI vertexfiiggvények generald funkciondljanak aldbbi
tulajdonsagat:

Tlp] = —W[J]+/da:J<p
_ " .2
= WT[J\/Z]+/d IVZ 7z
r, {%} , (2.30)
T el = T[22 (2.31)

A renormalt és csupasz Green-fiiggvények kapcsolatat a megfeleld renormaélt és csupasz generdtorfunkcionalok

kapcsolatéat kifejez6 azonossagok mindkét oldalanak Taylor-sorfejtésével kapjuk meg.

A tovéabbiak céljabdl ugyancsak érdemes megvizsgalni az [ darab ¢? betétrésszel
rendelkezé 1PI csupasz és renormalt vertexfliiggvények kapcsolatat:

A l
FS‘lm)(yl?'"7yl7x17"‘7xn) = (;) Zn/zr(l’n)(ylv'”7yl7x17"'7xn>7 (232)

ahol Zy a ¢? betétrész renormaldsi egyiitthatdja.
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A bizonyitashoz a ¢? betétrészhez csatol6dé K (z) forras bevezetésével nyert hatdst hasznaljuk:

S, K] = S[(b]—l—%/da:K(a:)(bQ(x). (2.33)
Képezziik beldle a

fD¢e‘S[¢’K]+f dzJo

Z[J, K] TDge 59

(2.34)

generdlé funkcionalt. A K szerinti funkcionalderivélds —2¢?(z) betétrészeket generdl. Azonos
atalakitassal:

SI6.K] = Sl + %z [ e @)ez
= Slo)+ 32 [ w723
= S, [¢r, KZ/Z2 (2.35)

ahol a Z5 renormélasi dllandét azért kellett bevezetni, mert altalaban az erésebben szinguléris,
¢? betétrészeket tartalmazé Feynman-diagramok renorméldsdhoz tovabbi ellentagok bevezetése
sziikséges. Mas alakban:

S[¢7KZ2/Z] = Sr[¢r7K]' (236)

Ebbol, az operator-betétrészeket nem tartalmazoé diagramok generald funkciondljaihoz hasonléan,
az kovetkezik, hogy

Z K] = Z[JINZ,KZy)Z], (2.37)
W.J,K] = W[J/NZ,KZ)Z], (2.38)
Tlp, K] = TIVZp,KZ:/7 ). (2.39)

Az utolsé egyenlet mindkét oldaldn elvégezve a megfelel6 szami K és ¢ szerinti funkciondl-
derivalast, megkapjuk a keresett Gsszefiiggést.

2.4. Renormalasi sémak. Renormalasi feltételek

Az ellentagok megvélasztasa nem egyértelmi. Miutan a hurokkifejtés adott rendjével
bezarolag meghataroztuk az effektiv hatas hurokkorrekcioit, az adott rendben bevezetni
sziikséges divergens ellentagok meghatarozasa a véges részeiket tekintve nem egyértelmii.
Példaul, amikor a dimenzionélisan regularizalt skalartérelméletet renormaljuk, akkor

az egyértelmiien definidlt divergens polustagokhoz hozzdadhatjuk az e paraméter
tetszOleges polinomjait, amelyek az € — 0 hataresetben eltiinnek. E polinomok
kiilonbo6zo megvalasztasa esetén a renormalt 1P1 vertexfiiggvények kiillonbozé alakiaknak
adodnak. Azt szokas mondani, hogy kiilonbozé renormalési sémakat hasznalhatunk.
Meg lehet azonban mutatni, hogy igen &ltaldanos feltételek mellett a kiilonbozo
renormalasi sémak egyenértékiiek.
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A renormalési eljaras lényege abban &all, hogy a csupasz térre felirt, a csu-
pasz paramétereket tartalmazé hatast azonosan atirtuk a renormalt térre vonatkozo
hatdssa, amelyben renormalt paraméterek szerepelnek. A fent emlitett szabadsag az
ellentagok véges részeinek megvalasztasaban azt jelenti, hogy a renormaélt paramé-
terek megvalasztasa sem egyértelmii.

A korabbi példankban gy jartunk el, hogy az ellentagok véges részeit zérusnak
véalasztottuk. Ez az Gn. minimdlis levondsi séma (minimal subtraction scheme),
amelyet — egyszerlisége miatt — elterjedten alkalmaznak dimenzionalisan regu-
larizalt elméletekben. A renormalt 1PI Feynman-diagramok ilyenkor is tartalmaz-
nak még szabad paramétert, a dimenziondlis regularizacio soran bevezetett p skéla-
paramétert.

A késébbiekben sokszor éppen azt szeretnénk majd vizsgalni, hogy a renorma-
lasi paraméterek megvalasztasanak szabadsaga mennyiben érinti az elmélet fizikai
tartalmat. Célszerii ezért a fenti szabadsagot ugy megfogalmazni, hogy az explicit
modon latsszon. Ez ugy lehetséges, hogy a renormalt 1PI vertexfiiggvényekre kirdtt
un. renormdaldsi feltételekkel egyértelmiien definialjuk a renormalt paramétereket.
Ezt gy lehet tekinteni, mint a renormalt paraméterek fizikai definiciéjat. A renor-
malt 1PI vertexfiiggvények ui. elég kozvetlen kapcsolatban vannak konkrét fizikai
folyamatok atmeneti amplitudéival, ill. az elmélet egyrészecskés gerjesztéseinek a
spektruméaval.

Vegyiik tjra a ¢* elmélet példdjat. A hatdst a renormalds révén

S([¢,m,A) = Su(len],me, Ar)
= S([gbr]?mra)\r)+AS([¢T’]>mra)\r) (240)

alakba rendeztiik at, ahol AS az ellentagokat tartalmazé rész. A I',[¢] funkciondl
alakjabdl tudjuk, hogy az ellentagok véges részei p?-ben elséfoki polinom alakjaban
adnak jarulékot az 1PI 2-pont vertexfliggvényhez és konstans alakjaban az 1PI 4-
pont vertexfiiggvényhez. Ennek megfeleléen a véges részek rogzitéséhez a 2-pont
fiiggvényre kirott két feltételre (az els6foki polinom elséfoki tagjanak egyiitthatdjat
és a nulladfoku tagot kell rogziteni) és a 4-pont fliggvényre kirdtt egy feltételre van
szitkség. A renormalt 1PI 2-pont vertexfiiggvény 2-hurok rendben:

~ 21 A
2) _ o212t A 2 ; ;
LY (p) = p (1 < 51 (167)? + O(X;) véges rész )

2 A2
+m? [1— Ar <—+w(2)+1n 7”;)
€ m

3272 2
LA (Qi _ 2)]
4(16m2)2 \ 2 €
+p*(Z — 1) + om?>. (2.41)
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Itt az explicit médon kiirt tagok a (renormdlt tér és csatoldsok segitségével felirt)
eredeti S hatés vertexeibdl szarmazé fa-, egyhurok- és kéthurok-szintti korrekciok.
Az ellentagok jaruléka ezekhez 2-hurok renddel bezardlag:

P2 —1)+dm* = p*(bi), + bA2) + ag ), + A2 (2.42)

A renormalasi allandék renormélt csatolasi allandé szerinti Taylor-soranak egyiittha-
toit az alabbi, a renormalt 1PI 2-pont vertexfiiggvényre kirétt renormalasi feltéte-
lekkel rogzitjiik; ezek az euklideszi tartoméanyban:

I@p=0) = m? (2.43)

T

0 ~
a—pgrv(“z) (P)p=0 = 1. (2.44)
A renormalési feltételeket természetesen tugy kell vdlasztani, hogy fagrafkozelitésben
(amikor nem vesziink figyelembe ellentagokat) kielégiiljenek. A renormadldsi feltételek
egyszerre rogzitik az ellentagok polustagjait és véges részeit. Pl. 2-hurok renddel
bezéarolag:

2 4y
_ 2
@ = Mo <E +1(2) + In 2 ) , (2.45)
1 4 2
— m2 29— = 2.4
2 mr4(167r2)2 < €2 6)’ (2.46)
by = 0, (2.47)
21 1
by = ——— 1). 24
? € 24 (1672)2 +o0) (2.48)

A renormalt tomeget a fenti renormalési feltételek gy rogzitik, mint a renormalt
propagétor pélusat (Wick-forgatds utédn). Ez a tomeg szokdsos kvantummechanikai
definicidjanak altalanositasa a kvantumtérelméletre. Ugyanakkor olyan ,atmeneti
amplitudé” révén torténik a tomeg rogzitése, ami nem fizikai, hiszen a bejovo
labakon p* = 0, azaz a bejovélabak nem felelnek meg (Minkowski-térbe torténd
elfolytatds utdn sem) fizikai részecskék terjedésének. A madsik renormaéldsi feltétel
a propagator reziduumat 1-re normalja, hasonléan a szabad tér propagatoranak
normalésahoz. Végiil egy tovabbi renormalési feltétel sziikséges a renormalt csatolasi
allandé definidlasahoz:

f£‘4)(8at>u)p:0 == )\r- (249)

1-hurok renddel bezérdlag:

~ 2 4 2
IMW(s=t=u=0) = )\T{l— 33;7:2 <;+¢(1)+2+1n ;’; )
+Cl>\r}
= A, (2.50)
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ahonnan:

3 4ty

2
a = 5o (E +¢(1)+2+1In m? ) (2.51)

Amit csinaltunk, az annak az algoritmusnak felel meg, hogy a csupasz hatasba
beirtuk rogton meghatarozatlan egyiitthatokkal a hurokkifejtés adott rendjének megfelel6
Taylor-sorokat a csatolasi allanddok és a hullamfiiggvény renormalasi egyiitthato
helyére, majd az igy kapott Osszes vertexet és azok h-ban mutatott rendjét fi-
gyelembe véve kiszamoltuk az effektiv hatas hurokkorrekciéit az adott renddel bezardlag.
Az igy kapott renormalt effektiv hatasbdl szarmaztatott valédi vertexfiiggvényekre
rottuk ki a renormalési feltételeket. Ezek aztan —a megfelel¢ rend tagok 6sszehasonlitasa
révén — meghataroztak az eleddig meghatérozatlan valamennyi egytitthatot. Altalaban
pontosan annyi renormaélasi feltételre van sziikség, ahdny csatolasi allandé szere-
pel az elméletben (csatoldsi allandénak tekintve a tomeget és a derivaltas tagok
egylitthatdit).

A renormalési feltételeket példankban, a tomeges A¢* elméletben a kiils6 im-
pulzusok p; = 0 értékei mellett rottuk ki a valodi vertexfiiggvényekre. A renormalasi
feltételeknek ezt a fajta eloirasat kozbensd renormadldasnak szokas nevezni. Ilyenkor
a renormalt tomeg rogzitése nem fizikai, azaz tomeghéjon levo részecskék kozti
dtmeneti amplitudok révén torténik. Fizikaibb a renormadlési feltételeknek p? = —m/?
,,levonasi pontban” torténé kirovasa, mert ez annak felel meg, hogy a kiils6 labak
tomeghéjon levé részecskék (Minkowski-térre torténd attérés utan). (A tomegnégyzet
elétti negativ eléjel az euklideszi tartomdnyban jelenik meg, Minkowski-térben p? =
m? lenne a levondsi pont.) Ilyenkor a 4-pont vertexfiiggvényre vonatkozé renorméldsi
feltételt a szimmetrikus S, pontban szokdsos kiréni, amelyet a p? = p3 = p3 =

pi = —m?és s =t =u = —4m?/3 feltételek hatdroznak meg (az euklideszi
tartomanyban). (Az S, szimmetrikus pontot Minkowski-térben a p? = m? (i =
1,...,4), s =t = u = 4m?/3 feltétellel hatdrozzuk meg.) A fizikai renormdlési

feltételek egyrészt azt jelentik, hogy Minkowski-térben a propagator pélusait p? =
m? hatdrozza meg és a kiils6 1labak témeghéjon vannak, a szimmetrikus pont pedig
ugyancsak annak felel meg, hogy a 4-pont vertexfliiggvény minden laba témeghéjon
van. A megfelel6 renormalasi feltételek (euklideszi elméletben) ekkor

~ d -
T (p? = —m?) =0, —=TP(p?) =1,
dp2 p2=—m2
f(4) (p!ap2ap3ap4) = )\7’" (252)

m

A renormalt tomeget tehat a valddi 2-pont vertexfiiggvényre kirétt elsé renormalasi
feltétel gy rogziti, mint a renormélt propagator pélusat (Wick-forgatas utén). Ez a
fizikai tomeg szokésos kvantummechanikai definiciéjanak altalanositdsa a kvantum-
térelméletre. A masodik renormalasi feltétel a propagator reziduumat 1-re normalja,
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hasonléan a szabad tér propagatoranak normadldsdhoz. a harmadik renormélasi
feltétel pedig a A, csatolasi allandé értékét rogziti.

Ha renormalni akarjuk a ¢* elméletben a ¢? betétrésszel rendelkez6é 1PI ver-
texfiiggvényeket is, akkor a Z; renormalasi allandot rogzité tovabbi renormalasi
feltételre is sziikség van. Ez — a fagrafkozelitéssel 6sszhangban — lehet:

r%20;0,0) = 1. (2.53)

Levéagassal regularizalt elméletekben rendszerint a renormalési feltételeket hasz-
naljak a renormaldasi dllandok meghatarozasara. Az ellentagok véges részeinek ily-
modon vald rogzitése azzal az elénnyel jar, hogy a renormdlasi allandékat eleve
felvehetjiik a csatolasi dlland6 szerinti Taylor-sor alakjaban. Ezutan kiszamoljuk
a csupasz 1PI vertexfiiggvényeket valamilyen renddel bezardlag, és a renormalasi
feltételekbdl egyszerre leolvassuk a perturbacidészamitas adott rendjében a renormalasi
allandék Taylor-soraiban fellépd valamennyi egytitthaté alakjat.

A renormaldsi feltételeket dltaldnosan a kiilsé impulzusok tetsz6leges p? = —u?

értéke mellett irhatjuk el6 euklideszi elméletben (Minkowski-térben értelemszertien
p? = p?). A p? = 0 vdlasztds a kozbensd renormdlds specidlis esete, a p = m,
valasztas pedig a fizikai renormalési feltételeknek felel meg, amikor a renormélt
tomegparaméter maga a fizikai tomeg. A kozbenso renormélas altalanos esetében a
renormalt 1PI vertexfiiggvények még egy u (tomeg)skalaparamétert is tartalmazni
fognak (akarcsak a dimenziondlisan regularizalt elmélet renorméldsa esetén). Az
igy megfogalmazott kozbensé renormalds hasznalata esetén rogzitett impulzushoz
kétott levondsi sémdrdl beszélimk. A p; = ub; kiils6 impulzusok Osszességét (0;
egységvektorok) levondsi pontnak nevezziik.

A renormalasi sémék kiillonbozhetnek aszerint, hogy minimalis levonast, rogzi-
tett impulzushoz kotott levonast, stb. hasznalunk, de aszerint is, hogy a u paraméter
értékét hogyan valasztjuk. A p skalaparaméter énkényes megvalasztasatol a fizikai
eredményeknek, mint pl. a szérasi hataskeresztmetszeteknek, nem szabad fiiggeniiik,
ha felosszegezziik a hurokkifejtést. A csupasz elméletben nem szerepel a u skalaparaméter,
igy az fiiggetlen a skdlaparaméter értékének megvalasztasatél. A renormalt elméletben
ez a szimmetria ugy jelentkezik, hogy a renormalt csatolasi allandékat p fliggvényében
alkalmasan kell valtoztatni ahhoz, hogy a csupasz hatéds azonos atirasa a renormalt
mennyiségekkel fagraf- és ellentagok Osszegére valtozatlanul azonossdg maradjon,
ha véltoztatjuk p-t. Masképpen ugy is fogalmazhatunk, hogy létezni kell olyan
véges renormalasi dllandoknak, amelyek segitségével valamely rogzitett i, értékhez
tartozd renormdlt hatas és egy masik tetszoleges uo értékhez tartozd renormaélt
hatds egymésba azonosan &atirhaték. Meg lehet mutatni, hogy a szébanforgd (u
megvaltoztatdsdaval kapcsolatos) Gn. véges renormdldsi transzformdacick télesoportot
alkotnak, ez a renormdaldsi csoport.

Tegyiik fel, hogy egy adott renormalasi séman beliil kiilonb6z6nek valasztjuk a tomegskala
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1 paraméterét. Ha py a skalaparaméter értéke, akkor a renormélt és a csupasz mennyiségek
kapcsolata:

o = 7',
m? = mi2+om=Z,Z 'm?,
N = Z,Z7%\,
(@%) = ZZ7Y(¢) (2.54)
Az analég Osszefiiggések a skalaparaméter po értéke esetén:
¢ = 2%,
m2 = m24m= 2 m,
N = 2377\,
(0?) = Z2Z7'(¢?),. (2.55)

A skalaparaméter kiilonb6z6 értékeihez tartozé renormalt mennyiségeket dsszehasonlitva az aldbbi
kapcsolatot talaljuk kozottiik:

by = ZV2Z7V2 =12
m2 = (ZmZ NZZ )Ym? = 2z 'm?2,
5\7« = ZAZ/\_lZQZ’Q/\T = ZA272/\T,
(92), = Z225'27Z7" = 29271 (¢%),. (2.56)

Itt az egyenletek bal és jobb oldalan szereplé renormélt mennyiségek egyarant végesek, kovetkezés-
képpen a kisbetilikkel jelolt renormélasi dllandok is végesek. Ertékiiket a megfelel6 , végtelen”
renormaldsi dllandék hdnyadosainak hatérértékeként kapjuk (pl. A — oo, a — 0, vagy € — 0). A
véges renormalasi dllanddk csak a skdlaparaméter py és po értékeitdl fliggnek: z = z(u1, pe), stb.

Az eredeti csupasz elmélet nem figg p értékétol. Ez a fizikai elmélet szim-
metridja a pu paraméter valtoztatdsaval szemben. Ezt kihasznalva fogalmazhatjuk
meg az ugynevezett renormalt renormélési csoport (RG=, ,renormalization group”)
egyenletet, ami kifejezi, hogy a csupasz n-pont Green-fiiggvények fliggetlenek a pu
paraméter megvalasztasatol:

M%G(n)(pla s 7pn) = M% Z—n/2(gh :U’)Gfﬂn)(plu <+ Pny Gry /J’) = Ov (257)
ahol a csupasz g csatolasi allandékat és a A UV levagdst rogzitett értéken tartjuk. A
renormalt RG egyenlet azt fejezi ki, hogy a renormélt csatolasi dllandok értékének
fliggenie kell attdl, hogy milyen p impulzusskalan réttuk ki a renormalasi feltételeket,
azaz g, = g¢r(u) ahhoz, hogy a csupasz csatoldsok értéke rogzitett lehessen. A
véges renormalas kovetkezményeit parcidlis differencidlegyenlet alakjaban fejezi ki
az egyenlet.

Hasonléan, megfogalmazhatjuk az gy nevezett csupasz RG egyenletet. Most
abbdl indulunk ki, hogy a renormalt elmélet Green-fiiggvényei nem fiiggenek a A
UV levagastol:

d d

4 A — A% | npe (n) _
AdAGT (P1s-- P Gy ) = AdA Z" (g, N)G"™ (p1, ..., pnyg,N)| =0,
(2.58)
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ahol a g, renormalt csatolasi allanddk és a u levonasi skala rogzitett. Ehhez viszont

a g csupasz csatolasi allandéknak fliggenie kell a A UV levagéstol, g = g(A). Ezt fe-
jezi ki a csupasz Green-fliggvények segitségével a csupasz RG egyenlet. Az egyenlet
baloldaldnak elttinése akkor értékelhetd ki, ha a multiplikativ renormélast figyelembe
véve a renormalt Green-fiiggvényeket kifejezziik a csupasz Green-fiiggvényekkel, s
ezt az utobbi kifejezést tessziik zérussa. A csupasz csatolasok levagassal torténo fut-
tatasaval akkor tudjuk csak rogzitett értéken tartani a renormalt csatolasi allandokat,
ha az elmélet renorméalhaté (vagy szuperrenormalhaté) és valamennyi csatolasi allandot
alkalmasan levagas-fliggévé tessziik.

A RG-csoport egyenlet mindkét fenti megfogalmazasaban ugyanazt az elméleti
modellt vizsgaljuk. Ezekhez hasonlo, de mégis némileg kiillonboz6 egyenlet az ugy
nevezett Callan-Symanzik-egyenlet. Ilyenkor az UV levagést, a levonasi pont pu
skalajat és a csupasz csatolasi allanddkat — a csupasz m tomeg kivételével — rogzitettnek
tekintjik, és azt vizsgaljuk, hogy hogyan véaltoznak a g.(m) renormélt csatoldsi
allandok a csupasz tomeg fiiggvényében. A Callan-Symanzik-egyenletre késobb vis-
szatériink még. Most csak annyit bocsatunk el6re, hogy annak alakja hasonlit a RG
egyenletekhez, viszont a baloldalan az UV levagas, ill. a p levonasi skéla szerinti
derivélt helyett az m csupasz tomeg szerinti derivalt szerepel, és az egyenlet job-
boldala nem zérus, ami azt fejezi ki, hogy az egyenlet olyan elméletek kozott teremt
kapcsolatot, amelyekben mas a tomegparaméter.

2.5. A Callan—Symanzik-egyenlet

Mint fentebb emlitettiik, a Callan-Symanzik-egyenlet (CS-egyenlet) a Green-fiiggvények
csupasz tOmeg szerinti derivaltjara vonatkozo Osszefiiggéseket fogalmaz meg. A
tomeg négyzete szerinti derivalas egyrészt a Feynman-diagramok képleteiben sz-
ereplé hurokintegrélok konvergencidjat javitja, hiszen a derivalds kovetkeztében, a

o 11 50
om? p? + m? p? 4+ m? p? + m?

azonossagnak koszonhetoen, a hurokintegralok integrandusdban egy propagatorral

tobb tényezd jelenik meg az eredetihez képest. Ennélfogva a CS-egyenlet alapjan
atfedo divergencidkat tartalmazo diagramokat konvergens diagramokkal lehet kapc-
solatba hozni, és ezért a CS-egyenlet jo szolgalatot tesz az elméletek renormalhatosaganak
tisztazasaban. A CS-egyenlet ugyanakkor kapcsolatot teremt a kiilonb6oz6 tomegparaméteri
hasonlé elméletek kozott, ami — szélso esetben — azt is lehet6vé teszi, hogy a megfelelo

zérus és nem zérus tomegparaméteri elméletek kozott is kapcsolatot teremthesstiink.

Masrészt az n-pont vertexfiiggvényeknek a tomeg négyzete szerinti derivalasa
szoros kapcsolatban all a ¢? Osszetett operdtort tartalmazé effektiv hatdsnak a ¢?
Osszetett operatorhoz linedrisan csatolt K (x) kiilsé forrds szerinti funkciondlis de-
rivaldsdval. A ¢? Osszetett operatort tartalmazé effektiv hatdst az F. fiiggelékben
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leirtak szerint ugy értelmezziik, hogy a klasszikus hatést kiegészitjiik egy olyan tag-
gal, amely a ¢? Osszetett operdtort linedrisan csatolja a K (z) kiils6 forrdshoz. Ezutan
a ¢* betétrészeket tartalmazé osszefiiggd Green-fiiggvények dltalanositott W|[J, K] =
In Z[J, K] generalé funkcionaljanak az elemi térhez csatolédé kiilsé forras tekin-
tetében képezett Legendre-transzformaltjaként kapjuk meg a ¢? betétrészeket tartal-
mazd vertexfiiggvények I'[¢, K| generald funkcionaljat. Ennek az effektiv hatdsnak ¢
szerinti n-szeri és a K () kiils§ forrds szerinti [-szeri funkciondlderivéltjai a ") =
O|T(A(x1) - - - D) B2 (w1) - - - (1)) |0V1p7 1 darab elemi térnek megfeleld kiilsé-14b
csatlakozdst és [ darab ¢? betétrészt tartalmazé 1PI Green-fiiggvények.

Ha K(z) =const., azaz a kiils forrds homogén, akkor a skaldrtér csupasz
tomege eltolodik:

Slp, K] = /dx B (0,0)° + %(m2 + K)¢* + %qs‘* : (2.60)

Ekkor a K szerinti funkciondlderivalas egyenértékii a csupasz tomeg négyzete szer-
inti parcialis derivalassal. Az allandé kiilso forras Fourier-spektruma csak a p = 0
impulzust tartalmazza, ezért az allandé kiils6 forras szerinti derivalas p = 0 im-
pulzushoz tartozé ¢? betétrészt general. frhatjuk tehat, hogy

J = n I n
Wr(h )(q1a"'>qlapla"'>pn))\,A,u = F(H_L )(07q1a'">qlapla"'>pn)~

(2.61)

A derivaldas soran rogzitettnek tekintjiik a csupasz csatoldsi allanddkat, az UV
levagast és a levonasi skalat, igy az egyenlet implicit mdédon azt fejezi ki, hogy
a renormalt csatoldsoknak fiiggeniiik kell a csupasz tomegtSl. Az (2.61) egyenlet azt
mutatja, hogy az [ darab ¢? betétrészt tartalmazé 1PI csupasz vertexfiiggvények
a csupasz tomeg szerinti derivélds révén kapcsolatba hozhatdk a (I + 1) darab ¢?
betétrészt tartalmazé 1PI csupasz vertexfiiggvényekkel. FEzt a diagramok nyelvén
az alabbi példaval illusztraljuk:

5 Q= DA A e >

d (04 ~ (14
gmz M) = T0...)

Az egyenlet jobb oldaldn az eredeti diagram valamelyik propagatorat a betétrész
beirasa révén megkettoztiik.

Az (2.61) egyenlet a csupasz 1PI vertexfiiggvényekre vonatkozik. A csupasz és
a renormalt vertexfiiggvények kapcsolatat felhasznalva azonban dtirhatjuk az (2.61)
egyenletet a renormalt 1PI vertexfiiggvényekre vonatkozé egyenletté. Képezziik
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ehhez a csupasz [ vertexfiiggvénynek a renormalt tomeg szerinti parcidlis de-
rivaltjat:

(mr 3) Pl _ <mrim2> .izfam
om, AAp om, AAp om

= <mrim2> DL, ).
om, A
(2.62)

Helyettesitsiik be mindkét oldalon a megfelel renormalt 1PI vertexfliggvényeket:

—1
(mr B ) [Z‘% (é) f£l7n)] _
om, M 7

_ (mrim2> . Z—%+l+IZ2—l—1fw£l+1,n) (O, N )
om, MA

(2.63)
A bal oldalon tényezonként derivalva:
. 7 .
- mri InZ NSNS mri In =2 rtm
2 om, AAp om, Z AAp
+ (mr 0 fff’")>
om, A
-1 9 2 r(i+1,n)
= ZZy |m, m o N (VR )
om, M
(2.64)
Vezessiik be az alabbi egytitthatofiiggvényeket:
0 m
r—)\r = <)\r, _T> 5 265
<m amr ))\A m 5 A ( )
0 m 0 0
7\, = = . InZ
<m om, ( A >>)\Au (m Im, +Ba)‘r> !
my
= — 2.
" (AT, . ) , (2.66)
8 Z2 0 a ZZ
7"—1 = = ra_ In —
<m am, “Z)Mu (m amﬁﬁmj "7
my
= 2 (>\7‘7 T) 5 (2.67)
0 m
225 [, =Cm? = m (AT —") )
2 <m 8m7«m ))\Au m.o ) A ) ( 68)
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A bevezetett in. renormélasi fiiggvények segitségével egyenletiink, a Callan—-Syman-
zik-egyenlet

Dcsfﬁl’n)(q17 - qn Py - 7pn) = m30f£l+1’n)(07q17 - qn Py - 7pn)

(2.69)
alakba irhatd, ahol bevezettiik a Callan-Symanzik-operatort:
0 0 n
ch = mTa—an + ﬁa)\r — 57} — 17]2 (270)

Ne felejtsiik el, hogy a Callan-Symanzik-operatorral tgy kell hatni a renormalt
1PI vertexfiiggvényekre, hogy azoknak a paramétereit ki kell fejezni a renormélt
csatolasokkal és a levonasi skala p paraméterével. Az egyenlet implicit médon azt
is kifejezi, hogy a renormalt csatolasi allandéknak véltoznia kell a renormalt tomeg
valtoztatasa soran, ha kozben a csupasz csatolasi allandokat, az UV levagast és a
levonds skdlaparaméterét rogzitettnek tekintjiik, A, = A.(m,.).

A renormalasi feltételek kapcsolatot eredményeznek a Callan—-Symanzik-egyen-
letben egytitthatékként szereplé renormalési fiiggvények kozott:

o = 2-—n. (2.71)
Induljunk ki az n = 2, [ = 0 esetre alkalmazott Callan-Symanzik-egyenletbdl, és vegyiik azt eltiin

kiils6 impulzusok esetén:

0 0
mra—,n% +ﬂ()‘r)a/\r -n

] LD (p, —p)p—o = m2aT D (05p, —p)p—o
_— (2.72)

A jobb oldalon felhasznéltuk a Zs—t rogzité renormalési feltételt. A bal oldalon a T\" (0, 0) = m?

renormalasi feltételt hasznélva fel, az alabbi egyenlet adddik:
m,ni —n|m? = mlo. (2.73)
amr T T
Innen leolvashatjuk a keresett Osszefliggést.

A ¢* elméletben tehdt a Callan-Symanzik-egyenlet, a renormaldsi feltételeket
is figyelembe véve az alabbi alakot Olti:

9 o n N
B2 T ] Yo
[m 8mr +ﬁ( )8>\r 277 772] r (Q1> » 41y P1, , D )
= m22 =T 0q, . @1 Pa)- (2.74)

Ez az egyenlet n = 0, [ < 2 kivételével minden esetben érvényes. Az [ = 1,2
buborékdiagramok,
renorméalasardl kiilon kell gondoskodni (1d. [2]).
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2.6. A renormalasi csoport

Ahhoz, hogy kiaknazzuk a renormélasi csoport transzformaciéival szembeni invari-
anciat, megvizsgaljuk az m, = 0 Ugy nevezett tomeges elmélet és az m, = 0 gy
nevezett tomeg nélkiili elmélet renormalt 1PI vertexfiiggvényeinek a kapcsolatat.

2.6.1. Az 1PI vertexfiiggvények és a skalatranszformacié

Végezziik el az
m, A, x, pi — pm, pA,  xi/p, ppi (2.75)

skalatranszformaciot, ahol p a skélaparaméter. Keressiik a skalatranszformalt és az
eredeti 1PI vertexfiiggvények kapcsolatat. Meg fogjuk mutatni, hogy a renormalt és
a csupasz 1PI vertexfliggvényekre egyarant fennallnak az alabbi Osszefliggések:

L™ (ppi; pm, pA) = p~ "= (pim, A), (2.76)
L (pgi, ppis pm, pA) - = p~ I (g pim, A). (2.77)
Az 1PI vertexfliggvények a p skalaparaméter homogén fliggvényei. A homogenitas
rendje éppen megegyezik a latszolagos divergencia fokaval.

Az atskalazott Green-fiiggvények
G (@1/p,...sxa/pipm,ph) = (OIT(d(x1/p) - d(@n/P))|0) pm,pn (2.78)
general6 funkcionalja:

[ Dpe e om)+ [ dza(@)é(z/p)

Z([J]7p) fD¢€_SPA([¢($)]7pm) (2.79)
Térjiink at a
1 T
() = —¢ (—) 2.80
(x) AW (2.80)
integréalasi valtozéra:
Dl e~ Serlp?' (p2)]pm)+ [ dwd(@)pg’ (z)
20 = L (2.81)

T D@ e—Sorod (ox).om)
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Vezessiik be ezek utdn az &' — zp integréldsi valtozét:
Srllpo elom) = [ s (50,6 (o210, (p) + 3P Pl )
o o))
= o (Jas o)+ prtl
S

= Sa([¢'(@)],m). (2.82)

Ezt és a forrastag alakjat is figyelembe véve, az 6sszefiiggd Green-fliiggvények general6 funkcionaljara
az alabbi transzformécios tulajdonsagot kapjuk:

Wip, Jl = WipJ]. (2.83)
Mivel a bal oldalon all6 funkciondl az atskalazott 6sszefliggé Green-fliiggvényeket generdlja, irhatjuk
(a derivaldsokat csak ,.elnagyoltan” jelolve), hogy
d"Wip, J] "W (pJ]
G(n) i ; ) A = : =p"
¢ (@i/p; pm, pA) 5 T
= "G (z5;m, A). (2.84)
Végezziink Legendre-transzformaciot, hogy megkapjuk az atskélazott 1PI vertexfiiggvények generald
funkciondljat:
Mgl = ~Wlpt)+ [ ddes@e()
= —Wip,J]+ /d%x'J(x’)go(:E')

= —WipJ]+ / d*zpJ (x)p’p(x)

= T[p’yl. (2.85)
Innen derivalassal kapjuk, hogy:
1) o
I‘(n) i . A — . 3 — 3n T 3
(zi/p; pm, pA) 5o [p°pl =p 5o [p° ¥l
= " (z5;m, A). (2.86)
Végezziik el a Fourier-transzformaciot, mikézben felhasznéljuk, hogy
x
o= e (2.87)
dz; = prdtl, (2.88)
p

ekkor a baloldal Fourier-transzformaltja:
an d4wi ipp-x;/ (n)
P Hp—4€ preie T ([ p; pm, pA)
= p"(@m)*(_ ppi) T (ppi; pm, pA)

= 2m)*p" 6 p)T (ppis pm, pA), (2.89)

3
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a jobboldal Fourier-transzformaltja pedig:
Pgn(2ﬂ)45(z pi)T™ (pism, A). (2.90)

A két oldalt egyenl6vé téve leolvashatjuk a kivant skalatranszformaciés tulajdonsagot. Hasonléan
végezhetjiik el a bizonyitast a ¢ betétrészeket tartalmazé 1PI vertexfiiggvényekre. A bizonyitdsok

a renormalt vertexfiiggvényekre is hasonloképpen torténhetnek.

2.6.2. Az m, =0 elmélet mint a tomeges elmélet hataresete

Az m, = 0 elméletr6l megmutatjuk, hogy az a tomeges elmélet hatéresete, ha a
m, = 2 po oo (2.91)
p

hataratmenetet képezziik.

Induljunk ki a tomeges elméletre vonatkozé Callan—Symanzik-egyenletbdl:

) o )
_n ™) (-
M g, PO g, T M) | s A )
= m}(2 = n(A)E (05 pis Ay, my). (2.92)

Nem teljesen trivialis, hogy a renormalt 1PI vertexfiiggvényeknek létezik az m, — 0
hatérértéke, mert ebben az esetben tovabbi, infravords (IR-) divergencidk felléptének
veszélye jelentkezik a Feynman-diagramokban. (Durvan szdlva: a propagéatorok
nevezoibol eltlinik a tomeg, és az impulzusok szerinti integralok a p — 0 hataron
divergenssé valhatnak.) A Callan—Symanzik-egyenlet segitségével azt mutatjuk meg,
hogy ez nem kovetkezik be. Tekintsiik ehhez a Callan—-Symanzik-egyenletet a p; —
ppi (p — o0) aszimptotikus kiilsé impulzusoknél.

Az 1PI vertexfiiggvények aszimptotikus kiils6 impulzusoknal mutatott viselke-
dését Weinberg tétele adja meg. Legyenek p; nem kivételes kilsd impulzusok, vagyis
olyanok, hogy barmely nem trividlis részhalmazukban az impulzusok 6sszege zérustol
kilonbozo. Ekkor az 1PI vertexfiiggvényekre az alabbi becslések igazak p — oo
esetén:

T (pp) — p* 2. {Inp hatvinya}, (2.93)
- 1

(I+1n) (. 4—n—2 * ,
r (ppi) — p e {Inp hatvinya}. (2.94)

Felhasznédlva Weinberg tételét, az aszimptotikus kiils6é impulzusok tartomanya-
ban a Callan-Symanzik-egyenlet bal oldalan all6 tagok a p hatvanyaiban vezeto
rendiiek. Ezért a jobb oldalon 4ll6, inhomogenitast okozo tagot elhagyhatjuk. Ekkor
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a tomeges elméletben, az aszimptotikus tartomanyban érvényes homogén Callan—
Symanzik-egyenletet kapjuk az 1PI vertexfiiggvényekre:

0 0 n -
— _n ™) (i _
M amr - 5()\7“) a)\r 2 n()\r) Fr,as(ppza )\7”) mr) 0. (295)

Idézziik most fel, hogyan transzformalédnak az 1PI vertexfiiggvények a p; —
0'pi, m, — p'm, skalatranszformécié soran (1d. az el6z6 fejezetet):

FO(pi ) = 0O (g A, (296)
Eljiink specidlisan a p/ = 1 /m,. vélasztéassal:
B s A1) = e O 0 m,). 207)

Ez természetesen az aszimptotikus tartomanyban is érvényes. frhatjuk tehat, hogy
az aszimptotikus 1PI vertexfiiggvények a tomeges elméletben az aldbbi egyenletet
elégitik ki:

o5
>
3

O |

”n(A»] my T (ppi/m; A1) =0, (2.98)

azaz

g 9 n 4—nT(n) bi .
[mramrJrﬁ()w)a)\r 2“(&)1 my T, (mr/p’k"’l = 0. (2.99)

Az eredmény azt mutatja, hogy a tomeges elmélet aszimptotikus 1PI vertexfiiggvényei
egyuttal az m,./p — 0 tomeg nélkiili elmélet vertexfiiggvényei (véges normalasi fak-

tortdl eltekintve). Ezekre a vertexfliggvényekre homogén Callan—Symanzik-egyenlet

érvényes, amelynek megoldasarol pl. az n = 2 esetben meg lehet mutatni, hogy

2. = p2-P(ln£>, (2.100)

ahol P(z) polinom.

Nyilvanvalo, hogy a tomeg nélkiili elmélet 1PI vertexfiiggvényeiben a fenti
médon megjelené m, tomegparaméter teljesen onkényes, amelytél nem fligghetnek
az elmélet fizikai allitasai. Hogy ez valéban igy van, az annak a kévetkezménye,
hogy fenndll a homogén Callan-Symanzik-egyenlet. Az ilyen tipusu egyenletek
megoldasat vizsgalva be lehet 1atni, hogy az aszimptotikus kiils6 impulzusokra fennall6
skalaszimmetriat az biztositja, hogy a renormélt A, csatolasi dlland6 a renormalt m,
tomeg alkalmas fiiggvénye.
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2.6.3. A renormalasi csoport homogén egyenletei tomeg nélkiili elmé-
letben

Az el6bbiekben lattuk, hogy a tomeg nélkiili elmélet 1PI vertexfiiggvényei a tomeges
elmélet 1PI vertexfliggvényeinek aszimptotikus hatareseteként kaphatok meg. Ezek-
re a homogén Callan—Symanzik-egyenlet érvényes. Ez az egyenlet kifejezi a fizikai
elmélet invariancidjat a tomeg nélkiili elméletben fellépd m,. skdlaparaméter onkényes
megvalasztasaval szemben. A Callan—-Symanzik-egyenlet alapjéan bizonyithaté, hogy
a tomeges ¢* elmélet perturbativ iton renormélhaté. Az tehét, hogy a tomeg nélkiili
elmélet felfoghatd, mint a tomeges elmélet aszimptotikus hataresete, igazolja a tomeg
nélkiili ¢* elmélet renormélhatdsagat is.

Most megmutatjuk, hogy a tomeg nélkiili elmélet 1PI vertexfiiggvényeire kozvet-
leniil is levezetheté egy homogén egyenlet, amely kifejezi az elmélet invariancidjat a
1 skalaparaméterrel szemben, amely lehet a dimenziés regularizacié skalaparaméte-
re, vagy a rogzitett impulzushoz kotott levondsi sémaban a levondsi pontot megadé
parameéter.

Megjegyezziik, hogy a tomeges elméletben az aszimptotikus tartoményban az 1PI 2-pont
vertexfiiggvényekre kirott renormdlasi feltételek koziil

r® =0 = 0 (2.101)

r,as

kiréhat6 az origéban, de

0 =~
—1® (2.102)
8])2 r,as =0

divergdl. Ezért a mésodik feltétel az aszimptotikus 1PI vertexfiiggvényre csak valamilyen p?> =
u?, p # 0 levagasi pontban réhaté ki. A tomeg nélkiili elméletben ezért a szokdsos (ellent-

mondédsmentes) renormaldsi feltételek:

r®p?=0 = o, (2.103)
0 ~
8—1)2F(2)(p2=/l2) = 1 (2.104)
W (p; = pubi) = A, (2.105)

ahol p0; nem kivételes kiils6 impulzusok.

Az elméletet akkor nevezziik tomeg nélkiilinek, ha a renormalt tomeg zérus,
m, = 0. Ilyenkor a csupasz 1PI vertexfiiggvények csak a A\ csupasz csatolasi
dllandotol és a A levdgastol fiiggenek, mert a csupasz tomeget az m? = m? f(m /A, \)=
0 feltétel rogziti. A dimenzionalis megfontolasokat is figyelembe véve:

. A ~
L (pss Ay ) = 27 <—,Ar> L0 (pg; A, A). (2.106)
1
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Tekintve, hogy a csupasz elmélet, amelyet a renormalds soran azonosan irunk &t,
fliggetlen a p paramétertol, azért a renormalt elméletnek is attol fiiggetlennek kell
lennie. Ez a renormalési csoport transzforméacidival szemben mutatott szimmetria a
renormalasi csoportnak a renormalt 1PI vertexfliggvényekre vonatkozo egyenleteire
vezet. A csupasz elméletben trividlisan:

0 ~
(n) —
=" (pi, A, A = 0. 2.107
) (2:107)
Ezt felhasznalva a renormalt 1PI vertexfiiggvényekre az alabbi egyenletet kapjuk:
0
(n)
:U’_Fr (plv >\7‘7 lu’)
o AA
= —Z: 1y — 7z <—, >\r> + Z5pu—I™
2 op — \p AA o
n = A
_ Pyspe, 9y g (-, AT,) (2.108)
2 O ) ha

Innen az aldbbi homogén parcialis differencidlegyenletet kapjuk a renormalasi cso-
port egyenleteként:

o - 0 n ~
— + B\, — =i(A) | T8 (pis Ay 1) = 2.1
(13 + BOV) 55 = 50 ) E i, ) =0 2.100)
ahol bevezettiik a renormaldsi csoport fiiggvényeit:
> o\,
BA) = n ; 2.110
&) = g (2.110)
OlnZ
nA) = p 2.111
o) 7, (2111)

Utébbiak elvben fliggenek a A/p dimenzidtlan véaltozdtdl is, azonban amikor a A —
oo hatérértéket képezziik, akkor 1étezik a hatarértékiik. (Ezt onnan tudjuk, hogy az
elmélet renormélhatosagat az elozo6 fejezetben, mint a renormalhaté tomeges elmélet
hatéresetét, belattuk.)

A bizonyitast mellézve kozoljiik, hogy a ¢? betétrészeket tartalmazé renormalt
1PI vertexfiiggvényekre hasonlé homogén egyenlet érvényes (n = 0, < 2 kivételével):

o ~ 9 n._ i .
(u@+5(mm ——n(Ar)—lm(Ar)> T (qr, . qipis- - o) =0, (2.112)

2

ahol bevezettiik a renormalési csoport egy tovabbi fiiggvényét:

- 0
7]2()\7") = M@lﬂzz

(2.113)
MA
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E fejezet végén még azt szeretném kihangsulyozni, hogy ha egyszer rogzitettiik
a renormalasi sémat, akkor a renormalasi csoport fliggvényei a perturbdcidszamitas
tetszoleges rendjében szamolhatok. Ismeretiikben pedig a renormalési csoport egyen-
leteinek megoldasa szolgdltatja a renormalt 1PI vertexfiiggvényeket.

2.6.4. A renormalasi csoport homogén egyenletei tomeges
elméletben

A korabbiakban azt lattuk, hogy a tomeg nélkiili elmélet a tomeges elmélet aszimp-
totikus hatdresete. Most feltessziik azt a forditott kérdést, hogy a tomeg nélkiili
elmélet 1PI vertexfiiggvényeibdl le lehet-e szarmaztatni a tomeges elmélet 1PI ver-
texfiiggvényeit. Mivel az allandé kiilsé forrashoz csatolt ¢? betétrész a tomeg kon-
stans eltolodasat eredményezi, ezért az a gyanunk, hogy a tomeg nélkiili elmélet zérus
impulzushoz tartozé ¢? betétrészeket tartalmazoé renormalt 1PI vertexfiiggvényeibdl
meg lehet konstrualni a tomeges elmélet renormélt 1PI vertexfiiggvényeit. A bonyo-
dalmat, amiért nem trivialis, hogy a sejtésiink igaz, az okozza, hogy a tomeg nélkiili
elméletben a zérus impulzushoz tartozé ¢? betétrész IR-divergenssé teszi a Feynman-
diagramokat.

Pl. egy propagatorra betéve egy ilyen betétrészt, az impulzusintegrdl az alabbiak szerint

modosul:
/cl“qtf2 ~ /dqq <oo = /d“qq”q*2 ~ /dq qat. (2.114)
0 0

A helyzet valéjaban mégsem ilyen rossz, mert ha felosszegziink az 1PI ver-
texfiiggvényekben a ¢? betétrészekre, akkor az egyes diagramok IR-divergens tag-
jai szerencsésen kompenzaljak egymast. FEzért tugy jarunk el, hogy el6szor nem
dllandé K (z) kiils6 forrast tételeziink fel, amely a ¢? betétrészhez csatolddik, utdna
elvégezziik a ¢? betétrészek szerinti felosszegzést, és csak ezutdn tartunk a kiilsé
forrassal egy m? dllandéhoz (a ¢? betétrészek impulzusaival zérushoz). Ez az eljards
véges 1PI vertexfiiggvényeket szolgaltat, amelyek olyan elmélethez tartoznak, amely-
ben a renormalt tomeg m,..

Ezt a programot az aldbbiak szerint kivitelezziik. Vezessiik be a hatdsba a ¢?
betétrészt kiilsé K (x) forrashoz csatold tagot:

Slp, K] = /d4x %Z(@u@f + % (5m2 + Z2K(x)) (%),

+ %)\TZ,\qﬁf] . (2'115)

Ebbdl a hatasbdl kiindulva a szokasos eljarassal képezhetjiik az 1PI vertexfiiggvények
generald funkcionaljat kiilso forras jelenlétében. Nyilvanvaléan a beldle leszarmazta-
tott vertexfiiggvény az alabbiak szerint fejezheto ki a kiils6 forras hianyaban a tomeg
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nélkiili elméletben érvényes, ¢? betétrészeket tartalmazoé renormalt 1PI vertexfiigg-
vényekkel:

LI (prs o pus [KT A 1)
> 11 - - -
Zzll' /dch---szK(ql)-~-K(Qz)Fff’”)(ql,---,qz;pl,---,pn;kr,u)-
(2.116)

(A kiils6 forrds szerinti derivalds $¢? betétrészt generdl, innen az 1/2 faktor a jobb
oldalon.) Hassunk ennek az egyenletnek mindkét oldalara a

0 ~ 0

differencialoperatorral. Az egyenlet jobb oldalan a sor Osszegzését és a differencidl-
operator alkalmazédsat felcserélve, felhasznalhatjuk, hogy a tomeg nélkili elmélet
renormalasi csoportjanak egyenletei értelmében

D™ (g55 955 Ary 1)

(2.117)

n. ~ r(ln
= (577(&) +ln2(Ar)> L8 (g5 pss A, ). (2.118)
Ezek utan felhasznéljuk még, hogy
OO 11 % r(l,n)
QIZ'/dCh g K (qr) -+ K (@)™ (g5 i A, 1)
. 5 -
dgK (q)———T" (p;: [KT; M\, 11). 2.119
[ da @) ST i (v ) (2.119)
Ekkor az alabbi egyenletet kapjuk:
0 0 n
— =i\,
g+ B 5 277( )
—i(A /qu ] L (pi; [K]; Ar, ) = 0. (2.120)

Eddig végrehajtottuk a kiilsd forrds bevezetését és felosszegeztiink a ¢? betétrészekre
(I-re) miutan felhasznaltuk a tomeg nélkiili elmélet renormélési csoportjdnak egyen-
leteit. Most valasszuk a kiilsé forrast K(x) = m? édllandénak. Ekkor az 1PI ver-
texfiiggvény az allando kiilso forras jelenlétében a tomeges elmélet vertexfiiggvénye,
ami létezik, mert a tomeges elmélet renormalhatd. Masrészt az egyenletiink atirhato
az alabbi alakba:

~ 0 n._
~ 2 8 ~(n)
_nQ()‘T)mr om2 Fr (pi; my, )\T’> :u) =0. (2121)
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Ez a tomeges elmélet renormalési csoportjanak homogén egyenlete. Ez az egyenlet
nem azonos a Callan-Symanzik-egyenlettel. Az elénye az, hogy homogén és igy
egyszeriibb megoldani. Egy masik érdekes koriilmény, hogy eljarasunkkal a tomeges
elmélet renormalt 1PI vertexfliiggvényeit olyan paraméteres alakban kaptuk meg,
amely két tomegparamétert is tartalmaz, m,—et és pu—t. (Ez megfelel annak, hogy
pl. dimenzionalis regularizaci6 esetén nem éliink a kézenfekvé p = m, vélasztassal.)
Ennek a parametrizaldasnak az a tovabbi eldnye, hogy az m, = 0 eset egyszerl
helyettesitéssel nyerhetd, azaz nem kell hozza aszimptotikus viselkedést vizsgalni.

2.6.5. A renormdlasi csoport fiiggvényei a ¢* elméletben

A hatds a csupasz és a renormalt mennyiségek kifejezéseként a kovetkezd alaku:
1

A
Slp] = / d*~z _5(8u¢)2+%m2¢2+a¢41

1
=
=
i

1 1
= @@ 5200 1) @000 + 5 (A, 1)

Ar

R

ezmw,e,w;%] . (2.122)

A tomeges elméletben az altalanossig csorbitasa nélkiil élhetiink a y = m,. valasztéds-
sal. Korabbi szamolasaink alapjan a renormalési allandok csatolasi allandé szerinti
kifejtése:

Z—-1 = 0\, (2.123)
Zp—1 = m—2< O >+O()\2)

(s s

12 )
= —— 2.124

Zy—1 = A;hﬁ( >(2 )+O(A?)

3 2
= A——" 4 O\ 2.125

Zy—1 = (0>Q< )+O(A§)

1 2
= \—0= \2). 2.12
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Ezeket felhasznalva 1-hurok rendben:

A =

és

Ap~€

wNZE+ OV

—€

1

) (1 — A

1
T oW

T 1672

3
1672€

) + O,

= A\ (1 + N i) + O(\?).

"16m2e

A renormalasi csoport fiiggvényei definicié szerint:

B(Ars€)

0
N@)‘r()‘aﬂae)
_ ‘EA<1— 2 )
H a 1672¢
3
32 N, -2 3
167T2€( p =+ O(A?)

—eAu” + i)\2ﬂ—2e + O(\?)
82

—€e\, <1 + A i)

" 1672

3 2 3
+87T2)\T + O(X\°)

3 2 3
—€e\, + @AT + O(X)
3

2 3.
].671'2)\T + O()‘r)v

BAr) =

.0 — O()\2).
11_1)1/01#@ In Z()‘v s 6) - O()\T’>7

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)



o(N) = 2—n(\) =2+ 0(\2). (2.132)

2.6.6. A renormalasi csoport homogén egyenleteinek megoldasa

A renormélési csoport homogén egyenlete a A\¢* elméletben az aldbbi alakii:

0 ~ 0 n._
M@ + 5()\T)3>\r - 577()‘7“)
_ 0 | =m
—ﬂz(Ar)m?a—m% T (ps; pt, A, ) = 0. (2.133)

Megmutatjuk, hogy az egyenlet megoldasa:

~ ~ _ t _
T (s, Arymy) = FS")(pi;uet,A(t,Ar),m(t,Ammr))eXP{_g/ dt/ﬁ(A(t/’A’”))}’
0
(2.134)

ahol bevezettilk az an. futo csatoldsi dllandot és a futo tomeget az alabbi egyenle-
tekkel:

/ ) % _ (2.135)
_ _ AtAD - ia(€)
m(t, \p,m,) = mrexp{—/AT d£25(§)}

= mrexp{—%/o dt,ﬁg(j\(t/,)\r))}. (2.136)

Keressiik meg elészor a homogén egyenlet megoldését, azaz az 7j(\-) = 0 esetben a megoldést,
majd ennek ismeretében fogjuk meghatdrozni az eredeti, inhomogén egyenlet megolddsat. Ratérve
a homogén egyenlet megoldésira, irjuk a u skalaparamétert u = ppe~* alakba! Ekkor a megoldasra
varé egyenlet:

0

_& + ﬂ()\r)

0 1 0

6A7~ - UQ()\T)_

2" Dm, T (pi; pel, Ay my) = 0.

(2.137)

Vezessiik be a futé csatolasi allandot és a futd tomeget a fent megadott definicidval!l A definidlé
egyenletek atfogalmazhatdk peremértékfeladatta:

ON(t, Ay -

PLA) - piaan), (2.138)

MO, N) = Ay (2.139)
am(t,g,mr) _ —%m(t,/\r,mr)ﬁz(;\(f,/\r))a (2.140)
m(0, A\, my) = my. (2.141)
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Derivéljuk a futé csatolési dllandot definidlé egyenletet A, szerint:

1

ON(t, \)

1

BAEA))  OA B\ =0 (2.142)
B(M%A’TM_MMMT)) =0 (2.143)
g (/\T)a/\éif)_a/\%?r) =0 (2.144)

{ﬂ(mai gt] At A) =0, (2.145)

Latjuk tehat, hogy a futd csatolasi allandé is eleget tesz egy homogén parcidlis differencidlegyen-

letnek.

Teljesen hasonléan, ha a redukalt tomeg
akkor az alabbi egyenletet kapjuk:

definicié szerinti kifejezését derivaljuk A, szerint,

om [ AN OX (N
_ 2.146
o " { 2600 % 280w (2.146)
om _ ( o\ 77]2()\7“)
Ar = . 2.147
BN, m{ 2800 ot T 2 (2.147)
Derivaljuk most az m-t definidlé kifejezést ¢ szerint,
om _ i2(A) OA
- = — 2.148
at "B ot (2.148)
és helyettesitsiik be ezt a (2.147) egyenletbe, valamint hasznaljuk fel, hogy
om m _
Ekkor a futé tomegre az alabbi homogén egyenletet kapjuk:
0 0 77]2()‘7") 9 ~
Ao W A G, = 0. 2.150
[ ARy e g K (2.150)

A futé paraméterek fenti egyenleteit felhasznélva behelyettesitéssel meggy&zédhetiink réla,
hogy a (2.134) fiiggvények 77(\,.) = 0 esetén csakugyan megolddsai a renormadldsi csoport renormélt
1PI vertexfliggvényekre vonatkozé homogén egyenleteinek:

[—%Jrﬂ 8T nz%mTaimr} T(ps; po, A, 1)
orox  or om 1IN
= oot omoat oo
or om 772 or om
omoXN. 2 omom,
or [ o) ax
)Y {_E 8)\J
+@{_8_m om 8m}
om | ot Tax 2 "om,
= 0, (2.151)
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hiszen mindkét szogletes zardjel azonosan eltiinik a jobb oldalon.

Az altalanos 7(\) # 0 esetre vonatkozé megoldast most mar behelyettesitéssel egyszeriien
igazolhatjuk:

0 0 1 0 n_| (= n [t .,
[—a‘f'ﬁa—/\r —772§mra—mr— 577] (Fhomexp{_§/0 dt'n(n(t /\r))})

= i bmen -3 [t}

~+

(2.152)
A jobb oldalon a vertexfiiggvény kiemelhetd és egyiitthatéja:
- ~ b on O
—n(Ar) + (AL, A)) = B(Ar dt' —=

)+ A = B [ ar 2R

- KON

- _7 = _ 1 IA 0N

— =i i) - [argnd

= =) + A M) = [=7(A(E 0)) + AAE A))]

= 0. (2.153)

(Itt Thom jeloli a megfeleld homogén egyenlet megoldését 77 = 0 esetén.)

A fizikai mennyiségek természetesen ugyancsak kifejezhetok mint a p skdlapara-
méter és a A\, és m, renormalt csatoldsi allandé és tomeg P,(u, A., m,.) fliggvényei.
Ezek a csupasz A, m csatoldsi dllandétdl és tomegtdl és a A levagastol (vagy az e
dimenzi6tdl) fiiggé megfelelé P(A, m, A) mennyiségek A — oo (e — 0) hatédrértékei.
Mivel azonban az utébbiak nem fiiggenek a p skdlaparamétertol, azért csak azok a
P, (u, Ar,m,.) fiiggvények tekinthet8k fizikai mennyiségeknek, amelyekre fenndll a

0 0
0=pu—PA,m,A) = pu—2P.(u,\.,m, 2.154
o ( ) "o 7 ) : (2.154)
egyenlOség, azaz:
0 0 2 (Ar) 0 B
Mau + 5(>\r)a)\r 5 m"amr P, Arymy) = 0. (2.155)

Ez azt jelenti, hogy a fizikai mennyiségek invariansak a renormaldsi csoport transz-
formaciodival szemben.

Pl. meg lehet mutatni, hogy a A¢* elméletben a propagétor pélusa és rezidu-
uma, valamint az egzakt (a perturbdciészamitas Osszes rendjére felosszegzett) S—
matrix elemei invariansak a renormaldsi csoport transzformécidival szemben, vagyis
valéban fizikai mennyiségek.
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2.6.7. A renormalt 1PI vertexfiiggvények impulzusfiiggése

Az el6z6 fejezetben a renormadlasi csoport homogén egyenleteinek megoldasa azt
mutatta, hogy a renormalt 1PI vertexfliggvények csak a kiilsé labak szama altal
meghatarozott trividlis médon valtoztatjak értékiiket, ha a skalaparaméter értékét
valtoztatva egyuttal a csatolasi allandot és a tomeget is alkalmasan valtoztatjuk.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy ha ismerjiik rogzitett skalaparaméter mel-
lett a renormalt 1PI vertexfliggvényeket valamilyen p; referenciaimpulzusok esetén,
akkor tetszoleges pp; esetén az értékiiket meg tudjuk adni gy, hogy a renormalt
csatolasi allanddt és tomeget a futd csatolasi dllando és tomeg megfeleld, ¢ = In p—
nal vett értékével helyettesitjiik. Egyenloség alakjaban:

In =
(=n) =5 [ " AN )

T (opis Ay gy 1) = p

~ - 1
Fg,n) <p2, >\(11’l P, >\7«), ;m(ll’l P, >\r7 m?‘)v :U’> . (2156)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a kiilsé impulzusok atskalazasa esetén az 1PI
vertexfliggvények a kanonikus dimenzié szerinti, trividlisnak nevezheto, skaldzason
tul még tovabbi valtozast szenvednek, amely részben gy vehet6 figyelembe,

e hogy a renormalt csatolasi allandét és tomeget a futd csatolasi allandora és
tomegre (pontosabban p~!m-re) kell cserélni,

e ¢és hogy a kanonikus dimenziéhoz hozza kell adni az 1j és a régi impulzusok
viszonyatol figgd anomdlis dimenziot,

Do = —g/oldtﬁ()\(tlnp,A,,)). (2.157)

Ha a futé csatolasi allandé és tomeg allandé lenne, akkor a renormalt 1PI ver-
texfiiggvény a p paraméter (4 — n — D,,)—adrendii homogén fliggvénye lenne, mas
széhasznalattal skdlazna. A skdlazé vagyis a homogén fiiggvénynek megfelel6 visel-
kedéshez képesti eltérésrol az ad szamot, hogy a futé csatolasi allandot és tomeget
kell az egyenloség jobb oldalan hasznalni. Fontos, hogy errdl a nemtrivialis impul-
zusfiiggésrol a futd csatoldsi dllandoé és tomeg hasznalata teljes mértékben szamot
tud adni. Azt jelenti ez durvan szolva, hogy az atskéalazott kiilsé6 impulzusokhoz
tartozo folyamatok vertexfiiggvényei lényegében az eredeti impulzusokhoz tartozo
vertexfiiggvények megfeleloen erdsebb vagy gyengébb csatolasi dllandékkal. Ha
ismerjik tehat a renormalt 1PI vertexfliiggvények fiiggését a kiils6 impulzusoktdl
olyan esetben, amikor azok valamilyen nagysagrendbe esnek, akkor a futd, azaz
impulzusfiiggo csatolasi allandét és tomeget hasznalva meg tudjuk mondani a ver-
texfliggvények impulzusfiiggését a kiils6 impulzusok mas nagysagrendbe es6 értékei
esetén (nagyobb skéldn) is.
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(Még megjegyzem, hogy a homogén fliggvény fogalmat erésen &ltaldnositva haszndltam,
amikor az anomdlis dimenziét is figyelembe vettem, hiszen az maga is fiigg p-t6l, és nem allando.)

1. A bizonyitdshoz vegyiik a renorméaldsi csoport homogén egyenletét:

9 | = a i\ d 2(Ar)
o TN gy = g T

f‘g"n)(piv)\hmhu) =0. (2158)

Helyettesitstink ide pp;—t p; helyére.

2. Masrészt vegyilk azt az egyenletet, ami kifejezi, hogy a renormalt 1PI vertexfliggvények a
tomegdimenzidju valtozdiknak homogén (4 — n)—edrendii fiiggvényei,

AT (ppi Ay, ) = T (appi, A, e, ). (2.159)

Innen a homogén fiiggvényekre vonatkozé Euler-féle 6sszefiiggést kapjuk:
0] 9] d ] =
T F(n) (3 )\r T
[papﬂLma g ] (PPis Ay My 1)
= (A4=n)TM (opi, Arymr, ). (2.160)
3. Vonjuk ki a 2. pontban kapott egyenletet az elsé pontban kapottbol:
a = 0 n(Ar) 0
—p= Ar — 1 —
o+ B0 = (T3 1)

2 M,
_nﬁZ ()‘T)
2

—|—4—n] T (ppis Ay, ey 1) = 0. (2.161)

Oldjuk meg ezt az egyenletet, hogy megkapjuk a kapcsolatot a renormalt 1PI vertexfiiggvények
ppi és p; killsé impulzusoknél felvett értékei kozott.

4. A 3. pontban kapott egyenlet megolddsa trivialis, ha az elmélet tomeg nélkiili, azaz m, = 0
és kolcsonhatdsmentes, azaz 8 =1y = 0:

o ~
{_p(?_p o ”] L0 (ppis Ary iy ) =0, (2.162)
ahonnan:
L (ppis vy = 0,1) = p* "I (pis Ar, o). (2.163)

Tomeg nélkili, kolcsénhatdsmentes elméletben a renormdlt 1PI vertexfiggvények a kilsd
impulzusok homogén fligguényei. A homogenitds rendje az 1PI vertexfiigguények kanonikus
dimenzioja. Mas széhasznélattal azt mondjuk, hogy a vertexfiiggvények a kiils6 impulzu-
sokban a kanonikus dimenzié szerint skdldznak. Ne felejtsiik azonban el, hogy most nem
skédlatranszforméciét végeztiink, mert u véltozatlan az egyenlet mindkét oldalén!

5. A 3. pontban kapott egyenlet &dltaldnos megolddasa méar egyaltaldn nem trivialis. Ha
felhasznaljuk az el6z6 fejezetben a renormaéldsi csoport homogén egyenletének &ltaldanos
megoldasara kapott eredményt, amelyben a futé csatolasi allandé és a futdé tomeg szere-
pel, akkor a megoldas:

F( )(6 p’LaATamThu‘) = rn 6 X t ) (t ATamT) :uet) !
t

exp{ g ANE A ))} (2.164)
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Itt a p = e alakot hasznaltuk. Irjuk be a futé témeg mellé az 1 = efe™t tényezdt, és
hasznaljuk ki, hogy a renormdlt 1PI vertexfiiggvény a tomegdimenzidju véltozdinak ho-
mogén (4 — n)—edrendii fliggvénye:

f‘g‘n) (etpi; )\7‘7 my, M) = et(47n)f\£n) (pi; X(tu /\T)7 eitm(ta )\7‘7 mr)u ,U,) :

- exp {—g /t (A, /\T))} . (2.165)

0

Visszatérve a p véaltozora, kapjuk a keresett egyenléséget.

2.7. A futd csatolasi allando. Dimenzionalis transzmutacio

A futé csatolési dllandét az alabbi integralegyenlet definialja:

AtAr)  dor
/T 5w = ¢ (2.166)

Vezessik be a konvenciondlis
o2 92
= A, -, T 2.167
@ 47 47 ( )

jelolést, ahol az egyenlség jobb oldala rendre a A¢? elmélet, a kvantumelektrodi-
namika (QED) és a kvantumszindinamika (QCD) esetének felel meg. Természetesen
az integralegyenlet bal oldalan is mindig a megfeleld elmélet f—fliggvénye szerepel:

a(t,ar) dor
/ar 5w = ¢ (2.168)

A p-fiiggvény perturbacids sora az emlitett elméletekben:

Blz) = > bu g _ 2 > b—"x“—l, (2.169)
n=1 ™ n=1 ™

ahol a b, allandok értéke az egyes elméletekben kiilonbozé. Innen

11 (@)‘1+—bz/w2x+
B(x) - 72 T (51/71‘)2
_ rl bkl (2.170)

byat a7
1

amit behelyettesitiink az integralegyenlet bal oldaldba, majd elvégezziik az integralést:

T 1 1 b2 @(t,OKT>
l ] B

=t (2.171)



Ha a g-fuggvényt a legalacsonyabb rendben szamoljuk, akkor az un. wezetd lo-
garitmikus kozelitést (,,leading log approzimation” (LLA)) kapjuk. Jeldljiik ennek
eredményét o (t)-vel:

1 1 by

-—— = —t 2.172
ar(t)  a, T ( )

ahonnan
(078

1—0@%%7

al(t) = (2.173)

és a1(0) = a.

Ha eggyel magasabb rendii kozelitéssel éliink, akkor az integrélegyenlet meg-
oldasat kereshetjiik

a(t,ar) = on(t)f(t) (2.174)

alakban. Ezt behelyettesitve az integralegyenletbe és felhasznélva az a;—re vonatkozé
egyenletet, az alabbi egyenletet kapjuk az f(t) fliggvényre:

s 1 1 bg (03]
- 1=2] = Zhn=4+001 2.175
blcn( f) B, TOWS) (2175)
ahonnan:
m 1
¢ _ b1 a1
A Ty
1

= . 2.176
1—%@%1:0‘1;—?) ( )

Ennek felhasznalasaval a futo csatolasi allandora az alabbi eredményt kapjuk:

i (t)
1 — ai(t) by In ai(t)
b1

T ar

a(t,a,) = (2.177)

Ez az tn. vezetd logaritmikus kozelitést kovetd kozelités (,next to leading log
approximation” ).

Vizsgéljuk most vezeto logaritmikus kozelitésben a futé csatolédsi dllandét a
QED és a QCD esetén.

A QED-ben by = 2/3 és igy:

a(t) = —— (2.178)



Tegytik fel, hogy «, a kiilsé impulzusok py referenciaértékéhez tartozik. Bevezetve
ap=e' = p/py egyenldséggel az atskaldzott impulzus p nagysdgat, {rhatjuk, hogy

a1(po)
Q = , 2.179
l(p) 1—a1(p0)3%rlnp% ( )
a1(p) a1(po)
= . 2.180
1+a1(p)3%lnp 1+0z1(p0)3%1np0 ( )

Ez azonban azt jelenti, hogy tetszoleges p impulzus esetén az egyenlet bal oldalan
all6 kifejezés allandd. Jeloljiik ezt az alland6t (3m/AZ pp)-vel, ekkor:

alp) = ——— (2.181)

Innen leolvashatjuk, hogy a futé csatoldsi allandé p — 0 esetén eltiinik és p/Agpp —
1 esetén végtelenhez tart. Az utobbi miatt azonban nem kell a valésagos rendszerek
esetén aggddnunk, mert Aggp (itt nem részletezett becslések alapjén olyan nagy
érték, hogy még azt megkozelité nagysagu impulzusok sem fordulnak el semmilyen
jelenleg ismert fizikai rendszerben. Ezért a kvantumelektrodinamikai szamolasokban
mindig sokkal kisebb a futé csatolasi dllando értéke mint 1, és a perturbacidészamitas
jol alkalmazhat6. A futo csatolasi alland6 LLA becslése is csak kis impulzusok esetén
érvényes, de — mégegyszer hangsilyozom — a valésagos fizikai rendszerekben minden
impulzus kicsi a Aggp skédlan.

Teljesen hasonlé elemzést lehet végezni a QCD-ben. A kiilonbség az, hogy
by = —5 < 0. (A szdmérték 3 kvarkiz (flavour) és 3 szin (colour) esetére vonatkozik.)
Ekkor, az el6bbi gondolatmenetet megismételve, bevezethetjiik a Agep dllandét,
amelynek segitségével az LLA eredmény:

ai(p) = Lz. (2.182)

91ln K;)CQ—D

Ez a futd csatolasi dllandé nagy impulzusok esetén zérushoz tart, a perturbaciosza-
mitds is csak ilyen esetben alkalmazhaté. Ha az impulzus Agep nagysdgrendjére
csokken, akkor az LLA eredmény végtelenhez tart. Természetesen ilyen impulzusok
esetén maga az LLA és a perturbdcidszamitas is felmondja a szolgalatot. Ezért tulaj-
donképpen nem is tudjuk, hogy pontosan hogyan viselkedik ebben a tartoméanyban
a futé csatolasi allandd. Az olyan elméleteket, amelyekben a futé csatolasi allandé
nagy impulzusok esetén eltlinik, aszimptotikusan szabad elméleteknek nevezziik. A
tapasztalattal valé Gsszevetés alapjan Agep ~ 100 MeV nagysdgrendii.

Mindkét megvizsgalt elméletben az az érdekesség kovetkezik be, hogy bar a
fotonok ill. a gluonok tomege zérus, mégis generalédik az elméletben egy tomegskala
a renormalas soran, vagyis a kvantumeffektusok eredményeként, amelyet Aggp ill.
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Agep jelent. Ezt a tényt dimenziondlis transzmutdcionak nevezik. A dolog az-
zal kapcsolatos, hogy az eredeti, tomeg nélkiili klasszikus elmélet skdlatranszfor-
maciékkal szemben invaridans. A kvantumfluktuaciok kovetkeztében azonban ez
a szimmetria a renormalt kvantumtérelméletben elvész. Amikor egy szimmetria
a kvantumeffektusok kovetkeztében menthetetleniil megsériil (azaz nem lehet tgy
renormélni az elméletet, hogy a szimmetria megdrzédjon a kvantumelméletben is),
akkor azt mondjuk, hogy az adott szimmetria anomdlisan séril. A dimenzionalis
transzmutacio a skalatranszformaciékkal szembeni szimmetria anomaélis sériilésének
(anomaélidjanak) kovetkezménye. e

2.8. Az UV- és IR-fixpontok

A renormalhaté elméleteket osztdlyozni lehet aszerint, hogy kis ill. nagy impulzu-
sokndl (t — +00) milyen viselkedést mutatnak. Ennek tanulményozéasira a renormé-
lasi csoport egyenletei alkalmasak. Pontosabban, miutan ismerjiilk az altalanos
megoldas alakjat, tudjuk, hogy a t — 400 hataresetekben mutatott viselkedést a
futo csatolasi allandé szabja meg. A futo csatolasi allandét a f—fiiggvény segitségével
definidltuk, ezért az donto szerepet jatszik a futd csatolasi allandé és az elmélet kis
és nagy impulzusoknal mutatott viselkedésében.

Az egyszertliség kedvéért most csak olyan elméletekrol fogok beszélni, amelyben
egy csatolasi dlland6 van. Azonkiviil feltessziik, hogy t a (—oo, +00) intervallumban
valtozhat. Ez a korabbiak értelmében azt jelenti, hogy a renormalés soran bevezetett
1 skalaparaméter értéke tetszoleges lehet, vagyis nincsen az elméletben természetes
levagasi paraméter. Az alapvetd kolesonhatdsok elméletei ilyenek. (Nemalapveto
kolesonhatéasok leirasara szokas olyan elméleteket, in. effektiv elméleteket hasznal-
ni, amelyekben van természetes leviagds.) Ha t — +oo, akkor ez a futé csatoldsi
allandét definialé integralegyenlet alapjan ugy lehetséges, hogy

1. vagy véges intervallumra integralunk a bal oldalon, de ezen az intervallumon
B(z)-nek zérushelye van;

2. vagy a -fiiggvénynek nincsen az integraldsi intervallumban zérushelye, de az
intervallum végtelen, azaz A(t, \,) — oo, ha t — oo vagy t — —o0.

A p(x)-fiiggvény zérushelyeit a csatolasi allando fliggvényében fixpontoknak nevez-
zik. Az elnevezés onnan ered, hogy ezekben a pontokban

0

azaz a renormalt csatolasi allandot nem kell véltoztatni, ha a p skdlaparaméter
értékét rogzitett csupasz csatoldsi allando és levagasi paraméter mellett valtoztatjuk.
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A fixpontokat aszerint osztalyozzuk, hogy a futd csatolasi allandé t — o0
vagy t — —oo esetén tart-e a fixponthoz. Az elsé esetben UV-fixpontrdl (u —
00), a masodik esetben IR-fixpontrél beszéliink. Az, hogy a f—fliggvény zérushelye
UV- vagy IR-fixpont, eldonthetd a f—fliggvény ezen pontban vett els6 derivaltjanak
el6jele alapjan. Legyen A fixpont, akkor

o |5 > 0 esetén A IR-fixpont;

e (|5 < 0 esetén A UV-fixpont.

A pB-fiiggvényt sorbafejthetjitk a A.-hez legkézelebb fekvé A fixpont koriil:
B(x) ~ bi(z = N), (2.184)
ahol
Bls = b (2.185)

allandd, a f-fliggvény derivéltja a fixpontban. A futé csatoldsi allandét definidlé integralegyenlet
bal oldalan ¢t — +o0o vagy t — —oo esetén az integralt a pdlus hatdrozza meg. Az egyenlet
aszimptotikus alakja:

A(t,Ar) 3 Y
/ _dr L ABA) A (2.186)
A b1 (I — A) bl )\r - A
ahonnan:
MEA) = €T — A+ A (2.187)

érvényes a fixpont kozelében. Innen leolvashatjuk, hogy ha a S—fiiggvény els6 derivaltja a fixpont-
ban pozitiv (negativ), azaz by > 0 (b1 < 0), akkor a futé csatoldsi dllandé t — —oo (t — +00)
esetén tart a fixponthoz, azaz a fixpont IR-fixpont (UV-fixpont). Az dbrak szemléltetik az IR~ és
UV-fixpontot.

B B

>
>

t— —o { 5+oo

IR uv

Ha csak egy csatoldsi alland6 van az elméletben, akkor A, = 0 mindig fixpont,
hiszen a perturbéaciészamitdsban 5(0) = 0 adédik. Ha a A = 0 fixpont UV-fixpont,
akkor az elméletet aszimptotikusan szabadnak nevezziik. Ilyenkor ¢ — oo esetén a
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futé csatoldsi alland6 zérussé valik. Ilyen elmélet a kvantumszindinamika, az erds
kolecsonhatés elmélete. Ha A = 0 IR-fixpont, akkor az elméletet IR-stabil elméletnek
nevezziik. Erre példa a kvantumelektrodinamika és a A¢? elmélet.

A perturbdciészémités csak a A = 0 fixpont koriili viselkedést adja meg. Tulaj-
donképpen arrol csak nemperturbacios modszerekkel lehet ismeretet szerezni, hogy
az elméletek hogyan viselkednek a csatoldsi dllandé mds (véges) értékeinél. Ezek
a modszerek azonban még mindig nem elég hatékonyak ahhoz, hogy pontos is-
mereteink legyenek.

Elképzelheto, hogy egy elmélet tobb fixponttal is rendelkezik. Példaul a kvan-
tumelektrodinamika esetében vagy az a helyzet, hogy a S-fiiggvény mindvégig pozitiv
és szigorian monoton né (baloldali dbra), mint ahogy azt az LLA eredmény szug-
geralja, vagy pedig egy maximumon athaladva ismét csokkenni kezd és véges argu-
mentumnél eltiinik (jobboldali abra).

Q4ED? QED?
P*?

/ \/\/UV A

IR

Elképzelheto az is, hogy a csatolasi allandé mindvégig negativ marad és szi-
goruan monoton csokken (baloldali dbra). Ekkor ¢ — —oo esetén a futé csatoldsi
allandé végtelenné valik. Azt mondjuk, hogy ilyen elméletben IR rabszolgasag je-
lentkezik. Elképzelhetd, hogy a kvantumszindinamikaban ez valésul meg és az in-
fravoros rabszolgasdg magyarazza a bezarast. Az is elképzelheté azonban, hogy a

kvantumszindinamikdnak van egy IR-fixpontja is és az felelés a bezarasért (jobb-
oldali dbra).

Ha egy elméletnek legalabb két fixpontja van, akkor azok a csatoldsi allandé
teljes intervallumat tartomanyokra bontjak. A tartoményok két szomszédos fix-
pont, ill. a végtelenhez legkozelebbi fixponttdl a végtelenig nyuld intervallumok.
Aszerint, hogy a renormalt csatolasi allandét melyik tartoméanybdl vessziik, fizikailag
kiilonbozo elméleteket kapunk. Azt szoktuk ilyenkor mondani, hogy az adott klasszi-
kus hatédssal definialt kvantumtérelméletnek kiilonbozé fazisai vannak. Kiilonbozo
fazisok léte érdekes kérdéseket vet fel. Példaul ilyeneket, hogy a vakuum melyik
fazisban van, lehetségesek-e atmenetek egyik fazisbdl a masikba, stb.
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2.9. C)sszefoglalés

A regularizalt elméletben osztélyozhatjuk a fellépé ultraibolya (UV-) divergencidkat.
Ha csak véges sok kiilonbozo tipusu UV-divergencia 1ép fel, akkor az elmélet re-
normalhaté. A perturbativ médon torténo renormalas lényege, hogy a hatashoz a
hurokkifejtés minden rendjében ujabb és jabb ellentagokat adunk hozzd. Ezeket
ugy valasztjuk meg, hogy a hurokkifejtés adott rendjében kiejtsék az UV-divergenci-
akat. Az igy eléallt renormalt hatas alakja megegyezik az eredeti hatasaval, a benne
szerepl6 renormalt paraméterek pedig az eredeti, in. csupasz paraméterek és a re-
gularizaciés paraméter(ek) fiiggvényei. Az ellentagok meghatérozasa a véges tagok
tekintetében Onkényes. Az egyértelmiisités megfelel6 szamu renormaldsi feltétel
kirovasaval teheté meg. Annyi renormélasi feltételre van sziikség, ahany latszo-
lagosan divergens Feynman-diagram van az elméletben. A renormalési feltételek
a megfelel6 diagramok altal leirt amplitudok értékét rogzitik valamilyen kiilsé im-
pulzus(ok) esetén. Ezért az elméletben még a renorméldsi feltételek kirovasa utéan is
marad egy onkényes, a kiilsé impulzusok tomegskaldjat meghatarozé p paraméter.
(Dimenzionalis regularizécié esetén ez a csatolasi dllandé dimenziétlanitdséhoz sziik-
séges 1 paraméter.) A fizikai elmélet azonban nem fligghet ettél a paramétertdl, ez
az elmélet szimmetridgja a renormadlasi csoport transzformaciéival szemben, ame-
lyek a paraméterek (csatoldsi dllanddok) véltozasat adjak meg a tomegskala (a p
paraméter) megvaltoztatdsakor.

Az elméletbdl kiolvasott valamely mennyiség fizikailag értelmes, ha a neki
megfelel6 csupasz mennyiség fliggetlen a skalaparamétertol. Ezt a renormalasi cso-
portnak az adott mennyiségre vonatkozo egyenlete fejezi ki matematikailag.

A renormalasi csoport egyenleteit felirtuk az 1PI vertexfliggvényekre. Meg-
mutattuk, hogy a tomeg nélkiili elmélet renormalt 1PI vertexfiiggvényeire homogén
egyenlet érvényes, s azok gy viselkednek mint a megfelel6 tomeges elmélet renormalt
1PI vertexfiiggvényei aszimptotikus kiilsé impulzusoknal. Masrészt a tomeg nélkiili
elmélet renormaldsi csoportjanak homogén egyenleteibél homogén egyenletek szar-
maztathatdk le a tomeges elmélet renormalt 1PI vertexfliggvényeire vonatkozdan.
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A renormalasi csoport renormalt 1PI vertexfiiggvényekre vonatkozé homogén
egyenleteinek altalanos megoldasa mutatja, hogy az onkényes p skalaparaméter
valtoztatdsat a csatoldsi dllandé és a tomeg megfelel valtoztatasaval (,,futtatéd-
saval”) kell kompenzalni, hogy biztositsuk az elmélet fizikai tartalmanak valtozat-
lansdgat. A futd csatolasi allandé és a futd tomeg ezért keriilt bevezetésre.

Megmutattuk azt is, hogy az 1PI vertexfiiggvények a kiilsé impulzusok at-
skalazasa esetén kanonikus dimenziéjuknak megfeleléen skalaznak tomeg nélkiili,
kolesonhatasmentes elméletben. Ha van kolesonhatéds (és esetleg tomeg), akkor a
skalazasi dimenzié anomalis és az eredeti skalanak megfeleld csatoldsi allandét a
futé csatolasi allandé 1j skaldnak megfeleld értékével kell helyettesiteni.

Megismerkedtiink végiil az elmélet UV- és IR-fixpontjainak fogalmaval, vala-
mint az aszimptotikus szabadsag és az IR-rabszolgasag jelenségével.
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II. FOLYTONOS GLOBALIS SZIMMETRIA
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3. Linearisan abrazolt folytonos globalis
szimmetria

3.1. A Ward—Takahashi-azonossagok

A Kklasszikus térelméletben a folytonos globdlis szimmetridk megmaradé toltések
létezését eredményezik. Noether tétele értelmében minden folytonos szimmetriahoz
pontosan annyi megmaradd aram tartozik, ahany generdtora van a szimmetria-
csoportnak. Most azt fogjuk megmutatni, hogy folytonos globalis szimmetria esetén
az elmélet (Gsszefliggd) Green-fiiggvényei, ill. 1PI vertexfiiggvényei kozott azonos-
sagok allnak fenn. Ezek a Ward—Takahashi-azonossagok, amelyek a csupasz és a
renormalt elméletben egyarant fennallnak. Ezek az azonossiagok a szimmetridval ren-
delkez6 renormalt kvantumtérelmélet alapvetd fontossagu osszefliggései. Fennallasuk
biztositja, hogy az elmélet a klasszikus szinten meglevé szimmetria megorzésével
renormalhato.

Miel6tt a Ward—Takahashi-azonossagokra ratérnénk, vizsgaljuk meg altalano-
san azt az esetet, amikor a térmennyiségek egy folytonos szimmetriacsoport linearis
abrazolasa szerint transzformalédnak.

Legyenek ¢; a G folytonos csoport D(G) linedris dbrdzoldsa szerint transz-
formaléd6 mennyiségek. Jeloljék a csoport generatorait ebben az dbrazolasban a t*
N x N-es (valds ortogondlis) matrixok. Ezek eleget tesznek a Lie-csoportok szem-
pontjabdl alapveto

[ta?tb] = fabctc (31)

relacicknak, ahol f,,. a csoport szerkezeti allanddi. Legyenek a generatorok az
aldbbiak szerint normalva:

Tr(tt*) = —No§*. (3.2)

Az, hogy a ¢; mennyiségek a D(G) linedris abrazolds szerint transzformalédnak, azt
jelenti, hogy infinitezimalis w® folytonos paraméterekkel jellemzett csoporttranszfor-
maciok esetén:

¢; = i+ = b+ 0o (3.3)

Aldbb megmutatjuk, hogy a ¢; mennyiségek legalabb kétszer folytonosan diffe-
rencidlhato S(¢;) fliggvényei terében a csoport generdtorait a

a a a
A = _ti j ¢ i a—@ (3 4)
differencidloperatorok abrazoljak.
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Képezziik az alabbi kommutatort:
0 0
a b a b
A%8YS = [ty | 5

= it [‘bﬂ 90, (“” ¢>) B (¢’ ¢>}

9%S 9%S
— a4l 4. —
Hitkidson (8@8@ 8¢k8¢i) s ’”¢J 8(;5 s ”(bl 8(;5

. oS
- (tkz ij tkit?j) (b]' %
. 0
= _fabctk_j¢j %
—  fueACS, (3.5)

Ezzel belattuk, hogy a A, operatorok pontosan azoknak a relaciéknak tesznek eleget mint a csoport
generatorai.

Amennyiben a ¢;(z) mennyiségek a G csoport D(G) linedris abrazoldsa szerint
transzformél6dé terek, akkor a csoport generdtorait az S[¢] funkciondlok terén a

B 5
- —/dxt O e (3.6)

operatorok abrazoljék.

A fenti szimmetriat globdlisnak nevezziik, mert a térmennyiségek a téridé min-
den pontjaban azonos modon transzformalédnak, azaz a transzformacié w® paraméte-
rei fliggetlenek a térido koordinataitol.

Azt a tényt, hogy az elmélet a klasszikus S[¢] hatds szintjén globélis folytonos
szimmetriaval rendelkezik, a

08 =w'A*S =0 (3.7)
egyenlet fejezi ki.

Ha a Z[J] generalé funkciondlban attériink olyan 1j ¢’ integraldsi valtozora,
amely az eredeti ¢ valtozobdl egy tetszbleges infinitezimalis csoporttranszformécio-
val 4all elo, akkor természetesen a generdlé funkcional valtozatlan marad. Masrészt,
figyelembe véve, hogy a klasszikus, fagraf szintii hatas invarians a szimmetriatransz-
formécidval szemben és hogy a D¢; euklideszi (sik) integraldsi mérték is az, irhatjuk,
hogy Z[J]| formdlis véltozdsa csak a forrdstagtdl szarmazhatna:

0 = 62J]
- / Dei(—65 + 6 / dJyy)e 5+ Ao,

= /ng,/de wt ¢
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(3.8)

Ennek az egyenletnek tetszoleges infinitezimalis csoporttranszformacié esetén fenn
kell allni, ha az elmélet a klasszikus szinten rendelkezik a G folytonos globalis szim-
metriaval, ezért:

/ da;tgjji(x);i [(‘ﬁ) _ (3.9)

Ezeket az egyenloségeket J szerint sorbafejtve kapjuk a Green-fiiggvényekre vonatko-
z6 Ward-Takahashi-azonossiagokat. Az egyenlet mindkét oldalat Z[.J]-vel osztva
kapjuk meg az osszefliggd Green-fliggvényekre vonatkozé Ward—Takahashi-azonos-
sagokat:

/datt%Ji(x)g?j([;g _ (3.10)

Legendre-transzformécié utan innen az 1P1I vertexfiiggvények general6 funkcionaljara
vonatkoz6 azonossagokhoz jutunk:

‘P
/d t”(s oi(x) = 0. (3.11)

Ha a I'[] funkcionalt a hurkok szdma szerint kifejtjiik, akkor a fenti azonossagoknak
a hurkok tetszoleges szamanak megfelel6 jarulékra fenn kell allnia.

Az 1PI vertexfliggvények generald funkcionaljara vonatkozé Ward—Takahashi-
azonossagok alapjan belathatjuk, hogy a renormélt elmélet megorzi a globélis folyto-
nos szimmetriat. Csakugyan, a klasszikus hatds, S[¢| szimmetrikus, azaz A*S =
0. Ennek az a kévetkezménye, hogy a beléle szémolt 1-hurok rendi I'y_puor[#]
jarulék is az, vagyis eleget tesz a (3.11) azonossidgnak. Sorbafejtve az azonossig
bal oldalat A, vagy 1/e stb. szerint, az azonossdg a Laurent-sor minden tagjara
fennall, s igy az 1-hurok jarulék divergens részére is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
a hatds 1-hurok rendi Aj_p.oxS ellentagjai is rendelkeznek a klasszikus, fagraf
szintl hatas szimmetridgjaval. Az 1-hurok rendu ellentagokkal kiegészitett hatas
tehat megoérizte az eredeti szimmetriat. Ebbdl szamolva a 2-hurok rendti jarulékot
az 1PI vertexfiiggvények generalé funkciondljahoz, megismételhetjiik az el6bbi gon-
dolatmenetet. fgy 1épésrol 1épésre belathatjuk a hurkok szama szerint névekvo rend-
ben haladva, hogy a renormalt hatés és a renormalt 1PI vertexfiiggvények general
funkcionalja is eleget tesznek a Ward—Takahashi-azonossagoknak.

Globalis folytonos szimmetria linearis abrazolasat megvaldsitéd terek kvantum-
térelmélete tehat a renormadlas sordn megérzi az eredeti szimmetridt.
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Végezetiil tanulsagos megmutatni, hogy a kapott azonossagok azon konti-
nuitasi egyenleteknek a kvantumtérelméleti megfelel6i, amelyek a G szimmetridval
Noether tétele értelmében kapcsolatos aramokra fennallnak a klasszikus térelmélet-
ben.

Emlékeztet6iil idézziik fel Noether tételét. Legyen S[¢] a klasszikus hatds,

Sl = [ dot(6.0,0), (312)
amely stacionarius az
oL oL
Hm 90 0 (3.13)

Euler-Lagrange-egyenletnek elegettevo klasszikus ¢ () térkonfigurdci6 esetén. (A klasszikus elmélet
a Minkowski-féle téridében van megfogalmazva!) Hajtsuk végre a hatdsban a A*(z) lokdlis paramé-
terekkel megadott p— ¢ transzforméciot a klasszikus megoldasnak megfeleld (ilymddon rogzitett)
¢(x) térkonfigurdciéon. Tegyiik fel, hogy a G csoport egységelemét a A* = 0 paraméterekkel kapjuk.
Mivel a ¢ konfigurdci6 gy lett rogzitve, hogy a hatdst staciondriussd tegye, ezért az S[oa]l-t a
A(x) ,,terek” funkcionéljénak tekintve, fenndll a

oL oL
<8“68HAG_W)A_O =0 (3.14)

egyenlet. A klasszikus elméletben az dram definiciéja:

oL
Jhz) = ——— . (3.15)
90N () |y
A globélisan szimmetrikus elméletben
oL
¢ = 1
JA Azow 0 (3.16)

tetszbleges infinitezimalis w® =const. esetén, tgyhogy Az dramra az aldbbi kontinuitédsi egyenlet
adodik:

OL(Pn, Dua)

0, J" (x) . (3.17)
. OAe(x) Ao
Amennyiben a G csoport globalis folytonos szimmetria, akkor a jobboldal eltiinik, mert
oL
— “=0 3.18
oA |,y (8.18)

tetszéleges infinitezimalis w® =const. esetén, igyhogy a Noether-aram megmaradédsat kapjuk:

9, J"(x) = 0. (3.19)

A fentieket egy példédval illusztraljuk. Tekintsiik az

L= S0u6i06— V(o) (3.20)
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Lagrange-siiriiséggel definidlt klasszikus térelméletet, ahol a V' (¢) kolesonhatds a
0pi(x) = t?jgbj(:zr)wa (3.21)

szimmetriaval rendelkezik, s igy a klasszikus hatas is. frjunk w® helyére lokalis A*(z) paramétereket
és képezzilk ¢pp; = ¢; + d¢p; argumentummal a hatdst. Ekkor definicié szerint:

OL(pA, Dydn)

JHe —_— =13;¢j(x)0" ¢;. 3.22
88#/\‘1 (.I) Ao J( ) ( )
A kontinuitési egyenlet jobb oldalan 4ll6 kifejezés:
teoi(x)=—— 0 V=AY, (3.23)
WP\ 5 () :

ami eltlinik, ha a végrehajtott transzformécié szimmetria, s igy csakugyan megkapjuk a meg-
maradasi tételt.

Térjiink most vissza a kvantumtérelmélet esetére. Hajtsunk végre a Z[J]
generdlé funkciondlban ¢;(x) — ¢i(x) — tf,¢;(x)A%(x) véltozdcserét, amellyel szem-
ben a generalé funkcional természetesen invaridns. Masrészrol, ha ez a transz-
formécié A®(z)=const. esetén szimmetridja a hatdsnak, akkor:

5S[o / dwd, A (z) J% (& / dwA(2)0,J°, (3.24)
ahol bevezettik az euklideszi térben értelmezett dramot:
0S|[pa)
a _— . 2
J“(x) 00, A () A=0 (3:29)

Felhasznalva, hogy a generalé funkcional a valtozdcserével szemben invarians, az
alabbi egyenloséget kapjuk:

[ Do (—6S[¢]+ / dei(s(m) oS+ [dnaiss o (3.96)
/ Do / da (A*(2)0, T8 — Jit&duA(a)) eSO oo — o (327)
ahonnan:

hZiwlJ = Jilx ﬁ%;ﬂg

(3.28)

Itt az egyenlet bal oldalan a J§(x) operdtor-betétrészt tartalmazé Green-fiiggvények
generdl6 funkciondlja &ll. Innen Z[J]-vel valé osztds utdn analég Gsszefiiggést ka-
punk a W/[J]| generalé funkciondlra, amelyet Legendre-transzformalva megkapjuk a
Noether-tétel kvantumtérelméleti megfelelojét az 1PI vertexfiiggvényekre vonatko-
zban:

_ OI'y]
dpi(z)
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Ezek a klasszikus elméletben érvényes kontinuitési egyenlet analogonjai a megfelel6
kvantumtérelméletben. Ha ezeket az egyenleteket integraljuk a teljes térre, akkor
megkapjuk a Ward—Takahashi-azonossdgokat. Ebbdl latjuk tehat, hogy a globdlis
folytonos szimmetriaval rendelkezd kvantumtérelméletben a Ward—Takahashi-azonos-
sagok a klasszikus toltésmegmaradési tételek analogonjai.

A renormalds szempontjabdl a kapott Osszefiiggés azt jelenti, hogy a 9,J ()
operator-betétrész beépitése a renormalt 1PI vertexfiiggvényekbe véges eredményt
ad, vagyis a megmaradd aram divergencidja, mint operator-betétrész, nem szorul
kiilon renormalésra.

3.2. Linearisan abrazolt globalis folytonos szimmetria
explicit (linearis) sériilése

Tegyiik fel, hogy az elméletet definialé klasszikus hatas a globalis folytonos szim-
metridval rendelkez6 Ss.im[¢] tag és az ezen szimmetridt explicit mdédon sértd, a
térmennyiségben linearis tag Osszege:

Sl = Seziml / dreigi(x (3.30)

Most is feltessziik, hogy a ¢;(z) tér a folytonos szimmetriacsoport linedris dbrazoldsa
szerint transzformalédik. Altalanos érvényt megallapitasainkat az

/ dx[ 2 m2¢2+ )\(ng) — iy (3.31)

elmélet példajan fogom szemléltetni, amelyben az O(N) szimmetria sériil explicit
modon.

Els6 1épésként keressiik azt a konstans vy klasszikus térkonfiguraciét, amely a
klasszikus hatést minimdlissé teszi:

5Sszzm[¢]
0S5szim @] — (3.32)
5¢Z(x) vo
és
52Sszim pOthl Szemldeﬁnlt (3 33)
v . '
5¢15¢] Vo
Példankban:
2 A 2
<m + gl ) Voi = G (3.34)
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Végezziik el az alabbi ,.eltolast”:

di(z) = woi + xi(z). (3.35)

Az elmélet Green-fiiggvényeinek, ill. Osszefliggé Green-fliggvényeinek generald
funkcionalja szarmaztathato a szimmetrikus elmélet megfelel6 generald funkcionéljai-

bél:
ZUJ] = ZgimlJ +d, (3.36)
W[J] = WeimlJ + . (3.37)

Tekintve, hogy a szimmetrikus elméletben az alabbi Ward-Takahashi-azonossagok
érvényesek,

/ dat?,J Sz””m — 0, (3.38)

a baloldal azonos atalakitasaval a kovetkezO, a sértett szimmetridju elméletben
érvényes azonossagokat kapjuk:
W J]

/d:ct @ +e)gry = O (3.39)

A baloldalt a J;(z) aram szerint Taylor-sorba fejtve az osszefiiggé Green-fiiggvényekre
a kovetkez6 Osszefliggések adédnak (Fourier-transzformdacié utan):

a n 1
CZt G§kj_ knc(o,pl,..~,pn _I_Ztk ]le k'r 1]kr+1 kn(pl,...,pn) - 0 (340)

Az 1PI vertexfliggvényekre vonatkozé Ward—Takahashi-azonossiagokat Legendre-
transzformécio révén kapjuk meg. A szimmetriasérté elmélet 1PI vertexfiiggvényeinek
generalé funkcionalja definicié szerint az aldbbi Osszefiiggéseknek tesz eleget:

[l + W[J] = / drJipr, (3.41)
pilr) = (;?/([j)] = 5Ws§i}j([i)+ ‘ (3.42)

Ugyanakkor a szimmetrikus elméletben:

Losinl] + Weeinld] = [ dedi, (3.43)
v = S (3.44)
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ahonnan J; — J; + ¢; helyettesitéssel

= /dx(Ji + ¢i)pi, (3.45)
o) = Tt (3.46)

adédik. Hasonlitsuk Ossze ezeket az Osszefiiggéseket a definiciébdl adédott (3.41)
osszefiggésekkel! Eredményiil a sértett szimmetriaju és a szimmetrikus elmélet 1PI
vertexfliggvényei generald funkciondljainak kapcsolatat kapjuk:

Llp] = Dozimlep] = —/dxcm(x). (3.47)

Ez az 6sszefliggés azt mutatja, hogy a szimmetrikus és a sértett szimmetriaja
elmélet 1PI vertexfiiggvényei azonos divergencidkat tartalmaznak. Ezért az elmélet
szimmetrikus részének renormalasa egyuttal a sértett szimmetriaju elmélet renorma-
lasat is jelenti. A sértett szimmetridju elméletet tehat igy renormaljuk, hogy a regu-
larizalt szimmetrikus hatast helyettesitjiik a megfelel6 ellentagokat tartalmazé szim-
metrikus renorméalt hatassal, mikozben a szimmetriat sérté linedris tag véaltozatlan
marad, azaz nem renormalédik.

Mint azt a B. Fiiggelékben latjuk, a ¢; térre vonatkozé 1PI vertexfiiggvényeket
ugy kapjuk, hogy a I'[¢] generdl6 funkciondlt nem () hanem

xi(z) = @ir) — v (3.48)

szerint fejtjik sorba, ahol v; a ¢; tér varhato értéke vakuumaéllapotban:

0z
(SJZ (l’) J=0
A v; varhaté értéket az 1PI vertexfiiggvények generalé funkcionaljabol az
or
) ~ 0, (3.50)
50,
egyenlet, azaz az
6Fszim
O simle] (351)
&pl(x) Pi="V;

egyenlet alapjan hatarozhatjuk meg.
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A sértett szimmetriaju elmélet 1PI vertexfiiggvényeire vonatkozé Ward—Takaha-
shi-azonossagokat a szimmetrikus elméletre érvényes

dxtf i (r)——F——= 0 3.52

[ astiontor 392
azonossagokbdl szarmaztatjuk felhasznélva, hogy

— = + ¢, 3.53

Sei@) sl O (3:33)

valamint eltolva a funkciondl véaltozoéjat v;—vel:

[zt (xilw) + v) (M i Cj)

o) 0. (3.54)

A sértett szimmetriaju elméletben érvényes Ward—Takahashi-azonossdgoknak
fontos kovetkezményei vannak:

1. Vegyiik az azonossidgokat a x = 0 helyen, ekkor
t?j’UZ‘Cj = 0 (355)

addédik, ami a ¢; tér vakuumaéllapotban felvett varhato értékének és a szim-
metriasértést megszabd ¢; (N dimenzids térbeli) vektornak az egyméshoz vi-
szonyitott , helyzetét” rogziti.

Példénkban a szimmetria O(N), a generdtorok az N dimenzids tér két (paron-
ként kiilénb6z6) koordindtaindexével, a = {kl}, vannak megjeldlve és matrix-
elemeik:

(k)  __ ckgl 1 ¢k
t = 9 6]-—52.6]-. (3.56)

]
Ezt felhaszndlva a (3.55) egyenlet az
ViCp — ViC, = 0 (357)

alakot olti. Ez azt jelenti, hogy a vakuumaéllapotban a tér varhato értéke a
szimmetriasértés c¢; vektoraval parhuzamos.

2. Tovabbi fontos kovetkeztetést vonhatunk le a fﬁ)(p = 0) tOmegmétrixra
vonatkozdan, ha a (3.54) azonossidgok mindkét oldalat funkciondlderivaljuk

X;j(x) és xi(y) szerint:
/dxt?j [52‘1@5(55 ) <% + cj)
5’

=0, (3.58)

x=0

+ (xi(e) + i)
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L[ er
"\ ox;(y)

O’T'(x +v)
vo |+ [ daetow, S X T
0 j) / 70X (w)dxe(y)

X= x=0

tic; + ol 0) = 0, (3.59)

ahol felhasznaltuk, hogy

d

@) _ AP ey @)
My = [ Gt "R ), (3.60)

Az (3.59) egyenlet a szimmetriasértés vektora és a témegmaétrix kozott ad meg
egy kapcsolatot.

Tekintsiik megint a linedrisan sértett ¢* elmélet példajat. Ha behelyettesitjiik
az a = (In) vélasztds mellett a generdtorok matrixabrazoldsainak explicit kife-
jezését, akkor az

CnOile — C10kn + Ulfnzk)(o) - vnfl(,?(()) =0 (3.61)
egyenléségre jutunk, ahonnan
clékn = Ulf£L2]3 (0) (362)

Vegyiik figyelembe, hogy a vikuumallapotban a tér varhaté értéke parhuzamos
a szimmetriasértés ¢; vektoraval, azaz

(%
v = EC[. (363)

Masrészt az [ és n indexek kiilonbozoek, hiszen ezek egytitt adjdk azt az a
indexpért, amely a generdtorokat indexeli. A (3.62) egyenlet ekkor valdjaban
csak a tomegmatrix azon elemeire ad megszoritast, amelyek a szimmetriasértés
vektorara meroleges térkomponensek egyrészecskés gerjesztéseinek tomegével
kapcsolatosak. A transzverzalis moédusok tomegmaétrixa diagonalis és ezen
modusok tomegének négyzete:

0 = < (3.64)

Globalis folytonos szimmetria spontan sériilése

Ebben a fejezetben a szimmetria sériilésének egy mas modjaval foglalkozunk. Elolja-
roban el szeretném mondani, hogy a szimmetria sériilhet explicit modon, amikor a
hatas egy szimmetrikus és egy a szimmetriat explicit médon sérté tagot tartal-
maz. Ez a szimmetria sériilésének Wigner-féle médja. Tudjuk, hogy ez a rendszer

81



elfajult energiaszintjeinek, a kozelité szimmetridhoz tartozé multipletteknek a fel-
hasadéasara vezet. A szimmetria sérilésének masik médja az, hogy a hatds szim-
metrikus, azonban a rendszer alapallapota olyan, hogy a szimmetriamiiveletekkel
szemben nem invaridns. Ilyenkor azt szoktuk mondani, hogy a szimmetriat az
alapallapot spontén sérti. Ez a szimmetria sériilésének tn. Nambu—-Goldstone-féle
moédja. Ilyen szimmetriasériiléssel talalkozunk pl. a makroszkopikus ferromagneses
kozeg esetében. A kozeg Hamilton-operatora a térbeli O(3) forgatdsokkal szem-
ben invaridans. Ugyanakkor az anyag alapallapotban remanens magnesezettséggel
rendelkezik, amely a tér meghatarozott iranydba mutat. Ezt az dllapotot egy for-
gatasi mivelet egy olyan méasikba viszi at, amely az el6z6tol kiillonbozik, mert ab-
ban a méagnesezettség vektora mas irdanyba mutat. Ezek a fizikailag inekvivalens
alapallapotok azonban azonos energidjiak. A rendszer alapallapota tehat kontinuum
szamossaggal elfajult. A szimmetridk sériilésének vannak még tovabbi esetei, mint az
anomalidk és a dinamikai szimmetriasériilés, amelyekkel késébb fogunk foglalkozni.

Vegyiik példénak az O(N) szimmetriat explicit médon sérté ¢* elméletet.
Vizsgédljuk a fagraf szintii hatast ¢ = const. térkonfiguracié esetén. Beosztva a
téridotartomany térfogataval:

V(¢) = S/négyes-térfogat = %m2¢2 + %(¢2)2 — Ci¢;. (3.65)

Tegyiik most fel, hogy az m? csupasz tomeget folytonosan valtoztatjuk pozitiv
értékrdl negativ értékiire. Ne feledjiik, az m? paraméternek akdrmilyen is lehet az
eléjele, mert az nem azonos az egyrészecskés gerjesztések fizikai tomegével. Fagraf-
kozelitésben a tér vy; varhatd értéke vakuumallapotban az

m?vo; + %vﬁvm —¢ =0 (3.66)
egyenlet gyoke. Ha az explicit szimmetriasértés mértékét megszabd c¢; vektor nem
zérus, akkor a varhat6 érték m? analitikus fiiggvénye, és semmi érdekes nem torténik,
ha m?-et pozitiv értékekrdl negativ értékekre folytatjuk. Ugyanakkor, ha ¢; = 0,
vagyis nincsen explicit szimmetriasértés, akkor a tér vakuumallapotbeli varhaté
értékét fagraf-kozelitésben meghatarozd egyenlet a

A
Voi <m2+gvg> =0 (3.67)
alakot olti. Ha most m? > 0, akkor az allandé térkonfigurdcidkon vett fagraf szintii
hatasnak vy = 0 esetén van minimuma, vagyis akkor, ha a tér vakuumallapotbeli
varhaté értéke eltlinik. Ilyenkor az alapallapot nyilvan nem sérti az O(N) szim-
metridt. Ha azonban m? < 0, akkor az 4llandé térkonfigurdciékon vett hatdsnak a
vg = 0 helyen maximuma van, és minimumai jelennek meg a
—6m2

v = L (3.68)
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értéknél. A vy vektor iranya tetszOleges lehet. Nyilvanvalé, hogy ekkor a tér
alapéllapoti varhat6 értéke az N-dimenzids absztrakt (bels§) tér meghatarozott
irdnyaba mutat. A szimmetriamiiveletek ezt a vy; vektort forgatjak a belsé térben.
A kontinuum sok csoportmiiveletnek megfeleléen el6allé kontinuum sok alapallapot
mind kiilonb6z6, azonban azonos energidhoz tartoznak. (Emlékezziink, az euklideszi
hatds a rendszer energidjaval azonos.)

Az abrék a fagraf szinti effektiv potencidl menetét illusztraljak ¢ =const.
térkonfigurdciok fiiggvényeként m? < 0(> 0) esetén:

V(® V(®
m?<0 nt >0

VAN

Az abra a tér vakuumallapotbeli varhaté értékét mutatja a tomegparaméter,
m? fiiggvényében:

¥ 0 q

Vo

0 m?*

A Ward—-Takahashi-azonossagok segitségével meg tudjuk most is vizsgalni a tér
egyrészecskés gerjesztéseinek tomegmatrixat. Ebbdl arra a kovetkeztetésre fogunk
jutni, hogy spontan sériilé globélis folytonos szimmetria esetén az elméletben pon-
tosan annyi zérus tomegl bozon, un. Goldstone-bozon van, ahany szimmetriasérto
generatora van a csoportnak. Szimmetriasérté generatoron azokat a generdtorokat
értjilk, amelyek nem hagyjak invariansan a tér v; vakuumallapotbeli varhato értékét.
A spontén szimmetriasértést tehat a zérus vagy kozel zérus tomegi részecskék meg-
jelenése jelzi.

A szimmetriat spontdn sérté elmélet Ward—Takahashi-azonosségait gy kapjuk
meg, hogy az m? > 0, ¢; # 0 (kicsi) elmélet megfelels azonossigaibdl indulunk ki
és azokat az m? paraméterben analitikusan folytatjuk. Be lehet bizonyitani, hogy
ilyenkor nem lépnek fel szingularitdsok. Amikor eljutottunk az m? < 0 értékekhez,
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akkor c;—vel zérushoz tartunk. FEz az eljards a szimmetriat explicit modon sérto
elmélet Ward—Takahashi-azonossiagaibdl formalisan az alabbi alakban nyerhet6 azo-
nossagokra vezet:

o 0L (x +v)
Ezt funkcionélderivédlva y(y) szerint, majd Fourier-transzformélva az eredményt, a
kovetkezo egyenletet kapjuk a tomegmatrixra:

vts TR (0) = 0. (3.70)

Legyen altaldban a G a folytonos globdlis szimmetriamiiveletek csoportja és
legyen H az az alcsoport, amelynek generatorai invariansan hagyjak a v; vakuumal-
lapotban a tér varhaté értékét. (Ez alcsoport, mert a csoport egységeleme is ebben
a halmazban van.) Jeloljik H generétorait tg;—vel, ahola =1,2,...,p. A G csoport
tobbi generdtora is kifeszit egy linedris teret, amely az £(G/H) Lie-algebrat alkotja.
Ezek azonban nem definidlnak egy csoportot. (Hidnyzik az egységelem.) Amig a H
generatorai eleget tesznek az

tiv; = 0 (a=1,....,p) (3.71)

osszefiiggéseknek, vagyis a beloliik alkotott csoportelemek invariansan hagyjak a v;
vakuumallapotbeli varhato értéket, addig a tobbi, szimmetriasérté generator a

Yo thvw® = 0 (3.72)

a>p

egyenloségeknek akkor és csak akkor tesz eleget, ha valamennyi w® (a > p) paraméter
zérus. A vf = t{v; (a > p) vektorok tehdt linedrisan fiiggetlenek. Ha ez igy van,
akkor a tomegmatrixra vonatkozo Ward—Takahashi-azonossag,
a~ 2

@) = o (3.73)
Ez azt jelenti, hogy a tomegmatrixnak pontosan annyi fliggetlen, zérus sajatértékhez
tartozé sajatvektora van, amennyi a szimmetriat spontan sérté generatorok szama.
Az ezen sajatértékeknek megfelelé zérus nyugalmi tomegi részecskéket nevezziik
Goldstone-bozonoknak.

3.4. C)sszefoglalés

Megmutattuk, hogy az elmélet globalis folytonos szimmetridja in. Ward—Takahashi-
azonossagokat eredményez, amelyek a klasszikus Noether-aramok kontinuitasi egyen-
leteinek kvantumtérelméleti megfelel6i. Targyaltuk a globdlis folytonos szimmet-
ria explicit és spontan sériilését. Ha az eredeti, szimmetriat nemsérto elmélet
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renormalhato, akkor a szimmetriasérto elmélet is renormalhaté mindkét esetben. Ha
a globalis folytonos szimmetria explicit mdédon sériil, akkor a vakuumallapot elfa-
jultsdga megsziinik. A térmennyiség varhaté értéke vakuumallapotban olyan vek-
tor a belsd térben, amely bedll a szimmetriasértést meghatarozé vektor iranyaba.
Spontan szimmetriasértés esetén a kontinuum sok azonos energiaju, de fizikailag
nem egyenértékit vakuumallapot 1étezik, amelyek egyikét valdsitja meg a rendszer.
Globélis folytonos szimmetriat spontan sérté elméletben pontosan annyi darab zérus
nyugalmi tomegii Goldstone-bozon jelenik meg, ahany darab linearisan fiiggetlen
szimmetriasérté generator van.
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4. Kiralis szimmetria

A hadronok kozott a pionok a legkisebb tomegiiek, (m, ~ 0.13 GeV). Ez a tomeg
lényegesen kisebb mint a hadronspektrum novekvé tomeg szerint soron kovetkezo
részecskéinek, az n— (m, ~ 0.55 GeV), a p— (m, = 0.77 GeV) és az w-mezonoknak
(my, = 0.78 GeV) a tomege. A hadronspektrumban a szomszédos részecskék tomeg-
kiilonbsége egyre csokken novekvo energiaval. Kézenfekvonek latszik a m—mezonok
kicsiny tomegét gy magyarazni, hogy a pionok egy globalis folytonos szimmetria
spontan sériilése nyoman megjelené Goldstone-bozonok. A nem egzaktul nulla nyu-
galmi tomeg a szimmetria kicsiny explicit sériilésének a kovetkezménye.

A jelenségnek az eroskolcsonhatds elmélete, a kvantumszindinamika alapjan
az a magyarazata, hogy az u és d kvark tomege kicsi a hadronfizika 1 GeV nagysag-
renddel jellemzett tomegskalajan. Kézenfekvinek latszik ezért az a feltevés, hogy
ezen kvarkok kicsiny tomege valamilyen folytonos szimmetria spontén sériilésének a
kovetkezménye. A jelenségnek azonban a kvantumszindinamika alapjan torténé ma-
gyarazata bonyolult és nem tisztazott. Ezért egyelore megelégsziink az erdskolcson-
hatas olyan effektiv elméletével, amelyben a relevans szabadsagi fokok maguk a
hadronok (mezonok és barionok).

Az elképzelheto effektiv elméletek koziil a legegyszeriibb a o—modell. Ebben a
nukleonok izodublettet alkotnak és kozottiik a kolcsonhatast mezonterek kozvetitik.
A mezonterek a nukleontérhez Yukawa-tipusu kolcsonhatassal csatolédnak, vagyis
két sztatikus nukleon kozott a kolesonhatds tavolsdgfiiggése r—te™™" alaki, ahol
m a kolcsonhatast kozvetité mezontér tomege. Alabb meg fogjuk mutatni, hogy a
kétféle izospinkomponensii, eredetileg zérus nyugalmi tomegiinek feltételezett szabad
nukleontér esetén a hatds invaridns az SU(2), ® SU(2)g kirdlis transzformdcidkkal
szemben, amelyek a nukleontér izospin komponenseit keverik ssze. (Az indexek
jelentését és a transzformécidk alakjat alabb pontosan megadjuk.) A o—modellben
a pionok, mint a kiralis szimmetria spontan sériilése nyoman fellépé Goldstone-
bozonok jelennek meg. S6t, ez a modell arra is példa, hogy a spontan szimme-
triasértés révén a kiralis modell eredetileg zérus tomegii nukleonjai is tomeget ny-
ernek.

4.1. Kirdlis transzformaciok
Induljunk ki egy olyan elméletb6l, amelyben ¢ = 1,2, ..., N kiilonb6z6 tipusu (pl.

nukleonok esetén izospinti; kvarkok esetén zamati) szabad, zérus tomegii fermion
van:

S ] = = [ dted(@) pla). (4.)
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Ez a hatés invaridns az U(N) @ U(N) kiralis transzformdcidkkal szemben, amelyeket
az alabbi egyenletek definidlnak:

1-'-6”)/5

dala) = (ot + (L) (W= 6] st (12

- - 1—ey

V(@) = is() | Tsadji + ) (Ui =) (4.3)
2 af

ahol € = £1 megfelel a két U(N) csoportnak, U a megfelelé U(N) csoportokbdl vett

unitér transzforméciok (N x N—es unitér matrixok). Természetesen, ha bevezetnénk

egy tomegtagot is, akkor az explicit médon sértené a kiralis szimmetriat.

Tanulsdgos részletesen kifrni az infinitezimélis kirdlis SU(2) ® SU(2) transz-
formacick alakjat. Mindkét SU(2) csoport generdtorai ugyanazok a 7%/2 (a =
1,2, 3) métrixok (7 a Pauli-matrixok). Jeldlje az egyik SU(2) csoport paramétereit
a®, a masikét [

S

U, = % ~1- ia“%, (4.4)
U. = e—iﬁ“§~1—iﬁa%. (4.5)

Ennek megfeleléen az egyik, ill. a mésik SU(2) transzformécié infinitezimalis alakja
rendre:

V) = [1-i e v, (4.6)
) = 1o T v, (4.7
Az U, transzformaciok csak a 1 Dirac-spinor balkezes komponensét,
vo@) = (), (4.5
transzformaljak, mig az U_ transzformaciok csak a jobbkezes komponenst,
dale) = (). (19)

Ez altalanosan igaz tetszoleges kiralis transzformacié esetén. Szokas ezért a kiralis
transzforméciok csoportjat UL (N)®Ug(IN) médon jeldlni, ahol az indexek arra utal-
nak, hogy az egyik csoport a Dirac-spinor balkezes, a masik a Dirac-spinor jobbkezes
komponensét transzformaélja:

Up: Wy = U,
!

Vr = Yr; (4.10)
U_: Qﬂ}/ = ¢L7
v = U-vr. (4.11)
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A zérus tomegt, % spinti fermionokat tartalmazé elméletbe bevezethetiink
zérus spinii bozonokat, megérizve a kiralis szimmetriat. Legyen a mezontér az
N x N-es M (x) komplex elemii matrixszal dbrazolva. Ekkor az

Simt[0, 0, M] = —9/d493 Via () [%(1 + ¥5)ap Mij(z) + %(1 — Y5)ap M (2) | 1j5(2)
(4.12)

kolesonhatdsi tag invarians a kiralis transzforméciokkal szemben, amennyiben a
mezontér az alabbi szabaly szerint transzformalédik:

M (zx) = U_M(z)UL. (4.13)

Ezt két 1épésben latjuk be.

e Hajtsunk végre el6szor egy U, transzformaciot:
- 1
St = —a [ i (1450 -w@l - 1)
1 1
. [5(1 )M 4 5 (1= 75)M”1 .
1
1+ 50 +)Us = 1) )¢
_T1 1
= —g/d4x1/1 {5(1 +v5)M" U, + 5(1 — 75)U1M”1 . (4.14)
o Kovetkezo 1épésként hajtsunk végre egy U_ transzformaciot:
/ 4,7 1 i
Sine = —g9 [ dxp |1+ 5(1+”Y5)(U7 -1

1 1
: {5(1 +75)M'UL + 5(1 - 75)U1M’1 :

: (1 + %(1 —75)(U- — 1)) v

—g/d‘*m/? (UiM’U+ + UlM’TU,) V. (4.15)

Nyilvanvald, hogy a két transzforméacié utan kapott alak akkor és csak akkor egyezik meg
az eredetivel, ha

M = U_MUI, (4.16)

amit bizonyitani akartunk.

A bevezetett kolcsonhatasi tag tértiitkrozéssel szemben is invaridns, ha a mezon-
terek matrixa a tér tetszoleges tengelyének tiikrozése soran az

Mp(z) = MY (%) (4.17)
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szabaly szerint transzformalddik, ahol  az x koordinata-négyesvektorbdl a tiikrozott
tengely iranyaba es6 komponens el6jelének megvéltoztatasaval adodik.

Pl ha az i—tengelyre titkroziink, akkor

T; = —w;, Ty=wxu, ha p#i (4.18)
tovabba a Dirac-egyenlet tulajdonsigaibdl tudjuk, hogy a Dirac-spinorok transzforméciés szabdlya:

vp(z) = (@) (4.19)

Vp(x) = V@) s. (4.20)

Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy a balkezes és jobbkezes spinorok ilyen P; tiikrozések soran
kolesonosen egymasba transzformélédnak, mert

1 1
155 (L) = (1= 7s)- (4.21)
Ezeket felhaszndlva a kolcsonhatasi tag P; tiikrozés utan:
g |1
Sintp = —g [ d"T P(T) 5(1 —v5)Mp(z)
1 ~
+ 51+ 75)M;L(x)} P(7). (4.22)

Ez azonos az eredeti kolcsonhatasi taggal, ha Mp(z) = MT(Z), amit bizonyitani akartunk.

A bozonterek tértiikkrozésekkel szembeni viselkedésébol kovetkezik, hogy beve-
zethetjiik a Lorentz-skalar

S(w) — %(M(:UHMT(:C)) (4.23)

teret, YXp(x) = X(Z), valamint a pszeudoskalar
(M(z) — M (z)) (4.24)

teret, Ip(x) = —11(Z).

Meg lehet azt is mutatni, hogy a bevezetett kolcsonhatasi tag toltéstiikrozéssel
szemben is invaridns, ha az M (z) mezontér t6ltéstiikrozés sordn az

Mc(z) = M*(2) (4.25)

szabaly szerint transzformalodik.

Ehhez azt kell felhasznalni, hogy a szabad Dirac-egyenlet akkor és csak akkor invaridns a
toltéstiikrozéssel szemben, ha a Dirac-spinorok transzformécids térvénye:

Po(z) = 0T (@oe,  bol@) =1a7 (@) (2). (4.26)
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Ekkor:
4 T 1
Swc = —a [ ' (@ n |30 - )M
1 _
+§(1 + 75)M4 Y2Y0 (1/1)T
1
= dwm[ (1= 2T ) (M)

S0+ ] (9)5 (127)

Mivel a paratlan indexii Dirac-matrixok szimmetrikusak, a paros indextiiek pedig antiszimmetri-
kusak, a fenti kifejezés a hatds kolcsonhatasi tagjanak toltéstiikrozés el6tti alakjaval azonos, ha
Mc = M7T. Ezt akartuk bizonyitani.

Egészitsiik ki tovabba a hatast a szabad, 6nkolcsonhatéd bozonok hataskifejezésével,
amit szintén kiralisan szimmetrikus alakban vesziink fel, pl. az alabbiak szerint:

= [d [ tr (9,M - 9,0 +V (tr(MMT))} (4.28)
ahol V() az 6nkdlesonhatast adja meg.

Bevezethetiink a késobbiek érdekében egy a kirdlis szimmetriat explicit médon
sérto tagot is:

I t
So[M] = —ﬁ/d vt (C(M + M), (4.29)
ahol C' allandé hermitikus matrix, C' = CT.

Végiil az a* és S infinitezimélis paraméterekkel jellemzett SUL(2) ® SUR(2)
kirdlis transzformacio altalanos alakja:

V() = (1 —lo‘a‘y“%‘l _io‘a;ﬁ“%%“> b(x), (4.30)
P(x) = ) (1 i ! ﬁ“%“ e - 5“%%“> | (4.31)
M'(x) = M(x)— 1ﬁ“%a]\/[(a7) - M(a:)ia“%a. (4.32)

Az SUL(N)® SUg(N) csoport diagondlis alcsoportjat, SUy (N)—et az a® = ¢
kiralis transzforméciok képezik. Az infiniteziméalis SUy (2) transzformaciok:

Wiz) = (1—ioﬂ%a>1/1:c), (4.33)
P = o) (1+ioﬂ%a>, (4.34)
M) = M@)+ia® M %] (4.35)
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Ezeket a transzformacidkat nukleontér esetén az izospintranszformaciokkal azonosit-
hatjuk. A (% = —a® transzformaciok egészitik ki a diagonalis csoportot kiralis
csoportta. Ezek a valddi kiralis transzformécidk és infinitezimalis alakjuk:

) = (1-ia"sT) i) (4.36)
P = 9 (1-iamT ). (1.31)
M(z) = M(:c)+ia“{%a,M}. (4.38)

Itt most latjuk, hogy az mgyv témegtag a diagondlis alcsoport (az izospin) transz-
formacidival szemben invaridns, de explicit modon sértené a valddi kirdlis transz-
formaciokkal szembeni szimmetriat.

A kiralisan szimmetrikus elméletben, melyet az

s o s (M2 g,

+%tr (0.M - 9,M") +V (Tr (MMT))

—%u« (cm + MU)] . (4.39)

klasszikus hatéds definidl, Noether tételének segitségével megkaphatjuk a diagondlis
alcsoporthoz tartozé V,,(z) in. vektoraramot és az L(SU(N) ® SU(N)/SUy(N))
Lie-algebra generatoraihoz tartozé A,,(x) Gn. axidlvektordramot. Ezek rendre:

Viala) = —ib(a)y ()

o (5 (01 @), M) - @), M) ), (4.40)
Aul2) =~ 0 ()

o (5 (M), 0,001 @)} — {0, M(@), MT@)})) . (1.41)

Hajtsunk végre formdlisan a® () infinitezimdlis paraméterekkel megadott lokélis, a diagondlis
alcsoportbdl vett transzformdcioét a hatason:

S[a"] = /d4x {J) <1+ia“§> <a—i ﬁoﬂ%a —ioﬂ%a a)w

n L QT 1475 145 ia®
— 1 R M M, 74—
gl/)< +ia 2)( ) + 5 [M, %] 5

1_ 1_ 1 A,a0 a
bt 7"’[T“,MT]%)(1—10/”—>¢

2 2 2

90



1 ia® i0,a%
ol { (@uM + (0,0, 7] + [M, 7] ) '

2
+ u i ia? PR o
. aHM —[T ,(9HM]7—[T ,M]T

+V (tr (MMT + M, T“]%MT — M, MT]H?“TQ>)

—%tr{O (M+MT + g([M, 7% — [TG,MT])) H (4.42)
Felhasznalva a vektoraram definiciéjat,
Via(z) = % L (4.43)
kapjuk:
Vua(x) = _’J]i’YH ;w
+itr ([M, 710, M" — 8, M - [r*, M1]) (4.44)

ahonnan rendezés utan adédik a keresett kifejezés.
A vektoraram eleget tesz az aldbbi kontinuitasi egyenletnek:

5S[a]

OuViua =

- u([2.d]s) o

Hasonléképpen kapjuk meg az axidlvektordramot, ha egy infinitezimalis o (x) paraméterekkel
jellemzett, lokélis valodi kiralis transzformaciot hajtunk végre:

a

- N e TY L LTC
ste] = [t [1/»(1—@ %7) (a—laa ~y57—1a7¢‘m)w
- . a T 145 1+7s5. o T
gw(l 104752)( 5 M + 5 1a{2,M}
1—5 1_1_75. a T_a f i a ﬂ
+2M 21a{2,M 11a7521/1
—i—%tr{(auM—l—iaua“{%,M}—i—ia“{%,@LM})-
: <8#MT —i0,0° {%,M*} —ia® {%,aﬂMT})}
+V<tr<MMT+ioﬂ{%,M}M*-iMoﬂ{%,MT}))

1 T4 T
S i0® { — T 0% d = T
\/itrC(M—i-la {2’M}+M ia {2,M })} (4.46)
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Az axidlvektordram definicié szerint:

5Sal

Al = ey

a=0

= _iﬁﬁm V5=

T
1 a a
+5tr (1{%M} 9, M — 0, M - {%MT}>

2
+%tr (T—; ({M,0,M"} — {0, M, MT})> . (4.47)

Az axidlvektordram az aldbbi kontinuitdsi egyenletnek tesz eleget:

55l
dac ()|, —o

(5 ()
_ _m({cg}n). (1.48)

A vektoraram ill. az axidlvektordaram kontinuitasi egyenlete tehdt:

OuApa =

0Via = —itr([%a,C’] E); (4.49)
0 A = —itr ({C%}H) (4.50)

Ha specidlisan C' = 1, ahol ¢ valds szam, akkor rogton leolvashatd, hogy a vek-
toraram megmarad:

OV = 0, (4.51)
mig az axidlvektordram nem marad meg:
0,A,, = —ictr(7°II) # 0. (4.52)

Ha |c| < 1, akkor azt szokds mondani, hogy az axidlvektordram részlegesen meg-
marad. (Az angol terminolégia: PCAC — partial conservation of the azialvector
current .) Jegyezziik még meg, hogy a hadronfizikai kisérletek eredményeibdl arra
lehetett kovetkeztetni, hogy a vektoraram (pontosabban az izospin) a nukledris
kolesonhatésban jo kozelitéssel megmarad. Ezért a modellalkotés soran tudatosan
valasztjuk az explicit moédon szimmetriasérté tag C' matrixat gy, hogy éppen a
vektoraram legyen megmaradd, és ne az axialvektordram.
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4.2. A linearis c—modell

Az el6z6 fejezetben targyalt modell SU(2) @ SU(2) specidlis esetét linedris c—modell-
nek nevezziik. Ezt a modellt eredetileg a nukleonok és a pionok alacsonyenergias
fizikdjanak lefrasara taldltak ki. Benne a nukleonok a klasszikus hatasban zérus
tomegtliek. A kolesonhatds a nukleonok kozott skaldr— és pszeudoskalar—mezonok
cseréje révén valosul meg és Yukawa tipusi. A vdkuum a skaldrmezontér nem
zérus varhato értékével jellemezhetd, ami a kirdlis szimmetridt spontan sérti, egészen
pontosan a valédi kirdlis transzformaciokkal szembeni szimmetriat. Ugyanakkor az
SUy (2) szimmetria, a modell izospin-szimmetridja nem sériil spontdn médon sem.
A pszeudoskalar-mezonok a Goldstone-bozonok, amelyek a valédi kirdlis szimme-
tria spontan sériilése miatt jelennek meg, mint zérus tomegi bozonok. Ezeket ugy
sikeriil a tapasztalat szerint nem zérus (de a hadronok 1 GeV tomegskéldjan kic-
siny) tomegii pionokkal azonositani, hogy feltételezziik a kiralis szimmetria megfelel6
mértékll explicit sériilését is. A spontan szimmetriasértés kovetkeztében a modell
kezdetben nulla tomegi kiralis fermionjai, a nukleonok is nyugalmi témeget nyernek,
amely aranyos a skalarmezon tér vakuumbeli varhaté értékével. A linearis c—modell
az erds kolcsonhatas egyik effektiv elméletének, a kvantumhadrodinamikanak az
alapjaul szolgdl. Ebben a skaldrmezon tér részecskéit a nukleonok kozotti kozepes
hatotavolsagi o-rezonancidkkal lehet kapcsolatba hozni.

Miutéan elmondtuk a modell filozéfidjat, lassuk a modell részleteit. A mezon-
tereket

1 -
M(z) = 7 (o(x) 4+ i77(2))
B i o+ img o +im =im_ |
V2 \ —m4im =iy o —im ’
]- PR
Mi(z) = 7 (o(z) —i77(x))
1 o — img —Ty — imy = —im_
o % < Ty —im = —imy o+ img (4.53)

alakban vessziik fel. Itt o(z) skaldrtér és 7(x) pszeudoskalartér, mert

1
¥o= 5(20-1) =0-1, (4.54)
1
I = 5 (2iT7T) . (4.55)
Felhaszndlva a mezonterek M (z) matrixanak és toltéskonjugéltjanak a kapcsolatat,
1 [ oc+i(m)e im)c 1 [ o+in, imy T
Mo = — ) . = — . . =M",
V2 (7)o oc —i(m)c V2 i o —inmg

(4.56)
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leolvashatjuk, hogy
oc =0, (m0)c = mo, (4.57)
vagyis a o és my terek zérus elektromos toltéstiek, mig
(m-)c =74, (m1)e =7, (4.58)

vagyis m, és m_ egymasnak toltéskonjugdlt parjai. fgy mo—t a semleges, mi—t a
toltott pionokkal lehet majd azonositani.

A hatas az aldbbi alakot Olti:

S = [de[b - gb(o+ i) v

1
+§ (Oyo - Oyo + 0,7 -0,7)+V (02 + 7?2) — ca} , (4.59)
ahol a mezonterek onkolesonhatasat
1 1
Vip) = §m2,0 + E)\p2 (4.60)

alakban vessziik fel. Feltessziik, hogy m? < 0, ami biztositja, hogy a ¢ = 0 eset-
ben kiralisan szimmetrikus hatas spontan szimmetriasérté vakuumallapotra vezet,
legalabbis a fagraf-kozelitésben, amikor az effektiv potencidl megegyezik a V' po-
tencidllal. A ¢ # 0 esetben a kiralis szimmetria explicit médon is sériil.

Az M(z) tér transzformécids torvényébol megkapjuk a o(z) és a 7(x) terek
transzformécidit. Az infinitezimdlis, a® és % paraméterekkel jellemzett SU(2) ®
SU(2) transzformécidk az aldbbi alakuak:

/ [ gl A L g d : aTa - b_b
o +itt = o+itA—ip 7(04—17'71')

+(o + inﬂb)ia“T—

2

= otifR+ %(—iﬁ“a +ia%)

1 1
_‘_ﬁa§(5ab + ieabcTc)ﬂ_b o Oéa§(6ab + iEbacTC)ﬂ'b, (461)

ahonnan:
o = o (4.62)
2
. 1 1

71_/ — 7Ta o §(ﬁa o aa)0+ 6acb§(ﬁc —|—CMC)7Tb. (463)

Ezek a képletek vilagosan mutatjak, hogy a o-tér izoskalar, a 7 tér pedig izovektor,
mert az infinitezimdlis f% = o paraméterii SUy (2) izospin-transzforméciék soran
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o invarians marad, 7 pedig 3-dimenzids izovektorként elfordul: 7/ — 7@ = —a x 7.
Ugyanakkor sem a o, sem a 7 terek nem kirdlis sajatallapoti részecskék terei, mert
az infinitezimalis /% = —a® paramétert kirdlis transzformaciok keverik a kompo-
nenseiket: ¢/ — o = E T, T =T = Bo.
A lineéris o-modellben a diagonalis SUy (2) izospinszimmetriahoz tartozé vek-
toraram:
- T i
Vie = =it + Jtr ([0 +i77, 7] 0u(0 — i77)

— Oy(0 +i77) - [1%, 0 —iTT])
= _M%%qp + oo, e, (4.64)

avagy vektorjelolést hasznélva:

—

v, = —M%%w+ﬁxaﬁ. (4.65)

Az elméletben a vektoraram megmarad, mert a szimmetriat explicit modon sérto
tagban a C' matrixot az egységmatrix allanddszorosanak valasztottuk,

0V = 0. (4.66)
Az axidlvektoraram:
T
Aua = —I'QD'YM’}/E, ?’QD
+%u(%¢@r+ﬁaaAa—ﬁwn—{@Aa+ﬁwxa—ﬁwp)
. T
= —llb%% ?TP + (Ua,uﬂ-a — Waa,uo'>7 (467)
avagy vektorjeloléssel
— .- 7_" 5 5
A, = —1¢7M75§w + 00,7 — 70,0. (4.68)

Az axialvektoraram nem marad meg, hanem részlegesen sériil:
0, A, = —ictr (1°II) = en®. (4.69)

fgy megvalésul a klasszikus modell szintjén, azaz fagrat-kozelitésben az empirikusan
igazolt PCAC feltétel.

A fenti Allitdsok természetesen mind a klasszikus modellre vonatkoznak. A
tovabbiakban azt vizsgéaljuk, hogy mi a helyzet a kvantumtérelméletben.
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4.3. A linearis o-modell fagraf-kozelitésben

Korlatozzuk vizsgalatainkat el6szor a bozonszektorra, vagyis hagyjuk el a fermion-
teret. Ekkor lényegében a ¢* elméletet kapjuk O(4) globdlis szimmetridval, ahol
¢ most nem egykomponensti, hanem 4-komponensti ¢ = (o, 7) O(4)-vektor. Ezért
P =¢-¢=0c>+7 0l ¢ = (¢?) = (¢ 9)* = (6% + 72)? és a bozonszektor
jaruléka a hatashoz

Sb.sz. = /d4I [iaﬂg ' 8ua + 58;/77’ : auﬂ' + §m2 (0'2 + 7 2)
A/ o Lo\2
+I(a —|—7r) —col. (4_70)

Mivel m? < 0, tudjuk a kordbbiak alapjin, hogy a klasszikus modell spontdn szim-
metriasérté |0) vakuummal rendelkezik. Mivel az izospinszimmetria sértetlen marad
a tapasztalat szerint, ezért csak akkor kapunk a fenomenoldgiaval 6sszeegyeztetheto
elméletet, ha

(0lo(2)[0) = v #0. (4.71)

Ha nem lenne az az empirikus megszoritds, hogy az izospinszimemtriat a vakuumallapot
sem sérti, akkor az O(4)-vektor eredetileg teljesen egyenértékii komponenseinek
barmelyikérdl feltehetnénk, hogy nem zérus varhaté értéki.

Tudjuk, hogy a vakuumbeli vy varhaté értéket az aldbbi egyenlet megoldasa
szolgaltatja fagraf-kozelitésben:
2, Ao
Vo <m + 6’0()) = C. (472)
Vezessiik be az eltolt s(x) teret a
o(z) = wvy+s(x) (4.73)

definiciéval. Ekkor a Lagrange-siirtiségnek a skalarterekben kvadratikus része ren-
dezés utan diagonalis marad és az aldbbi alakot olti:

1 A 1 A .
3 <m2 + 508) 5%+ 5 <m2 + 6U8> 72
N U P 13 (4.74)
2 7 27
A kvadratikus tagok egytitthat6it mint a o és a m mezonok tomegét lehet azonositani,
mint a fagraf kozelitésben az Osszefliggd (szabad) propagatorok pélusait. A o tér
vakuumbeli varhato értékét meghatarozo egyenletbdl 1latjuk, hogy ha nincsen explicit
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szimmetriasértés, azaz 0 = ¢ = vgm?2, akkor a szimmetria spontdn sériilése esetén
(vo # 0) a piontomeg zérusnak adédik. Ilymddon a pionokat csakugyan a Goldstone-
bozonokkal azonositottuk. A modell paraméterei az alabbi médon fejezhetok ki a
bevezetett tomegekkel:
Avg 2 2 2 3 o5 1 4
— =m, —m:, m-=-m_. — -—m.. 4.75
3 g K 2 ™ 2 g ( )
Vegyiik most figyelembe a fermionszektort is. Az eredetileg zérus tomegii nuk-
leonok tere Yukawa-tipusu csatolassal csatolodik a mezonterekhez. A hatas megfelel6
tagjai:

[d'a [& 9w — g (o + 1577 ]

_ / d'z [ P — g (vo + s+ ins77) ] (4.76)
Innen leolvashatjuk, hogy a kiralis szimmetria spontan sériilése miatt a nukleonok
myx = guo (4.77)

nyugalmi tomeget nyernek (fagraf-kozelitésben).

A o-modell az aldbbi paramétereket tartalmazza: m, X, vy, g. Ebbdl az
els6 harmat a bozonszektorban kell meghatarozni. Ha ezek rogzitettek, akkor a
g csatolasi allanddt ugy vélasztjuk, hogy a nukleon tomegét reprodukaljuk. Mond-
hatnank azt, hogy a bozonszektor paramétereit az m,, m, tomegek alapjan rogzitjik.
Ez egyrészt kevés megszoritd feltétel, masrészt a o—mezont nem észleljiikk stabil
kotott allapott részecskeként, mint a pionokat. A kiutat az jelenti, hogy meghatéaroz-
hatjuk (fagraf-kozelitésben) az alacsonyenergids pion-pion széras hataskeresztmet-
szetét. Az amputélt Osszefiiggd o 4-pont Green-fiiggvényre fagraf-kozelitésben
az alabbi kifejezést kapjuk':

2 2 2 2 2
() _ M —mg (s—myp t—m;  u—m;
(G“mp)ijkl (p17p27p37p4) U% <mg _ g mg —t mg —ul
(4.78)
A sz6rési hossz révén (a megfeleld 1PI vertexfiiggvény p? = —m? értékével) rogzit-

hetjitk a o—tér vakuumbeli varhato értékét, vp—t. A hataskeresztmetszet az s pion-
pion tomegkdzépponti energia fiiggvényében az s = m2 helyen rezonanciaszerkezetet
mutat. A rezonancia helyével rogzithetjiik m2-et.

fCsak mellékesen jegyzem itt meg, hogy a o-modellben kapott w7 szérasi amplitidé az s—,
a t— és az u—csatorna jarulékanak szimmetrikus kifejezése. Ez a pontrészecske térelméletek jel-
legzetes tulajdonsdga, amikor a kozbenso dllapotban csak véges sok rezonancia lehetséges. Ma
mar tudjuk, hogy a nagyenergias hadronfizikdban névekvé tomegkozépponti energidval egyre tobb
és tobb hadronrezonancia jelenhet meg, mint kozbensé allapot. Ez végiil oda vezet, hogy az s—
csatornas amplitidé mar onmagéban a teljes és nem szabad hozzaadni a t— vagy az u—csatornas
amplitidét. Ez a felismerés Veneziano nevéhez fliz6dik és a dualitdsi feltevés néven ismeretes.
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Az aldbbiakban vazolom, hogy milyen 1épések révén kaphatjuk meg a fenti 6sszefiiggd 4-pont
Green-fiiggvényt.

e Elegend6 csak a bozonszektorra szoritkoznunk. Tudjuk, hogy fagraf szinten a mezonterek
1PT vertexfliggvényeinek generald funkciondlja az eredeti, klasszikus hatds. Ezért fagraf
szinten az Osszefiiggd Green-fliggvények generdld funkciondlja az alabbi egyenlettel adhato
meg:

W[Ja’a Jﬂ'] - _S[<PU; 9577] + /d4$ (JU<PU + j;r@w)
4 1 2 1 = \2 1 2 2 =2
= —[dz 5(6M900) +§(6u907r) +§m (900'—’_9077)
1 o2
+I/\ (ga?, + gafr) — C(Pcr:|
+/d4:v (Jggog + J;@r) . (4.79)

A jobboldali kifejezés akkor tekintheté a W generdld funkciondl explicit alakjanak, ha benne
a Yo, Pr klasszikus térvaltozokat kifejezziik mint a J,, J kiilsé forrdasok funkcionéljait. Ez
az alabbi, Legendre-transzforméciobol ad6doé osszefiiggések invertdlasdval lehetséges:

0S
Ja(fﬂ) B 6900(55)
= (=07 +m*)po(x) + V20, (2) — ¢, (4.80)
S
Jrile) = 6o i(2)

= (=0 +m?)pri(x) + V' 20 i(), (4.81)

ahol V(p) = Ap? /4!, p = @2 + @2.

e A mezonterek vakuumallapoti varhaté értékét a

58 —0, (4.82)
5900’ (.I) Po=00,Pr i =Vq

_ 05 —0 (4.83)
5@# Z(I) Po=v0,Pr i=V;

egyenletek megoldasa adja. Ez a mar ismert vo—t és v; = 0t eredményezi.

o A Kklasszikus tereket mint a kiilsé forrdsok funkciondljat szdmoljuk ki A2 rendfi tagokkal
bezéarélag. Célszerti a kiilsé forrastdl valé fiiggést a A° rendii

pP (@) = Ay (o) +0), (4.84)
PO@) = Ap(Jri(z) (4.85)

funkciondlokkal kifejezni, ahol A, = (=92 +m?)~L.

o Az Gsszefliggd mmmm 4-pont Green-fliggvényt négyszeri, Jr ;(x1), Jx j(x2), Jx k(x3) és Jr 1(z4)
szerinti funkcionalderivalassal kapjuk a W generald funkciondlbdl végiil zérussa téve a kiils6
forrasokat. Ezeket a derivalasokat most kozvetett derivalasokként végezhetjik el, W—t a
nulladrendii klasszikus terek szerint derivalva majd azokat a kiilsé forrasok szerint.
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e Végiil Fourier-transzforméciét hajtunk végre és amputalunk, vagyis elhagyjuk a kiils6 14-
baknak megfelel6 szabad pionpropagatorokat.

e A kapott eredményben kifejezziik a paramétereket m2 és m2 segitségével és felhasznaljuk,
hogy m2 < m2.

A modell paramétereinek a rogzitésénél inkabb egy masik utat szoktak jarni,
mint amit fentebb leirtunk. Ennek a lényege, hogy az axialvektoraramot azonositjak
a gyengekolesonhatés axidlvektoraraméval. Ha ezt tessziik, akkor az A, (z) operator-
betétrésszel rendelkezo, pionokra vonatkozé 1-pont fiiggvény a pion gyengebomlasa-
nak atmeneti amplitudéjat adja meg. Pl. a 7= — e~ 1, bomlast, amelyet a kvarkok
nyelvén a Standard Modellben az alabbi Feynman-graf ir le:

A linearis o-modellben ezt az alabbi Feynman-graffal helyettesithetjiik, ki-
hasznalva, hogy a pion az elektron-antineutriné axidlvektoraramaval hat tulajdonképpen
koleson, amikor o-modellben a nagy tomegili (~ 70 GeV) W~ vektorbozon altal
kozvetitett nagyon rovidtavi kolesonhatést lokalis kolesonhatasként kezeljiik:

1L A Tt A

pa

Itt felhasznaltuk, hogy a W~ vektorbozon Utdbbi a pion tekintetében 1PI,
axidlvektoraram betétrésszel rendelkezé 1-pont vertexfiiggvény: fﬂ;ﬁ’i(o; p), ahol p,,
a pion négyesimpulzusa, a betétrész négyesimpulzusa pedig zérus. Ez a pion gyenge-
bomldsanak f, (= 93 MeV) bomlasi allandéjaval kozvetlen kapcsolatban all. A
kovetkezo fejezetben altalanosan megmutatjuk a Noether-tétel kvantumtérelméleti
altalanositdsa alapjan, hogy

v o= fr (4.86)

4.4. Ward—Takahashi-azonossagok a linearis c—modellben

Kezdjiik azzal a megéllapitassal, hogy az SU(2) ® SU(2) algebra izomorf az O(4) al-
gebraval. Ez azt jelenti, hogy a linearis o-modellhez tartozo hatés szimmetrikus része
O(4) szimmetridval rendelkezik, ha a mezontereket ¢; = (0, %) (1 = 0, 1,2, 3) 4-elem
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oszlopvektorba rendezziik. Ebben az dbrazoldsban az O(4) csoport generdtorai a T+
(kl = 01,02,03, 12,13, 23) métrixok:

(1), = o6 aio. (4.87)
Ezek koziil T2, T3 és T az izospinforgatasok, amelyek az SUy (2) diagonalis al-
csoport generdtorai, és a 19, T2 és T3 generdtorok a valédi kiralis transzformaciok
generdtorai. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a vektordram és az axidlvektoraram
kifejezéseiben a kordbbi 7¢ generatorok helyett a T generatorok szerepelnek, azaz
ebben az dbrazolasban ezek az dramok is O(4) matrixok.

A Ward-Takahashi-azonossagok alapjan belathatunk néhany olyan Osszefiig-
gést a linearis o-modellben, amelyek a perturbacioszamitas tetszéleges rendjében
érvényesek.

1. Altaldnosan bizonyitjuk, hogy a ¢ tér vakuumallapoti v varhaté értéke azonos
a pion f, gyengebomlasi allandéjaval,

vo= fr, (4.88)

ha a modellbeli axidlvektoraramot a gyengekolcsonhatéas axidlvektoraramaval
azonositjuk, ahogy errdl sz6 volt az el6zo fejezetben.

e FEl6szor megmutatjuk az explicit szimmetriasértés mértéke és a pion gyengebomlasanak
bomlasallandéja kozotti kapesolatot:

mif, = c (4.89)
Induljunk ki a Noether-tétel kvantumelméleti dltalanositasat jelento aldbbi 6sszefiiggés-
bol, amely az axidlvektoraram-betétrésszel rendelkezd 1PI vertexfiiggvények generald
funkcionaljara, ill. annak divergencidjara vonatkozik:

T[] ox
S, Lid Fi

Rl apwle] = cpula) (4.90)
(A feliilvonés nélkiili latin indexek a hdrom izospin komponenst jelentik.) Az egyen-
let jobb oldalan all6 els6 tag eltérést jelent a korabban a szimmetrikus elméletben
megallapitott Osszefliggéshez képest. Ez a tag a korabbi levezetés 1épései sordn onnan
adédik, hogy most 65 # 0, mint a szimmetrikus elméletben volt, hanem:

6S = —cbo = —cprn". (4.91)

Derivéljuk a (4.90) egyenletnek mindkét oldaldt ¢;(y) (a piontér valamelyik kompo-
nense) szerint, majd vegyiik az eredményt a ; = (v, 0) helyen:

~—

i)

cOid(z —y) — FG)(% y)T%k(Pj

(23

>
=8
VS
=
B
T
e
&
~
=
N—
N———
Il

= cdud(x —y) = T (@, 9)dv + Q) (2, y)v
= bz —y) + T (2, y)v. (4.92)
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Képezziik az egyenléség mindkét oldalanak a Fourier-transzformaltjat:

k
iq, (1:\541;1)((1; —q))m = chip + f‘gi)(q)v. (4.93)
Tekintve, hogy a jobb oldalon a 4-dimenziés euklideszi koordinatatér forgatasaival
szemben skaldrként viselked6 mennyiség &ll, a bal oldalnak is ilyennek kell lenni.
Ehhez az axidlvektoraram-betétrésszel rendelkez6 pion 1-pont fliggvénynek négyes-
vektornak kell lenni. Ezért aranyosnak kell lennie az impulzusfiiggést jelent6 egyetlen,
g, négyesimpulzussal:

. k
(I‘S’l)(q; _Q))m’ = ¢uGik. (4.94)
Vegyiik most az egész egyenletet a tomeghéjon: q,q, = —m?2. Ekkor a jobb oldalon a

piontér propagatoranak inverze all, ami a tomeghéjon eltiinik. Ugyanakkor a jobboldal
els6 tagja az izospinindexek tekintetében diagondlis. Ezért a baloldal is koteles ezen
indexek tekintetében diagondlis lenni, G = Gd;. A jobboldal valés, ezért a bal
oldalon all6 dtmeneti amplitidé valds része zérus kell legyen. A mi szdmunkra a
képzetes rész az érdekes. A bomlast leiré atmeneti amplitidé képzetes része ugyanis
éppen a bomlaséllandd, ImG = — f.. Mindezeket 6sszefoglalva kapjuk, hogy

—im2if o = cou, (4.95)
ahonnan megkapjuk a keresett Osszefliggést.
A kovetkez6 1épésben megmutatjuk, hogy
c = mio. (4.96)
Végezziink wF paraméterekkel jellemzett infinitezimalis valédi kirdlis transzformaciét:
do = 7, 07 = —Wo (4.97)

A general6 funkciondl a kiilsé forrdsokhoz csatolé tagok és a szimmetriasértd tag miatt
formélisan megvaltozik:

6z = / DoD7 / d*w(c80 + Jodo + Jysm;)e~ St drort TR _ o (4 98)
Innen az aldbbi Ward—Takahashi-azonossagot kapjuk:

0 = /d% {(HJ@%—f{% Z. (4.99)

Az azonossdg ugyanebben az alakban érvényes, ha a Z—t W-re cseréljiik. Derivéljuk
az utébbi azonossag mindkét oldaldt J;(y) szerint:

52 ) 52
0 = /d4:1: [(c + JO(I))i(SJi(:C)Jj(y) —0;;0(x — y>—5J0(x) - Ji(z)iéJo(x)éJj o) w.
(4.100)

Vegyiik ezt az egyenlOséget eltling kiils6 forrasok esetén, majd Fourier-transzformaljuk:
cGT™(0)5;; = vdij, (4.101)

ahol a bal oldalon a pionpropagator all eltin6 impulzusnal. Innen
em;? = v, (4.102)

ami éppen a keresett egyenléség.
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2. Egészitsiik most ki a modellt a fermionszektorral. Ekkor megkapjuk a nukleon
tomegének és a modell paramétereinek a kapcsolatat. Ez az alabbi:

My = UgzNN, (4.103)

ahol g,yn a pion-nukleon széras csatolasi allandéja. Figyelembe véve, hogy a
o tér vakuumallapoti varhaté értéke a pion gyengebomlasi dllandéjaval azonos,
ez egy kisérletileg ellenérizhetd osszefiiggés, my = frg-nn, az un. Goldberger—
Treiman-relacié. A tapasztalat szerint ez kb. 70 szazalékos pontossdggal tel-
jesiil. Fagraf-kozelitésben g,nyn = g.

Valédi infinitezimalis kirdlis transzformadcié soran a nukleontér megvaltozasa:

i
2
5 = &%yﬁw. (4.105)

oy

V5TWY, (4.104)

Ennek alapjan az osszefiiggd Green-fliggvények generdld funkcionaljara felirhatjuk az alabbi
Ward-Takahashi-azonossagot:

i 6 é
d4x{i |:770¢i7 o ﬁ‘_—_nai’y o 7_—;—:|_
/ 5 |7ai(75)as S (5)as T
) é
- J— J —. o W =0. 4.106

Végezziik el ezen a 6/6n4:(y) derivélast, majd a §/07s, (2) derivélast, és vegyiik az eredményt
eltiing kiils6 forrasok esetén:

1 NN NN
/dw {—5 {(75)56%’%—5(20 - Z)Gg ,Yl’%j(z —y)+ (75)7671130& ﬁj%n(y _ 2)} n

+c/de§wgﬁ))5n(x;y,z)} = 0. (4.107)

Hajtsunk végre Fourier-transzformaciot:
i ~(NN ~(NN ~(rNN
2 (090557 GO 0) + ()57 G (=) | + GO, (0ip—p) = 0. (4.108)
Felhasznalva az Osszefiiggé Green-fliggvények, az amputalt Green-fiiggvények és az 1PI ver-
tex fliggvények kozotti kapcsolatokat, irhatjuk:
! ~(NN)—1 ~(NN)—1
= |25, G ) + (5)rars GOS0 (<) =

L (05 p, —p)m2(p? +m3y) 7 (4.109)

[\

Vegyiik az egyenletet p,, = 0 mellett:
i _
5 [(15)0870;0v8015 + (96)1671;08505m] miy' =

— cfgﬂ;gx ) (0;0,0)m;2my2. (4.110)

Ez a Goldberger—Treiman-relacié altalanos alakja. Tekintve, hogy az egyenlet két oldalanak
a bispinorindexekben és a kirdlis indexekben ugyantgy kell transzformalédnia, a bal oldalon
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allé 1PI w NN vertex indexszerkezete meghatarozodik. A benne szerepl6 konstans tényezo,
igrn N a pion—nukleon kolcsonhatds csatolasi allandéja, és az alabbi relaciét elégiti ki:

MN = CGxNNML = gxNNU = grNN fr- (4.111)

Ezt akartuk bizonyitani.

A linearis c—modell — mint lattuk — szép példaja annak is, hogy milyen prediktiv
erejitk van a Ward—Takahashi-azonossagoknak.
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4.5. (")sszefoglalés

Globélis folytonos szimmetria spontan sériilésének fontos példajat képezik az eros-
kolesonhatés olyan effektiv elméletei, amelyek globdlis kiralis szimmetriat tételeznek
fel. A vakuumallapotban ez a szimmetria spontan sériil és csak a diagonalis alcso-
portja, az izospin szimmetria marad sértetlen. A valédi kirdlis szimmetra spontan
sériilése kovetkeztében megjelend Goldstone-bozonokat az SU(2) x SU(2) modellben
a pionokkal azonosithatjuk. A pion kisérletileg megfigyelt kicsiny nyugalmi tomegét
azzal magyarazzuk, hogy a kirdlis szimmetria explicit médon is séril. Az explicit
szimmetriasértés mértéke megvalaszthato ugy, hogy az effektiv elméletbdl kiadédjon
az axialvektoraram megfigyelt részleges megmaradasa.
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FUGGELEK

A. Az osszefiiggd Green-fuggvények

A Green-fiiggvények Z[J] general6 funkcionélja mellett bevezetjiik az in. Osszefiiggd
Green-fliggvények W[J] generdl6 funkcionaljat. Megmutatjuk, hogy a W|[J] generdl6
funkcional a rendszer térfogataval ardanyos a termodinamikai extenziv mennyiségek-
hez hasonléan, ha a térelmélet lokélis (és konstans kiils6 forrast tételeziink fel).

Emlékeztetotl idézziik fel, hogy az n-pont Green-fiiggvények generdld funkcio-
nalja:

Zl0) = N / Depe= S8+ daTs (A1)

ahol S[¢] a hatasfunkcional, ¢(z) a vizsgélt tér és J(x) a hozza csatolt kiilsé forrés.
Az N normélési tényezdt a

Zl0] = 1 (A.2)

normaélasi feltételbdl szokds meghatarozni. Az n-pont Green-fiiggvény definicio sze-
rint:

R . T1)...0(x, el
G (zy,...,1,) = <0|T(¢($1)"'¢($n))|0>:ID¢¢(IY))¢6—?9([¢]) ’
(A.3)

ahol |0} jeloli a vakuumallapotot. Az n-pont Green-fiiggvény a general6 funkciondlbol
funkcionalderivalassal nyerheto:

o Z[J]

(n) -

(A.4)

J=0

Mint azt az [1] jegyzetbdl megtanulhattuk, a fizikai folyamatok szérasi amp-
litudéi kifejezheték a Green-fliggvények segitségével. A 2-pont Green-fliggvény
polusa definidlja impulzusreprezentaciéban a megfelelo kvantumtér egyrészecskés
gerjesztéseinek nyugalmi tomegét. Mindez mutatja, hogy a Green-fliggvények kulcs-
fontossdguak a kvantumtérelméletben.

Azt is lattuk [1], hogy a pélyaintegrdlos kvantdldsnak nagy el6nye, hogy a
perturbaciészamitas soran konnyen megallapithatjuk azokat a szabalyokat, amelyek
segitségével Feynman-diagramokat feleltethetiink meg a Green-fliggvények kiilonb6z6
rendii jarulékait jelentd képleteknek. A jelen jegyzetben ezért mindig gy veszem,
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hogy a Feynman-szabalyok megéllapitasan tul vagyunk, azaz tudjuk, hogyan kell
matematikai képleteknek diagramokat megfeleltetni, és viszont.

Vizsgéaljuk most meg kozelebbrol az n-pont Green-fiiggvényhez jarulékot ado
Feynman-diagramokat:

el (X1, ..., 2) = Z(az Osszes, n kiils6 1labbal rendelkezd
Feynman-diagram ) (A.5)

Ezek a diagramok részben Gsszefiiggdk, részben szétesSk. Osszefiiggének neveziink
minden olyan Feynman-diagramot, amelyben barmely kiilsé 1abrol elindulva folytonos
vonal mentén juthatunk el barmely masik kiilso ldbra. A nem Osszefiiggd dia-
gramokat szétes6 diagramoknak nevezziik. Nyilvanvald, hogy a szétesé diagramok
osszefiiged diagramok egyiittesei, képletiik pedig az egyes 0sszefliggd részek képleteinek
szorzata. Vezessiik ezért be az sszefiiggé n-pont diagramok dsszegére a W™ (zy, ..., x,)
jelolést:

WO (zy, .. x,) = Z(az Osszes, n kiilsé 1dbbal rendelkezd
osszefliggd diagram). (A.6)

Mint emlitettiik fentebb, minden szétes6é diagram Osszefliggd diagramok szorzata:
altaldban o, darab Gsszefiiggd 1-pont diagram (W®)), oy darab Osszefiiggd 2-pont
diagram (W®), stb., és o,, darab Osszefiiggd n-pont diagram (W (™) szorzata. Ezért
az n-pont Green-fiiggvény az aldbbi Gsszeg alakjaban frhaté fel az Gsszefiiggd W (™)
Green-fliggvények segitségével:

G (z1,...,@,) = Z ZP[W(D(*) . W(l)(*)][W(2) (%) - W@ ()] - - -
{ox} P

o1 g2

(A.7)
ahol az els6 Osszeg az n egész szam minden olyan particiéjara torténik, amelyre
n = o0,+20,+...+n0,. (A.8)

Az Osszefliggd Green-fiiggvények argumentuméaban a  jel a kiils6 labaknak megfelel
koordinatak valamilyen rogzitett sorrendjét jelenti, P pedig ezeknek a koordinataknak
a megkilonboztethetd permutacioit. Utdbbiak szama

n!
(01! a,) (1) 2oz . . (nl)on’

(A.9)

ahol a nevezoben a oy! tényezdk azt veszik figyelembe, hogy nem kapunk maés
n-pont fiiggvényt, ha az oOsszefiiggd k-pont fiiggvények sorrendjét permutéljuk, a
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nevez$ (k!)7 tényez6i pedig azt veszik figyelembe, hogy egy-egy sszefiiggé k-pont
fliggvény argumentumaban a koordinatak permutaldsa szintén nem eredményez mas
diagramot. Amikor a Z|[J] generalé funkcional Taylor-kifejtésében elvégezziik az
X1, ..., %, koordinatak szerinti integralokat, akkor minden ilyem permutécié azonos
eredményt ad. Ezért a Green-fiiggvények generalé funkcionalja az alabbi alakba is
atirhato:

210 = o /d:c1 Az, Gy, x) (@) - I ()

WD o1 T (2) x, T a2
S (J daW E'))Jl( x))” (fd dyW@(!(QiJ))U;]( )J(y))>

. (A.10)

Az kettés Osszegzés minden n-re és minden, az adott n-hez tartozé (oq,...,0,) =
{0k} particiéra egyenértékii a -k minden nem negativ egészre torténd 6sszegzésével.
Ezt figyelembe véve azt kapjuk, hogy

20 =[S (5 [ @iw)] LZ O_iz'(% [ drdyW® @) 3@ (0) "]

o O1°

= o5 [ WO @) ep(5 [ ddgWO (@) I@)Iw))
W (A.11)

Innen tehat azt olvashatjuk ki, hogy az 6sszefiigg6 n-pont Green-fiiggvények generald
funkcionalja a

WI[J] = InZ[J] (A.12)
funkciondl.

Hasonléan a termodinamikai szabadenergidhoz, térben és idoben allandé kiils6
forras esetén a W[J] generalé funkciondl extenziv.

Tegyiik fel, hogy a kiils6 forrds J(z) = Ji(z) + Jz2(x) alakd, ahol Jy(z) és Jo(z) diszjunkt
tartéji forrdsok, azaz Ji(xz) = 0, ha € Qy és Ja(z) = 0, ha & & Qg, ahol Q1 NNy = 0, tovdbb4
mind az €, mind az 2 tartoméany térfogata makroszkopikus, azaz minden hatéaron tdl né. Mivel
a hatds lokalis, ezért a Z[J] funkciondl integrandusdban a kitevét az aldbbi alakban irhatjuk fel:

Slé] - / Pri = / PREORNE

D p—
+ / (L) ~ o)

+ / dPzL(9)
:Egﬂl UQe
+ feliileti tagok. (A.13)
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Vegyiik észre, hogy a Z[J] funkciondl faktorizdlsdik,

wadgb(x)efSJrfdeqa
IL, [ do(z)e=*

Hzeﬂl fd¢($)€_s+f dwhe
[Leo, Jdo(x)es .

laco, fdsb(x)e’S*f dzJ2¢ |
[Loco, S dé(z)e=s
'212[!]17 J2]
= Z1[h]Za] ] Z1al 1, 2], (A.14)

Z[]] =

ahol Z19[Jq, Jo| teljesen a feliileti tagoktdl szarmazik. Ha azonban az Qp és az s tartoményok
térfogataval végtelenhez tartunk, akkor a feliileti tagok csak a feliilettel ardnyosan nének, mig a
Z1—et és Zo—t meghatarozd tagok a térfogattal ardnyosan. Ezért a feliileti tagok és Z15 elhanyagol-

hatoak. Ebbol kovetkezik, hogy:
W+ o] = Wilh]+ Wa[Jo]. (A.15)
Ha most Ji|q, = Jo|a, = j dllandé és Q1 U Qs a teljes téridé, akkor
Wil = Walj] + Wa[j]. (A.16)
Innen 14tjuk, hogy W[j] konstans kiils§ forrds esetén extenziv mennyiség.

Ha nem akarunk arra utalni, hogy az Gsszefiiggd n-pont Green-fiiggvények a
W[J] generdl6 funkciondlbdl funkciondl-derivéldssal szarmaztathatok, akkor
GO (xy,...,2,) = WO (xy,..., x,) médon fogjuk jeldlni éket, ahol a ¢ alsé index
az angol ,,connected” (6sszefiiggd) szécskara utal.
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B. Valodi vertexek

Ebben a fejezetben az un. valddi vertexek generdlé funkciondljat definialjuk, és
megmutatjuk, hogy az Gsszefiiggd Green-fiiggvények valodi vertexfiiggvényekbdl és
a teljes propagdtorbdl (azaz az dsszefiiggd 2-pont Green-fliggvénybél konstrudlhatok
meg. A valddi vertexfliggvények perturbativ jarulékai pedig egy-részecske irre-
ducibilis (1PI) diagramoknak felelnek meg. A késébbiekben latni fogjuk, hogy a
kvantumtérelméletben megjelené ultraibolya divergencidk az 1PI diagramokban sz-
ereplé hurokintegraloktdl szarmaznak. Ezért a valdsi vertexfiiggvények kozponti sz-
erepet jatszanak a kvantumtérelméletben megjelend divergencidk eredetének megértése
és azok eltavolitasanak modja szempontjabol.

A valddi vertexek generald funkciondljat az

T[p] + W[J] - /dmp -0 (B.1)
Osszefliggéssel a W[J] funkciondl Legendre-transzformaltjaként definidljuk, ahol
ow
= . B.2
o) = 57 (B.2)

Megjegyzem, hogy az igy bevezetett p(z) a J(x) kiils6 forrds funkciondlja, és nem
azonos a ¢(x) térvaltozéval. Jelentését tekintve nem mads, mint a ¢ térvaltozoé
alapallapoti varhaté értéke J kiilsé forras jelenlétében:

SW 1 62[J]

A= 0J(x)  Z[J]0J(x)
[ D¢ ¢(z)e St ] de@3a()
[ De S0+ [ dzJ(z)¢(x)

= (0]6(x)[0), (B.3)

ahol |0); jeloli a J(x) kiils6 forras jelenlétében kialakuld alapéllapotot. Ha J = 0,
akkor ¢(z) = (0|¢(x)[0) = GV (z) a téroperdtor vakuuméllapoti vérhato értéke. Ha
a vakuumaéllapotban nem sériil a téridébeli eltolasi szimmetria, akkor (0]¢(x)|0)=4ll.
Ha semmilyen mas szimmetriat sem sért az alapallapot, akkor ennek az allandénak
zérus az értéke, GV (x) = 0.

A T[] funkciondl funkciondlderivéltjaként megkapjuk a kiils6 forrast:

or

= J(z). (B4)

Képezziik a T'[¢] funkcionélt definidls egyenlet mindkét oldaldnak elsd funkciondlderivaltjst:

or 6J(y) o N da _
s 0 [ s [W“] / C”“’] . (B:5)
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Itt a bal oldalon az utolsé tagban az integrandus ¢ definiciéja kovetkeztében zérus, s igy a bi-

zonyitani kivant Osszefliggést kapjuk.

Egy tovabbi fontos tulajdonsag, hogy amennyiben az 6sszefiiggé Green-fiiggvé-
nyek generdl6 funkciondlja valamilyen o paramétertdl is fiigg (o térvéltozé is lehet),
akkor T'[¢] is fligg ettél a paramétertdl és érvényes a

8_F
Oa

ow

| =0 (B.6)

J

®p

Osszefliggés.

or

o, ow
1oJe"

Derivéljuk a I'[¢] funkciondlt definidlé egyenlet mindkét oldalat « szerint:
0 W — / deJp| =0 (B.7)
5 el =0. .

dJ(y)
J+/ W 5 L 3I)

Az utolsé tag integrandusa ¢ definiciéja kovetkeztében zérus, s igy a bizonyitani kivant Gsszefiiggést

©

kapjuk.

Vezessik be a

W J]
X(@) = ¢(z) = GV (x) = p(z) - (B.8)
6J () |,_,
véltozét. A I'[p] Taylor-sordban,
=1
n=1"""
szereplé T™ (zy, ..., x,) fiiggvényeket valddi n-pont vertexeknek nevezziik. Megmu-

tatjuk, hogy a valédi vertexek kifejezhetdk az Osszefiiggd 2-pont Green-fiiggvény

Siy) = [6P] (x.y) (B.10)

inverzével és az un. amputalt Green-fiiggvényekkel:
Gg?r)bp(xlv s 7xn) = / [H dyls(xlv yl)‘| ng)(ylv R 7yn) (Bll)

i=1
Az els6 néhany valédi vertex:

) = o, (B.12)
F(z)(l'l,l’g) = S(l’l,l'g), (B13)
F(3)(ZL’1,LE2,LE3) = —G((l%p(l’l,ﬂfg,xgg). (B14)

Megjegyezziik, hogy az amputalt Green-fiiggvények Feynman-diagramjai a Green-
fiiggvényekétél abban kiillonboznek, hogy utébbiakrol le kell vagni (amputélni kell)
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a kiils6 vonalakat. Ez nyilvanvald, hiszen az 6sszefiiggd 2-pont Green-fiiggvénynek
éppen ilyen vonalak felelnek meg. Az inverzeikkel valé szorzas egyenértékii a meg-
felel6 kiils6 vonalak levagasaval.

Az 0sszefliggé n-pont Green-fiiggvények és a valédi vertexfiiggvények kapcso-
latat a

/dzf‘(z)(x,z)W(Q)(z,y) = 6z —vy) (B.15)
relaciébdl és az annak ismételt derivalasaval kapott egyenloségekbol tudjuk talan a
legkonnyebben kiolvasni.

Magét az (B.15) azonossdgot konnyen beldthatjuk, ha felhasznaljuk ¢(x) és J(z) Legendre-
transzformmécié dltal 1étesitett kapcsolatat:

dp(x) 0 OW

=9 = 5o T S 3@
- / -2 e ) 1@y WO (2, ). (B.16)
do(y) ’ ’

A (B.15) azonossagbdl eldszor is latjuk, hogy a valédi 2-pont vertexfiiggvény
az Osszefiiggd 2-pont Green-fliggvénynek, a propagatornak az inverze:

F(2)(ZL'1,£E2) = S(l’l,l'g). (Bl?)

A tovabbi azonossigok kiolvasdsdhoz vegyiik észre, hogy a (B.15) egyenléség mindkét
oldalanak a kiilso forras szerinti derivalasa a

I U&p(v) J
ST Ik 5.7 () 5p(0)
= /dvW(2)(u,v)5 ) /dvG @ (y U)(Sgoiv) (B.18)

szabély szerint torténhet. Derivéljuk az (B.15) azonossag mindkét oldalat pl. J(u)
szerint funkcionalisan, akkor

/de (z, )W (2,9, u +/dvG @) (y, )T (v, 2, 2)GP (2, y)
(B.19)

adédik. Erre balrél G® (w, x) métrixszal rdszorozva és a véltozékat atjeldlve, az
aldbbi azonossagot kapjuk:

WO (z), 29, 23) = —/dyldyzdysG (21,91)GP (29, y2) G (23, y3)T® (Y1, Y2, y3)-
(B.20)

Ez mutatja, hogy az osszefiiggd n = 3-pont diagramok a valédi 3-pont vertexfliiggvényekbdl
3 darab kiilsé 1ab, azaz (teljes) propagétor csatlakoztatasdaval kaphaték meg, ahol

a csatlakozasi pont koordinatdira integralni kell. Ez természetesen azt jelenti, hogy
I'®-at WG-bdl a kiilsé 1dbak amputéldsaval kaphatjuk meg:
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- B

A kapott azonossag mindkét oldalat ezutdn ujra funkcionél-derivéaljuk a kiilso
forrds szerint. A baloldalon megkapjuk W*-et, a jobboldalon pedig amikor valame-
lyik G@ tényez6t derivaljuk, akkor egy tovdbbi propagator és I'® jelenik meg,
amikor pedig I'®-at derivaljuk, akkor szintén egy tovabbi propagator és I'® jelenik
meg. fgy szerkezetét tekintve az alabbi egyenletet kapjuk:

wW = —(GPGY . T®.G?.16) . BG4+ permutacick )
—Gf)Gf) T . G(2>G§2>, (B.21)

C

ahol - és : a megfelel6 1, ill. 2 térid6-koordinata szerinti integralast jeloli a matrixszorzas
szabalyanak megfelel6en. Diagram-nyelven:

Végil még elmondom a valddi vertexek ill. generdlé funkciondljuk néhany
lényeges tulajdonsagat.

e A valédi 2-pont vertexbdl, mivel az az Gsszefiiggd 2-pont Green-fiiggvény in-
verze, le szokas vélasztani a szabad tér A(x,y) propagatoranak inverzét:

I(z,y) = AT (z,y) + S(z,y), (B.22)
ahol tehat

A (z,y) = (—0.0, + m?)6(z — y) (B.23)

113



és ¥(x,y) az Gn. sajatenergia. Szorozzuk a sajitenergiat definidlé egyenletet
balrél A-val, jobbrél G®)-vel. Rendezés utdn a Dyson-egyenletet kapjuk:

G£2)(x>y) = A(zay)_/dxldIQA(zaxl)Z(IlaxQ)G£2)(x2>y)> (B24)

GEQ)(:z,y) = A(x,y) —/dl’ldl'gA(l',l’l)Z(ZL’l,I’Q)A(l’g,y)

—_— —_ +

amelynek iterdcioval adédé megoldasa:

+ /dﬂfldﬂfzdffgdmﬁ(ﬂf,I1)E(IE1>I2)A(C’32,$3)2(9€3,$4)A(I4,y) — ...
(B.25)

Ugyanez diagramokkal abrézolva:

A valédi vertexekhez csak egyrészecske-irreducibilis (1PI) Feynman-diagramok
adnak jarulékot a perturbacidészamitasban. 1PI diagramnak azokat a diag-
ramokat nevezziik, amelyek nem esnek szét két fliggetlen diagramra egyetlen
részecskevonal elvagasa esetén. A valddi vertexeket szokas 1PI vertexeknek is
nevezni és I'[p|—t az 1PI vertexek generalé funkciondljanak.

A tovabbiak szempontjabdl fontos bevezetni a hurok fogalméat. Ha egy Osszefiig-

g6 diagramban egy darab részecskevonalat atviagva a diagram még Osszefiiggo
marad, akkor azt mondjuk, hogy a hurkok szama 1-gyel csokkent. Ha az
osszefiiged diagram egyetlen részecskevonal elvagasaval szétesévé valik, akkor

azt mondjuk, hogy a diagramban nulla a hurkok szama. A fenti el6irds de-
finialja az Osszefliggé diagramokban a hurkok L szaméat. Ha a Feynman-
diagramoknak megfelel6 képleteket az n-pont fliggvények Fourier-transzformaltjainak
segitségével irjuk fel, akkor a hurkok szama éppen a belsé vonalakhoz tar-

tozé fiiggetlen impulzusok szdma, amelyekre integralni kell. (Az impulzus-
reprezentaciéval a D. fiiggelékben foglalkozunk kicsit részletesebben.)

A hurkok szama kifejezhetd a diagramban talalhaté belsé vonalak I szamaval
és a vertexek V' szamaval:

L = I-V+1. (B.26)

Ez az 0sszefiiggés azért all fenn, mert minden belsé vonalhoz tartozik egy im-
pulzus, ez az I darab impulzus azonban nem mind fiiggetlen, mert minden
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vertexben fennall a csatlakozé vonalak impulzusaira vonatkozé megmaradasi
torvény, azaz V darab Osszefliggés. Utobbiak rendszere egyenérték a kiilsélabak
impulzusaira vonatkozo megmaradasi torvénnyel és tovabbi V' —1 darab, belso
impulzusokat is tartalmazo osszefiiggéssel. A fliggetlen belsé impulzusok szama
igy I —(V—1).

Az 1PI vertexekhez jarulékot adé diagramok A” rendfiek, azaz a benniik levé
hurkok szama hatarozza meg, hogy h-ban hanyadrendiiek.

Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Ha explicit médon kiirjuk h-t, akkor
Z2J] = N / Dge™ #5101+ [ eI @) _ ohWl), (B.27)

Ezért minden kolcsonhatasi vertex képletében megjelenik az S hatas megfelel6 kolesonhatasi
tagjat szorzé 1/h tényez6 az 1PI diagramok képletében. Fenndll tovdbbé a I'[¢] = —W[J]+
f deJp = —hlnZ[J] + f dxJyp Osszefliggés. Ezért minden valodi vertexfliiggvény képlete
nyer 1 i szorzot az In Z-t szorz6 h tényezé miatt. A vertexeket 6sszekotd belsé vonalaknak
a képletben propagatorok (6sszefliggd 2-pont fiiggvények) felelnek meg, a propagatorok

_ 82(hlnZ) 1 8%z D¢ p(1)¢(2)e+5
GO0 = SHT@ g, AT,y JDe

(B.28)
szintén hordoznak egy h tényez6t, és beldliik a bels6 vonalak I szaméval megegyez6 szamu sz-

erepel az 1PI diagramok képleteiben. fgy végiil az 1PI diagram rendje k= hh! = 1=V ! =
h". Ezt akartuk beldtni.
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C. A hurkok szama szerinti kifejtés

A Green-fiiggvények generald funkciondljat kifejtjik 7 hatvanyai szerint. Ezt a
kovetkezOképpen tessziik: nyeregponti modszerrel integralunk, majd a kapott ered-
ményhez korrekcidkat szamolunk A rendben.

A Green-fiiggvények generalé funkcionalja:
/Dase—%S[J]—i-fd:chb. (C.1)

Végezziik el az integralast nyeregponti modszerrel. Az integrandus stacionarius
pontjat a

1 68
lL6g(x)

egyenlet alapjan meghatarozott ¢.(x, J) funkciondl adja meg. A & szerinti un. kvazi-
klasszikus kifejtés lényegében azon alapul, hogy a palyaintegral integrandusaban, az
exponencidlis fiiggvény kitevéjét ¢(x) — ¢.(x, J) hatvanyai szerint kifejtjik. Latni
fogjuk, hogy igy a W general6 funkcionalnak, ill. a I' effektiv hatasnak i hatvanyai
szerinti kifejtését kapjuk. Ami természetesen a valddi vertexfiiggvények R szerinti,
azaz hurok-kifejtését eredményezi. A hurok-kifejtés (,,loop expansion”) legalac-
sonyabb rendjét, amelyben a hurkok szama zérus (h° rendii tagok), fa(graf)-szintii
kozelitésnek (,,tree approximation” ) nevezik, ez egyuttal az effektiv hatés kvéziklasszikus
kozelitése is.

(G, J)] = J(x) (C.2)

A fagraf-szintl kozelitésben:

1
210 ~ ZOL]] ~ exp{ ( o [ dthqbc> Lo )} (C.3)
Innen az Osszefiigg6 Green-fiiggvények generalé funkcionalja nulladik kozelitésben:
WO = Al 2000 = —S[e.] + / dzhJg,. (C.4)

Be lehet latni, hogy ez a kozelités csak az un. Osszefliggo fagrafok jarulékait veszi
figyelembe (ld. aldbb). Ebben a kozelitésben az tin. klasszikus tér:

SOl
p(r) = m
— oz, ]) +/d fhj’ i /d:):thb SH¢:¢C
= ¢c(z,J). (C.5)
Ezt felhasznalva
WO + S[e] / dehJy = 0 (C.6)
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irhatd, amit ha 6sszevetiink az 1PI vertexek generdld funkciondljanak a definiciéjaval,
akkor leolvashatjuk, hogy:

rO[] = —Wwopg]+ / dzhJe = S[y). (C.7)

Kvaziklasszikus kozelitésben az 1PI vertexek general6 funkcionalja éppen a klasszikus
hatas.

Kovetkezo 1épésként hatarozzuk meg az effektiv hatast egy-hurok kozelitésben.
Ehhez a Z[J] generald funkcionalt definidlé pélyaintegral integrandusdban az ex-
ponencidlis fliggvény argumentuméban meg kell orizziik a Taylor-kifejtés tagjait a
masodrendii tagokkal bezarélag. Mivel a kitevo els6 funkcionalderivaltja eltiinik a ¢,
helyen, ezért a méasodrendii tag a legalacsonyabb rendii korrekcié a kvéziklasszikus
kozelitéshez képest:

Sl — [ dano = So] ~ [ datio,

1 625
+§/dl’1dl’2 5

5 (1)0¢(x2) x(z1)x(z2) + OB,

Pp=¢c

(C.8)

ahol x(z) = ¢(x) — ¢(x; J). A pélyaintegral Gauss-integral alakjat olti, amelyet el
tudunk végezni:

1 5%S
Al NZWJ/D ex ——/dxdx— 1)z
[ ] [ ] X €Xp 5% 14Z2 5¢(x1)5¢(a:2) ¢:¢CX( 1)X( 2)
528 ~1/2
~ NZUOJ lDet ] , C.9
P S agnte) ()
ahol a normaldsi tényezét a Z[J = 0] = 1 feltételbél kell meghatdrozni. Az
osszefiiggd Green-fiiggvények generalé funkciondalja ebben a kozelitésben:
1 528
WI[J] = hlnZ90J - =hlnDet——— + O(RY).
7 L TN TIEn | R
= WO+ rwlHg + 002, (C.10)

ha elhanyagoljuk a normalasbol szarmazo, kiilso forrastdél fiiggetlen additiv dllandot.
Innen az 6sszefliggd Green-fliiggvények generalé funkcionaljanak egy-hurok korrekcidja:

- tpgg 95
WELL = 2Tr1n5¢($1)5¢($2) o=

Definicié szerint a klasszikus térvaltozo, azaz a valddi vertexfiiggvények generald
funkcionaljanak valtozdja:

(C.11)

swhl swil
#@) = S e
— (. J) + O(h). (C.12)
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Itt azonban nem sziikséges meghataroznunk a h-rendi korrekciét. Valoban, az ef-
fektiv hatas az 1-hurok korrekcioval bezardlag:

Ilg] = T+ 0m)]+rrle+0m)] +...
= Slp+0@m) ~ [ ded(o+OM) + h%Tr oy (If) 55 e [ i
= 5[]+ hyTrin W o), (C.13)

Itt felhasznéltuk, hogy S — [ dxJ¢ elsé derivaltja a ¢ = ¢, helyen eltiinik, ezért ¢.-
nek @-vel torténd helyettesitése ebben a kifejezésben ugyantigy csak O(h?) nagysarendit
valtozast okoz, mint a h-sal szorzott TrIn kifejezésben. Az effektiv hatas egy-hurok
korrekcidja teht
1 528
iy = A=Trln————— C.14

i 2 0p(x1)0d(22) lo=p (C14)
alakban irhat6 fel, ami nem mas, mint a klasszikus hatas masodik funkcional-derivalt
matrixanak TrIn-ja szorozva %-Vel.

Példaként tanulsagos végigkovetni a fentieket az Onkolecsonhatd ¢ skaldrtér
esetén. Ekkor (operatorjelolésben, i = 1 vélasztassal élve):

1
Sle] = /d93§¢K¢+/de(¢(x)), (C.15)
ahol
A
Vig) = @/dw“, (C.16)
és K a tér , kinetikus energiajanak” operatora. A stacionarius pontot a
d
Ko+ %V(cbc) = J (C.17)

egyenlet hatarozza meg. Bevezetve a propagatort a szokasos
KA =1 (C.18)
definicidval, az egyenletet meg tudjuk ¢.-re oldani iteracidval:

b = AJ—AV'(4,)
= AJ—AV(AJ)+...

= AJ— A%(AJ)?’ +... (C.19)

avagy a diagramok nyelvén:
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A klasszikus hatas masodik derivaltja:

S & K+ V" (C.20)
dp(w1)dp(22) . '
Innen azt kapjuk, hogy
528
In——— <« In(1+V"A
dp(w1)dp(2) ( )
. (_1)n+1 AN
= > (V"A)". (C.21)
n=1 n
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:
Iife] = %Tr In(1+ V"A)
12 (=1 n+1 Y
=3 (=1) /dxl codz, VT (p(21)) Az, x9) -
n=1 n
V' (p(22)) A2, 23) -+ V" (0(20) ) A2, 1) (C.22)

A diagramok nyelvén ezt a kovetkezdképpen abrazolhatjuk:

r.rel = '

A fenti példan lattuk, hogy a kvaziklasszikus kozelités a fagrafokat veszi fi-
gyelembe, mig a h rendii korrekcié az egy-hurok diagramokat. Mar megmutattuk,
hogy az 1PI vertexek generalé funkcionaljghoz A" rendben pontosan az L darab
hurkot tartalmazo diagramok adnak jarulékot.
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D. Impulzusreprezentacio

A tényleges szamolasok elvégzése és a kvantumtérelmélet divergenciainak a vizsgalata
altalaban kényelmesebben kivitelezheté impulzusreprezentacioban. A tovabbiakban
fel fogjuk mindig tételezni, hogy az elmélet, amelyet vizsgalunk, a téridobeli el-
tolasokkal szemben invaridns. Ez azt jelenti, hogy az 6sszes Green-fiiggvény Fourier-
transzformaltjarol le tudunk vélasztani egy az impulzusmegmaradést kifejezé Dirac-
deltat.

Az Osszefliggd Green-fliiggvény Fourier-transzformaltjat az alabbi egyenlettel
definialjuk:

/del...denng)(:cl,...,xn)eizyzle = (2m)PsP <Zpl>é" (P1y- -y Dn)-
(D.1)

Az 1PI vertexek Fourier-transzformaltjanak definicidja:

n

/del denF (xlv cee 7xn)612?:1 W= (27T)D5(D) <Zp ) f( )(p17 tee 7pn)
1=1
(D.2)

Amennyiben a klasszikus ¢(z) tér Fourier-transzformaltjat,

o(z) = [ dpa(p)er (D3)

definicioval bevezetjiik, akkor az 1PI vertexek general6 funkciondlja a kovetkezokép-
pen fejezhet6 ki:

> 1
F[‘P] = Z E /dDSCl .. -dDSL’nF(n) (xla ceey SCn)SO(xl) o So(xn)

= /de1 dPp, ™ (py, ... pa)(27)P 5P (ij) - @(pp)-
(D.4)

Végezetiil az amputalt Green-fiiggvények definiciéjabol kovetkezik, hogy Fourier-
transzformaltjuk:

n

-1
Ggrlnp(pla"'apn) = G(n pla-~~>pn H[ 2 } (D5)

=1
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ahol az Gsszefiiggd 2-pont Green-fiiggvény, G (zy,75) = GP(2) (v = 29 — 11)
Fourier-transzformaltja:

GO(p) = /d:Bng)(x)eipx. (D.6)

A jelolések egyszeriisitése érdekében altaldban el fogjuk hagyni a D dimenzi6 jel6lését
az integralasi mértékekben, ill. a Dirac-delta mellett.
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E. Operator-betétrészek

T6bbszor sziikségiink van olyan Green-fiiggvények hasznalatara, amelyek definiciéja-
ban az egyszerii téroperatorok mellett Gn. Osszetett operdtorok is szerepelnek. (Itt
kis magyarazat sziikséges. A szohasznalat az elmélet kanonikus kvantélassal torténé
targyalasara utal. FEkkor operatorok idérendezett szorzatanak varhaté értéke a
Green-fiiggvény. A palyaintegralos kvantédlas esetén a Green-fiiggvényeket definidld
pélyaintegralokban természetesen nem operatorok, hanem térvaltozok szorzata all.)
Osszetett operdtoroknak a téroperdtoroknak és derivaltjaiknak lokélis monomjait
nevezzik, mint pl.

O(p(z)) = ¢*(x), ¢'(x), [Du(2)]?, stb. (E.1)
A megfelel6 Green-fliggvények definicié szerint:
(T (01(0(y1))O2(¢(y2)) - - - dl1) - -~ dan))) - (E.2)

A megfelelé 1PT vertexfiiggvények ugyancsak tartalmazzak az O(¢(y)) operdtor-
betétrészt.

Most megkeressiik az operator-betétrészt tartalmazo Green-fliggvények genera-
16 funkcionéljat. A példank egyetlen operator-betétrészt tartalmazé Green-fiiggvé-
nyekre fog vonatkozik, de az &ltalanositas konnyen megtehetd tetszoleges szamu
betétrész esetére. Vezessiik be a g(x) kiilsé forrast, amely az O((¢(x)) operator-
betétrészhez csatolddik:

Sl = Slo]~ [ dug(2)0(6(x)). (E:3)

Az ezen kiils6 forrdst is tartalmazé S,[¢| hatds segitségével definidljuk az O(¢(x))
operator-betétrész(eke)t tartalmazé Green-fliggvények generdld funkcionaljat:

Z[J.g) = / DepeSolél+[ deTo, (E.4)
Ekkor pl.
(T O -0} = Fr s 2l (B
1 Tn J=g=0

A szokasos modon képezziik a
WiJ.g] = InZ[J, gl (E.6)
és a
Tlp.gl = Wkl + [ dusy (E.7)
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funkciondlokat. Vegyiik észre, hogy csak az elemi térmennyiséghez csatolt forras
tekintetében végeztiink Legendre-transzfomaciét, amikor a g(x) kiils6 forrdshoz is
csatolt rendszer 1PI vertexfiiggvényeinek generalé funkciondljat definidltuk. Az
egyetlen O(¢) operdtor-betétrésszel rendelkez6 1P1 vertexfiiggvények generalé funkciondlja:

o', g]
d9(y)

A tetszéleges szamu operator betétrészt tartalmazé vertexfiiggvényeket generalé ef-
fektiv hatds pedig

>~ 1 N
> o [ dan e drap(en) - p@)TE (i, 2). (ES)

< 1> 1
Llp,g] = lzgﬁZ_:lm/dzl---dwp(xl)---w(xn)/dyl'--dyzg(yl)---g(yn)
ng’")(yl,...,yl;xl,...,xn). (E.9)

A T, g] funkcionél ¢ szerinti funkcionalis derivaltjai az elemi tereknek olyan 1PI
n-pont fliggvényei, amelyek a g(y) kiils6 tereknek funkcionaljai:

6"T'[¢p, g
dp(x1) -+ ()

o 1 .
= Zﬁ/dyl---dyzg(yl)---g(yn)l“g’ Wyr, .y, )
=0 "

= T (... 20 [g]). (E.10)

»=0

Az operétor-betétrész(eke)t tartalmazé 1PI vertexfiiggvények Fourier-transz-
formaltjainak szokasos 1PI Feynman-diagramok felelnek meg azzal a kiilonbséggel,
hogy a betétrészeknél egy jarulékos kiils6 impulzus keriil atadasra. Ezért ezekre
a diagramokra nem teljesiil az impulzusmegmaradés. Ennek dacara a megfeleld
diagramok latszolagos divergenciafokat ugyantgy allapithatjuk meg, mint az im-
pulzusmegmaradasnak elegettevo, operator-betétrésszel nem rendelkezé diagramok
esetében. Ha ui. a belsé impulzusokat, amelyekre integralni kell A — oo tényezovel
szorozzuk, akkor a kiils6 impulzusok mind elhanyagolhatéva vélnak. Mivel az
operator-betétrész lényegében egy vertex a megfelelo koordinata szerinti integralas
nélkil, az O;(¢) operéator-betétrész kanonikus dimenzidja:

[0i(P)]e = b +nldle, (B.11)

ahol 0 a derivalasok szdma O;(¢)-ben, n pedig a ¢ terek szama. (d[V]-vel sszeha-
sonlitva, hidnyzik a —D tag, mert O(¢(y))-ban nincsen integrélds y-ra.) Az S,
hatasban a g¢;(z) kiils6 forrdshoz linedrisan csatolt O; Osszetett operatornak egy
Ujabb Vo, vertex felel meg, amelynek a dimenziéja §(Vo,) = 0; + n[é]. — D.

Az r darab Oy, ..., O, operator-betétrészt tartalmazé 1PI vertexfiiggvény
Fourier-transzformaltja:

fgll)7___7or.(Q1a s GryP1y - >pn)
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- /dy1 . dy, / dxy ... dx,e (@ytteytpat. 4pan)

'Fgll),...,Or(yla s Yry Ty axn)~
(E.12)

Jelolje 6(y) annak az 1PI n-pont vertexfliggvénynek a latszélagos divergenciafokét,
amelyet az r darab operator-betétrész elhagyasaval kapunk. Ekkor az r darab
operator-betétrészt is tartalmazo 1PI n-pont vertexfiiggvény latszélagos dimenzidja:

57[01’ Tt OT’] = 6(7) —rD+ [Ol]c + ...+ [Or]c
5(y) + Z‘S(V@)' (E.13)

Ez azt mutatja, hogy az elemi terek 1PI vertexfiiggvényeit negativ, zérus, ill. pozitiv
dimenzidju osszetett operator vertexekkel kiegészitve rendre csokken, nem valtozik,
ill. n6 a vertexfiiggvény latszélagos divergenciafoka. Masképpen ez azt is jelenti,
hogy a negativ vagy zérus dimenzidju Osszetett operator vertexek beépitése megorzi,
ill. javitja a diagram konvergencidjat.

Példaként nézziik a ¢* elméletben D = 4 dimenziéban az [ darab ¢? betétrésszel
rendelkez6

POy panan) = (T ($an) o)) - W) ), )

(E.14)
1PI vertexfiiggvényt. Mivel [¢]. = 1 és az elemi vertex 0(Vy) = 0 dimenziéja,
valamint [¢?], = 2,

n,l _
oM = 5(y)—l-4+2-1
A—n-1-2=4—n-—2 (E.15)

a megfeleld 1PI vertexfiiggvény latszélagos divergenciafoka. Csak azok a ¢? betétrészt
tartalmazd 1PI vertexfiiggvények mutatnak latszélagos divergenciat, amelyekre 4 —
n — 21 > 0. Ezek az alabbi diagramok:
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n=0 n=

=1 =2

0=2 0=0
= X

(o
1

F. Osszetett operatorok renormalasa

Altalaban az 1PI n-pont vertexfiiggvények renormélasi programjanak elvégzése még
nem jelenti, hogy az operatorbetétrészekkel rendelkez6 1PI vertexfliggvények is vé-
gesek. Azok renormalasardl kiilon kell gondoskodni. Mivel az eljaras nem teljesen
magatol értetodo, ezért kiilon foglalkozunk az Osszetett operatorok renormaldsanak
kérdésével.

A renormélés szokdsos programja soran lattuk, hogy az (L — 1)~hurok rendben
renormalt hatasbél L-hurok rendben szdmolt I'[¢] general6 funkcionalhoz jaruld di-
vergens tagok olyan lokalis funkciondlt alkotnak, amely altalaban a ¢—bol képezett
Osszes, nempozitiv kanonikus dimenzidju vertexet tartalmazza. A renormalt hatas
tehat a térmennyiség olyan lokdlis funkciondlja, amely az Osszes nempozitiv kano-
nikus dimenzidju vertexet tartalmazza. Teljesen hasonlé a helyzet, ha az S[¢, ]
hatast renormaljuk. Kiilso forrds jelenlétében a renormalt hatds a ¢ térmennyiség
és a g kiilso forras olyan lokélis funkcionalja, amely a ¢—bol és g—bdl képezhetd Gsszes
nempozitiv kanonikus dimenzi6ju tagot tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy renormalés
soran barmely vertex keveredik az 0sszes vele azonos és a nala alacsonyabb kanonikus
dimenzidju vertexszel. Masképpen szélva valamely operatorbetétrész renormaltjahoz
az Osszes vele azonos és nala alacsonyabb kanonikus dimenzidji csupasz vertex
jarulékot ad. Az operdtor-betétrészek renormaldsaval érdemes ezért novekvé ka-
nonikus dimenzié szerint haladva foglalkozni.

Mielbtt az dltalanos eljarast megfogalmaznank, nézzik a ¢* elmélet példdjan rendre a ¢?, a
¢ és a ¢* operdtor-betétrészek renorméilasat d = 4 dimenziéban.

o A ¢*(z) betétrész renormaldsa. Jeloljiik ¢(z)-vel a ¢?(x) betétrész kiilsé forrdsat. Ekkor

[6°],=2, [H.=4-2=2 (F.1)



és az alabbi nempozitiv kanonikus dimenziéju tagok johetnek szoba a renormaélt hatasban:

[/ d*atp? —442+2=0, (F.2)

[/d“xw- —4+2+1=-1, (F.3)

U d*zt*| = —4+4=0, (F.4)

de

{ / d4xt_ )

[/ d*x0,0,t —4+2+2=0. (F.6)

—442=-2 (F.5)

Koziiliik a masodik sérti a ¢ — —¢ szimmetriat és ezért nem megengedett, az utolsé pedig
atirhaté feliileti integralld és ezért nem jon széba. A renormdlds elvégzése (azaz a csupasz
hatdsban a renormalt és ellentag részek szétvdlasztdsa utdn) a hatds legdltaldnosabb alakja
tehat:

S t] = Sl t] + %(Z2 — 1)/d4xt¢£ +/d4:v [%atQ—kbt] : (F.7)
ahol
a (1 2 2 Aroy o 1 2

Slpr,t] = d*z 5@(—8 +m)or + E@ + it(:c)@ . (F.8)

Ebbél kiindulva a kiils6 J forrast is tartalmazé elmélet generdlé funkcionaljai:
Z,0t] = Z[IINZ,t2s)2Z)e J et on, (F.9)

1

WolJt] = W[J/VZ,tZ:/Z) —/d4x (gat2+bt>, (F.10)
Lole,t] = TleVZ,tZy)7] +/d4:1: (%at2 +bt> : (F.11)

Az utébbi generdlé funkcionalbdl t(x) és (z) szerinti funkciondlderivaldsokkal kapjuk a ¢2
betétrészeket tartalmazé renormalt 1PI vertexfiiggvényeket. A generald funkciondl ¢—t6l
fiiggetlen tagja csak a I'h0) vertexfiiggvényekhez ad jarulékot.

A renormalt és a csupasz general6 funkcionédlok kozti kapesolat alapjan adédik funkciondlderivaldssal,
hogy pl.

f‘glyn)(Q;pla-' -7pn;)\7‘7mr) = Z2Zn/2f‘(17n)(q;p17-' -7pn;)‘7m) +b6n,0 (F12)
és
f‘7(«27n)(q17q2;p15'"apn;)\T;mT) - Z22Zn/2f(2)n)(qlaq2;plv"'7pn;)\am) +a’5n,0
(F.13)

adédik a renormalt és a csupasz 1 es 2 darab (2 betétrészt tartalmazé 1PI n-pont ver-
texfliggvények kozott.
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Fa-szinten Zo = 1 és a = b = 0, amely értékekhez képesti eltérés a hurokkorrekciéknak
koszonhets.  Ezért a renormaldsi feltételek, amelyekkel a hurokkifejtés adott rendjével
bezarolag rogzithetjiik az ellentagokat (divergens és véges részeikkel egyetemben)

f‘(lvz)(q = 0,p = 0) == 1,
f\(l,O) (q = O) = 0, ha [ = 1, 2. (F14‘)

Mégegy fontos észrevétel, hogy a phi? betétrész Z, renormalasi egyiitthatéja nem fiiggetlen
a tomegrenormélastol. Ez azért van igy, mert az —%t(m)¢2 (x) tag hozzdaddsa a hatdshoz
a tomegnek z-fiiggd m? — m? — t(x) médositdsat jelenti. A konstans (homogén) t kiilsé
tér szerinti derivalt ezért a tomegnégyzet szerinti derivélassal egyenértékii. Homogén kiils6
térnek Fourier-transzformécié utdn ¢ = 0 impulzusbevitellel jaré ¢? betétrész felel meg.
Ezért irhatjuk, hogy

O 1@ army)| (F.15)

2053 A\pymy) = —Zo——
r ( 3 D3 7m) 28m2 r \

ahol a jobboldalon a derivalast a csupasz tomeg szerint a csupasz csatolasi dllandé rogzitett
értéke mellett végezziik. A kijelolt derivaldasnak gy van értelme, hogy a renormaélt csatolasi
allanddkat a csupasz csatoldsok és a A levagds fliggvényeiként kezeljik. Ha a renormélasi
feltételeket zérus kiilsé impulzusok meleltt réjuk ki, akkor nem jelenik meg egy tovabbi u
energiaskéla, amelyet a levondasi pont skédlaja hataroz meg, s ekkor

om?

Zy = (F.16)

2
om2|,

kell legyen.

o A ¢3 betétrész renormaldsa. A betétrész és a hozzacsatolt forrds kanonikus dimenziéja:
[#%]. = 3 és [t(x)]. = 4 —3 = 1. Most a renormdlt hatdsban a kovetkezd tagok lépnek
fel:

U d*zt¢®| = —4+4=0, (F.17)
[/d4xtA¢ = —4+1+42+1=0, (F.18)
U d4xt¢ = —4+1+1=-2 (F.19)

[/ = —442+2=0, (F.20)

[ d4:vt2¢2 = —4+42+2=0, (F.21)
U d4xt2 = —4+4+2=-2 (F.22)
U d*zt’¢p| = —4+3+1=0, (F.23)
U dizt*| = —4+4=0, (F.24)

Péld4ul a generdlé funkcional t(z) szerinti egyszeri funkciondlderivdldsa generalja a ¢3
betétrészt, de ez ugyanakkor A¢ és ¢ betétrészeket is generdl. Ezért renormaldskor ezek
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a betétrészek linearisan kombinalédnak valamilyen renormalasi allandékkal mint egyiittha-
tékkal. Hasonléan, kétszeri derivalds a kiils6 forrds szerint két ¢ betétrészt generdl, de
egylttal egy ¢? betétrészt is. Ezek tehdt szintén keverednek renormélaskor.

Az el6bbi példék az alabbi dltalanos szabalyt tiikkrozik: Ha az O(¢p(x)) lokélis
operator kanonikus dimenziéja Dy, akkor az O betétrészt tartalmazo renormalt
1PI n-pont vertexfiiggvényeket a kévetkezdképpen kapjuk meg. Vessziik a Dp—nal
nem nagyobb kanonikus dimenziéju lokalis operatorok O, teljes rendszerét. Az
O betétrészt tartalmazé renormalt 1PI n-pont vertexfiiggvények az O, betétrészt
tartalmazd csupasz n—pont vertexfiiggvényeknek a linearis kombinacioi:

ngf)(x, Yty oy Yn) = Z ZOCFS;")(x, Yty vy Yn)- (F.25)
[Oa]CSDO

Ezt az 1PI vertexfiiggvények betétrészeire érvényes Osszefiiggés alakjaban is szokas
irni:

O(¢(@), = > ZaOa(d(2)). (F.26)

[Oa]CSDO
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G. A hurokintegralok szerkezete, tulajdonsagai

G.1. A hurokintegralok paraméteres alakja

A hurokintegralok azonosan dtirhatok paraméteres alakba, mikézben az impulzusintegralokat elvégezziik.
A paraméteres alak egyuttal azt is jelenti, hogy sikeriil a hurokintegralokat kifejezni a kiils6é im-
pulzusok invarians skalarszorzatai segitségével. A paraméteres alak néha a tényleges kiszdamoldst is
megkonnyitheti, valamint segitségiil szolgal a hurokintegralok analitikus tulajdonsagainak felderitésében
és a renormalas programjanak végrehajtasaban.

Legyen v egy valédi vertexfiiggvényhez jarulékot adé 1PI diagram, és I(y) a neki megfelel
matematikai képlet. Vezessiik be a v diagram topoldgidjat jellemz6 V' x I dimenzids €,; beesési
métrixot, amelynek értéke +1 (—1), ha az l-edik bels6 vonal a v-edik vertexbdl indul ki (vertexbe
fut be) és 0, ha a v-edik vertex nem kezd§- és végpontja az l-edik bels§ vonalnak.

Sziikséglink lesz néhdny tovabbi fogalomra. A 4’ a v részdiagramjanak nevezziik, ha 4’ min-
den vertexe és vonala y-hoz is hozzatartozik. Nem sziikséges viszont, hogy a részdiagram valamely
2 vertexét ~y-ban 6sszekotd vonalak is hozzatartozzanak a részdiagramhoz. A ~-n értelmezett fa
olyan részdiagram, amely tartalmazza ~ Osszes vertexét, de egyetlen hurkot sem tartalmaz. A ~
rekonstrudlhaté barmely rajta értelmezett fabol vonalak hozzdvételével. Mivel L =T — (V — 1),
azért a y-n értelmezett barmely fa V' — 1 darab belsé vonalat tartalmaz. Ezért barmely fa beesési
métrixa V' x (V — 1) dimenzids és igy a rangja kisebb vagy egyenlé mint V' — 1. Meg lehet mu-
tatni, hogy a fa beesési matrixdnak rangja pontosan V' — 1. Madsrészt minden olyan diagramnak,
amelyben L > 0, azaz amelyre igaz, hogy I >V — 1, a V x I beesési matrixdnak p rangja kisebb
vagy egyenld, mint V. Ugyanakkor barmelyik belsé vonalon 2 vertex van, az egyik a kezdetén, a
masik a végén, igyhogy > €y = 0 barmely [ = 1,2,...,I esetén, ami azt jelenti, hogy p =V — 1.

Legyen a tovéabbiakban 4 egy 1PI diagram, amely jarulékot ad valamely I'(™) (p1,P25- -+ Dn)
valédi vertexﬁiggvényhez, ahol p; a kiilsé impulzusok és > | p; = 0, tigyhogy ™ (py,...,pn) =
27)4W (X pi)T™ (py, ..., pn). (It egyszeriiség kedvéért d = 4 esetét nézziik.) Vezessiik be a
v-edik vertexbe befuté kiils¢ impulzusok 6sszegét, P, = > pg,, s akkor nyilvin 21‘;/:1 P,=0. A
Feynman-szabalyok alapjan ~ jaruléka il'("™ (p, ..., p,)-hez

L) - g—j)@wwaP)fw(P

(
()
- 0(7)/H<d4kl >H2 5(4P ZI: k) (G.1)
S0y 27r4k2—m 1 e 0 v l:1€vll )

Feltettiik, hogy nincsenek derivéltas csatoldsok az elméletben. Itt S(v) a diagram szimmetri-
afaktora, C(7) tartalmazza a vertexben szerepld dsszes dlland6 szorzatat (pl. A¢*/4! elméletben
C(vy) = (=i\)V). A k; impulzust ugyantigy irdnyitottuk, ahogyan az l-edik vonalat. Az elmélet
tartalmazhat kiilonboz6 skaldrtereket, ezért a tomegparaméter indexe. (Skaldrterek derivaltas
csatoldsa és nem zérus spinfi terek jelenléte esetén az integrandus szamlaldjabana k impulzusok poli-
nomja jelenik meg.) Az integrdlok UV konvergencidjat a Feynman-féle m? — m? — ie helyettesités
biztositja, aminek explicit jelolését aldbb elhagyjuk képleteink egyszeriisitése érdekében.

A tovabbi atalakitdsokhoz fel fogjuk hasznalni a skaldr propagatorés a Dirac-delta aldbbi
integralel6allitasait:

) o (1.2 2,
E po — / daemc(k —-m +1e),
—m 1€ 0
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1

@2m)*sD (P, =) k) = /d4yve_iy“'(P”‘ZzI:1ﬁvl’“). (G.2)

=1

Hasznéljuk fel ezeket az integrélel6éllitasokat I, (P) kifejezésébe, majd cseréljiik fel az a-paraméterek
és az impulzusok szerinti integrélokat. Ennek jogossagat utébb kell igazolni a regularizacié és a
renormdlas elvégzase utan, nevezetesen azt, hogy az integralok abszolit konvergensek és ezért
felcserélhetok. Ezek utan az impulzus-integralok elvégezheték,

d*k
(2 T exp zalkl —i—zZyv ek
d*k
/(271_) exp{zal (kl + — Zyvﬁvlkl}
d*k
= /(27r) eXp{’LOél<I€l+_Zyvevl> 40éz zv:yvﬁuz }
i /4 —im/4
_ - i 2
- G () ool Se)
—1 o1
= (man)? exp{—z4—al(2yvevl)2}. (G.3)

Ezek ismeretében azt kapjuk, hogy

v I o ;
— 4 - - 2 1 2 —1 V7 Yo Py
= (H /d yv) [H/ doy (dnar)? exp{—z (alml + H(Z Yp€al) )He >
v=1 1=1"70 v
(G.4)
Hajtsuk végre az y, — z, valtozé-transzformaciét, ahol zy = yy és z, = y, — 2y, ha v =

1,2,...,V — 1. Ennek Jacobi-determinansa 1. Mivel Z}J/:l €y = 0, azért

14 V-1 V-1
§ Yv€ol = 2V § €yl t+ § Zy€yl = § Zy€ul, (G5)
v v=1 v=1 v=1

ami azt jelenti, hogy zy csak a utolsé jobboldali tényezében fordul eld, a zy szerinti integral
elvégezhetd és a teljes implus megmaradésat kifejez6 Dirac-deltat eredményezi. Azt kapjuk tehat,

hogy

- (hlfdzv> {H/OOO e (47:02) eXp{ <0‘lmz +40<z 3 121,6@1 >H —iy v P

=1 v=1
(G.6)

A z,-k szerinti integralok Gauss-integralok, ismét elvégezhetok. Az integrandusban az ex-
ponencidlis fiiggvény kitervéjében szerepld kvadratikus forma (V — 1) x (V — 1)-es métrixa

I
1
[d’Y(O‘)]Ulvz = Zemla_levgl' (G7)

=1
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Meg lehet mutatni, hogy ez a matrix nem szingularis és a determinansa

Ay(a) = detdy(a)=>) H — (G.8)

T IGT

ahol az Osszegzés a v diagramon értelmezett Gsszes T fara, a szorzat pedig az egyes fak Osszes
vonaldra terjed ki. Mivel minden fanak V' —1 vonala van, a A, («) determindns az 1/a;-k homogén
polinomja. Mivel a;j-ek pozitivak, azért a determindns is pozitiv. A z,-k szerinti integrélok tehédt:

V-1
1 .
Hl 47ral <H /dzv> exp{ 24201 Ay (Q)]oyvaZvy — 8 ZU-PU}
1 ( E

v=1
1/2 3/2
(T on)

Ay ()24 T, (dmen)? o

= (47T)2(V_1) expy ? . )t
- il(—i)v_1(47r)21[ ( )]2 HlI:1 al2 p{ PU1 [dv( )]’Ul'UQP }
_ exp{iP,, - [dy(a )]v1v2Pv2} o)

[i(4m)2 £ (A (@) Ty cu)?

A z, integrélok elvégzése utan mar csak az o; paraméterek szerinti integralok maradtak vissza:

! *° —im2oy eXp{iPUl ! [d ( )]vlvgpv2}
(U/ daue ) [i(4m)2 A () [T, ]2 (10

Ez a képlet arra szolgal, hogy I~7 (P)-t a vertexekbe befutd kiils§ impulzusok invaridns skaldrszorzatai
segitségével ki tudjuk fejezni. Az a;-eknek az exponencidlis fliggvény kitevéjében és a nevezében
szereplO fliggvénye fiiggetlen a vertexek V szamatol. A nevezd atirhatéd a determindns explicit
alakjanak felhasznaldsaval

I
Py@) = Aja)[Jau=> ]]a (G.11)
=1

T €T

alakba, ami az «a;-eknek egy L-edrendii homogén polinomja, s mint ilyen, nyilvan fiiggetlen V-t6l.
A kitevOben szerepl6 kvadratikus alak,

Q’Y(a) = Z P, - vllvgp'uzv (G12>

V1,V2= 1

azonosan atirhaté az Osszes olyan C' ,,vagasra” torténé6 Osszegzésre, amikor L 4 1 vonal atvagasaval
a v diagramot két és pontosan két Gsszefiiggd 11 (C) és v2(C) részre bontjuk. Ilyen C vagést tgy
kaphatunk meg egy T fdbdl, hogy a fa vonalainak dtvgdsa utdn még egy tovabbi (L + 1)-edik
vonalat is atvagunk. Be lehet latni, hogy

Q\(Pa) = ZSC H ag, (G.13)

e

ahol s¢ a 71(C) vagy a 72(C) diagramba belépd ered6 kiilsé impulzus négyzete,

sc = < > Pv>2_< > Pv>2. (G.14)

vEY1(C) vEY2(C)
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Ezért Q. (P, a) egy L + l-edrendii és egy L-edrendii homogén polinom hényadosa. Végiil tehat a
v-diagram jarulékat

<H/ done ) in?l IER (G.15)

A tovébbi atalakitashoz felhasznéljuk a P, () és a Q- (P, a) polinomok homogenitasat:

Py(Aa) = ALPW(Q)u
Qy (P, Acv) AQ, (P, a). (G.16)

frjuk be I, (P) kifejezésébe az

1 = / dXS(A Zal (G.17)

alakban az 1 tényezot, majd hajtsuk végre az a; — Aqy transzformaciot:

(G.18)

L(P)

Az ag-integrélok fels6 hatarait a Dirac-deltdnak kdszonhetéen végtelen helyett 1-re lehet valtoztatni.
A X-integral a felsé hatdron konvergens az m; tomegek —ie imagimdrius részeinek készonhetSen.
Az alsé hatédron a konvergenciat a A/ —2L = \—2I+2(V=1) — \=T+2V =2 ténvez6 hatdrozza meg. Ha
az 2V — I — 2 kitev6 nagyobb vagy egyenld 1, azaz 2V — I — 2 > 0 akkor az integrél az als6 hataron
is konvergens. Hasznakjuk fel a I'(z) fiiggvény

I'(z) = kz/ dt t*7te7®  Rez >0. Rek >0 (G.19)
0

integralel4llitdsat, ahol esetiinkben most 2 =2V — 1 —2 > 0 és k = —i[Q(P,a) — Zle miay),
ahol Rek = (—i)(—)(—ie) = € > 0. Ezért a kovetkez kifejezést kapjuk:

~ B3(V—1)-2I s1 -0 o)
LP) = g T@V-1- Z(H/ o) e @ - X T

(G.20)

A kifejezés (energia-)dimenzidja [I,(P)] = —2(2V — 1 —2) = 21 —4V +4 < 0 a konvergencia-feltétel
értelmében. Ha ez a dimenzié nem negativ, akkor a A-integral divergens a A ~ 0 alsé hataron, ami a
paraméteres el6allitas nyelvén a hurokintegralok UV divergencidjanak kifejezodése. Ez a kapcsolat
az I:Y(P) hurokintegralok dimenziéja és konvergencidja kozott az, ami alapjan lehetévé valik, hogy
a hurokintegralok konvergencidjat a hatvanykitevék leszamlalasanak maédszerével vizsgaljuk.

G.2. Euklideszi tartomany

A nem fizikai, euklideszi tartomanyban a vertexfliggvények viselkedését azért érdemes tanulményozni,
mert igy lehet megérteni, hogy mikor miikodik a Wick-forgatas, ami kapcsolatot teremt az elmélet
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Minkowski-térben (valés id6ében) torténé megfogalmazdsa és euklideszi térben (képzetes id6ben)
torténé megfogalmazasa kozott.

A fizikai tartomanyban a I'(") (p1,--.,pn) valédi vertexfiiggvények n — 1 darab fliggetlen im-
pulzusvaltozéja mind idé-, ill. fényszeri vektor. A valddi vertexfiiggvények azonban analitikusan
folytathatok a kiils6 impulzusokban a nem fizikai tartomanyba. Euklideszi tartomanyon olyan im-
pulzusokat értiink, amelyek tetszéleges > .-, u;p; linedris kombindcidja tér- vagy fényszerti vektor,
azaz az euklideszi tartomany az impulzustér olyan tartomanya, amelyen a

(Z} uipi>2 <0 (G.21)

feltétel tetszOleges valds u; egyiitthatokkal teljestil. A paraméteres eléallitas kapesdn megtanultuk,
hogy " (py, ..., p,) tekinthet& api-p;i,j =1,2,...,n—11invaridns skalarszorzatok fiiggvényének.
Ha figyelembe vessziik, hogy a 4-dimenzids térben az n—1 darab vektor koziil legfeljebb 4 linearisan
fliggetlen, akkor a skalarszorzatok alkotta sokasag dimenzidjardl a kovetkezoket mondhatjuk. Ha
nincsenek az impulzusok semmilyen feltétellel megszoritva, akkor a sokasag dimenzidja 4n — 10,
han > 4és 3,ill. 1, han = 3,ill. 2. (Legyenek p1, pa2, p3 és ps a linedrisan fuggetlenek, ha
n > 4, s akkor 4 darab p? (i = 1,...,4) és a p; - p; (i # j)szorzatok koziil az n — 2 darab p; - p;
(j=2,...,n—1),azn—3darabpa-p; (j =3,...,n—1),azn—4darabps-p; (j =4,...,n—1)és az
n—>5darab ps-p; (j =5,...,n—1) ,feszitik ki” a sokasgot; 44+ (n—2)+(n—3)+(n—4)+(n—5) =
4n —10. Ha n = 3, akkor p?, p3, p1 - p2 3-dimenzids sokasagot jelentenek, ha n = 2, akkor p?
fesziti ki az 1-dimenzids sokasdgot.) Meg lehet mutatni, hogy az eiklideszi tartoményra torténd
korlatozas utan az invariansok sokasaganak dimenzidja n < 4 esetén ugyannyi marad, és n > 5
esetén pedig kisebb lesz.

Az euklideszi tartomédnyban minden p; ortogondlis egy id8szerti n vektorra (hiszen mindig
valaszthatjuk az egyenl6tlenségben a valds egyiitthatokat gy, hogy csak egyetlen egy legyen
nullatdl kiilonboz8). Lorentz-transzforméciéval mindig elérhetjiik, hogy ez a vektor n = (1,0,0,0)

legyen, s ekkor p) = 0 minden i = 1,2,...,n esetén. Igy az euklideszi tartomdny minden
(Minkowski-térbeli) p; vektordhoz hozzarendelhetiik a 4-dimenzids eiklideszi térben egy p; vek-
tort, nevezetesen legyen p? = p? és p; = p; (i = 1,...,n), ahol a jobboldalak abban a vonatkoztatsi

rendszerben értendék, amelyben n = (1,0,0,0). Ekkor

3
pi-p; = Zﬁ?ﬁ? = —Di-pj (G.22)
pn=0
érvényes. Tekintsiik ezutan a N (p1,--.,pn) valédi vertexfiiggvényhez jérulékot adé barmely ~

diagramot, ill. annak a képletét paraméteres eléallitdsban. Ez ki van fejezve az egyes vertexekbe
befuté P, impulzusok skalarszorzataival. Ez, mint lattuk, gy torténik, hogy v minden C' vagasahoz
hozzarendeltiik az s mennységet és az Osszes lehetséges vagas segits’egével értelmeztik a Q (P, a)
homogén polinomot. Most az euklideszi tartomanyban az alabbi definicidkkal élhetiink:

Sc < Z 15@)2——< Z Pv>2__SCa

vey1(C) vEY1(C)
. 1 R B
Qy(P,a) = () ;sclel_gal =—-0,(P,a). (G.23)

Ezeket felhasznédlva, a v diagram (G.18) jarulékat

L,(P)
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(G.24)

alakba irhatjuk &t, ha a kiilsé impulzusok az euklideszi tartomédnyban vannak. Az integrandus
exponense valds részének pozitivitdsa, és a —Ae infinitezimalis képzetes része megengedi, hogy az
integralds 1 tjat a komplex A sfkon —7/2-vel, azaz az dramutatd jardsaval egyezd irdnyban elforgas-
suk. Lényeges, hogy ennek az elforgatdsnak feltétele, hogy minden m? > 0 legyen, és hogy minden

®

m%—et a Feynman-féle —iec imagindrius résszel kiegészitsiink. Ha valamelyik tomegre ml2 < 0,
akkor ez a Wick-forgatds nem megengedett. A A sikon végzett —m/2 elforgatds egyenértéki a
Minkowski-térben felirt paraméteres alakban (1d. az (G.15) egyenletet) az Gsszes a; paraméter
szerinti integralds utjdnak ugyancsak —m /2 szogli elforgatdsival. Az (G.15) képletet Gsszevetve az
eredeti (G.1) képlettel kideriil, hogy az «;-k sikjédn végrehajtott fenti elforgatdsok egyenértékiiek
a k; komplex sfkjan végrehajtott +m/2 szogll, azaz az dramutaté jardsdval ellentétes irdnyu elfor-

gatdsokkal. Mivel a propagitorok pélusai k° = :I:\/ (El +>°P)? + m? — ic helyeken vannak, a

()

Wick-forgatds soran nem ,,sopriink at” poluson. A Wick-forgatas utdn az euklideszi tartoményban
tehat azt kapjuk, hogy

L) = (—)V'L(P)

T i

=1
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Végiil a C(v)/S(v) hédnyadossal valé szorzds utdn a v diagram jarulékat

C(y) 7 CM ;5

“ Vi) = =iy, G.26
ha C(v)-bdl a C(y) = iV C(y) definiciéval levalasztjuk az expli J d*Lint] tényezd sordnak V-ed
rendi tagjabdl szarmazo ’LV tényezot.

A fentieket felhasznalhatjuk arra, hogy perturbaciészamités keretei k6zott lassuk a kapcesola-
tot a Minkowski-térben és az euklideszi térben megfogalmazott elmélet kozott. Minkowski-térben
a general6 funkcionalok kapcsolata:

2[j] = "W, iT(p) = W] — i / dzje,

) (V] P N ()
TN F Ok

(G.27)

A val6di vertexfiiggvény, iT'(™) | mint iI'[¢] funkcionalis Taylor-sordnak egyiitthatéja van éttelmezve.
Ezért az

re = 1 =3%" %f (P) (G.28)

~

azonositas lehetséges az euklideszi tartomanyban, ahol 6sszegzéd torténik mindazon diagramokra,
amelyek az adott vertexfiiggvényhez a perturbicidszamitas adott rendjével bezarodlag jarulékot
adnak. Ha most az el6z6 alfejezet gondolatsorat visszafelé elismételjiik, akkor nem nehéz belatni,

hogy

(2m)*0 (3" ) C_)
_ CO) d'k 1 1464 .
~S() (/ (2m)* k2 + ml2> 1:[( 0Py zl: viki) (G.29)

alaki az euklideszi tartomanyban az egyes diagramok jaruléka. Ez a képlet egyuttakl az je-
lenti, hogy az euklideszi elméletben a diagramok jérulékai az alabbi Feynman-szabalyok alapjan
szdmolhatok: a propagator (kF+m3?)~! (i(k? —m?+ie)~! helyett) és a vertex —\ (a (—i) helyett).
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H. Skalatranszformacio, dilataciéos aram

Tekintsiik a térido-koordinatak
= 2t =e at, (H.1)

(e € (—o00,00)) valés paraméter) skdlatranszformdcidjat, amit a térmennyiségek olyan ¢(x) —
§(a') = eo(x), aza

dz) = ¢'(z) =ePg(en) (H.2)

atskalazdsdval kisériink, amelyben a térmennyiség d, skdladimenziéjat tgy valasztjuk meg, hogy

a tomeg nélkiili szabad fizikai mez6 hatdsfunkciondlja skdlainvaridns legyen: [ d%a’L) = [ dizLy,
azaz e 1L} (x") = Lo. Innen skalartér esetén:

(0u0)? = e 9,4/ (2))* (H.3)
A térmennyiség transzforméciés képlete alapjan
¢'(a) = e o(z) (H4)
ahonnan
(@) = eNea,0) (H5)

adédik, amit behelyettesitve a szabad, tomeg nélkiili elmélet hatasfunkcionédljanak skalinvariancidjat
kifejez6 egyenletbe az alabbi eredményt kapjuk:

(0,0)2 = e cl2edot2e(g o(z))2 (IL6)
ahonnan
0 = —ed+2edg+ 2, (H.7)
azaz
dy = % (H.8)

A skalartér skidladimenzidja tehét megegyezik a kanonikus dimenziéjaval. Hasonlé eredményre
jutunk, ha a szabad, tomeg nélkiili vektortér esetét vizsgaljuk, d4 = %. (Mindkét esetben a
propagator p~? szerint skaldzik nagy belsé impulzusok esetén, ahol o = 2.

Feles spinti, szabad, tomeg nélkiili fermiontér esetén a Lagrange-siirliségnek a hatas skalinvariancigjat
biztosité transzformécidja:

b(a) Po(x) = e W (al) @yla’). (H.9)
A térmennyiség transzforméciés képlete alapjan
(@) = e tya), (H.10)
ahonnan
Py'(a) = et gya), (H.11)
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tgyhogy
b(x) P(x) = e DTN () Py(a), (H.12)

azZaz
dy = ——— (H.13)

azaz a feles spinii fermiontér skdladimenziéja szintén megegyezik a kanonikus dimenzi6javal.

A tovébbiakban megéllapodunk, hogy a kdlcsonhaté terek esetén is a terek skaladimenzi6jat
ugy értelmezziik, hogy a csupasz terek skaladimenzidja egyezzen meg a megfelel6 tomeg nélkiili
szabad tér skaladimenziéjaval.

A fenti skélatranszformacié folytonos globalis szimmetria. A kiilonb6z6 paraméterti skalatranszforméciék
az egymds utani végrehajtdsra nézve csoportot alkotnak. A skalainvariancia az elmélet invari-
ancidja ezen csoport transzformaciéival szemben. Irjuk az infinitezimélis skalatranszformaciot

ot =2t — ext = z* + XHow,
A6 = ¢(2') — 6(x) = edpd(w) = Yo (H.14)
alakba, ahonnan a dw = ¢ infinitezimdlis paramétert transzformdcét az X+ = —z#, Y = dyo(x)

,,matrixok” adjak meg. Ekkor a Noether-tételbdl kovetkezik, hogy a klasszikus elmélet ezen szim-
metridhoz tartozé Noether-arama, az gy nevezett dilataciés aram

oL oL
D+ = YV -0Frxv=_""_4 ok rgv
S T R X R
= (@)dyo(e) + OF #a
= 7M(x)(dg +2"0,)p(x) — ML (H.15)
ahol
oL
H = — H.
"0 = 00w (10
a ¢(x) térmennyiséghez kanonikusan konjugalt impulzus és
k. B oL
0, (@) = Warﬂb(fﬂ) — oy L(x) (H.17)

pedig a kanonikus energia-impulzus tenzor. A dilatdciés &ramot mindig bevezethetjiik, akkor is, ha
a skalaszimmetria sériil. Amennyiben a skdlaszimmetria sértetlen, azaz az elmélet skalainvaridns,
akkor 9, D" =0 és a D(z¢) = [ d¥~'2D°(x) a megmarads toltés.

Ha az elmélet skalainvarians, akkor a Lagrange-stiriségnek d skaladimenzigju skalarként kell
transzformélédnia, azaz infinitezimalis transzformacid esetén

L(x) = L'(z)—L(z) =e(d+2"0,)L(x) = €d,(a"L(x)). (H.18)

Ez a helyzet, ha a Lagrange-siirliség nem tartalmaz dimenziés csatolasi allandét. Amennyiben
ilyenek is vannak az elméletben, akkor a dilataciés dram divergencidjat a Lagrange-siirliség ezen
tagjai hatdrozzdk meg, s az nem lesz t6bbé zérus. Nézziik a tomeges go* elmélet esetét példaként,

2

(99) - 56" — 4

L(z) = ~

1 4
3 ot (H.19)
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Infinitezimalis skalatranszformdcié sordan a Lagrange-sliriiség szimmetrikus része ugy valtozik,
hogy a hatds invaridns maradjon. A Lagrange-slirliség explicit médon szimmetria sértd része,
Leszs. (¢(x)) pedig L] (¢’ (2"))-re véltozik. Infinitezimélis skdlatranszformécié esetén tehét:

€.8z.5.

556.52.8. = eiédﬁe.sz.s. (¢/(l’/)) - Ee.sz.s. (¢($))
= _Edﬁe.sz.s.(¢l(x/)) + Ee.sz.s.((b/(xl)) - Ee.sz.s.(¢(x))

_ —Edﬁe.sz.s.(¢(x)) + 2€d¢%m2¢2(1~) + 46d¢%¢4($)

e(—i—(d - 4)%¢>4 - m2¢>2).

(H.20)

Itt kihasznéltuk, hogy amennyiben dimenzionalis csatolasi allanddk szerepelnek az elméletben, azaz
g (gl =-2(d—=2)+d=4—d+#0) és atomeg m? ([m?] = —(d — 2) + d = 2), akkor a Lagrange-
stiriség szimmetriasérto részéhez a megfelel6 tagok adnak jarulékot, Le s..s. = %(b‘l + %mQQZ)Q, akkor
a hatds megvaltozasa

6S - 58&.52.5.
- —e/dda:<(4 - d)%qﬁ“ + m2¢2). (H.21)

Ha d = 4 dimenziéban vizsgaljuk az euklideszi ¢* elméletet, akkor viszont a g csatolasi dllandé di-
menziétlan, és ekkor az egyetlen tag a Lagrange-stiriiségben, ami explicit médon sérti a skalainvarianciat,
az a tomegtag: Le s, 5. = %m2¢2, ekkor a hatds megvaltozasa:

0SS = —e/ddxm2¢2. (H.22)

I. Sértett skalaszimmetridhoz tartozé Ward-
azonossag
I.1. A Ward-azonossag a csupasz elméletben

I.1.1. Az 6sszefiigg6 Green-fiiggvények generalé funkcionaljara vonatkozoé
alak

Vizsgéljuk d = 4 dimenziéban a skaldrtér g¢* elméletét euklideszi térben. A csupasz elméletben
az elemi terek Osszefiiggd Green-fliggvényeinek W[ J| generdls funkcionéljat az

R Y /D@*SWW'% N — /D(befsj:ow] (L1)
palyaintegrallal definialjuk. frjuk itt a csupasz hatast a skdlainvarians
1
S, = /d4x£5(x) = /d4x<§(8¢)2 + %qﬁ‘*) (1.2)
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tag és a skalaszimmetriat explicit médon sérté témegtag,
1
S = [ dtotn() = [ty o - () (1.3)

osszegeként. Bevezettiik a ¢?(z) Osszetett operator linedris csatoldsat a j(x) kiilsé forrashoz, igy
a general6 funkcionalok az elemi tér olyan Green-fiiggvényeit, ill. vertexfiiggvényeit generaljdk,
amelyek 1¢? betétrészeket tartalmaznak. Az elézé fejezetben targyalt  — 2/ = e x, ¢/(z) =
e“p(e“x) skalatranszformdcié a térmennyiség szempontjdbdl tekinthetd a palyaintegralban egyszerii
valtozotranszformaciénak, aminek kévetkeztében az eredeti elmélet és a skalatranszformalt elmélet
Osszefliggé Green-fiiggvényeinek generdld funkcionalja meg kell, hogy egyezzen, W' = W1,
Infinitezimalis skalatranszformécié esetén

6/d4$£5(.’[:) = e/d4xau(x“ﬁs(:v)) =0,
5/d4x£m(x) = —e/d4x(m2 —j(2)¢%(2). (L4)

05,

0Sm

A forrastag ugyancsak sérti a skélaszimmetridt:

6/d4xJ(x)¢(x) = /d4xJ(:v)¢'(x) —/d4:vJ(x)¢(x)

6/d4:vJ(x)(1 +279,)¢(x). (1.5)

A generalé funkciondl definiciéjat frjuk eV = R/N alakba. A fentiek alapjin a szamléléban a
palyaintegral megvaltozasa:

SR = 5/D¢675+J'¢7
_ /Dd)efssfsm755m+(1-¢+5(J~¢) _ /D(befSSmeJrJ-qb
- /D¢ (—5Sm +6(J - ¢>)) e~ ST Em S0

= 6/d4:v/73¢((m2 — j(@))¢*(z) + J (z)(1 +x”8,,)¢(x)>e_ss_5m+"'¢

(L6)

ill. egy masik alakban

SR = e/d4x[(m2 —j(x))%%x) +J(z)(1+2"0,) i ]/D¢e‘5+‘]'¢.

A nevezé megvaltozasa,




Masrészt

R RN _ R woN
N WeETN SN

SeW ]

Mivel a palyaintegral véltozotranszformaciojardl van szé, ez a megvaltozas zérus, azaz

R _ wN
N N

e/d4x [(m2 @) (wix))z + @)1+ xva,,)w(x)]eww

. 5 \?2 ,
_eW[J,J]E{ [ / d4xm2< ) ]eww,a]} ,
57 (@) i

ill. egy masik alakban

0 =

0 = 6/d4w[2(m2_j(x))5j(a:)

—eW[J’j]e{ [/ d4x2m2,i] eW[J’j]} .
67 (x) J=j=0

Mivel ennek tetszoleges infinitezimélis € esetén fenn kell allnia, azt kapjuk, hogy
0 = /d4:v (m? — j(x)) 0 2—i—J(:1c)(1—i—:zc”@,,)L
0J(x) 0J(x)

AL () 1t

eW[J,J]7

ill. masik alakban:

0 = /d% [(m2 —j(a:))25j;§x) + J(z)(1 + xVay)#s(x)
AU gy,

A tovabbiakban felhasznédlhatjuk, hogy

W]

2 2 2
(w(zw)) o= LJ((;)?;@) i <6§V<V>) ]ew’
) |
5J(x)  oJ@)
se" W w
5@ 6@
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aminek a segitségével az azonossig aldbbi alakjait kapjuk, ha (I.12)-ben a j = 0 helyettesitéssel
éliink,

o = [ l’” frarok (5%))] #0205

o [ ()| _H ’ (115)

ill. (1.13) alapjdn,

0 = /d4x [(m2 - j(x))2£—?;) + J(z)(1+ x”au)(s(;—‘?;)

_{ U d%mQQ%J }J_j_J | (1.16)

Ez a sériil§ skalainvariancidra vonatkozé Ward-azonossag kiilonb6z alakokban, amelyet (1.15)-ban
az elemi tér osszefiiggd Green-fliggvényeinek WJ,j = 0] = W[J] generalé funkcionéljira, (I.16)-
ban pedig a ¢? betétrészeket tartalmazé osszefiiggd Green-fiiggvények W [J, j] generald funkciondljara
irtunk fel.

I.1.2. Az effektiv hatasra vonatkozd alak

A J(z) kiils6 forrés tekintetében végzett Legendre-transzformdaciéval az azonossdg mindkét alakjdt
atirhatjuk a T'[p,j], ill. T[p] = Tp,j = 0] effektiv hatdsra, azaz az elemi tér 1PI Green-
fiiggvényeinek generald funkcionéljara vonatkozo azonossag alakjaba. Utébbihoz fel kell hasznaljuk,

hogy

WL
T(:v) = (),
e gl _ 4,
sty
[ WRAE ) = - (L17)

A Legendre-transzformécié szempontjabdl a j(x) forrds, mint a W és a T' funkciondlok paramétere
jelenik meg, dgyhogy dW/dj(y) = —dT'/0j(y). A Ward-azonossdg (I.15) alakjat atirhatjuk az
alabbi alakba:

o= | d4x[§£—g<1+x”ay><p<x>+m2(w2+rﬁ,;1[¢1—r§;m1[01>].

(1.18)

Ezzel megkaptuk a skdlaszimmetria sériilését kifejezé Ward-azonossdgnak az effektiv hatdsra vonatkozé

alakjat. Itt I‘gfg),_l[w] az onkolesonhaté skaldrtér (Gsszefiiggd) inverz propagétora ¢ klasszikus tér

(ill. a neki megfeleld J(x) kiils6 forrds) jelenlétében. Rendezziik ezt 4t az

[atefi B aagpw) = - [aton? (412 o] - 12 o))
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alakba. Mivel m? = 0 esetén a ¢* elmélet d = 4 dimenziéban skalainvaridns, azért a fenti azonossig
baloldala sértetlen skalaszimmetria esetén zérus lenne. Az, hogy az azonossag jobboldaldn m? # 0
esetén az m?-tel ardnyos zérustdl kiilonbozé kifejezés all, mutatja, hogy a tomeg el nem t{ing értéke
sérti a skdlaszimmetriat.

Az (1.16) alakban felirt azonossdgot transzformélva dt a I'[g, j] effektiv hatdsra vonatkozo
azonossaggd, azt kapjuk, hogy

0 = /d4x {—(m2 - ](17))25;][8(‘;;)]] + 561—;4[:23] (1+ x”&,)%?(x)}

RIS o

(1.20)

4 6F[‘Pa]] v _ 4$ m2_ i(r 6F[‘Pa]] _m2 6F[‘Pa]]
[t uraant < [ l( el - | TS L_j_o]'

(1.21)

I.1.3. Az 1PI vertexfiiggvényekre vonatkoz6 osszefiiggések

Ebbol az alakbodl j szerinti [-szeres és ¢ szerinti n-szeres funkcionalderivalas utdn, majd j = ¢ =0
heleyen véve az eredményt a sériilé skalaszimmetria kovetkezményeként az 1PI vertexfliggvények
és a @? betétrészeket tartalmazé 1PI vertexfiiggvények kozotti kapesolatokat kapunk a Ward-
azonossagbdl. Megfelel6 szamu funkcionédlderivalas kijelolése utan kapjuk, hogy

gt / 6L, j]
_ . d*z (14 2¥0,)o(x
53] 83 woeten) o) J ) L TEOAD]
g / 1o 0L [, ]
= — , d*x(m? — j(z))2—= , 1.22
0j(yr) -+ 05 (y)dsp (1) - - dp(an) " = 302556) oo (122
ahonnan a derivélasok elvégzése utdn az alabbi adédik:
o" / 4 g oL, j]
d*z[(1 + 2" 0%)p(z)] = -
Sp(x1) - - 6p(n) I 1ol (Y1) -~ 05() dp(x) | _
5t / _ o ST, 7]
= ———— [ d*a(m? - j(x))2 T , L.23
i 55w ] T IO ey e s |
ill.
/d4IZ[(1 + Iualf)(s(x - x])]r‘(lyn)(yla s YTy e L1, T, L1y - 7'r'n,)
j=1
= 2m? / d*orH1n) (T, Y15 YL Ty ey Tp)
1
—2/d4$26(fﬂ - yi)r(l)n)(yla o Yi— 1, L Yit 1y - YL XLy - :En)u (124)
i=1
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ahonnan a Dirac-deltdkat felhasznalva = szerinti integralas utdn a kovetkezo eredményt kapjuk:

n

nl—‘(lm)(yla" YL T, - wxn) - Za;[x;’:[‘(lm)(yl’ Y131, - 7xn)]

Jj=1
= 2m2/d4xr‘(l+l7n)(x7ylu'"7yl;x17"'7xn)_2lr(l)n)(y17'"7yl;$17"'7$n)7
(1.25)

azaz

(n—4+20— Z:CVBJ yl,...,yl;xl,...,xn)

= 2m2/d4xl"(l+1’”)(x,y1, e YTy Ty
(1.26)

I.1.4. Kapcsolat a ¢*-, azaz tomegbetétrészt tartalmazé 1PI vertexfiiggvények
general6 funkcionaljaval

Erdemes még kicsit elidézni a csupasz elmélet skdlaszimmetridra vonatkozé Ward-azonossaganak
(I.19), ill. (I.21) alakjaindl. Vezessiik be a

1 _ _
1—‘4;72 [(P] = _5 /d4xm2 <(P2 + 1—‘12,1 1[()0] - sz,w 1[0])

1 . 6Tle il g [6T[p, 4]
- 5/d417 [(m —j(@))2 5]‘(25 - 2{ 6;&”5 ]p—j_o‘|j_0

—m /d4 l&r 0, {65Fj[<€7£;)j]L_OL_O, (1.27)

funkciondlt. Ezt tekinthetjiik tgy, mint az 1 darab 2m?p? operator-betétrésszel rendelkez$ 1PI
diagramok general6 funkcionaljat. Segitségével a csupasz elméletben a skdlaszimmetriaval kapcso-
latos Ward-azonossag

/d4x%(l+x”&1)g@($) = 2l ,:[¢] (1.28)

alakot oOlt.

Azt is vegyiik észre, hogy a csupasz elméletben T'[p,j] j szerinti funkciondlderivéltja a
j = 0 helyen megegyezik a csupasz tomeg szerinti parcidlis derivaltjaval j = 0-nal. Ez annak
a kovetkezménye, hogy j és m? a pélyaintegral alakjaban felirt csupasz e"V-ben paraméterek,
amelyek szerinti derivalds j = 0 esetén ugyanazt az %m2¢2 szorzot eredményezi a palyaintegrél
integrandusaban:

ol p, j
290l 7] = —m29,,2T[p,j = 0] (1.29)
6-7 (JJ) 7=0 g,A=const.
Ez azonban akkor azt is jelenti, hogy
1
sz([cp],m,g) = _Qmamr([sp]umug) . (130)
g,A=const.
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A csupasz elmélet vertexfiiggvényeinek generald funkciondlja tehat eleget tesz a

4, L[] v .
/d x&p(x) (1+2"0))e(x) = —monl'([e],m,g) N (L31)

azonossagnak.

I.2. A renormalas okozta skala-anomalia

I.2.1. A Callan-Symanzik-egyenlet

Eddig a séril6 skalaszimmetria kévetkezményeként a csupasz elméletben fennallé6 Ward-azonossag
kiilénbo6z6 alakjait hatdroztuk meg. Amikor még véges A levagas mellett végrehajtjuk a renormélas
programjat, és a renormalt effektiv hatdsban megjelennek az ellentag-vertexeknek megfeleld jarulékok
is, akkor a skdlaszimmetridra vonatkozé Ward-azonossdg médosul. A renormalt és a csupasz ver-
texfliggvények generdld funkciondljai kozti kapcsolat,

Uo([el,megr) = T((Z2%¢],m,g), (1.32)

ahol feltiintettiik a renormalt és a csupasz csatoldstol, tomegtél valé fiiggéseket is. A jobboldalon a
hullamfiiggvény renormédlas és a csupasz csatoldsi allandé, ill. tomeg a A levagasnak és a renormalt
paramétereknek a fiiggvénye, ezeknek a kifejezéseknek a A — oo hatarértéke végtelen. Dimen-
ziondlis okokndl fogva a d = 4 dimenziéban a Z, g és m?/m? csupasz mennyiségek csak a A%/m?
hanyadostdl fiigghetnek.

A renormalds kovetkeztében megviltoznak a vertexfiiggvények skalatulajdonsagai, vagyis
nem létezik olyan renormélasi eljaras, amelynek soran valtozatlanul maradnanak a vertexfiiggvények
skalatulajdonsagai. Ezt szokas a skdlaszimmetridval kapcsolatos anomalidnak nevezni. Ha az m
csupasz tomeget valtoztatjuk, mikozben rogzitett értéken tartjuk a csupasz g csatolasi allandét
és a A levagast, akkor az m, renormalt tomegnek és a g, renormalt csatoldsi allandénak ugy kell
valtoznia, hogy fennélljon a
99 99
0 = dg= dm, + =>d 1.33
g am, 99, Gr ( )
Osszefiliggés a renormalt tomeg és csatolasi allando dm,- és dg, megvéltozasa kozott. Ennek alapjan
a kovetkezdket irhatjuk:

dm

_2HF@2([90]7m79) = dr([sp]vmvg) (134)

g,A=const.

Ha most a baloldalon Z'/ 2p-re cseréljitk a valtozét, akkor a jobboldalon is &ttérhetiink erre a
valtozora, de akkor le kell vonjuk a Z megvaltozasdbol adodé tagot:

(2 e mg) = (a2 meg) - 5dn2) [ d4w<"”>aﬁw>

A jobboldalt viszont kifejezhetjiik a renormalt vertexfiiggvények generdlé funkcionajaval:

r([z“zsa],m,m] (1.35)

g,A=const.

2T (2 ) = (Al megr) = 50 2) [ dote)

Lo ([ee], mr, gr)] (1.36)

g,A=const.
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ugyhogy a

dm 1/2 . 0 0 1 / 4
2 - L2 ([Z7%p],m,g) = |dm, - + dg, Da, 2d(ln Z) | d*ze(x)

Osszefiiggést kapjuk.

Ha most hasonléan, mint a csupasz effektiv hatés esetében, elvégezziik a renormaélt Ty ([¢], m., gr)
funkciondlon a dimenzidanalizisnek megfeleld levezetést, akkor a (1.31) Gsszefiiggéssel analég médon
azt kapjuk, hogy

5F7‘([S0]7m7‘797“) v _ 9
/d4xT(x)(l+x d)p(x) = —mTa—Wl"r([go],mT,gT). (1.38)

Helyettesitsiik ezt be az (1.37) egyenl8ség jobboldaldba, miutdn mindkét oldalt szoroztuk formélisan
m,./dm,-rel:

Vd%[— (1 + 2O + %%W)w@] 590(217) +mTagT(§£”’g)aigr L ([e], mers gr)

_ymeom(Amy,g,)

- - T2 ([Z22¢],m, g). (1.39)

Itt a baloldalon a parciélis derivaltak g és A/m, rogzitett értéke mellett torténnek, a jobboldalon
viszont a csupasz m tomeget kell a renormalt témeg és csatolasi allandé fiiggvényének tekinteni a
Om/Om, derivalds soran. ElSlegezziik meg, hogy a baloldalon 4ll6 egyiitthatéknak létezik véges
A — oo hatérértéke, ha g, és m, rogzitve van. Ekkor dimenzionalis okokndl fogva a dimenziétlan
egylutthato-fiiggvények csak az ugyancsak dimenzidtlan g,.-t0l fligghetnek. Vezessiik be ezért a
kovetkezo fliggvényeket:

_ . agr(A/mrug) _ . agr(A/mrag)
ﬁ(gr) a Algréo r 8m7” g=const. B Ah_r}I;O A 8A g:const.,
.. my0lnZ(A/m,,g) AW Z(A/m,,qg)
T S T e e A2 A | T

A hatarérték azt jelenti, hogy ha perturbaciészamitassal hatarozzuk meg ezeket az egyiitthato-
fiiggvényeket, akkor minden olyan tagot elhagyhatunk, amely a A — oo hatdresetben zérushoz
tart.

Foglalkozzunk a tovdbbiakban a jobboldallal. A ¢? Osszetett operator betétrészt tartal-
maz6 1PI vertexfliggvényekrol az Oszetett operatorok renormélasat targyalva megallapitottuk,
hogy multiplikativ médon renormélédnak, a (? betétrészhez linedrisan csatolé forras szerinti elsé
funkciondlis derivalt Zs-vel szorzédik (ha ninecsenek kiilsé 1dbak, azaz n = 0), igy

Z2F¢2([Z1/2<p],m,g) = F<p2 r([@]amhgT)a (141)

ahol a jobboldalon az 1 darab ¢? betétrészel rendelkezé renormalt 1PI vertexfiiggvények generdld
funkciondlja szerepel, ami véges. Az (1.39) egyenlet jobboldaldt is ki tudjuk igy fejezni renormélt
funkciondllal. Vezessiik be ehhez a tovabbi §(g,) egyiitthaté-fliggvényt az

. — mT 8m A m’r‘v T
Lralg) = i 7y DO (142)
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definiciéval. A bevezetett egyiitthaté-fiiggvények segitségével az (1.39) egyenlet az aldbbi alakba
irhaté 4t a A — oo hatdresetben:

80 5 Trmrgr) = [ | (142705 +9(0) ) ole)| =T Gl )

= - 2[1 + 5(7)]F502 r([‘/)]v my, gr)' (143)

(Megjegyezzik, hogy az Itzykson-Zuber féle konvenciéban az effektiv hatds a midltalunk értelmezett
I'[¢] minusz egyszerese, a mi I 2 [p] funkcionalunk viszont megegyezik az Itzykson-Zuber-féle I' A []
fumkciondllal.) A (1.43) egyenletet nevezziik a renormélt elméletre vonatkozé Callan-Symanzik-
egyenletnek.

Hasonlitsuk 6ssze a (1.43) Callan-Symanzik-egyenletet a csupasz elméletre vonatkozé Ward-
azonossaggal. Az eltérést, amit a renormdlds okoz, a 5(g,), v(gr) és 6(g.) egyiitthaté-fiiggvények
megjelenése irja le. Ezekrél be lehet latni, hogy ultraibolya-végesek. Ezek az egyiitthato-fliggvények
a skalatorvényeknek a renormalés, azaz az ellentagok miatti modosulésat irjak le a Ward-azonossagok
megvaltozasa révén. Ez is egyfajta anomélia. A képletbédl felismerjitk, hogy a térmennyiség
skaladimenzidja éltal meghatarozott (dg + « - 81)@(:1:)% kifejezésben dy + v(gr) jelenik meg,
vagyis a renormélds miatt a renormdlt csatoldsi allandé értékétdl fliigg6 moédon megvéltozik a
térmennyiség skdladimenzidja. Ezért v(g,)-et a térmennyiség anomadlis dimenzidjanak nevezzik.
A B(g,) beta-fliggvény annak a kovetkezményét érzi, hogy a renormaélt és a csupasz csatoldsi dllandé
kozti kapcsolatban jelen van a dimenzids A UV levégas, ill. hogy infinitezimalis skélatranszformécié
sordn a csatoldsi allanddénak is infinitezimélisan meg kell véltoznia. A §(g,) egylitthaté-fliggvényt
pedig utélag bele lehet olvasztani a ¢? betétrész véges renorméalaséba.

1.2.2. Az n-pont vertexfiiggvényekre vonatkozé Callan-Symanzik-egyenletek
és az egyiutthato-fliggvények végessége

Most mar csak az maradt hatra, hogy belassuk az egytitthato-fiiggvények végességét, amit eddig
megelSlegeztiink, ugyanis az egyiithaté-fliggvények definicidjakor feltettitk, hogy ezek A — oo
esetén 1étez6 véges hatarértékek. Ennek a belatasdhoz derivaljuk funkciondlisan n-szer ¢ szerint a
Callan-Symanzik-egyenlet mindkét oldalat:

6(97‘)83 I‘g‘n) (xlu s Vrn;mrugr) - /d4.’IJ |:(1 + xyas + ’7(97‘)>(p(x):| Fg‘n-i_l)(xu T1y--+yTn; mrugr)
—/d4117|:(1 + xl/af +’Y(g’l“)) 25($ - IJ):IF'S”)(ID sy Lj—1, Ty Tjp1s - - axn;m’rag?‘)
j=1
= 20+ 6 (21, masme, gy), (1.44)

ahonnan ¢ = 0 helyettesités utan

0
B(QT)—an)(xlu ey Ty mrugr) - n[l + W(QT)]Fg‘n) (.’L’l, vy T mrugr)

g,
+ Z o) <x§F£”)(x1, e T My, gr)>
j=1
= - 2[1 + 5(’7)]1—‘;@)7«(‘@17 sy Ty My, gr)7 (145)
azaz
9w (n)
ﬂ(gT)—Fr (T1,-- s 2 my, gr) — nfl + 'Y(gr)]rr (1, s Ty My, gr)

gr
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n

+ 3@+ 2T (@, s e, )

j=1
= [1+5( )] ¢2)T(Ila"'axn;mrag7“)7 (146)

adédik. Vezessiik be a vertexfiiggvények Fourier-transzformaltjait,
d* n -
I (@, (H/ = _””'”””')(27T)45(4)(ij)F§")(p),
j=1
n d* Pi _—in.x. " =(n
0 (w1, 2n) = (H / e " J>(27T)45<4>(ij)r§,)r(p), (1.47)
j=1 j=1

ahol elhagytuk annak a jelolését, hogy a renormalt vertexfiiggvények a renormadlt tomegtol és
csatolasi allandétol fiiggnek, ill. a Fourier-transzforméltak kiilsé impulzusoktdl valé fiiggését csak
szimbodlikusan jeloltiik. A tovabbiakban fel kell még haszndljuk, hogy

Zj LOTeT it — i(—ipj> ai e Wi %) =p;- a(z e Zp]‘-il)j, (1.48)
J j
. d4p- I n
(H/ i ])(2”)45(4)(21%)]”(19)
. ) .
Jj=1 =
n—1
d4p] _izéilpj'(wj_wn)
(H / (271')4)6 Jj=1 f(p)lpn:, ;:11 -
Jj=1
(1.49)
és
n j n d4pj —ip;-w 45(0) n o
ZZCJ o H (27T)4e 3% ) (2m)*6 (Z T (p)
j=1 =1 =
n d4p» n . n S
= (H/ (%)34)(27r)45(4>(zpj)r§ p) - e Doy pa )
j=1 = =
n—1 n—1 .
d4p< =(n . . —i 7.171 (@5 —an
= ( /(27T>]4>1—‘7(« )(p)|: (l’j—xn).aJ +xn'za]:|6 Z]le ( )
j=1 =1 =
n—1 n_1 -
d*p; >~ [ 0 o)
= — F,E\n)p p'~—+$n- P D ] lpj 4 n
(1 /) S v (S-S0

d4pj> Y ey ) "m0
e j=1 Pi\%j n ;- —an)(p) (150)
/(27T)4 ; 7 Op;

Mindezeket figyelembe véve a Callan-Symanzik-egyenlet a renormalt vertexfiiggvények Fourier-
transzformaltjaira az alabbi egyenleteket adja:

B80r) 5T + (1= nl1 4 2] ) EV Zp] ST0) = =201+ 8 )

(151)
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Miel6tt réatérnénk az egyiitthato-fliggvények végességének belatdsara, hasonlitsuk Ossze a most
kapott, renormélt vertexfiiggvényekre vonatkozé (I.51) egyenletet a csupasz vertexfiiggvényekre
vonatkoz6 (1.26) egyenlet | = 0 esetével, amely Fourier-transzformécié utdn az

n—1
8 ™ r(n
(4 —n—> p;- %)F(") (p) = —2F502)(p) (1.52)
j=1 J

alakot Olti. Természetesen az Osszehasonlitis a vertexfliggvények esetében is mutatja, hogy a
bevezetett egylitthato-fiiggvények révén van figyelembe véve a renormalds miatti anomalis skaldzas.

Térjiink most rd az Callan-Symanzik-féle egytitthaté-fiiggvények végességének belatasara.
Induljunk ki abbdl, hogy a (I.51) egyenletben szerepld vertexfliggvényeket a kordbban mér is-
mertetett modon a

_ 9 -
@2 =9 —m2, Y R1(©2),2 -1,
7 (p ) v gt (p°) o
f‘5~4) (87 tu ’LL) - gTu
p=0
P (p=0) = ~FI=bn=2m2 = 2 (1.53)

renormalasi feltételekkel renormaltuk, s ekkor a ,,kolcsonhatéssal feloltozkodott” inverz propagator
@@ = p*+m? (1.54)

alaku. Tekintsiik most a (I1.51) egyenletet az n = 2 specidlis esetben. Mivel
O im?) = 2 1.55
gt = 2%, (1.55)

a renormalasi feltételeket figyelembe véve azt kapjuk kicsiny p? — 0 kiilsé impulzus esetén, hogy

ar' (p?)

w2 0P md) = 2 oG] (md - =5

p_0p2). (1.56)

Innen azt kapjuk, hogy

8F(22) 2
v(gr) = [1+ 5(97")]%@) p:o,
’7(97") = _5(97")- (157)

Ezek az egyenletek viszont azt jelentik, hogy mindkét benniik szereplo egytitthaté-fiiggvény véges.
Ha ezek végesek, akkor a (1.51) egyenletben szereplé 3(g,.) egyltthaté-fliggvénynek is végesnek kell
lennie.

I[.2.3. A Callan-Symanzik-egyenletnek a tomeg futasaval kapcsolatos skalazast

leiré alakja

Végiil mutassuk meg, hogy ugyanazt az egyenletet kaptuk, mint amit a 2.5. fejezetben vezettiink le.
Pontosabban, ha kicsit mas alakban {rjuk fel az (1.51) egyenletet, akkor meg tudjuk mutatni, hogy
az éppen a (2.69) egyenlet [ = 0 esete. A Callan-Symanzik-egyenlet (I.51) alakja tulajdonképpen a
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skélaszimmetria renormélds miatti anomélis sériilését kifejez6 Ward-azonossdg. A (2.69) alakban
a Callan-Symanzik-egyenlet azt fejezi ki, hogy ha fut az m, renormélt tomeg, mikozben a csupasz
m tomeg és g csatoldsi dllandd valamint a A levagas rogzitve van, akkor a g, renormélt csatoldsi
alland6nak valtoznia kell a renormélt tomeg fliggvényeként, g, = g-(m,). A csatoldsi dllandé ezen
,futdsénak” hogyanjat fejezi ki a (2.69) alak. A Callan-Symanzik-egyenlet (2.69) alakjénak 6
elénye, hogy kapcsolatot teremt az azonos csupasz elmélethez tartozé kiilonb6z6 renormalt tomegii
renormalt elméletek kozott. Ezaltal felkindlja a lehet&séget, hogy kapcsolatot taldljunk a tomeges
és a zérus tOmegli, igynevezett ,,tomeg nélkiili” elmélet kozott.

Ha felhasznéljuk a (1.38) egyenletet, akkor levezetésiinkbdl 14tszik, hogy az (1.43) egyenlet a

r [90] = _2[1 + 5(91")]1—‘«;32 T[sp],
(1.58)

x%ﬁ%ﬂw+mriﬂw—/¢m@w@

om,

alakot Olti. Ezt funkciondlisan derivéljuk n-szer ¢ szerint, majd a ¢ = 0 helyen vessziikk. Az
eredménytil kapott egyenlet mindkét oldalat Fourier-transzformalva azt kapjuk, hogy

0 = 0 = .
_Z 1(n) _Y 1) _ (n)
ﬁ(gT)agTFr (plu"'vpn)—i_mTamTFT (p177p7l)) nW(gT)FT (plv"'vpn)
= =20 +6(g)0 (pr, - pn)
= 2m T (05pr,- ) (L59)

A 2.5. fejezetben hasznalt egyiitthaté-fiiggvényeket a mostani levezetésiinkben hasznaltakkal

1) = galon). 201+ 8(0)] = olgr) (1.60)

kapcsolatba hozzuk, akkor a (1.59) egyenlet tényleg megegyezik a (2.69) egyenlet [ = 0 esetével. A
0(gr) = —7(gr) reldcié pedig a 2.5. fejezetben taldlt o = 2 — 7 reldciéra vezet.
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