
A KAosz TERMESZETE

Kaosz: deterrninisztikus rendszerek veletlenszeru viselkedese

eg nehany evtizeddel ezel6tt is
batran hihettiik azt, oogy a vilag
6ramuszeru mlikooesenek tor-

venyei megismerhet6k, s minthogy a de-
tenninisztikus mozgasegyenletek - gon-
doltuk - mindig megj6solhat6 viselkedesre
vezetnek, a rendteremteftn, a termeszet
er6inek megszelfdfteseben ~" ismere-
teink korlatai szabnak hatart. Generaci6k
vilagszemleletet fogaImazta meg J6zsef
Auila Eszmelet dmll verseben (1934):

.,Akar egy halom hasiJott fa,
/lever egymdson a villi",

szorlIja, ~ja, Osszefogja
egyik doiog a mtisiktit
s igy mindenik detemlintllt. "II.

rt

Nem tudni, hogy a kolto p8~i tart6zko-
dcisa soran mennyit hallott Henri Poincare
(1854-1912) francia matematikus es elrne-
leti csillagasz munkassag8r61, aki harom
egitest kolcsOnos mozgasa. pr6b3lta meg-
j6s0lni az egyszeru newtoni mozgasegyen-
letekkel, de az idezett versben szereplo
alabbi sorok alapjan -

"En fO/niztem az est Q/OI
az egek fogaskerekire -
csiOO viLetLen szallliJX)/

tOrvinyt szOtt a mUll sziJVtJszike
is megint fOlnizlem az ign!

a/maim gaze; aIO/
s /tittam, a tOrviny ~
mindig fOlfeslik va/aho/" -

talan nem tul meresz gondolattarsftas
annak feltetelezese, bogy tudoma.'It szerez-
hetett azokr61 a megd~nt6 eredme-
nyekr6l, amelyek szerint harom egitest
kolooni')S mozgasa - az egi mechanika tor-
venyeinek ismerete ellenere - hosszabb ta-
von egyattalan nem j6s0lhat6 meg.

Kepzeljiik el a kOvetkQJ5t: egy bolyg6
ket csillag kolooni')S vonzasaban mozog
ugy, bogy - valtakozva - hoI az egyik, hot a
masik csillagot keriili meg! Poincare 6ta
tudjuk. bogy sem ennek a feladatnak (az
un. haromtest-probJemanak), sem az 8Ita-
lanosabb esetnek (amikor haromn81 tobb

'1,."

.

egitest kolcsOnhatasat ~galjuk) nincs
analitikus megoldasa. A modem szamft6-
gepek azonban lehetoseget adnak az egi-
testek mozgAsat lefr6 differencialegyenlet-

Terrneszettudomanyi Kozl6ny 133. evf. 7. fuze!

81

Ij

~

':
,

"'

.j....:" ;.'

UJ SOROZATUNK

GAspAR VILMOS

J a tsszunk kaoszt!

ren~r numerikus integnilasara, es a
modellszamf~k eredmenyei megerosf-
tik Poincare megfigyeleset: minel tavolab-
bi jOvt1be neziink, annal bizonytalanabbul
tudjuk megj6s0lni a bolyg6 kest1>bi hely-
zetet (azaz, oem tudjuk megmondani,
bogy eppen melyik ~illag koriil kering).
Tudatlansagunk azonban oem valamilycn
misztikus szamftAsi hiba eredmenye. Bizo-
nyfthat6, hogy ez a jelenseg, amit a mo-
dem tudomany sz6hasznalata szerint kIi-
osznak neveziink, termeszetes kOvetkez-
menye az egitestek mozgasat lefm deter-
minisztikus torvenyeknek.

A kAosz sz6 hasznalata arra, amit a tu-
domanyban kaotikusnak neveZiink, val6-
jaban oem szerencses. A sz6 koznapi er-
telme - "zUrzavar" - ugyanis szamos felre-
ertesre ad okot. Fokozottan igaz ez, ha
felidezziik a sz6 eredeti g<>rog jelenteset
is: iir~g, semmi. A kaoszelmelenel fog-
lalk0z6k - erzekelve a fogalom hasznalata
koriili zGrzavart - az angiiai Royal Society
szervezeseben rendezett nemzetkozi
kaoszkonferencian (London, 1986) a ko-
vetkero definici6t javasoltak a sz6tar-
keszftOknek:

chaos Math Stochastic behaviour occur-
ring in a deterministic system.

kaosz Mat A determinisztikus rend-
szerekben elofordul6 sztochasztikus visel-
kedCs.

A kAosz tehat olyan szabalytalan (velet-
lenszeni) viselkedes, amelyet teljes ege-
SIeben szabalyok (torvenyek) iranyitanak.
A veletlenszeniseg abban nyilvanul meg,
hogy az ismert determinisztikus torvenyek
ellenere sem tudjuk egy kaotiku.~ rendszer
viselkedeset hosszu tavon clore jelezni,
mert a kaotikus mozgas onmagat soha-
sem ismetlo, aperiodikus mozgas. A ker-
desre, hogy mi a kaosz (es mi oem az),
reszletes valaszt kaphat az olvas6 Tel Ta-
mas es Gruiz Marton ilyen cfmrnel megje-
leno dolgozataban [1], melyben a szerz6k
osszefogialjak a kaoszelmelet legfonto-
sabb alapfogalmait es rnegallapftasait, de
attekintenek nehany oiyan, els6s0rban az
ismeretterjeszto irodalomban gyakran
megjeleno kijelentest is, amely az ezred-
fordul6ra letisztult ertelmezes szerint tul-
z6nak tekintheto.

A uoszelmelet egyik legfontosabb fel-
isrnerese, hogy a determinisztikus rend-

g.erek egyszeni torvenyei is vezethetnek
bonyolult viselkedesre, azaz egyszerri
~/eknek is lehel bonyolu1J a megolda-
.I¥I. Ezek az egyenletek a matematika nyel-
ven un. kozonseges differencial- vagy
differenciaegyenletek. Arnikor szamit6-
gepet hasznalunk a differencialegyenletek
(egyenletrendszerek) numerikus integra-
~~ akkor a k6vetkez6keppen jarunk
el: I. Betaplaljuk a szamft6gepbe a kezde-
ti feltetelekrc (peldaul az egitestek helyze-
tire es sebessegere) vonatkozO adatokat.
2. A rnozgasegyenletekbOllevezetett k6ze-
lito formulak segitsegevel kiszamftjuk az
uj ertekeket egy nagyon kicsivel kes6bbi
id6pontra. 3. Az igy kapott adatokat be-
tAplatva a gepbe ismet elvegezziik a szamf-
t3st stb. Ez a mooszer - amit iterdciOnak
neveziink - azert ml1kooik, mert nagyon

kicsi lepeskOzt hasznaJunk, s fgy j61 koze-
litjiik az nelmeletileg varhat6" erteket,
amit folytonos id6skala alkalmazasaval
kapnank. Ilyen feladatok elvegzesere a
rnai szemelyi szamft6gepek technikailag
alkalrnasak, am a megfelel6 programok el-
kCszitese es ml1kootetese komoly szaker-
telmet es jArtassagot kivan. A kaosszal
kapcsolatos fogalmak lenyege azonban
sokkal egyszenibb szamftAsok alapjan is
megismerhet6 es megerthet6 [2].

.Jatsszunk kaoszt!

Azt javaslom, hogy az Ofv'dsO vcgyen kezbe
egy olran zsebszamol6gepet, amellyel az
alapmuveleteken kiWI egyszeni fiiggve-
nyek ertekeit is ki lehet szamolni. Ne1Ziik
meg. mi tortenik, hOl ~ldaul 3Z egitestek
mO'Zgasat leir6 differencialegyenletekb61
Ievezethet6. bonyolult foffilulak helyett
egyszeni ffiggvenyeket alkalmazunk 01 rent
leirt iteraciOs algoritmus szerint. Teffile-
~tesen az idOszakasz h~t ebben az
esetben nero tudjuk mihez kotni, erert te-
kinthetjiik - onkenyesen - barmilyen ki-

~inek.
EISA5 peldankban a szamlt6gepx2 gomb-

jat fogjuk haszncilni. Kiindulasi erteknek
v81amunk egy szAmot 0 es 1 kOzott! Az
egyszeroseg kedveert iissiik be ezt a sza-
mot: 0,54321! Nyomjuk meg azx2 gambol!
Mi tortenik? A kijelzOn megjelen6 szam
kisebb Iesz. Nyomjuk meg ismet, majd is-
met azx2 gombot! Azt tapasztaljuk, hogy a
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szamok egyre kisebbek, es nehany (az en
kalkulatorom kilenc) gombnYOm& utan 0
jelenik meg a kijelz6n. Ez tovabbi gomb-
nyomasra mar nero valtozik, hisz ()2=O. Az
eljarast megismetelve bannely 0 es I ko-
wtti szammal, hasonl6 megfigyel~ tehe-
tiink. Ha az iteraci6t l-gyel kezdjiik. akkor
semmilyen valtozast oem tapasztalunk,
hisz 12=1. Azonban, ha az eljarast I-Del
nagyobb szammal kezdjiik. akkor a kijel-
ron megjeleno szamok egyre nagyobbak
lesznek, s vegill a tUksordulast jelz6 hiba-
iizenet (E) jelenik meg. Erdekes megfigye-
lest tehetiink, ha egy~gy iteraci6s sorozat-
ban feljegyezziik es abrazoljuk a reszered-
menyeket (x,,2) az itenici6s szam (n) fiigg-
venyeben (I.a abra). Azt tapasztaljuk,
hogy minel kozelebb van a kezdeti ertik az
I-hez, annal k~b k()vetkezik be az erte-
kek eltavolodasa az I-tot. Megfigyelesein-
ket a dinamikai reodszerek elmeleteben
alkalmazott fogalmakkal a k6vetkezOkep-
pen foglalhatjuk Ossze. Az x= I JXmt az

xn+l=xn2 lekepezes (iteraci6s eljaras)
egyenswyi pontja (idegen sz6valfirptNltja),
ahol xn es xn+l az n-edik, illetve az n+ 1-
edik iteraci6ban kisz3molt erteket jek)I. Ez
az egyensulyi pont azonban instabiJif, hisz
ha l-t6l bannilyen kicsivel is eltero kezde-
ti erteket valasztunk, akkor az iter8ci6 veg-
eredmenye 0, haXo<l, ~ +-, hax.,>l.

A f8raszt6 es idOrabl6 gombnyOO1oga-
tas utan sietek megnyugtatni az oIvasOt,
hogy a matematikaban j6l ismert egy egy-
szerii grafikus eljaras, ameliyel sokkal ke-
vesebb munkBval ~ sokkal hamarajj, ha-
sonl6 k6vetkeztetesekre juthatunk. A gra-
fikus eljarashoz, amelyetp{Jkhil /{)m«Jszer-
nek is neveznek, a laborat6riumokban
mindennaposan hasznalt negyzethaD pa-
pir (millimeterpapir) leone a legalkalma-
sabb, de vegsO esetben megteszi egy ~oc-
kas lap" is egy kall6d6 fiizetbo"l Keszit-
slink egyenlo beosztasu tengelyeket ahhoz
hasonl6an, ahogyan az az l.b abIiB latha-
w! A vizszintes tengelyen azxn' a fiigg6le-
ges tengelyen pedig a megfele16X:n+J erte-
keket fogjuk abrazolni. iUetve lemvasni.
Nehany szamitott ertek alapjan ~juk
meg azt a parabolat, amely Xn + 1 =xn2 leke-
pezesnek felel meg! Vegiil pedig rajwljuk
be aXn+l=Xn lekepezesoek megfelek145°.
os egyenest, amely tulajdonkeppen a negy-
zethal6 atl6ja (diagooalisa)! Ha valaki ezt
a munkat is szeretne megspOrolni, akkor

egy nagyon egyszerii megoldast javaslok:
keszitsen nagyitott fenymasolatot a cikk.
beli abrarol!

Ha mindezzel elkesziiltiink. akkor amo-
nal szemiinkbe otlik, hogy a ket "gOrbe" az
x= I pontban metszi egymast. Ez a jX)Ot te-
hat a lekepezes fixpqntja. A reodszer visel-
kedese a fixpont komyekeo a k~ez6
m6dszerrel allapithat6 meg. Valam;unk
egy I-nel nagyobb kezd6Crteket a vmin-
tes tengelyen. Legyen ez mondjuk 1,25.
Ebb61 a pontbOl kiindulva hUzzunk c&y
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I. libra. a) Az xl gomb iterativ alkalmazaslival kiilonoozO kezdoertekekkel elOlillitott
szamsorozatok (Iogarimikus sk818n librazolva), ahol x,,2 az n-edik iteracios lepesben ki-
szamitott ertek. b) Azxn+l=x.2 differenciaegyeniet (Iekepezes) dinamikajanak elemzese-
re hasznalhato pc)khaJO:ibra is az iteracios lepcsOkxo= 1,25 kezdoertek eseten

2. ,bra. a) A (" gomb iterativ alkalmazasaval kiilonoozO kezdoel1ekekkel eloallitott szam-
sorozatok, ahol x 0,5 az n-edik itenicios lepesben kiszamitott el1ek. b) Az x + I =x 1/2 difJe-

ft n n
renciaeg}'elliet (Iekepezes) dillamikJijanak elemzesere hasznalhato p(ikhliloabra

fiigg61eges vonalat egeszen.Jdig. amig el a diagonaJist) ebbeD az esetben is fixpont.
nem erjiik a parabolat (l.b MIra). Tegyiink A p6khaJ6beli lepcS(}k - el6bb ismertetett
egy jelet a parabolara. Ebb() a pontb61 ki- m6dszer szerinti - megrajwlasaval azon-
indulva most hUxzunk egy ~tes vona- ban most arra a megallapitAsra juthatunk,
lat a diagonalis iranyaba egeszen addig, hogy ez a fixpont stllbilis. Azaz, I-nel ki-
amig el nem erjUk az atI6t.1Cgyiink egy je- sebb (de nem O!) vagy nagyobb kezdoerte-
let a diagonalisra. Ebb6I a pontMl ~t ket v3.1asztva, az iteraci6s sorozat eredme-
hUxzunk egy fiigg61eges vonaiat egeszen a nyekent mindig a gorbek metszespontjaba
parabol8ig. Az eljarast foiytatva azt ta- jutunk. Termeszetesen e megaJlapims er-
pasztaIjuk, bogy az iteracK> eredmenye- venyesseget ellen6rizhetjiik a gombok
kent egyre tavolabb es tavolabb kenilunk a nyomogatasaval is (az eredmenyeket lcisd
flxpontt6I. Ha a kezdoerteket 0 es 1 k6z0tt a 2.a 'braD).
valasztjuk, akkor is t8volodunk a fixpont- Stabilis flXpontot kapunk akkor is, ha
tol, de a lepcsOfokok megrajrolasaval min- peldciul a cas gombot hasznaljuk az itera-
dig a koordinatarendszer kezd6pontjaba ci6hoz. (Fontos, hogy a kezd6Crtek beute-
jutunk. K6vetkeztetesiink amnos a korab- se elott a szamologepet Rad - radian -
bival: a lekepezes fixpontja instabilis. iizemmOdba ken allitani!) Ezt konnyen

~ mire megyiink frissen szerzett megj6s0lhatja az olvasc.) is, ha a 3.b abra-
tudcisunkkal, ha most egy nmik, peldciul a boz hasonl6an megrajwlja a p6khal6t, es
~ gombot vaIasztjuk! Keszimik el a negy- megszerkeszt benne nehciny lepcsOt. A le-
zethal6t az ek7rohOz hasonI6an ~, hogy kepezes flXpontja ebbeD az esetben is a kit
most a parabola helyett azx,,+ 1 =x" /2leke- gorbe metsz6spontja (0,739085133), de
pezesnek megfelelo fuggviny gorbejet egy I1j, erdekes jelenseget is megfigyelhe-
szerkesztjiik meg nehimy mmitott ertek tiink: a szcimok egyre kisebb amplitUd6val
aIapjcin! A 2.b 6IriI-6I kOnoyen leo\vasha- ingadoznak (oszcillaInak) a stabilis flXpont
00, hogy azx=l pont (ahal a gOrbe metszi korill (3.a &bra). (Az iteraci6, termeszete-

Tenneszet Vilaga 2002. julius
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Mi lortenik vajon allor. ha csak egy ki-

csit bonyolultabb, peldciul a (2xl-I) fugg-
3. abra. a) A cos gomb iterativ alkalmazasaval kiilonbtizo (radianoon megadott) kez- venyt alkalmazzuk az iteraci6s eljarasunk-
doertekekkel eloallitott. c!iokkeno amplitud6val oszcillal6 szamsorozatok, ahol CDS xn ban? Vala.'i.'iZuk kezd6erteknek kedvenc
az n-edik iteraci6s lepesben kiszamitott ertek. b) Azxn+l=co.'ix. ~renciaerJeDlet szamunkal: 0,s4321! Az eredmeny meg-
(Iekepezes) dinamik1ijanak elemzesere hasznalhat6 pakhal6abra hokkenl6: a kijelzOn -I es + 1 koz6tti sza-

mok .,ugralnak" - latsz6lag veletlensze-
ruen -, es sok-sok iteraci6 utan sem tunik

sen, mindig ~ diszkret pontokal ered- ugy, bogy az ertekek egy fixponthoz, vagy
menyez. Az abraban ~ azert kotottem ak8r csak az elObb megfigyelt ketperiOdu-
Ossze 6ket egy folytonos vonallaJ, bogy az su oszcillaci6hoz kOzelednenek. A 4.8 abe
oszcillaci6 konnyebben megfigyelhet6
legyen. )

Most pr6baJjunk ki egy olyan fiigg-
venyt. amelynek megfelel6 gomb ugyan
nincs a kalkulatoron, de a szamitas meg
mindig konnyen elvegezheto. Legyen pel-
dauJ ez az (xl-I) fuggveny. (Az iteraci6
egyetlen lepeset ebbeD az esetben az xl
gomb, majd -I = muvelet elvegzesevel
hajtjuk vegre.) Az iteraci61 barmely 0 es 1
kozotti szarnmal kezdve egy eddig nem ta-
pasztalt, meglep6 dinamikai jelenseggel
szembesiiliink: nehciny (1(}-20) cikJus utan
ugyanis mindig ugyanahhoz a stabilis, un.
"ketperiOdusu" oszcillaci6hoz: ...0, -1,0,
-1, sib. jutunk. Ez persze lrivialis, hisz
02-1 =-1 es (-1 )2-1 =0. Mfg az el6z6 pel-
daban (cas) csillapod6 oszcillacmval koze-

;

Iftettiik meg a stabilis flXponlot, addig eb-
ben az esetben eppen az ellenkerojet fi-
gyelhetjuk meg: egyre novekv6 amplitu-
d6ju oszcillaci6val kozelitjuk meg a stabi-
lis, am oszcillal6 (0, -I) megoldast. A flX-

4. libru.u) A (~-I) "gornb" iterativ ulk.1Irnaza~val 0,54.'21, ill. O...~22 kezdrJtrtekekkel elo-
allitott kaotikus szarnsorozatok. ahol 21:,,2-1 az n-edik iterncio~ lepesben kis7Jirnitott ertek.
b) Az x"+I=2xn2_1 ditTerenciaegyenlet (Iekepezes) dinarnikajanak elemze~ere husznalhato
pokhaloabra

~
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az oszcillaci6 megjelenc:~hez, ahogyan ezt
hamarosan he is fogjuk bizonyitani.)

Az eddigi ~Idak alapjan megfogalmaz-
hatunk egy altalanos SZ3halyt. Vi1Sgaljuk
meg a pOkhal6abrakban a lekepezesekhez
hasznalt gorbek meredekseget (m) a flX-
pontok winy kornyezeteben, es hasonlft-
suk 6ssze a diagonalis meredeksegevel
( + 1 ). Megiillapithatjuk, hogy a f"'POnt
instabilis, ha I m I > 1, kiilOnben stabilis, is
koriilotte oszcillal6 lesz a ~nges, ha
-I <m<O.

Jat!i.Qunk tovabb!

pont ertekenek es statMtitasanak ~gala-
tahoz arra kerem az ofv-dSOt, hogy keszftse
el a p6khaJ6abrat!

Az abra ujabb meglepet~1 szoigal: a
golbeknek nem egy, hanem ket metszes-
pontja van, vagyis az X,,+ I =xn2-1 Iekepe-
zesnek nem egy, hanem ket fixpontja lete-
zik. Ez belathat6, ha meggondoljuk, hogy a
fixpont ertekenek ~itas.ihoz tulajdon-
kerpen azx2-x-l=O masodfokU egyenle-
tel kelJ megoldanunk. Ite~ ~K
szerkesztesevel arr61 ~ m~tiink.
hogy a pozitfv (x+=1,618033989...) es a

negativ (x_=-O,61~3~...) fixpoot egy-
arant instabilis, ~ (0, -I) oszcillaciOhoz
csak a negatfv flXJKmt kOriili (-x+, x+) in-
tervalJumool valamott kezd<'5ertekkel ju-
tunk. A ketperi6dusu mego1d3s un. "von-
z3si tartomanyan" kiviili kerooertekkel
vegzett iteralas viszont mindig n(jvekv6
szamsorhoz vezet (x,,~+oo), kiveve az
X'I=-X+ esetet, hisz ekkor az eloo iteraci6
eredmenye eppen a ptTZitfv flXp<>nt. (Azt
mar csak az erdekesseg kedveert jegyzem
meg, hogy x + erteke rx>nt~n az "arany-
metszes", aminek pe~ semmi k6ze nj~

ran az elsO szaz iteram lepes eredmenyet
tires korokkel abrazoltam (a folytonos vo-
nal ebben az esetben is csak a jelenseg
konnyebb megfigyeleset segiti). Amit ta-
pasztaltunk, az maga a ka<m: egy egyszeni
(determini.'iZtikus) egyenlet vcletlenszeni-
nek nino viselkedest eredmenyezett!

A kaotikus rendszerek egyik jellernzo
tulajdonsaga, hogy viselkedestik hosszU ta-
yon nem megj6solhat6. Az elorejelzes
pontatlansagavdl kapcsolatban azt kell fi-
gyelembe venni. hogy a keZikti alkzpol le-
inisaro haszJuilt adarokDt mindig csak ~'eges
ponrossaggaJ ismeljUk. VegeTLtik most el az
iteraci6s eljarast 0,54322 kezdoertekkel,
mintegy azt szimulalva, bogy egy fizikai
mennyiseget, arnellyel egy val6s rendszer
kezdeti aIlapotat jelleme1Ziik, csak egy-
szazezred pontossaggal tudjuk meghata-
rozni! A szamltas eredmenye a 4.a abnin
teli korokkel van feltiintetve. J61 lathat(),

S. libra. Az xn+l=kxn2_1 ditTeren-
ciaegyenlet (Iekepezes) dinami-
kajanak elemzese~ hasznalhato
p'IkhlilO8brnk kiilonoozo k erte-
kcknel (a: I: b: 1,2: c: I~': d: 1.74:
e: 2)
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6. &bra. a) A (kJ:2-I) "gomb" iterativ alkalmaasaval 0,54321 kezdc'iertekkel eloallitott ketperioousu (k = 1,2) es Ol'1tVperioousu
(k=I,3) smmsorozatok, ahol kxn2_1 az n-edik iterici6s lepesbeo kismmitott ertek. b) A (k.,;2-I) "gomb" iterativ alkalmazasaval
0,54321 kezdc'iertekekkel eloaJlitott kaotikus (k=I,74) es harompe~usu (k=I,76) smmsorozatok

bogy bar kezdetben az fires es teli korok
igen kozel vannak egym8shoz, koriilbel111 a
huszadik iteraci6s lepest6I kezdve a ket
"modeUrendszer" viselkedese teljesen el-
tern. Ezert nem lehet tehat megj6s01ni a
jOvObeli allapotot.

AzX"+1=2r,,2-1Iekepezesdinamikajat
a 4.b &bra segitsegevel ~haquk meg.
Most is ket instabilis fixpontot talaJunk:
---{),5 es 1. Az iteraciOs lepcsoK megszer-
kesztesevel pedig kOnnyen megaIlapithat-
juk. bogy a (-1, 1) tartomanyb61 inditott
iteraJas mindig kaoszt eredmenyez.

Az otthon keszitett abrat ~hasonlit-
va a 4.b abraval megfigyelhet6, hogy ak-
kor, amikor az (.x2-1) fiiggveny helyett a
(2f2-1) fiiggvenyt vaJasztottuk, tulajdon-
keppen oem csinaJtunk mast, mint egy ki-
csit amenyomtuk a parabomt. S lam, en-
nek az lett a dramai kOvetkezmenye, bogy
a szabaJyosan oszcillaJ6 rendszerMI kaoti-
kus ren~r lett Mi tOrtenik vajon akkor,
ha a parabolat oem ennyire, hanem csak
valamelyik koztes aJlapotnak megfelelren
nyomjuk Ossze (5. BIn)?

Ntalanositsuk tebat a problemat, es
vizsgaJjuk meg, mitreD dinamikat ered-
menyez a (ktl-1) fiiggvenyalkalmazasa
0<k~2 eseten. Az iteraci6t mindeD eset-
beD kedvenc szamuokkal (0,54321) kezd-
jiik! A 6.a abrin az tires es teli korokkel
jelzett ertekek azt mutatjlik, bogy az elja-
ras eredmenye k= 1,2 eseten ketperiOdu-
su, k= 1,3 eseten pedig negyperi6dusu
oszcillaci6. A k parameter ertekenek to-
vabbi nove lese nyolcperioousu, tizenhat
periOdusu stb. oszcillaci6kat eredme-
oyez, s ekozben azt tapasztaljuk, bogy a
peri6duskett6z6dessel kepz6d6 oszcilla-
ci6khoz rendelhet6 parametertartomany
egyre kisebb es kisebb. Uteznie kell te-
hat egy torl6dasi pontnak, abol a peri6-
dusok szama vegtelen naggya valik, s e
toriOdasi ponton tul a kaosz tartomanya-
ba trunk.
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megertese, bogy az n + l-edik generaci6
szamossaga (Nil J hogyan fugg az el6z6,
n-edik generaCl6 szamossagat61 (Nil)' Az
ismert tendenciat figyelembe veve. neve-
zetesen, bogy az ut6dok szama (NII+I) at-
talaban n6, ha a populaciO sza~a ki-
csi, es csOkken, ha rv:'l. erteke nagy, egy egy-
szem nemlineans dinereociaegyenktet fr-
hanink tel:

Nn+l =kNn-bNn2 = Nn{k-bNII)'

amelyet Iogisztikus differenciaegyenletnek
neveznek, s amelyben k es b a ~laci6k
novekedesenek, illetve csOkkenesenek
merteket megszab6 parameterek. Az
x=bN/k jelolest bevezetve az e~nIet a
k6vetkez6 egyszeni alakra hozhat6:

Xn+l =kxn(l-xn)'
amit logisztikus lekepezesnek neveziink.
Az egyenlet alapjan megszerkesztett gor-
beket a k parameter kiiloooow ert6keinel
a 7. 8br8n lathatjuk. A pOkhat6abra alap-

A kaotikus tartomauyt gyakran szakit-
jak meg olyan "ablakok", amelyekben az
os7rinaci6 nero paras, hanem paratlan
perDIusu. Peldaul k=1,74 ertemel az
oS7J:illaci6 kaotikus (6.b 'bra, \ires kO-
rok), mig k= 1,76 erteket valasztva a
0,54321 kezdoertekkel vegzett iteralas
un. b8r0mperiOdusu ~aci6t eredme-
nyez (6.b 6bra, teli torok). A kaotiku.~
rerm-erekkel kiserletem kutat6k szama-
ra a haromperi6dus6 ~lIaci6 megjele-
nesc az egyik legbiztat6bb jete annak,
bogy sikeriilt a kaotikus tartomany kole-
lebe keriilniiik.

Az X,,+ 1 =kxn2_1 lekepezes dinamikaja-
nakvaJt<rz.asa k ertekenek n<>velesevel sok-
kaI ki)onyebben nyomon k6vethet6 egy
Exa:t-munkalapba epitett makr6 segftse-
gevel. A fajl a k6vetkez6 intemetcfmr6J
toltbeto Ie: www.kfki.hu/chemonet.hu/

hwVeloado/gaspar/map _nKJVie.xls (a prog-
ram a [CfRL+Z] paranccsal indithat6).
A ~n kit abra Jathat6 egymas mel-
leu: a 001 oldali a p6khilit mutatja, a jobb
oldali pedig egy-egy k. erteknel vegzett
IOOiter3ci6 eredmenyet. A program abb61
a m:mp>ntbOl is igen tan~ bogy iga-
zoIja: a kaotikus sz3nB>roz.at (p~ pon-
tok) ~ akannilyen (...eletle~ni) m-
rook aJrozata, hanem csakis olyanoke,
~ a 001 oldali abran kek szinnel jel-
zeU g('xbehez rendelhetOk. A makr6 futta-
tas8¥aI azt is megaIJapithatjuk, bogy az (&-
ciJID) kb. k=O,75 erteknel jelenik meg. Az
aJ3IIYIDCtszesnek tehat semmi kOle ahhoz,
hO§ u (xl-I) fiiggveny iterativ alkahnaza-
sa a stDIa(~ -1) ~Uaci6hol v~t

7. abra. Az x"+l=kx,,(l-x,,) differencia-
egyenlet (Iogisztikus lekepezes) dinami-
kajanak elemzesere hasznalhatO pOk-
hal68hrak kiilonooro k ertekeknel (a: 1;
b: 2; c: 3; d: 4)

Az Okoi6gusok ~~lnak Olyan -
i~n szapor0d9 - populaci6kat

(pL gylimo~erti UrtevoK). amelyek-
ben niIK:s atfedes az egyes generaci6k ko-
zOtt A kutatasok celja ilyenkor annak
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8. abra. a) A (CO2 + 1% H2) : °2 = 7,2: 5,6 osszetetea gazelegy egese a kiilonOOzO ossznyomas- es h6mersekJet-ertekeknel mas es mas
dinamikaju: pI periodikus, p2 es p4 keto, illetve oegyperi6dusu gyullad8si reakcio. A sziirkere satirozott tartomanyban a VJ'Ullada-
si reakcio kaotikus. (Terfogat: 0,57 dm3, az ataramlasos reaktorrajellemzo tartozkodasi id6: 25~3 s.) b) Az egymast koveto felvil-
lanasokban merheto, kaotikusan valtozo feszilltsegmaximum-ertekek pOkb816abnija a CO betalaplasi sebessegenek ket, egymas-
hoz kozeli ertekenel. A logisztikus lekepezeshez h&wDlo, kicsit torzult "parabolak" metszespontja a diagonalissal (szaggatott vo-
nal) kijeloli az instabilis tixpontok helyzetet [4]

~~~

jan megerthetjiik, bogy a logisztikus leke-
peres egyik nagy el6nye az, bogy 1 <k<4
eseten a megoldAs mindig a O<x< 1 inter-
vallumban marad, mfg korabbi ~Idaink-
ban x negatfv erteket is felvehetett. A k< 1
esetet azert nem targyaljuk, mert az ~
megoldAs azx=O ponthoz tart, azaz a po-
pulaci6 kihal. A nemtrivialis dinamikai vi-
selkedes tartomanyai grafikus m6dszerrel
is megaJlapfthat6k, de egyszenThb, ha most
is inkabb egy Excel-makr6t hasznaJunk.
A logisztikus lekepezes dinamikai viseIke-
desenek tanulmanyozasara alkaknas fajl a
kovetkezo intemetcfmrol tolthet6 Ie:
www.kfki.hu/chemonet.hu/hun/eloado/
gaspar/logistic _map _movie.xls (a program
a [CTRL+Z] paranccsal indfthat6). Az
eredmenyek az alabbi tablazatban foglal-
hat6k 6ssze:

k megfigyelt dinamikai viselkedes

3,(JXX) a fixpont instabilissa vaJik, rneg-
jelenik az oszcilIaci6

3,4500 a peri6duskettol.6des kezdete
3,5700 a 20 peri6dusu oszcillaci6k tor-

I6dAsi pontja, a kaotikus tarto-
many kezdete

3,6786 az elsO paratlan perioousu osz-
cilIaci6 megjelenese

3,8284 a haromperi6dusu oszcilJaci6
megjelenese

4,(XXX) a kaotikus tartomany vege

A kaotikus viselkedes matematikai
szerkezetenek melyebb megertese (pl.
miert eppen ezeknel a parameterertekek-
Del k6vetkezik be a dinamika megvaJtoza-
sa; miert eppen 20 peri6dusu oszciUaci6k
sziiletnek; miert egyre kisebb az ezekhez
rendelhet6 tartomany stb.) tulmutat e
cikk ceIkituzesen: annak bemutarnsan,
bogy milyen vad dolgokat ~inalhatnak
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ezek az egyszeni nemlinearis egyenletek.
Az erdeklodoknek ajanlom R. May
kl~kusnak szamft6 cikket, illetve an-
oak magyar fordftasat [2].

Kaosz val6s rendszerekben:
meglepO kemiai peldak

Az ~ kemiai reakci6, amellyel az i~kola-
ban tal3Ikoztunk - s gondolom, hogy ez

ma fi igy van -, a vfz kepz6<iese hidrogen-
001 ~ oxigenbOl:

2H2+02~2Hp.
A 181kc)nyvir6k - na~ helyesen - egy

e~ reakci6 bemutatasaval kfv3ntak
de~ni a kemiai reakci6k lenyeget:
egy (Ij aJIyagi minOseg kepz6<ieset. Azon-
ban az ~n1nek latszO folyamat - ellen-
tetben azzai, amit a reakci6egyenlet sUgall
- oem egyetlen lepesben jatsz6dik Ie, hisz a

hlinllaS utk6zCsek valcminusege nagyon
kicsi (ezt elhaIlgattak az elsO kemia 6ran!).
A reakci6 val6jaban annyira ~tett, hogy
a vfzkeJY/1'ides kinetikajat szeles koncentra-
ci6-, b6mersekIet- es nyomastartomanyban
~ Olyan ~tes reakci6mechanizmus-
sal ~t ~irni - a kMrleti adatokkaI jOl

e~ -, arneiyben a H2' 02 es HP
melieu az 0- es H-atom. az OH-gyOk es
egyeb Iislecskek szerepelnck. S ezek k6-
z6tt mintegy ~ (!) elemi reakci6 jatsz6dik
le.JlJwm es Scott [3] go~ kMrletekkcl
igazolta, hogy un. ataraml3.~ reaktorban
(amdyet aJland6an ~ hidrogennel es
oxigenneJ tapialunk) a vfzkepz6desi reak-
ci6 ~ h6mersekIet- es nyomastarto-
m~ periodikus vagy kaotikus.

H~ egyszeni foiyamatnak runik
a szeo-dioxid keJYioOdese ~n-monoxidb61
es oligenbOl:

A reakci6 technol6giai jelent6sege
az, bogy a szenhidrogenalapu iizem-
anyagok elegetesekor ez a nagy hofel-
szabadulassal j3r6 folyamat a reakci6-
sor utols6 lepese. A folyamat Contos
szerepet jatszik az iiveghazhatas kiala-
kulasaban is. A reakci6 mechanizmusa
ebbeD az esetben is j6val bonyolultabb,
mint azt az egyszerti reakci6egyenlet
alapjan gondolnank, s talan oem megie-
p6, bogy - hasonl6an a vfzkepz6desi re-
akci6hoz - megfelelo nyomas- es h6-
merseklettartomanyban egyszeru osz-
cillaci6s, 2" peri6dusu, illetve kaotikus
viselkedest tapasztalunk (8.8 abra).
A reakci6 elorehaladasat ugy tudjuk
nyomon kovetni, bogy az eges soran
kepz6d6, gerjesztett alIa potu CO2 ke-
milumineszcencias felvillanasait egy
fotoelektron-sokszoroz6 segftsegevel
detektaJjuk [4]. Az egymast kovet6 fel-
villanasokban mert fesziiltsegertekek
maximumat abrazolva (8.b abra) ahhoz
hasonl6an, ahogy korabban a lekepeze-
seket keszftettiik, talan ncm meglep6,
bogy a kaotikus felvillanasok saran
mert kfserleti adatok egy forditott para-
bolara emlekeztet6 (bar a nagy fesziilt-
segertekeknel eltorzul6, de csak egyet-
ten maximumot mutat6) gorbere esnek.
Az abran azt is megfigyelhetjiik, bogy a
kfserletben alkalmazott szabalyoz6 pa-
rameter ertekenek kicsiny megvaltozta-
tasakor csekely mertekben ugyan, de
megvaltozik a kiserleti adatokb61 szar-
maztathat6 lekepezes gorbeje is. Ez azt
jelzi, bogy a kaotikus rendszerek na-
gyon erzekenyen reagalnak a kiilsc5 ko-
riilmenyekben bekOvetkezo meg oly ki-
csiny valtoz3sra is. Ennek jelent6seget
majd a cikksorozatban kesoob megjele-
no, a kaosz szabalyoz3sar61 sz616 dolgo-
zatban fogom megmutatni. ~
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A KAosz TERMESZETE

K8oS~b8lyOz8S: kaosz es rend

A kaoszelrnelet megsziiletesevel a nyuga-
ti civilizaci6 tobb evszazad alatt Ossze-
rakott vilagkepe kartyavarkent omlott
Ossze. Vagy legalabbis egy darabig ugy
tunt. Meg az 1980-a." evek vegen is altala-
nos volt az a velekedes, hogy a kaotikus
rendszerek oem szabalyozhat6k. A tipi-
kusan memoki feladatot, a bonyolult di-
namikai rendszerek szabalyozaslit, veglil
is az alapkutatAs eszkozeivel sikeriilt
megoldani. 199O-ben az amerikai Univer-
sity of Maryland harom kutat6ja, Edward
Ott, Ces/o Grebogi es James A. Yorke [5]
kidolgozott egy eljarcist, amelynek alkal-
mazasaval a kaotikus rendszereket meg
lehet szelfdfteni, es a kaoszt egyszeni pe-
riodikus folyamatokka lehet alakftani
A kaosz megszelidftesekor azonban ko-
moly dilemma ele keriiliink: donteniink
kell, hogy a sokfele lehetstges jov6 koziil
melyik megj6s0lhat6 viselkedest (rendet)
valasztjuk.

A klasszikus hindu mitol6gia szerint a
kozmosz tortenete harom szakaszra ~-
hat6: teremtes, karbantartas (rend) es
pusztulas (rendezetlenseg, kliosz). 8mb-
ma a teremtes, VLSnu a rend, Siva pedig a
kliosz istene. Koziiliik Siva a legsokolda-
lubb, a vad, a megszelidithetetlcn. Ian
Stewa11 angol matematikus mutat ra a ka-
oszr6l sz616 ismeretterjeszt6 konyvebeD
[6], bogy Siva kaosza es Visnu rendje kO-
wtt oem olyan termeszett1 a kiilonbseg.
mint a j6 es gonosz kozott. Inkabb azt a
ket kiilonbOzo utat reprezentalja, aho-
gran az istenseg megnyilvanul: harag es
j6indulat, zurzavar es harm6nia, kaosz es
rend.

Ugy tGnik, hogy a XXI. szcizad hajnalan
a nyugati es keleti vilagok filoz6fiai ugyan
ma."-ma.,, utakon, de vegiil is egymiisra ta-
laltak: kliosz es rend elvalaszthatatlan fo-
galmak lettek. ~
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Egy larvakori rovarszerv lebomlasa

A magasabb renda rovarok teljes atalaku/assa/ fej/Odnek, meiynek bizonyos
a//omtisainti/ szervezetUk jelentOs mel1ekhen atfomza/Odik. Ez t611enik a meta-
morfozis saran is, amikor a /tirvakori szervek zome /ebomlik, s he/yettuk a ki-
fejlett rovar szovete4 szervei jonnek /etre. Az egyedfej/Odes minden .\'zakasza szi-
gorU hormonti/is szalxi./yoztis alatt all; ebben igen je/entO:\'ek a szteroid tipusu
vegyUietek. A mus/ica/tirva nya/mirigyenek hormonhatcisra tol1eno mak6des-
vOltasa, majd lebom/tisa kivalO viz;vgci/ati terep ahhoz, hogy betekinlest nyemes-
sunk e sejttani je/ensegek mo/ekultiris szintU szaOOiyoztisaba. Ebben a rend-
szerben szamos szteroidhonnon aba/ aktivcilt gent es feherjet ismeriink mal;
meiyek meghatcirozott egymtisuttinban /epnek makOdesbe, sokreta kapcsolato-
kat a/akitanak ki egymassai, s tevikenysegi:tk specifikus vegeredmenye a mirigy
sejtjeinek pusztu/cisa egy megszabott fej/odisi stcidiumban. A kiterjedt sejtszinta
kutatcisok alapjan egy honnonfU~ igen osszetetten es alaposan szabaiyozott,
hierarchikusan epitkez6 mUkOdhi-fej/Odesi mechanizmus resz/etei kezdenek
kibontakozni.

~ldaul a kozepbel es a kiiltakar6 hamja.
A feln6ttkori szelVek gyakran olyan kis
sejtcsoportokb61 (imaginalis korongok-
001) alakulnak ki, melyek hosszU ideig
nyugalomban varakoznak.

A modem biol6giai tudomanyok egyik
igen kedvelt es sikeres vizsgalati objektu-
ma egy kicsiny legy, a kozOnseges ccet-
muslica (Drosophila melanogaster),
amely 00 evszazada a legintenzfvebben
es legtoobet kutatott allatfajok k6ze
tartozik. Szamos kedvezo tulajdonsaga
teszi alkalmassa erre a szerepre. Kis me-
rete es egyszeni raplalekigenye miatt
konnyen tarthat6. Viszonylag kenyelme-
seD tenyeszthcto, oem bonyolult elkiilo-
nfteni es fenntartani egy sereg mutaci6-
jat, raadasul ezek nagy resze szabad
szemmel, vagy kis nagyitasu mikroszk6p-
pal is felismerheto. Unyeges szempont,
hogy konnyen hozzaferheto mind a
klasszikus, mind a molekularis biol6giai
m6dszerek szamara. Testfelepftese es
egyedfejlOdese is kivaloan ismert, s az ez-
lei kapcsolatos kutatasok mar szamos
6riasi fontossagu felfedezest eredme-
nyeztek, amelyek jelentosege olykor ege-
szen az eml6si>kig mutat. A Drosophila
komolyabb hatranya, bogy apr6 merete
miatt egy-egy szOvetbOl vagy szervbol
csak 6riasi munka aran, vagy egyaltalan

A 1egfejlettebbnek tartott rOYarok

koze a bogarak, a lepkek, a ket-

szarnyUak (legyek, szunyogok) es
a hfjrtyasszamyliak ( darazsak, mehek,
hangyak) tartoznak, ezck egylittal a leg-
nagyobb fajszamu rendek is. Egyedfejl6-
desiikre jellemz6, hogy negyszakaszos;
megkiilonOOztethetiink benne pete-, lar-
va-, bab- es imag6- (kifejlett, ivarerett ro-
var) allapotokat. Azt a folyamatsort,
amely alatt az aJlat eljut az egysejru pete-
t61 az imagOig, teljes atalakulasnak, vagy
holometabolianak nevezziik. Az ilyen fej-
l6desi m6d nyilvanval6an 6riasi valtoza-
sokkal jar a testfelepltesben es a -mUko-
desben is. Ezek az atalakulasok ket nagy
hullamban jelentkeznek. Az els6 az emb-
rionIiJis fejl6dis, amikor kialakulnak a lar-
vara jellernz6 szervek. az all at kibujik a
peteburokb6l. es taplalkozni kezd. A rna-
sodik hullam. rnelyet metamorfozisnak
neveziink. a larvaallapot utolsO ~-
ban indul, es a babszakasz nagy reszeben
is tart. Ennek soran egyes larvakori szOve-
tek (peldaul az izornzat es az idegsejtek
nagy resze) Iebornlanak, s helyettiik oj, az
imag6ra jeUemzo strukturak jonnek letre.
A szervek masik csoportja nem ttinik el.
inkabb lassan, fokozatosan alakul at, te-
bat a sejtplLUtulas mellett a sej
is kOOlOiy szerepet jatszik. fgy

toszt6d3s
viselkedik
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