A KAOSZ TERMESZETE

Ul SOROZATUNK

GASPAR VILMOS

Jatsszunk kaoszt!

Kaosz: determinisztikus rendszerek véletlenszeri viselkedése

R g ¢g néhany évtizeddel ezeldtt is
M batran hihettitk azt, hogy a vilag
oramiszeri mikodésének tor-
vényei megismerhetdk, s minthogy a de-
terminisztikus mozgasegyenletek - gon-
doltuk — mindig megjosolhaté viselkedésre
vezetnek, a rendteremtésben, a természet
erinek megszeliditésében ,csak” ismere-
teink korlatai szabnak hatart. Generacidk
vilagszemléletét fogalmazta meg Jozsef
Auila Eszmélet cimi versében (1934):

wAkdr egy halom hasitott fa,
hever egymdson a vildg,
szoritja, nyomja, osszefogja
egyik dolog a mdsikdt

s igy mindenik determinglt.”

Nem tudni, hogy a kolt§ périzsi tartézko-
dasa sordn mennyit hallott Henri Poincaré
(1854-1912) francia matematikus és elmé-
leti csillagasz munkéssagarol, aki harom
égitest kdlesonds mozgdsat probilta meg-
josolni az egyszer(i newtoni mozgasegyen-
letekkel, de az idézett versben szerepld
alabbi sorok alapjan -

En folnéztem az est alél

az egek fogaskerekére -

csillo véletlen szdlaibol
torvényt szétt a muilt széviészéke
és megint folnéztem az égre
dimaim gézei alol

s lantam, a 16rvény szovedéke
mindig folfeslik valahol” -

taldn nem tdl merész gondolattirsitas
annak feltételezése, hogy tudomast szerez-
hetett azokrdl a megdobbentd eredmé-
nyekrél, amelyek szerint harom égitest
kolcsonods mozgasa — az égi mechanika tor-
vényeinek ismerete cllenére - hosszabb ta-
von egyaltalin nem josolhato meg.
Képzeljiik el a kovetkezdt: egy bolygd
két csillag kélcsonds vonzisiban mozog
tigy, hogy — véltakozva — hol az egyik, hol a
masik csillagot keriili meg! Poincaré ota
tudjuk, hogy sem ennek a feladatnak (az
Gn. haromtest-problémanak), sem az 4lta-
lanosabb esetnek (amikor haromnal tobb
égitest kolcsonhatasat vizsgdljuk) nincs
analitikus megolddsa. A modern szamit6-
gépek azonban lehetGséget adnak az égi-
testek mozgasat leir differencidlegyenlet-
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rendszer numerikus integralasira, és a
modellszamitisok eredményei megerdsi-
tik Poincaré megfigyelését: minél tavolab-
bi jovébe néziink, annal bizonytalanabbul
tudjuk megjosolni a bolygd késdbbi hely-
zetét (azaz, nem tudjuk megmondani,
hogy éppen melyik csillag koril kering).
Tudatlansagunk azonban nem valamilycn
misztikus szamitdsi hiba eredménye. Bizo-
nyithato, hogy ez a jelenség, amit a mo-
dern wdomany széhasznilata szerint kd-
osznak nevezink, természetes kovetkez-
ménye az égitestek mozgasit leird deter-
minisztikus torvényeknek.

A kaosz sz6 hasznalata arra, amit a tu-
doményban kaotikusnak neveziink, valo-
jaban nem szerencsés. A sz0 koznapi ér-
telme — , zlirzavar” — ugyanis szamos félre-
értésre ad okot. Fokozottan igaz ez, ha
felidézziik a sz6 eredeti gorog jelentését
is: resség, semmi. A kioszelmélettel fog-
lalkozok - érzékelve a fogalom hasznalata
koriili zirzavart — az angliai Royal Society
szervezésében rendezett nemzetkozi
kaoszkonferencian (London, 1986) a ké-
vetkezd definiciot javasoltdk a szétar-
készitéknek:

chaos Math Stochastic behaviour occur-
ring in a deterministic system.

kéosz Mat A determinisztikus rend-
szerekben eléfordulé sztochasztikus visel-
kedés.

A kdaosz tehét olyan szabalytalan (vélet-
lenszerii) viselkedés, amelyet teljes egé-
szében szabalyok (torvények) irdanyitanak.
A véletlenszerliség abban nyilvanul meg,
hogy az ismert determinisztikus tdrvények
cllenére sem tudjuk egy kaotikus rendszer
viselkedését hosszi tavon elGre jelezni,
mert a kaotikus mozgds dnmagit soha-
sem ismétlS, aperiodikus mozgas. A kér-
désre, hogy mi a kdosz (€s mi nem az),
részletes valaszt kaphat az olvasé T¢l Ta-
mas és Gruiz Marton ilyen cimmel megje-
lend dolgozataban [1], melyben a szerzék
oOsszefoglaljdk a kaoszelmélet legfonto-
sabb alapfogalmait és megallapitdsait, de
attekintenek néhany olyan, elsGsorban az
ismeretterjesztd irodalomban gyakran
megjelend kijelentést is, amely az ezred-
forduléra letisztult értelmezés szerint til-
zOnak tekinthetd.

A kaoszelmélet egyik legfontosabb fel-
ismerése, hogy a determinisztikus rend-

szerek egyszerd torvényei is vezethetnek
bonyolult viselkedésre, azaz egyszeri
egyenleteknek is lehet bonyolult a megoldd-
sa. Ezck az cgyenletek a matematika nyel-
vén 1n. kdzonséges differencial- vagy
differenciaegyenletek. Amikor szamito-
gépet hasznalunk a differencidlegvenletek
(egyenletrendszerek) numerikus integra-
ldsara, akkor a kovetkezGképpen jirunk
el: 1. Betaplaljuk a szamitogépbe a kezde-
ti feltételekre (példaul az égitestek helyze-
tére és sebességére) vonatkozd adatokat.
2. A mozgasegyenletekbdl levezetett koze-
litd formuldk segitségével kiszamitjuk az
0j értékeket egy nagyon kicsivel késGbbi
id6pontra. 3. Az igy kapott adatokat be-
taplalva a gépbe ismét elvégezziik a szami-
tast stb. Ez a modszer — amit iterdcicnak
neveziink - azért mikodik, mert nagyon
kicsi i€péskozt haszndlunk, s igy jol koze-
litjik az .clméletileg varhaté™ értéket,
amit folytonos idoskdla alkalmazasaval
kapnank. Ilyen feladatok clvégzdsére a
mai személyi szimitogépek technikailag
alkalmasak, 4m a megfeleld programok el-
készitése és mikodtetése komoly szakér-
telmet és jartassagot kivan. A kaosszal
kapcsolatos  fogalmak 1ényege azonban
sokkal cgyszeriibb szimitisok alapjan is
megismerhetS ¢s megérthetd [2].

Jatsszunk kaoszt!

Azt javaslom, hogy az olvasé vegyen kézbe
egy olyan zsebszamologépet, amellyel az
alapmiveleteken kivil egyszeri fuggvé-
nyek értékeit is ki lehet szamoini. Nézziik
meg, mi torténik, ha példaul az égitestek
mozgasét leiré differencidlegyenletekbdl
levezethetd, bonvolult formulik helyett
egyszeri figgvényeket alkalmazunk a fent
leirt iteraciés algoritmus szerint. Termé-
szetesen az idOszakasz hosszat ebben az
esetben nem tudjuk mihez kotni, ezert te-
kinthetjitk — dnkényesen - barmilyen ki-
csinek.

Els6 példankban a szamitogép x” gomb-
jat fogjuk hasznalni. Kiindulasi értéknek
vélasszunk egy szamot 0 és 1 kozott! Az
egyszeriiség kedvéért iissitk be ezt a sza-
mot: 0,54321! Nyomjuk meg az x* gombot!
Mi torténik? A kijelz6n mcgjelend szam
kisebb lesz. Nyomjuk meg ismét, majd is-
mét az x? gombot! Azt tapasztaljuk, hogy a
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szamok egyre kisebbek, és néhany (az én
kalkulatorom kilenc) gombnyoméds utin 0
Jelemk meg a kijelz6n. Ez tovabbi gomb-
nyomadsra mar nem véltozik, hisz 0°=0. Az
eljarast megismételve barmely 0 és 1 ko-
20t szimmal, hasonlé megfigyelést tehe-
tink. Ha az iteréciot 1-gyel kezdjiik, akkor
semmilyen valtozdst ncm tapasztalunk,
hisz 12=1. Azonban, ha az eljarast 1-nél
nagyobb szammal kezdjiik, akkor a kijel-
zOn megjelend szamok egyre nagyobbak
lesznek, s végiil a tdlcsordulast jelz hiba-
tizenet (E) jelenik meg. Erdekes megfigye-
Iést tehetiink, ha egy-egy iteracios sorozat-
ban feljegyezziik és abrazoljuk a részered-
ményeket (x,?) az itcraciés szam (n) figg-
vényében (l.a dbra). Azt tapasztaljuk,
hogy minél kdzelebb van a kezdeti érték az
1-hez, annal késdbb kovetkezik be az érté-
kek eltavolodasa az 1-t6l. Megfigyelésein-
ket a dinamikai rendszerek elméletében
alkalmazott fogalmakkal a kovetkezdkép-
pen foglalhatjuk Ossze. Az x=1 pont az
X, 1=x,% leképezés (iteracids eljaras)
egyensulyi pontja (idegen széval fupontja),
ahol x, és x, ., az n-edik, illetve az n+1-
cdik iteracioban kiszamolt értéket jelol. Ez
az egyensulyi pont azonban instabilis, hisz
ha 1-t5] barmilyen kicsivel is eltérd kezde-
ti értéket valasztunk, akkor az iteracio vég-
eredménye 0, hax,<1, és +eo, hax,>1.

A faraszté és idGrablé gombnyomoga-
tds utdn sietek megnyugtatni az olvasot,
hogy a matematikdban jél ismert egy egy-
szerii grafikus eljaras, amellyel sokkal ke-
vesebb munkaval és sokkal hamarabb ha-
sonl6 kovetkeztetésekre juthatunk. A gra-
fikus eljarashoz, amelyet pokhdlomodszer-
nek is neveznek, a laboratoriumokban
mindennaposan haszndlt négyzethalés pa-
pir (milliméterpapir) lenne a legalkalma-
sabb, de végsS esetben megteszi egy ,.koc-
kis lap” is egy kallodé fiizetbSl. Készit-
siink egyenld beosztasi tengelyeket ahhoz
hasonléan, ahogyan az az 1.b dbran litha-
10! A vizszintes tengelyen az x, a figgGle-
ges tengelyen pedig a megfelel6 x,, | érté-
keket fogjuk dbrazolni, illetve le ni
Néhiny szamitott érték alapjan mpoljuk
meg azt a parabolat, amely x, , ,=x,? leké-
pezésnek felel meg! Végiil pedig ra;zol]uk
be ax,,,=x, leképezésnck megfelel§ 45°-
o0s egyenest, amely tulajdonképpen a négy-
zethalo atloja (diagonalisa)! Ha valaki ezt
a munkat is szerctné megsporolni, akkor
egy nagyon egyszerd megoldast javaslok:
készitsen nagyitott {énymasolatot a cikk-
beli abrirol!

Ha mindezzel elkésziiltiink, akkor azon-
nal szemiinkbe 6tlik, hogy a két ,,gorbe” az
x=1 pontban metszi egymast. Ez a pont te-
hat a leképezés fixpontja. A rendszer visel-
kedése a fixpont kornyékén a kovetkez6
modszerrel allapithaté meg. Valasszunk
egy 1-nél nagyobb kezddértéket a vizszin-
tes tengelyen. Legyen ez mondjuk 1,25.
Ebbéi a pontbol kiindulva hizzunk egy
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1. dbra. a) Az x? gomb iterativ alkalmazasival kulonbom kezdéértékekkel eldallitott
szamsorozatok (logarimikus skdlin dbrizolva), ahol x, 2 az n-edik iterdcids lépéshen ki-
szamitott érték. b) Az x 1 =%y 2 differenciaegyenlet (Iekepezes) dinamikajdnak elemzésé-
re hasznalhaté pokhaloabra &s az iterdcids 1épcsdk x =1,25 kezddérték esetén
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2.4bra.a) AV gomb iterativ alkalmazasaval kiilonboz§ kezdGértékekkel elGallitott szim-

sorozatok, ahol x, 05 az n-edik itericids lépésben kiszamitott érték. b) Az x,

+1=%,V2 diffe-

renciaegyenlet (Iekepezes) dimamikdjinak elemzésére hasznilhaté pokhaloabra

fiiggSleges vonalat egészen addig, amig el
nem érjiik a paraboldt (1.b dbra). Tegyiink
egy jelet a paraboldra. Ebbdl a pontbol ki-
indulva most huzzunk egy vizszintes vona-
lat a diagondlis iranydba egészen addig,
amig el nem érjik az atlot. Tegyink egy je-
let a diagonalisra. EbbG| a pontbdl most
hizzunk egy fiiggGleges vonalat egészen a
parabolaig. Az eljrast folytatva azt ta-
pasztaljuk, hogy az iteracié6 eredménye-
ként egyre tavolabb és tavolabb keriliink a
fixponttdl. Ha a kezdGértéket 0 és 1 kozott
vélasztjuk, akkor is tavolodunk a fixpont-
t6l, de a Iépcs6fokok megrajzolasaval min-
dig a koordindtarendszer kezdGpontjaba
jutunk. Kovetkeztetésink azonos a korab-
bival: a leképezés fixpontja instabilis.
Lissuk, mire megyiink frissen szerzett
tudasunkkal, ha most egy masik, példaul a
v gombot vélasztjuk! Készitsiik el a négy-
zethalot az el6z6hdz hasonléan ug?' hogy
most a parabola helyett azx, ,  =x, ? lek¢-
pezésnek megfeleld fuggveny gorbéjét
szerkesztjilk meg néhany szamitott érték
alapjan! A 2.b dbrérél konnyen leolvasha-
t6, hogy az x=1 pont (ahol a gorbe metszi

a diagondlist) ebben az esetben is fixpont.
A pokhaldbeli lépesdk — elébb ismertetett
modszer szerinti — megrajzoldsaval azon-
ban most arra a megallapitdsra juthatunk,
hogy ez a fixpont stahilis. Azaz, 1-nél ki-
sebb (de nem 0!) vagy nagyobb kezdéérté-
ket valasztva, az iteracids sorozat eredmé-
nyeként mindig a girbék metszéspontjaba
jutunk. Természetesen e megallapitas ér-
vényességét cllendrizhetjik a gombok
nyomogatasaval is (az eredményeket lasd
a 2.a abran).

Stabilis fixpontot kapunk akkor is, ha
példaul a cos gombot haszniljuk az itera-
ciéhoz. (Fontos, hogy a kezddérték beuté-
se elStt a szamologépet Rad - radian -
izemmodba kell allitani!) Ezt konnyen
megjosolhatja az olvaso is, ha a 3.b dbra-
hoz hasonléan megrajzolja a pokhalot, és
megszerkeszt benne néhany lépesSt. A le-
képezés fixpontja ebben az esetben is a két
gorbe metszéspontja (0,739085133), de
egy 1j, érdekes jelenséget is megfigyelhe-
tiink: a szimok egyre kisebb amplitidoval
ingadoznak (oszcillalnak) a stabilis fixpont
koril (3.a dbra). (Az iteracid, természete-
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COS x

a)

3. abra. a) A cos gomb iterativ alkalmazasaval kiilonbozé (radisnban megadott) kez-
doértékekkel elGallitott, csokkend amplitadéval oszcillalé szamsorozatok, ahol cos X,
az n-edik iteraciés lépésben kiszamitott érték b) Az x 41 =COS X thﬂerencmegenle(

s

(leképezés) dinamikijidnak elemzésére hasznilhaté pokhaluabm

sen, mindig csak diszkrét pontokat ered-
ményez. Az abriban csak azért kotottem
Ossze Gket egy folytonos vonallal, hogy az
oszcillicid konnyebben megfigyelhetd
legyen.)

Most probéljunk ki egy olyan fiigg-
vényt, amelynek megfeleld gomb ugyan
nincs a kalkulatoron, de a szimitas még
mindig konnycn clvégezhetd. Legyen pél-
ddul ez az (x?-1) fiiggvény. (Az iteracid
egyetlen 1épését ebben az esetben az x°
gomb, majd -1= mivelet elvégzésével
hajtjuk végre.) Az itericiot barmely 0 és 1
kozotti szdimmal kezdve egy cddig nem ta-
pasztalt, meglepd dinamikai jelenséggel
szembesiliink: néhany (10-20) ciklus utdn
ugyanis mindig ugvanahhoz a stabilis, 0n.

~Kkétperiddusi™ oszcillaciohoz: ... 0, -1, 0,
-1, stb. jutunk. Ez persze trlvlahs hisz
0P-1=-1 & (-1)*-1=0. Mig az cl6z6 pél-
daban (cos) csillapodo oszcillicidval kdze-
litettik meg a stabilis fixpontot, addig eb-
ben az esetben éppen az cllenkezdjét fi-
gyelhetjik meg: egyre novekvd ampliti-
doju oszeilldcioval kozelitjitk meg a stabi-
lis, am oszcillalo (0, -1) megoldast. A fix-

4.d4bra. a) A (2x3-1) ,,gomb” ilerativalhnlmazéqziml 0,54321, ill. 0,54322 kezdSértékekkel el6-
illitott kaotikus szamsorozatok, ahol 2x >~ 1 az n-edik itericiés lépésben kiszimitott érték.
b)Az x =2x, 21 differenciaegyenlet ( Iekepezes) dinamikajinak elemzésére hasznilhaté

pokhaloahra

pont ¢rtékének és stabilitisanak vizsgala-
tahoz arra kérem az olvasit, hogy készitse
el a pokhaloabrait!

Az dbra tijabb meglepetéssel szolgil: a
gorbéknek nem egy, hanem két metszés-
pontja van, vagyis az x, ,;=x >-1 leképe-
zésnek nem cgy, hanem két fixpontja léte-
zik. Ez belathat6, ha meggondoljuk, hogy a
fixpont crtckcnck kiszamitasahoz tulajdon-
képpen az x*~x-1=0 masodfoki egycnle-
let kell megoldanunk. Iterdcids lépesk
szerkesztésével arrdl s meggyGzGhetiink,
hogy a pozitiv (x, =1,618033989...) és a
negativ (x_=-0,618033989...) fixpont egy-
arant instabilis, de (0, -1) oszcillacichoz
csak a negativ fixpont korili (—,, x, ) in-
tervallumbol valasztott kezddértékkel ju-
tunk. A kétperiddusi megoldas Gn. .von-
zasi tartomdnyan” kivili kezdéértékkel
végzett iterdlas viszont mindig névekvd
szamsorhoz vezet (x,—>+e). kivéve az

x,=-x, ecsctet, hisz ekkor az elsd iteracio

credmeénye ¢ppen a pozitiv fixpont. (Azt
mar csak az crdekesség kedvéért jegyzem
meg. hogy x_ ¢rtéke pontosan az ,arany-
metszes”, aminek persze semmi kdze nincs

az oszeillicio megjelenéséhez, ahogyan ezt
hamarosan be is fogjuk bizonyitani.)

Az eddigi példak alapjin megfogalmaz-
hatunk egy dltalinos szabalyt. Vizsgdljuk
meg a pokhalodbrikban a leképezésekhez
hasznalt gorbék meredekségét (m) a fix-
pontok kicsiny kérnyezetében, és hasonlit-
suk ossze a diagondlis meredekségével
(+1). '\hlu’ll]dp]lhaquk hogy a h\(pom
instabilis, ha [m| >1, killonben stabilis, és
korulotte oszcillalo lesz a lecsengés, ha
-1<m<0.

Jatsszunk tovibb!

Mi torténik vajon akkor, ha csak egy ki-
csit bonyolultabb, példaul a (2x*-1) fiige-
venyt alkalmazzuk az iteracios eljarisunk-
ban? Vilasszuk kezd3éréknek kedvenc
szdmunkat: 0.54321! Az eredmény meg-
hokkentd: a kijelzon —1 és +1 kozotti szi-
mok .ugrdlnak™ - latszolag véletlensze-
riien -, és sok-sok iterdcio utan sem tiinik
agy. hogy az értckek egy fixponthoz, vagy
akar csak az elébb megfigyelt kétperiadu-
su oszcilliciohoz kozelednénck. A 4.a ab-
ran az elsé szaz iteracios 1épés eredményét
iires korokkel abrézoltam (a folytonos vo-
nal ebben az esctben is csak a jelenség
kinnyebb megfigyclését segiti). Amit ta-
pasztaltunk, az maga a kaosz: egy cgyszerii
(determinisztikus) egyenlct véletlenszerii-
nek ting viselkedést eredményezett!

A kaotikus rendszerek egyik jellemzd
tulajdonsiga, hogy viselkedésiik hosszu ta-
von nem megjosolhatd. Az cldrejelzés
pontatlansagival kapesolatban azt kell fi-
gyelembe venni, hogy a kezdeti dllapot le-
irdsdra haszndlt adatokat mindig csak véges
pontossaggal ismerjiik. Végezzitk most el az
iteracids cljarast 054322 kezdoértékkel,
mintegy azt szimulalva, hogy egy fizikai
mennyiséget, amellyel egy valos rendszer
kezdeti llapotat jellemezziik. csak cgy-
szazezred pontossaggal tudjuk meghati-
rozni! A szamitas eredménye a 4.a dbrin
teli korokkel van feltiintetve. Jol lathato,

5. dbra. Az x, , =kx -1 differen-
ciaegyenlet (leképezés) dinami-
kijanak elemzésére hasznathato
pokhalédbrak kilonbozé k érté-
keknél (a: 15 b: £.2; ¢ 1.3: d: 1.74;
e:2)
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6. dbra. a) A (kx’-1) ,gomb” iterativ alkalmazdsdval 0,54321 kezdbértékkel elgallitott kétperiodusi (k=1,2) és négyperiddusi
(k=1,3) sziamsorozatok, ahol &xuz—l az n-edik iterdciés Iépésben kiszamitott érték. b) A (kx®-1) ,,gomb” iterativ alkalmazasaval
0,54321 kezdoértékekkel eldallitott kaotikus (k=1,74) és hdromperiédusi (k=1,76) szamsorozatok

hogy bir kezdetben az iires és teli korok
igen kozel vannak egymashoz, korilbelill a
huszadik iterdcios 1épéstdl kezdve a két
w~modellrendszer” viselkedése teljesen el-
térd. Ezért nem lehet tehat megjésolni a
jovébeli dllapotot.

Azx, . =2 2~ 1 leképezés dinamik4jat
a 4.b dbra segitségével vizsgilhatjuk meg,
Most is két instabilis fixpontot taldlunk:
0,5 és 1. Az iterdci6s lépcsdk megszer-
kesztésével pedig konnyen megallapithat-
juk, hogy a (-1, 1) tartomanybdl inditott
iteralas mindig kdoszt eredményez.

Az otthon készitett dbrat dsszehasonlit-
va a 4.b dbraval megfigyelhet§, hogy ak-
kor, amikor az (x>-1) fiiggvény helyett a
(2¢%-1) filggvényt vilasztottuk, tulajdon-
képpen nem csindltunk mast, mint egy ki-
csit Osszenyomtuk a parabolat. S lam, en-
nek az lett a drdmai kévetkezménye, hogy
a szabdlyosan oszcilldlé rendszerbdl kaoti-
kus rendszer lett. Mi torténik vajon akkor,
ha a parabolit nem ennyire, hanem csak
valamelyik koztes allapotnak megfelelGen
nyomjuk dssze (5. abra)?

Altalanositsuk tehat a problémat, és
vizsgaljuk meg, milyen dinamikit ered-
ményez a (kx§—1) figgvény alkalmazasa
0<k<2 esetén. Az iteraciét minden eset-
ben kedvenc szdmunkkal (0,54321) kezd-
juk! A 6.a abran az ires és teli korokkel
jelzett értékek azt mutatjik, hogy az elja-
ras eredménye k=1,2 esetén kétperiodu-
s, k=1,3 esetén pedig négyperiédusi
oszcillicio. A k paraméter értékének to-
vibbi novelése nyolcperiodusi, tizenhat
periodusi stb. oszcillicidkat eredmé-
nyez, s ekdzben azt tapasztaljuk, hogy a
perioduskettozédéssel képzodd oszcilla-
ci6khoz rendelhetd paramétertartomény
egyre kisebb és kisebb. Léteznie kell te-
hdt egy torlédasi pontnak, ahol a perig-
dusok szama végtelen naggyi valik, s e
torlodési ponton til a kdosz tartoménya-
ba ériink.
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A kaotikus tartomanyt gyakran szakit-

jék meg olyan ,,ablakok”, amelyekben az
oszcillicid nem pdros, hanem paratlan
periddust. Példaul k=1,74 értéknél az
oszcillacio kaotikus (6.b dbra, iires ko-
rok), mig k=1,76 értéket vilasztva a
0,54321 kezdGértékkel végzett iterdlas
un. haromperiddusi oszcilliciot eredmé-
nyez (6.b abra, teli korok). A kaotikus
rendszerckkel kisérletezd kutaték szamé-
ra a hdromperiodusa oszcilldcié megjele-
nése az egyik legbiztatobb jele annak,
hogy sikertilt a kaotikus tartomany koze-
1ébe keriilniiik.
Azx, ,  =kx -1 leképezés dinamikaj-
nak viltozdsa k értékének novelésével sok-
kal konnyebben nyomon kovethetd egy
Excel-munkalapba épitett makré segitsé-
gével. A fajl a kovetkezé internetefmrol
toltheté le: www.kfki.hu/chemonet.hu/
hun/eloado/gaspar/map_movie.xls (a prog-
ram a [CTRL+Z] paranccsal indithatd).
A képernyon két dbra lathato egymds mel-
lett: a bal oldali a pokhalot mutatja, a jobb
oldali pedig egy-egy k értéknél végzett
100 iteraci6 eredményét. A program abbdl
a szempontbol is igen tanulsagos, hogy iga-
zolja: a kaotikus szamsorozat (piros pon-
tok) nem akdrmilyen (véletlenszerd) sza-
mok sorozata, hanem csakis olyanoké,
amelyek a bal oldali dbran kék szinnel jel-
zett gorbéhez rendelheték. A makré futta-
tasaval azt is megallapithatjuk, hogy az osz-
cillacio kb. k=0,75 értéknél jelenik meg. Az
aranymetszésnek tehat semmi koze ahhoz,
hogy az (x2-1) fiiggvény iterativ alkalmazi-
sa a stabili§ (0, —1) oszcillicidhoz vezet.

Logisztikus leképezés

Az Skolégusok gyakran Vizsgilnak olyan —
idszakosan szaporodd — populdcidkat
(pl. gyimélesoskerti kartevdk), amelyek-
ben nincs dtfedés az egyes generaciok ko-
zott. A kutatdsok célja ilyenkor annak
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megértése, hogy az n+1-edik generdcié
szamossaga (N, , ) hogyan fiigg az el5z0,
n-edik generdcio szamossagatol (N, ). Az
ismert tendencidt figyelembe véve, neve-
zetesen, hogy az utédok szdma (N, , ) 4l-
talaban nd, ha a populdcié szamossaga ki-
csi, és csokken, ha N, értéke nagy, egy egy-
szeri nemlinearis differenciacgyenletet ir-
hatunk fel:

N, . =kN,-bN,2=N,(k-bN,),

amelyet logisztikus differenciaegyenletnek
neveznek, s amelyben k és b a populaciok
novekedésénck, illetve csokkenésének
mertékeét megszabd paraméterek. Az
x=bN/k jelolést bevezetve az egyenlet a
kovetkezd egyszerl alakra hozhato:

Lpt1 :}an(l_xu)’

amit logisztikus leképezésnek neveziink.
Az egyenlet alapjan megszerkesztett gor-
béket a k paraméter kiilonboz6 értékeinél
a 7. abran lathatjuk. A pokhaléabra alap-

7. dbra. Az x, ,=kx (1-x,) differencia-
egyenlet (logisztikus leképezés) dinami-
kijanak elemzésére hasznilhaté pék-
hiléabrik kiilonbozd k értékeknél (a: 1;
b:2;¢:3;d: 4)
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8. dbra. a) A (CO,+1% H,):0,=17,2:5,6 sszetételd gizelegy égése a kiilonbozo dssznyomas- és hdmérséklet-értékeknél mas és mds
dinamikaja: pl p;:rindikus, p2 és p4 két-, illetve négyperiddusii gyulladisi reakeid. A sziirkére satirozott tartomanyban a gyullada-
si reakci6 kaotikus. (Iérfogat: 0,57 dm?, az dtiramlisos reaktorra jellemz6 tartézkodssi idé: 25+3 s.) b) Az egymast kovetd felvil-
landsokban mérhetd, kaotikusan véltozo fesziltségmaximum-értékek pokhiléabrija a CO betalaplasi sebességének két, egymas-
hoz kozeli értékénél. A logisztikus leképezéshez hasonld, kicsit torzult ,parabolik” metszéspontja a diagonalissal (szaggatott vo-
nal) kijel6li az instabilis fixpontok helyzetét [4]

jan megérthetjiik, hogy a logisztikus leké-
pezés cgyik nagy elénye az, hogy 1<k<4
esetén a megoldds mindig a 0<x<1 inter-
vallumban marad, mig kordbbi példaink-
ban x negativ értéket is felvehetett. A k<1
esetet azért nem targyaljuk, mert az Gsszes
megoldas az x=0 ponthoz tart, azaz a po-
pulécié kihal. A nemtrivialis dinamikai vi-
selkedés tartomanyai grafikus médszerrel
is megallapithatok, de egyszeriibb, ha most
is inkdbb cgy Excel-makrét haszndlunk,
A logisztikus leképezés dinamikai viselke-
désének tanulményozdsara alkalmas fajl a
kovetkezd internetcimrdl tolthetS le:
www_.kfki.hu/chemonet.hu/hun/eloado/
gaspar/logistic_map_movie.xls (a program
a [CTRL+Z] paranccsal indithato). Az
eredmények az aldbbi tablizatban foglal-
hatok dssze:

k  megfigyelt dinamikai viselkedés

3,0000 a fixpont instabilissa valik, meg-
jelenik az oszcillicio

3,4500 a perioduskettdzadés kezdete

3,5700 a 2" periddusu oszcillacidk tor-
lodasi pontja, a kaotikus tarto-
many kezdete

3,6786 az elsd paratlan periodusi osz-
cillacié megjelenése

3,8284 a hdromperiodusa oszcillacié
megjelenése

4,0000 a kaotikus tartomany vége

A kaotikus visclkedés matematikai
szerkezetének mélycbb megértése (pl.
miért éppen ezeknél a paraméterériékek-
nél kovetkezik be a dinamika megviltoza-
sa; miért éppen 2" periédusi oszcillaciok
sziiletnek; miért egyre kiscbb az czekhez
rendelhetd tartomany stb.) tdlmutat e
cikk célkitiizésén: annak bemutatdsan,
hogy milyen vad dolgokat csinalhatnak
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ezek az egyszerli nemlinearis egyenletek.
Az érdeklédGknek ajanlom R. May
klasszikusnak szamité cikkét, illetve an-
nak magyar forditasat [2].

Kdosz valés rendszerekben:
meglepé kémiai példak

Az els6 kémiai reakci6, amellyel az iskola-
ban talalkoztunk - s gondolom, hogy ez
ma is igy van -, a viz képzédése hidrogén-
b6l és oxigénbdl:

2H,+0,-2H,0.

A tankonyvirdk — nagyon helyesen — egy
egyszerii reakcid bemutatasaval kivantak
demonstrilni a kémiai reakciok lényegét:
cgy 4j anyagi mindség képzGdését. Azon-
ban az egyszeriinek latsz6 folyamat — ellen-
téthen azzal, amit a reakcidegyenlet sugall
- nem egyetlen lépésben jatszodik le, hisz a
hérmas utkozések valdsziniisége nagyon
kicsi (ezt elhallgattik az elsG kémia oran!).
A reakcid valGjaban annyira Gsszetett, hogy
a vizképzddés kinetikdjat széles koncentra-
€i6-, hémérséklet- és nyomastartomanyban
csak olyan részletes reakciémechanizmus-
sal lehet leimni - a kisérleti adatokkal jol
egyezden -, amelyben a H,, O, és H,0
meliett az O- és H-atom, az OH-gyok és
cgyéb részecskék szerepelnek. S ezek ké-
26t mintegy 90 (!) elemi reakcio jatszodik
le. Johnson és Scour [3] gondos kisérictckkel
igazolta, hogy n. ataramlasos reaktorban
(amnelyet allanddan friss hidrogénnel és
oxigénnel taplalunk) a vizképzGdési reak-
cié bizonyos hdmérséklet- és nyomastarto-
manyban periodikus vagy kaotikus.

Hasonl6an egyszerii folyamatnak tiinik
a szén-dioxid képzidése szén-monoxidbdl
€s oxigénbdl:

2C0+0,-2C0,.

A reakcié technoldgiai jelentdsége
az, hogy a szénhidrogénalapi iizem-
anyagok elégetésekor ez a nagy hdfel-
szabaduldssal jaré folyamat a reakcié-
sor utolsé 1épése. A folyamat fontos
szerepet jatszik az liveghazhatas kiala-
kulasaban is. A reakcié mechanizmusa
ebben az esetben is joval bonyolultabb,
mint azt az egyszerli reakcidegyenlet
alapjan gondolnank, s talin nem megle-
p0, hogy — hasonl6an a vizképzadési re-
akcidhoz ~ megfelelé nyomds- és hé-
mérséklettartomanyban cgyszerd osz-
cillacids, 2" periddusy, illetve kaotikus
viselkedést tapasztalunk (8.a 4dbra).
A reakcid elGrehaladasit Ggy tudjuk
nyomon kdvetni, hogy az égés sordn
képzdda, gerjesztett dllapoti CO, ke-
milumineszcencias felvillandsait egy
fotoelektron-sokszorozo scgitségével
detcktaljuk [4]. Az cgymast kovetd fel-
villanasokban mért fesziltségériékek
maximumat ibrizolva (8.b abra) ahhoz
hasonléan, ahogy korabban a lcképezé-
seket készitettiik, talan nem meglepd,
hogy a kaotikus felvillandsok soran
mért kisérleti adatok egy forditott para-
boldra emlékeztetd (bar a nagy fesziilt-
ségértékeknél cltorzuld, de csak egyet-
len maximumot mutatd) gorbére esnck.
Az abran azt is megfigyelheyjiik, hogy a
kisérletben alkalmazott szabalyozo pa-
raméter értékénck kicsiny megviltozta-
tasakor csekély mértékben ugyan, de
megviltozik a kisérleti adatokbol szar-
maztathat6 leképezés gorbéje is. Ez azt
jelzi, hogy a kaotikus rendszerck na-
gyon érzékenyen reagalnak a kilsd ko-
rilményckben bekdvetkezé még oly ki-
csiny valtozdsra is. Ennck jelentdségét
majd a cikksorozatban késGbb megjele-
nG, a kdosz szabilyozisardl sz616 dolgo-
zatban fogom megmutatni.
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Kaoszszabalyozas: kdosz és rend

A kéoszelmélet megsziiletésével a nyuga-
ti civilizacio tobb évszazad alatt Ossze-
rakott vilagképe kartyavarként omlott
Ossze. Vagy legalabbis cgy darabig tgy
tint. Mcg az 1980-as évek végén is altald-
nos volt az a vélekedés, hogy a kaotikus
rendszerek nem szabdlyozhatok. A tipi-
kusan mérnoki feladatot, a bonyolult di-
namikai rendszerck szabdlyozasit, végiil
is az alapkutatas eszkozeivel sikerilt
megoldani. 1990-ben az amerikai Univer-
sity of Maryland harom kutatéja, Edward
Ott, Ceslo Grebogi ¢s James A. Yorke [5)
kidolgozott cgy eljarast, amelynek alkal-
mazaséaval a kaotikus rendszereket meg
lehet szeliditeni, és a kdoszt egyszerd pe-
riodikus folyamatokka lehet alakitani.
A kdosz megszeliditésekor azonban ko-
moly dilemma elé kerilink: donteniink
kell, hogy a sokféle lehetséges jovo kozil
melyik megjosolhato viselkedést (rendet)
valasztjuk.

A klasszikus hindu mitoldgia szerint a
kozmosz torténcte hirom szakaszra oszt-
haté: teremtés, karbantartas (rend) és
pusztulas (rendezetlenség, kdosz). Brah-
ma a teremlés, Visnu a rend, Siva pedig a
kaosz istene. Koziiliik Siva a legsokolda-
libb, a vad, a megszelidithetctien. fan
Stewart angol matematikus mutat rd a kd-
oszrol szolo ismeretterjesztd konyvében
{6], hogy Siva kdosza és Visnu rendje ko-
zOtt nem olyan természetii a kilonbség,
mint a jo és gonosz k6zott. Inkabb azt a
két kiilonbozé utat reprezentalja, aho-
gyan az istenség megnyilvanul: harag és
joindulat, ziirzavar és harmonia, kdosz és
rend.

Ugy tlinik, hogy a XXI. szdzad hajnalin
a nyugati €s keleti vilagok filozofiai ugyan
mas-mas utakon, de végil is egymasra ta-
laltak: kdosz és rend elvalaszthatatlan fo-
galmak lettek. T/
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Egy larvakori rovarszerv lebomlasa

A magasabb rendii rovarok teljes dtalakuldssal fejlédnek, melynek bizonyos
dllomdsaindl szervezetiik jelentGs mértékben dtformdlodik. Ez tonénik a meta-
morfdzis sordn is, amikor a ldrvakori szervek zome lebomlik, s helyettiik a ki-
Jejlett rovar szévetei, szervei jonnek létre. Az egyedfejlodés minden szakasza szi-
goru hormondlis szabdlyozds alatt dll; ebben igen jelentdsek a szieroid tipusii
vegyiletek. A muslicaldrva nydlmirigyének hormonhatisra torténé miikodés-
vdltdsa, majd lebomldsa kivalo vizsgdlati terep ahhoz, hogy betekintést nyerhes-
siink e sejttani jelenségek molekuldris szintii szabdlyozdsdba. Ebben a rend-
szerben szdmos szteroidhormon dltal akiivdlt gént és fehérjét ismeriink madr,
melyek meghatdrozott egymdsutdnban lépnek mitkodésbe, sokrétii kapcsolato-
kat alakitanak ki egymdssal, s tevékenységiik specifikus végeredménye a mirigy
sejtjeinek pusztuldsa egy megszabott fejlédési stadiumban. A kiterjedt sejtszintii
kutatdsok alapjdn egy hormonfiiggs, igen dsszetetten és alaposan szabdlvozott,
hierarchikusan épitkezé miikédési-fejlédési mechanizmus részietei kezdenek

kibontakozni.

legfejlettebbnek tartott rovarok
Akézé a bogarak, a lepkék, a két-

szamyuak (legyek, szunyogok) és
a hdrtydsszarnytak (darazsak, méhek,
hangyék) tartoznak, czck cgyittal a leg-
nagyobb fajszamut rendek is. Egyedfejls-
désiikre jellemzd, hogy négyszakaszos;
megkiilonboztethetiink benne pete-, lar-
va-, bab- és imago- (kifejlet, ivarérett ro-
var) allapotokat. Azt a folyamatsort,
amely alatt az dliat cljut az egysejtid peté-
16l az imagoig, teljes atalakulasnak, vagy
holometabolidnak nevezzik. Az ilyen fej-
I6dési mod nyilvanvaléan oriasi valtoza-
sokkal jar a testfelépitésben és a -miko-
déshen is. Ezck az dtalakulasok két nagy
hullamban jelentkeznek. Az elsG az emb-
riondlis fejlédés, amikor kialakulnak a lar-
vara jellemz6 szervek, az allat kibijik a
petcburokbdl, és taplilkozni kezd. A ma-
sodik hullam, melyet metamorfozisnak
ncveziink, a lrvaallapot utolsé szakasza-
ban indul, és a babszakasz nagy részében
is tart. Ennek soran egyes larvakori szdve-
tck (példaul az izomzat és az idegsejtek
nagy része) lebomlanak, s helycttiik uj, az
imagora jellemz3 struktirak jénnek létre.
A szervek masik csoportja nem tiinik el,
inkdbb lassan, fokozatosan alakul at, te-
hat a sejtpusztulds mellett a sejtosztédds
is komoly szerepet jatszik. Igy viselkedik

péidaul a kézépbél és a kiltakaré hamja.
A felndttkori szervek gyakran olyan kis
sejtcsoportokbol (imaginalis korongok-
bol) alakulnak ki, melyek hosszi ideig
nyugalomban varakoznak.

A modern biologiai tudomanyok egyik
igen kedvelt és sikeres vizsgalati objektu-
ma egy kicsiny légy, a kozonséges ceet-
muslica (Drosophila  melanogaster),
amely bd évszazada a legintenzivebben
és legtobbet kutatott allatfajok kozé
tartozik. Szamos kedvezd tulajdonsiga
teszi alkalmassd erre a szerepre. Kis mé-
rete ¢s egyszerii taplalékigénye miatt
konnyen tarthatd. Viszonylag kényelme-
sen tenyészthetd, nem bonyolult elkiilo-
niteni €s fenntartani cgy sereg muticio-
jat, rdadasul czek nagy része szabad
szemmel, vagy kis nagyitasi mikroszkop-
pal is felismerhetd. Lényeges szempont,
hogy koénnyen hozziférheté mind a
klasszikus, mind a molekuliris biologiai
modszerek szamara. Testfelépitése és
cgyedfejlodése is kivaldan ismert, s az ez-
zel kapesolatos kutatdsok mar szamos
oriasi fontossagl felfedezést credmé-
nyeztek, amelyek jelentGsége olykor egé-
szen az eml6sokig mutat. A Drosophila
komolyabb hitrinya, hogy apro mérete
miatt egy-egy szovetbsl vagy szervbél
csak Oridsi munka dran, vagy egyaltalan
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